
Polinomios ortogonales: historia y apli
a
iones1Renato �Alvarez-Nodarse1. Introdu

i�onEn este breve art��
ulo vamos a intentar dar una visi�on de los polinomiosortogonales: entes matem�ati
os de gran sen
illez y 
on un sinn�umero de apli-
a
iones tanto en Matem�ati
as (e
ua
iones diferen
iales, 
ombinatoria, teor��ade n�umeros, �algebra 
omputa
ional, fun
iones Theta, aproxima
i�on ra
ional,teor��a de grupos, et
) 
omo en F��si
a o Ingenier��a (f��si
a 
u�anti
a, e
ua
ionesde S
hr�odinger, entrop��as de Shannon, os
iladores, 
ompresi�on de la informa-
i�on, et
).Aunque no es nuestro objetivo presentar nuevos teoremas, para situarnosen el 
ontexto vamos a 
omenzar dando una de las de�ni
iones m�as sen
illasde familia de polinomios ortogonales.De�ni
i�on: Dada una su
esi�on de polinomios (Pn)n 
on grado Pn = n, dire-mos que es una su
esi�on de polinomios ortogonales 
on respe
to a una medida� si se 
umple que: RR Pn(x)Pm(x)d�(x) = Æn;mKn, n, m = 0; 1; 2; : : :, dondeÆn;m es el s��mbolo de Krone
ker (Æn;m = 1 si n = m y 0 si n 6= m).Cuando la medida � es positiva enton
es, Kn > 0 para todo n, en 
uyo 
asose di
e que la familia de polinomios es de�nida positiva, y a dn = pKn se le de-nomina norma del polinomio Pn. Ejemplos de di
has familias son los 
ono
idospolinomios de Ja
obi, Laguerre y Hermite que introdu
iremos en el pr�oximoapartado. Un 
aso de espe
ial inter�es es 
uando la medida es absolutamente
ontinua, es de
ir, 
uando existe una fun
i�on 
ontinua � (no ne
esariamen-te positiva) tal que d�(x) = �(x)dx. En este 
aso la fun
i�on � se denominafun
i�on peso.Para mayor 
laridad vamos a dividir nuestra exposi
i�on en distintos apar-tados. Comenzaremos dando una breve introdu

i�on hist�ori
a para a 
onti-nua
i�on pasar a des
ribir dos de los aspe
tos m�as llamativos rela
ionados 
onestos objetos matem�ati
os: el na
imiento de la teor��a general y los teoremas de
ara
teriza
i�on. Tambi�en veremos dos grandes sub
lases de polinomios orto-gonales: los q�polinomios y los polinomios matri
iales. Culminaremos presen-tanto un breve apartado 
on algunas de las apli
a
iones m�as signi�
ativas delos polinomios ortogonales as�� 
omo la des
rip
i�on de algunos textos 
l�asi
ossobre el tema.1Art��
ulo apare
ido en Bol. So
. Esp. Mat. Apl. 18 (2001), 19{451



2 Polinomios ortogonales: historia y apli
a
iones2. Breve introdu

i�on hist�ori
a2.1. Las familias 
l�asi
asLos polinomios ortogonales 
orresponden a una peque~na parte de unagran familia de fun
iones espe
iales. Su historia se remonta al siglo XVIII yest�a estre
hamente rela
ionada 
on la resolu
i�on de problemas de inmediataapli
a
i�on pr�a
ti
a. Uno de estos problemas estaba rela
ionado 
on la, porenton
es re
iente, teor��a de la gravedad de Newton.Era bien 
ono
ido en el siglo XVIII que la fuerza de atra

i�on entre dos
uerpos pod��a ser determinada a partir de la fun
i�on poten
ial V (x; y; z).Adem�as, la misma era f�a
il de 
al
ular 
ono
iendo la distribu
i�on de masa{digamos su densidad �{ en el interior del 
uerpo mediante la f�ormula:V (x; y; z) = Z Z Z �(�; �; �)r d�d�d�; (1)donde r =p(x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)2 y, por tanto, 
al
ulando la integrales posible en
ontrar la fun
i�on V . Esto, sin embargo, es 
ompli
ado ya que esne
esario 
ono
er a priori la distribu
i�on de masa de los 
uerpos, la 
ual es,en general, des
ono
ida. Si a esto unimos el he
ho de que el 
�al
ulo dire
to dela integral (1) suele ser muy engorroso {pues se trata de una integral tripleque hay que integrar en un volumen a
otado pero 
on forma arbitraria{. Otraposibilidad era resolver la e
ua
i�on del poten
ial para puntos exteriores al
uerpo: �2V�x2 + �2V�y2 + �2V�z2 = 0. Esta no
i�on del poten
ial y su rela
i�on 
on lasfuerzas fue tratado por distintos matem�ati
os de la talla de Daniel Bernoulli,Euler y Lagrange.
Adrien M. Legendre

Uno de los problemas m�as atra
tivos surgidos enesos a~nos fue el de la atra

i�on de un 
uerpo por unaesfera. Este problema interes�o a Adrien{Marie Legen-dre (1752{1833). �Este, en un art��
ulo de 1782 tituladoSur l'attra
tion des sph�ero��des (aunque publi
ado en1785), prob�o un teorema muy interesante que estable
eque, si se 
ono
e el valor de la fuerza de atra

i�on deun 
uerpo de revolu
i�on en un punto exterior situadoen su eje, enton
es se 
ono
e en todo punto exterior.As�� redujo el problema al estudio de la 
omponente ra-dial P (r; �; 0), 
uya expresi�on esP (r; �; 0) = Z Z Z (r � r0) 
os 
(r2 � 2rr0 
os 
 + r02) 32 r02 sin �0d�0d�0dr0 ;donde 
os 
 = 
os � 
os �0+sen � sen �0 
os�0. Adem�as prob�o que el integrando



R. �Alvarez-Nodarse 3de �esta se pod��a expresar mediante una serie de poten
ias de r0r de la forma1r2 �1 + 3P2(
os 
)r02r2 + 5P4(
os 
)r04r4 + : : :� :Las fun
iones P2; P4; ::: son fun
iones ra
ionales enteras {polinomios{ de 
os 
,que hoy se 
ono
en 
omo polinomios de Legendre.Dos a~nos m�as tarde en 1784, Legendre dedujo algunas de las propiedadesde las fun
iones P2n(x) 
omo la ortogonalidad:Z 10 P2n(x)P2m(x)dx = Æmn 14m+ 1 ;donde Æmn es el s��mbolo de Krone
ker. Hab��a na
ido la primera familia de poli-nomios ortogonales de la historia. En ese mismo trabajo, Legendre prob�o quelos 
eros de Pn eran reales, distintos entre s��, sim�etri
os respe
to al origeny menores, en valor absoluto que 1. En su 
uarto art��
ulo sobre el tema(es
rito en 1790, aunque publi
ado tres a~nos m�as tarde) introdujo los poli-nomios de grado impar, as�� 
omo los hoy llamados polinomios aso
iados deLegendre Pmn (x) que se expresan a trav�es de los polinomios Pn de la formaP (m)n (x) = (1 � x2)m2 dmPn(x)dxm , y que son solu
iones de la e
ua
i�on de Lapla
een 
oordenadas esf�eri
as tras apli
ar el m�etodo de separa
i�on de variables.
Charles Hermite

Los polinomios de Legendre fueron 
onsidera-dos tambi�en por Pierre{Simon Lapla
e (1749{1827)quien en 1782 introdujo las fun
iones esf�eri
as {queest�an dire
tamente rela
ionadas 
on los polinomios deLegendre{ y demostr�o varios resultados relativos aellas. Tambi�en es desta
able otro resultado publi
adoen 1826 {M�emoire sur l'attra
tion des spheroides (Co-rresp. sur l'E
ole Royale Polyte
h. III, 361{385){ porel fran
�es Olinde Rodrigues (1794{1851). Se trata deuna f�ormula para expresar los polinomios de Legendre,Pn(x) = 12nn! dn(x2�1)ndxn , 
ono
ida hoy d��a 
omo f�ormulade Rodrigues.La siguiente familia, en orden de apari
i�on, fue la de los polinomios deHermite Hn llamados as�� en honor a Charles Hermite (1822{1901) quien losestudi�o junto 
on el 
aso de varias variables en su ensayo Sur un nouveaud�eveloppement en s�erie des fon
tions (C. R. A
ad. S
i. Paris, I) en 1864 (ver�uvres, Gauthier-Villars, 1908, Tome II, 293{308), aunque al pare
er el pri-mero en 
onsiderarlos fue Lapla
e en 1810 en su M�e
anique 
�eleste donde losutiliz�o en problemas de teor��a de las probabilidades. En este 
aso la ortogona-lidad se expresa respe
to a la fun
i�on e�x2 soportada en la re
ta real.



4 Polinomios ortogonales: historia y apli
a
ionesLuego el ruso Pafnuti Lvovi
h Chebyshev (1821{1894) realiz�o un estudiodetallado de los mismos en 1859 {v�ease su art��
ulo Sur le d�eveloppement desfon
tions �a une seule variable (Oeuvres, Tom I, 501-508, Chelsea Pub. Co.){.
Ni
ol�as Laguerre

La pr�oxima familia, 
ono
ida 
omo polinomios de La-guerre L�n, deben su nombre a Edmond Ni
ol�as Lague-rre (1834{1886). Estos polinomios ya eran par
ialmente
ono
idos por Niels Henrik Abel (1802{1829) y Joseph-Louis Lagrange (1736{1813), aunque es nuevamente Che-byshev el primero en realizar un estudio detallado de losmismos en 1859 en el trabajo antes 
itado y que 
onti-nu�o el matem�ati
o ruso Konstantin Aleksandrovi
h Posse(1847{1928) en 1873. El 
aso general para � > �1 fueestudiado por Yulian Vasilevi
h Sojotkin (1842{1827) en1873, y no es hasta 1879 que Laguerre los introdu
e {
aso parti
ular � = 0{ 
uando estudiaba la integral R1x e�xx�1dx, mediantesu desarrollo en fra

iones 
ontinuas. En parti
ular, Laguerre, en su memo-ria Sur l'int�egrale R1x e�xdxx (Bull. So
. Math. Fran
e, VII, 1879) (ver �vres,Gauthier-Villars, 1898, 428{437), prueba, entre otras 
osas, la rela
i�on entrela integral R1x e�xx dx, y la fra

i�on 
ontinua:Z 1x e�xx dx = e�xx+ 1� 1x+ 3� � � � = e�x �m(x)Lm(x) ;donde los denominadores Lm(x) son las solu
iones polin�omi
as de la e
ua
i�ondiferen
ial de Laguerre xy00 + (x+ 1)y0 �my = 0, m = 0; 1; 2; : : :, que no sonm�as que los hoy 
ono
idos polinomios 
l�asi
os de Laguerre.En este trabajo Laguerre tambi�en demostr�o que los 
eros de los Ln eranreales y simples y adem�as, prob�o la propiedad de ortogonalidad que satisfa
��andi
hos polinomios: Z 10 e�xLm(x)Ln(x)dx = Æmn(n!)2:A~nos m�as tarde, en 1880, otro estudiante de Chebyshev, Nikolai Yakovlevi
hSonin (1849{1915) 
ontin�ua el estudio 
omenzado por Sojotkin sobre los poli-nomios 
on � > �1. Es quiz�a por ello que que en algunos sitios a los polinomiosL�n(x) se les denomina polinomios de Laguerre{Sonin.Antes de pasar a nuestra �ultima familia 
l�asi
a debemos ha
er una bre-ve in
ursi�on en la teor��a de las e
ua
iones diferen
iales de segundo orden. Elestudio de las fun
iones espe
iales que surgen 
omo solu
iones en serie dee
ua
iones diferen
iales ordinarias lineales fue desarrollado por Carl Friede-ri
h Gauss (1777{1855) en su famoso ensayo de 1813 Disquisitiones generales
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ir
a seriem in�nitam ..., (Werke, II (1876), 123-162) sobre fun
iones hiper-geom�etri
as. {las 
uales, a su vez, fueron introdu
idas por Leonhard Euler(1707{1783) en 1769{. En este ensayo Gauss no hizo uso de la e
ua
i�on dife-ren
ial que s�� utiliz�o m�as tarde en material in�edito {Disquisitiones generales
ir
a seriem in�nitam..., (Werke, III (1876), 207-229){. All�� introdujo la e
ua-
i�on diferen
ial x(1 � x)y00 + [
 � (� + � + 1)x℄y0 � ��y = 0, 
uya solu
i�ones F(�; �; 
jx) = 1 + � � �1 � 
 x+ �(� + 1) � �(� + 1)1�2 � 
(
 + 1) x2 + � � � : (2)

Carl F. Gauss
Gauss re
ono
i�o que, para 
iertos valores de �, �y 
, la serie in
lu��a, entre otras, 
asi todas las fun
io-nes elementales. Por ejemplo: (1 + z)a = F(�a; b; bj�z),log(1 + z) = zF(1; 1; 2j�z), et
. Tambi�en Gauss estable-
i�o la 
onvergen
ia de la serie e introdujo la nota
i�onF(a; b ; 
jx) que 
onvive todav��a 
on la nota
i�on moder-na 2F1� a; b
 ��x�. Otro trabajo importante de Gauss fuesu Methodus nova integrali um valores per approximatio-nen inveniendi, (Werke III, 163{196) donde demuestrauna f�ormula de 
uadraturas para el 
�al
ulo aproximado(y e�
iente) de integrales que 
onstituye una de las apli-
a
iones m�as importantes de los polinomios ortogonales. En 
on
reto, Gauss\re
uper�o" los 
eros de los polinomios de Legendre 
uando bus
aba d�onde de-ber��an estar los del polinomio de interpola
i�on (de Lagrange) para obtener lamayor pre
isi�on posible al integrar entre 0 y 1, aunque no utiliz�o la ortogona-lidad de los polinomios (he
ho que probablemente des
ono
��a) sino la fun
i�onhipergeom�etri
a 2F1. La 
onstru

i�on de la f�ormula de 
uadraturas, tal y 
omola 
ono
emos hoy usando la ortogonalidad, se debe a nuestro pr�oximo perso-naje, Karl Gustav Ja
ob Ja
obi {Uever Gauss' neve Methode die werthe derIntegrale n�aherungsweise zu �nden J. Reine Angew. Math., 1 (1826) 301-308{(1804{1851), otro de los grandes matem�ati
os del siglo XIX.

Karl Ja
obi
Ja
obi fue uno de los m�as grandes matem�ati
os delsiglo XIX y no s�olo por sus aporta
iones puramente te�ori-
as, sino por su inter�es por resolver d���
iles problemasde inmediata apli
a
i�on pr�a
ti
a {las famosas e
ua
ionesde Hamilton y Ja
obi de la Me
�ani
a, o sus trabajos enMe
�ani
a de Fluidos, por ejemplo{. Es notable su 
�ele-bre frase: \El se~nor Fourier opina que la �nalidad de lasmatem�ati
as 
onsiste en su utilidad p�ubli
a y en la expli-
a
i�on de los fen�omenos naturales; pero un �l�osofo 
omo�el deber��a haber sabido que la �nalidad �uni
a de la 
ien-
ia es rendir honor al esp��ritu humano y que, por ello,



6 Polinomios ortogonales: historia y apli
a
ionesuna 
uesti�on de n�umeros vale tanto 
omo una 
uesti�on sobre el sistema delmundo, que quiz�a di�o 
omienzo a esa absurda batalla de hoy d��a sobre la prio-ridad de la Matem�ati
a \plat�oni
a" basada en la idea de que la Matem�ati
adebe ser independiente de toda utilidad inmediata de la Matem�ati
a apli
adade Fourier.Fiel a esa idea plat�oni
a, Ja
obi introdu
e una nueva familia que generalizalos polinomios de Legendre a partir de la fun
i�on hipergeom�etri
a de Gauss,sin importarle sus posibles apli
a
iones {re
ordemos que las familias anterioreshab��an apare
ido de uno u otro modo rela
ionadas 
on apli
a
iones f��si
as omatem�ati
as{. As��, en su art��
ulo p�ostumo de 1859, Untersunshungen �uber dieDi�erentialglei
hung de hypergeometris
hen Reihe (J. Reine Angew. Math. 56149{165), de�ni�o la familia de polinomiosP�;�n (x) = �(n+ �+ 1)�(�+ 1)n! 2F1� �n; n+ �+ � + 1�+ 1 ����1� x2 �;para la que demostr�o, entre otras, una propiedad de ortogonalidad en elintervalo [�1; 1℄ 
on respe
to a la fun
i�on peso �(x) = (1 � x)�(1 + x)� ,� > �1; � > �1, o sea,Z 1�1 P�;�n (x)P�;�m (x) �(x)dx = Æmn 2�+�+1�(n+ �+ 1)�(n+ � + 1)(2n+ �+ � + 1)�(n+ �+ � + 1)n! ;donde �(x) denota la fun
i�on Gamma de Euler. Es f�a
il 
omprobar (ver, porejemplo, [12, 40, 42℄) que tanto los polinomios de Laguerre 
omo los de Hermitetambi�en se pueden es
ribir 
omo una fun
i�on hipergeom�etri
a no de Gauss,sino de las fun
iones hipergeom�etri
as generalizadas pFq.Para 
ulminar este apartado men
ionaremos que una generaliza
i�on de laserie hipergeom�etri
a de Gauss (2) fue realizada por Eduard Heine (1821{1881)en 1846{1847. En sus ensayos �Uber die Reihe... (J. Reine Angew. Math. 32(1846), 210-212) y Untersu
hungen �uber die Reihe... (J. Reine Angew. Math.34 (1847), 285-328), Heine introdu
e la serie1 + (1� q�)(1� q�)(1� q)(1� q
) z + (1� q�)(1 � q�+1)(1� q�)(1 � q�+1)(1� q)(1� q2)(1� q
)(1 � q
+1) z2 + � � � ;que obviamente se transforma en (2) 
uando q ! 1 y se 
ono
e 
omo la serie deHeine 2'1. Generaliza
iones de la serie de Heine han servido para introdu
ir yestudiar otras familias de polinomios: los q-polinomios a los que nos referiremosm�as adelante.2.2. Las familias 
l�asi
as dis
retasAdem�as de las familias anteriores, 
ono
idas 
omo familias 
l�asi
as 
on-tinuas (ya que satisfa
en una e
ua
i�on diferen
ial), existen otras denominadas
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om�unmente familias \dis
retas" ya que su ortogonalidad viene dada median-te sumas, o bien son solu
i�on de una e
ua
i�on en diferen
ias. El 
aso m�assen
illo lo 
onstituyen los polinomios de Chebyshev dis
retos introdu
idos porChebyshev en 1858 en un breve trabajo titulado Sur une nouvelle s�erie (Oeuv-res, Tom I, 381{384, Chelsea Pub. Co.), y que luego ampli�o en su ensayo Surl'interpolation des valeurs �equidistantes (Oeuvres, Tom II, 219{242, ChelseaPub. Co.) de 1875, 
uyo prin
ipal objetivo era 
onstruir buenas tablas de fue-go para la artiller��a rusa. Siguiendo las ideas expuestas por Chebyshev, M. P.Krav
huk introdujo en 1929 una nueva familia: los polinomios de Krav
huk.La idea es la siguiente: interpolar una fun
i�on 
uando a los valores dados dela fun
i�on se les asignan unos pesos de a
uerdo 
on alguna ley determina-da de probabilidad. En otras palabras, sean x0; x1; : : : ; xN diferentes valoresde la variable independiente de una fun
i�on f(x) y sean y0; y1; :::; yN los 
o-rrespondientes valores de la fun
i�on. Se quiere en
ontrar los 
oe�
ientes Amdel desarrollo y � A0P0(x) + : : : + AkPk(x); (k < N) determinados por la
ondi
i�onN�1Xi=0 �(xi)[yi �A0P0(xi)� � � � �AkPk(xi)℄2 = m��nimo; xi+1 = xi + 1;y donde Pm es un polinomio de grado m determinado por la 
ondi
i�on deortogonalidad y normaliza
i�on (polinomios ortonormales)N�1Xi=0 �(xi)Pk(xi)Pm(xi) = � 0 k < m1 k = m ; �(xi) > 0; N�1Xi=0 �(xi) = 1: (3)En el 
aso �(x) = 1, x = 0; 1; : : : N � 1 (distribu
i�on uniforme), este pro-blema 
ondu
e a los polinomios dis
retos de Chebyshev, mientras que el 
aso�(x) = (n�1)(n�2)���(n�x)1�2���x pxqn�1�x, x = 0; 1; 2; : : : ; N � 1 (distribu
i�on bino-mial) 
ondu
e a los polinomios de Krav
huk. Otros 
asos 
orresponden a lasdistribu
iones de Poisson �(x) = �xx! , x = 0; 1; 2; : : : (polinomios de Charlier),de Pas
al �(x) = �x�(
+x)x! , x = 0; 1; 2; : : : (polinomios de Meixner) y de P�olyao hipergeom�etri
a �(x) = �(N+��x)�(�+x+1)�(N�x)x! , x = 1; 2; : : : ; N � 1 (polinomiosde Hahn, de los 
uales los de Chebyshev son un 
aso parti
ular). Estas 
uatrofamilias 
onstituyen lo que hoy 
ono
emos 
omo polinomios 
l�asi
os dis
retos.Aunque el m�etodo des
rito nos permite obtener todas las familias de po-linomios dis
retos no todas se des
ubrieron de esa manera. Como ejemplomostraremos 
omo apare
ieron los polinomios de Meixner a partir de las fun-
iones generatri
es, muy �utiles en la teor��a de probabilidades. Por fun
i�ongeneratriz de la su
esi�on de polinomios (Pn)n se entiende una fun
i�on F dedos variables que se puede representar mediante una serie formal in�nita dela forma F(x;w) = P1n=0 anPn(x)wn, donde la su
esi�on (an)n es 
ono
ida.



8 Polinomios ortogonales: historia y apli
a
ionesJ. Meixner, en un art��
ulo publi
ado en el J. London Math. So
. (vol 9 pp.6-13) en 1934, 
onsider�o el problema de la determina
i�on de todos los siste-mas de polinomios ortogonales 
uyas fun
iones generatri
es tuvieran la formaA(w)exG(w) = P1n=0 fn(x)wn, A(w) = P1n=0 anwn, y G(w) = P1n=1 gnwn,donde a0 6= 0, g1 6= 0 y fn son polinomios de grado n 
on 
oe�
ientes prin
i-pales y (n!)�1a0gn1 {el 
oe�
iente prin
ipal de un polinomio es el 
oe�
ientede la mayor poten
ia del mismo, o sea, an si pn(x) = anxn + � � �{. Meixnerprob�o que a la su
esi�on (Pn)n le 
orresponde una fun
i�on generatriz anteriorsi y s�olo si los polinomios (Pn)n satisfa
en una rela
i�on de re
urren
ia de laforma Pn+1(x) = [x� (dn+f)℄Pn(x)�n(g n+h)Pn�1(x), n 6= 0, donde g 6= 0,g + h > 0. Adem�as demostr�o que exist��an 
in
o 
lases distintas de polinomiosortogonales 
on una fun
i�on generatriz de�nida 
omo antes, tres 
ono
idas: lospolinomios de Hermite, los polinomios de Laguerre y los polinomios de Charlier{introdu
idos ini
ialmente por C.V.L. Charlier en 1905{1906 en su art��
ulo enel Arkiv f�or Matematik, Astronomi o
h Fysik. (vol. 2(20) pag. 35) al estudiar
iertos problemas rela
ionados 
on medi
iones astr�onomi
as{, y dos nuevas:los ya men
ionados polinomios de Meixner y los polinomios de Meixner desegunda espe
ie, ortogonales respe
to a una fun
i�on peso 
ompleja.3. Teor��a general. Stieltjes y ChebyshevComo hemos visto en la se

i�on anterior, los polinomios ortogonalesest�an estre
hamente rela
ionados 
on las e
ua
iones diferen
iales y teor��a deaproxima
i�on (en parti
ular por su rela
i�on 
on las fra

iones 
ontinuas). Esta
onexi�on, y en espe
ial la segunda, 
ondu
en al na
imiento, en la segundamitad del siglo XIX, de la teor��a general sobre polinomios ortogonales.Veamos, en primer lugar, la rela
i�on entre los polinomios ortogonales y lateor��a de las fra

iones 
ontinuas. Comenzaremos 
on los trabajos de ThomasJan Stieltjes Jr. (1856{1894). Stieltjes, en su famoso ensayo Re
her
hes sur lesfra
tions 
ontinues (Ann. Fa
. S
i. Univ. Toulouse, 8 (1894) 1-122, 9 (1895)1-47) publi
ado p�ostumamente en dos partes en 1894 y 1895, desarroll�o lateor��a general de las S-fra

iones de�nidas por1
1z + 1
2 + 1
3z + � � � 1
2n + 1
2n+1z + .. .
;


on la 
ondi
i�on 
k > 0 (k = 1; 2; :::). Stieltjes prob�o que ha
iendo el 
ambioa20 = 1=
1; b0 = �1=(
1
2) y a2n = 1=(
2n�1
22n
2n+1), bn = �1=(
2n
2n+1) �
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2n+1
2n+2), n = 1; 2; : : :, esta fra

i�on se transformaba en una de las fra
-
iones 
ontinuas de Ja
obi y, adem�as, que si ak = 0, para todo k � n + 1,enton
es la expresi�on anterior se transformaba en una fun
i�on ra
ional fn(z)de la forma fn(z) = 1a1 p(1)n�1(z)pn(z) , donde los polinomios denominadores pn(z) ylos numeradores p(1)n�1(z) son solu
iones de la rela
i�on de re
urren
ia a trest�erminos zrn(z) = an+1rn+1(z) + bnrn(z) + anrn�1(z); n � 0 ;

Thomas Stieltjes

on las 
ondi
iones ini
iales:r�1(z) = 0; r0(z) = 1 y r�1(z) = 1; r0(z) = 0;respe
tivamente. A partir de la rela
i�on de re
urren-
ia y para el 
aso de las J-fra

iones, Stieltjes de-mostr�o que exist��a un fun
ional L, lineal y positivo, talque, L(pnpm) = 0 para n 6= m, lo 
ual se puede inter-pretar 
omo una versi�on primitiva del famoso teoremade Favard demostrado antes por O. Perron (1929), A.Wintner (1929) y M. H. Stone (1932), J. Sherman (1935)y I. P. Natanson (1935) indistintamente que asegura losiguiente:Teorema: (Favard 1935 [20℄) Supongamos que una su
esi�on de polinomios(pn)n satisfa
e una rela
i�on de re
urren
ia a tres t�erminos de la forma:zpn(z) = an+1pn+1(z) + bnpn(z) + anpn�1(z); n � 0 ;
on ak+1 > 0 y bk 2 R (k = 0; 1; 2; :::) y las 
ondi
iones ini
iales p�1(z) = 0 yp0(z) = 1. Enton
es, di
hos polinomios pn son ortonormales en L2(�), siendo� 
ierta medida positiva sobre la re
ta real, o sea, existe una fun
i�on real node
re
iente � 
on un n�umero in�nito de puntos de 
re
imiento efe
tivo tal que,para todo n;m = 0; 1; 2; ::: se tiene que:Z 1�1 pn(x)pm(x)d�(x) = Æmn;donde, 
omo antes, Æmn es el s��mbolo de Krone
ker.Adem�as demostr�o que tales polinomios ten��an 
eros 
on unas propiedadesmuy interesantes: todos eran reales y simples, y los 
eros de pn entrelazaban
on los 
eros de p(1)n�1 y 
on los de pn�1.El Re
her
hes de Stieltjes no s�olo 
onstituy�o un trabajo esen
ial en lateor��a de fra
iones 
ontinuas sino que represent�o el primer trabajo dedi
ado
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a
ionesa la na
iente teor��a general de polinomios ortogonales. Adem�as de ello, en �elStieltjes introdu
e lo que se 
ono
e a
tualmente 
omo problema de momentos(dada una su
esi�on (�n)n, en
ontrar una medida �(x) tal que �k = R xnd�(x))as�� 
omo una extensi�on de la integral de Riemann {la integral de Riemann-Stieltjes{ que le permiti�o un tratamiento m�as general de la ortogonalidad.
Pafnuti Chebyshev

Adem�as de los trabajos de Stieltjes debemos desta-
ar tambi�en los del matem�ati
o ruso Pafnuti Lvovi
hChebyshev. Chebyshev estudi�o un ingente n�umero deproblemas rela
ionados 
on los polinomios ortogonales{ ya 
omentamos sus trabajos donde estudia los poli-nomios de Hermite y Laguerre y la introdu

i�on de laprimera familia dis
reta{, llegando a ellos al tratar deresolver problemas apli
ados. Por ejemplo, sus investi-ga
iones en 1854 sobre algunos me
anismos que trans-formaban la energ��a de rota
i�on en energ��a de trasla
i�onle llevaron al problema de mejor aproxima
i�on. As��, ensu memoria Th�eorie des m�e
anismes 
onnus sous lenom de parall�elogrammes (Oeuvres, Tomo I, Chelsea Pub. Co. 111-145), Che-byshev plante�o el problema de en
ontrar la mejor aproxima
i�on polin�omi
auniforme de una fun
i�on 
ontinua f , o sea, dada la fun
i�on 
ontinua f de-�nida en 
ierto intervalo (a; b), en
ontrar dentro del 
onjunto Pn de todoslos polinomios de grado a lo sumo n el polinomio pn de grado n tal que elm�aximo de jf(x) � pn(x)j sea m��nimo en di
ho intervalo. De esa manera in-trodujo los hoy 
ono
idos polinomios de Chebyshev de primera espe
ie Tn(x)que son la solu
i�on al problema extremal de en
ontrar los polinomios m�oni-
os pn(x) = xn + � � � tales que m�ax jpn(x)j en el intervalo [�1; 1℄ sea m��nimo,en
ontrando la solu
i�onm��npn2Pn m�axx2[�1;1℄ jpn(x)j = 12n�1 ; pn(x) = 12n�1Tn(x) = 12n�1 
os(n ar
os x):Estos polinomios forman un sistema ortogonal 
on respe
to a la fun
i�on peso�(x) = 1=p1� x2 y 
oin
iden 
on los polinomios de Ja
obi P� 12 ;� 12n .Debemos desta
ar que Chebyshev obtuvo numerosos resultados sobre lospolinomios ortogonales. En 1859, desde diferentes 
onsidera
iones, estudi�o otrossistemas de polinomios ortogonales 
omo los de Hermite y Laguerre. Sin em-bargo, �el no los introdujo a partir de la rela
i�on de ortogonalidad sino a partirdel desarrollo en serie de poten
ias para las fra

iones 
ontinuas de la formaR ba �(x)dxz�x . Chebyshev tambi�en estudi�o el problema de momentos y f�ormulasde 
uadratura e introdujo la primera familia de polinomios dis
retos: los yamen
ionados polinomios dis
retos de Chebyshev.Por estas razones, tanto a Stieltjes 
omo a Chebyshev se les 
onsidera lospadres de la teor��a de polinomios ortogonales que estaba por llegar a prin
i-
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onsolid�o en 1939 
on la apari
i�on de la monograf��aOrthogonal Polynomials de Gabor Szeg}o [42℄. En esta ex
elente monograf��a,aparte de presentar una teor��a general sobre polinomios ortogonales, se in
lu-yen gran 
antidad de resultados sobre las familias 
l�asi
as y se ini
ia la teor��ade Szeg}o de polinomios sobre la 
ir
unferen
ia unidad.4. Los teoremas de 
ara
teriza
i�onConsideremos ahora uno de los problemas m�as importantes en la teor��ade los polinomios ortogonales: los teoremas que nos indi
an 
u�ales son lasprin
ipales propiedades que los 
ara
terizan. En el apartado anterior nos en-
ontramos 
on uno de los resultados m�as generales: El Teorema de Favard.Aqu�� trataremos los teoremas de 
ara
teriza
i�on rela
ionados 
on las familias
l�asi
as.La primera 
ara
teriza
i�on que 
onsideraremos fue obtenida por S. Bo
hner[13℄ quien prob�o que los �uni
os polinomios ortogonales que satisfa
��an unae
ua
i�on diferen
ial del tipo:�(x) d2dx2Pn(x) + �(x) ddxPn(x) + �nPn(x) = 0 ; (4)donde � y � son polinomios de grado a lo sumo 2 y exa
tamente 1, respe
tiva-mente, y �n es una 
onstante, eran los polinomios 
l�asi
os, o sea, los polinomiosde Ja
obi (�(x) = (1�x2)), Laguerre (�(x) = x) y Hermite (�(x) = 1) {estastres familias de polinomios son ortogonales 
on respe
to a una fun
i�on pe-so de�nida en R (ver Tabla 1){ y, aparentemente, una nueva familia 
uando�(x) = x2. Estos �ultimos, denominados polinomios de Bessel, a diferen
ia delas tres familias anteriores no 
orresponden a un 
aso de�nido positivo, es de
irla medida de ortogonalidad no es positiva. Aunque estos polinomios hab��ansido 
onsiderados por mu
hos matem�ati
os (e.g. Bur
hnall y Chaundy en 1931[14℄), fueron H. L. Krall y O. Frink quienes los presentaron formalmente en1949 en su art��
ulo A new 
lass of orthogonal polynomials (Trans. Amer. Math.So
. 65) [33℄ y les dieron el nombre por su rela
i�on 
on las fun
iones de Bessel.En ese magn���
o trabajo estudiaron un sinn�umero de propiedades y probaronla ortogonalidad respe
to a una fun
i�on peso en la 
ir
unferen
ia unidad T.Sin embargo no en
ontraron ninguna fun
i�on \peso"(ne
esariamente signada)sobre la re
ta real. El problema fue �nalmente resuelto por A. Dur�an en 1990en [17℄ donde se desarrolla un m�etodo general para en
ontrar expl��
itamentefun
iones muy regulares 
on momentos dados; 
omo apli
a
i�on en
ontr�o lasprimeras medidas signadas sobre R y (0;+1) respe
to a las 
uales los polino-mios de Bessel eran ortogonales.Otra 
ara
teriza
i�on, la m�as antigua, se debe a Sonin quien, en 1887,prob�o que los �uni
os polinomios ortogonales que satisfa
��an la propiedad de
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a
ionesCuadro 1: Los polinomios ortogonales 
l�asi
os.SPO fun
i�on Pn �(x) fun
i�on peso Intervalo deortogonalidadLaguerre �(x) = x x�e�x [0;1)Hermite �(x) = 1 e�x2 (�1;1)Ja
obi �(x) = 1� x2 (1� x)�(1 + x)� [�1; 1℄Bessel �(x) = x2 2�+1P1m=0 (�2)m�(m+�+1)zm Tque sus derivadas P 0n tambi�en eran ortogonales eran los polinomios de Ja
obi,Laguerre y Hermite. Esta propiedad fue redes
ubierta W. Hahn en 1935 quientambi�en re
uper�o los polinomios de Bessel no 
onsiderados por Sonin {el 
a-so Bessel tambi�en fue estudiado por H.L.Krall [31℄{. Dos a~nos m�as tarde, elmismo Hahn prob�o un resultado m�as general que 
onten��a al anterior: si la su-
esi�on de polinomios ortogonales (Pn)n era tal que la su
esi�on de sus k��esimasderivadas (P (k)n )n, para 
ierto k 2 N, tambi�en era ortogonal, enton
es (Pn)nera alguna de las su
esiones de polinomios ortogonales 
l�asi
os.La ter
era 
ara
teriza
i�on fue propuesta por F. Tri
omi [43℄ quien 
onje-tur�o y par
ialmente demostr�o (para m�as detalle ver [1, 12℄) que s�olo los po-linomios ortogonales 
l�asi
os se pod��an expresar en t�erminos de una f�ormulatipo Rodrigues:Pn(x) = Bn�(x) dndxn [�(x)�n(x)℄ ; n = 0; 1; 2; ::: ; (5)donde � es una fun
i�on no negativa en 
ierto intervalo y � es un polinomioindependiente de n. La demostra
i�on rigurosa de este resultado fue dada porCryer en 1969 [15℄, aunque ya E. H. Hildebrandt en 1931 [27℄ ten��a variosresultados en esa dire

i�on. Otra 
ara
teriza
i�on 
onsiste en que los �uni
ospolinomios ortogonales respe
to a una fun
i�on peso � solu
i�on de la e
ua
i�ondiferen
ial de Pearson[�(x)�(x)℄0 = �(x)�(x); grado � � 2; grado � = 1 ;eran los 
l�asi
os (Ja
obi, Laguerre y Hermite), que fue probada por Hilde-brandt en 1931 [27℄. El 
aso dis
reto fue 
onsiderado por primera vez tambi�enpor E. H. Hildebrandt [27℄ en 1931 y fue resuelto 
ompletamente por P. Lesky[34℄ en 1962. Pre
isamente esta �ultima 
ara
teriza
i�on tradu
ida al espa
iodual de los fun
ionales permiti�o a F. Mar
ell�an y sus 
olaboradores obteneruna forma uni�
ada de probar todas las 
ara
teriza
iones as�� 
omo varias
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ompletamente nuevas, no s�olo para los polinomios 
l�asi
os [36℄, sino para el
aso \dis
reto" [21℄ (Hahn, Meixner, et
.). Una revisi�on de los teoremas de
ara
teriza
i�on la podemos en
ontrar en diversos trabajos, por ejemplo, en[1, 10, 12, 36℄).Una extensi�on de los polinomios 
l�asi
os se debe a H.L. Krall quien, en1938, estudi�o el problema de la determina
i�on de solu
iones polin�omi
as de unae
ua
i�on diferen
ial de orden 2n (n = 1 
ondu
e a los polinomios 
l�asi
os 
omoya vimos), en
ontrando 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes para la existen
iade las mismas. Dos a~nos mas tarde, en 1940, 
lasi�
�o todas las e
ua
iones de
uarto orden 
on solu
iones polin�omi
as [32℄. En 1978, su hijo A.M. Krall [32℄estudi�o estos nuevos polinomios (no 
l�asi
os) y los denomin�o polinomios tipo-Legendre, tipo-Laguerre y tipo-Ja
obi (ver tabla 2). N�otese que los polinomiosobtenidos son ortogonales respe
to a medidas 
l�asi
as \perturbadas" medianteuna o dos masas de Dira
 MÆ(x), siendo Æ(x) la fun
i�on Æ de Dira
 (m�asdetalles se pueden en
ontrar en [4, 5℄).Cuadro 2: Los Polinomios de Krall.Pn Medida Intervalo deortogonalidadtipo Laguerre e�x +MÆ(x) [0;1)tipo Legendre �2 + Æ(x�1)2 + Æ(x+1)2 [�1; 1℄tipo Ja
obi (1� x)� +MÆ(x) [0; 1℄Este problema ini
i�o las investiga
iones en un nuevo 
ampo de las fun
ionesespe
iales: los polinomios semi
l�asi
os [25℄. La generaliza
i�on de este problemaal 
aso de los polinomios \dis
retos" desembo
�o en una 
onjetura propuestapor R. Askey en 1990 y resuelta independientemente por H. Bavin
k y H. vanHaeringen en 1994 y por R. Alvarez-Nodarse y F. Mar
ell�an un a~no m�as tarde[3℄. Un estudio m�as general de este tipo de polinomios as�� 
omo las rela
io-nes l��mites entre los distintos polinomios de tipo Krall (tanto 
ontinuos 
omodis
retos) fue he
ho en [4℄. Otra generaliza
i�on de los polinomios ortogonales
l�asi
os son los polinomios ortogonales respe
to a un produ
to es
alar de tipoSobolev introdu
idos por D. C. Lewis (ver e.g. [35℄).5. Los q�polinomiosAdem�as de la extensi�on de Krall para los polinomios 
l�asi
os hay otrasposibilidades. Una de ellas fue explotada por W. Hahn en 1949 en su ensayo
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a
iones[24℄. All��, Hahn propuso el siguiente problema: Sea �q el operador lineal�q;wf(x) = f(qx+ w)� f(x)(q � 1)x+ w :En
ontrar todas las su
esiones de polinomios ortogonales (Pn) tales que:1. (�q;wPn)n sea tambi�en una su
esi�on de polinomios ortogonales;2. �q;wPn(x) satisfaga una e
ua
i�on de la forma:�(x)�2q;wPn(x) + �(x)�q;wPn(x) + �nPn(x) = 0; 8n � 0;donde grado � � 2 y grado � = 1.3. �(x)Pn(x) = �nq;w[X0(x) �X1(x) � � �Xn(x)�(x)℄, siendo X0 un polinomioindependiente de n, Xi+1(x) = Xi(qx+ w) y � independiente de n.4. Los momentos �n aso
iados a la su
esi�on (Pn)n, satisfa
en una rela
i�onde re
urren
ia de la forma �n = a+bqn
+dqn�n�1; ad� b
 6= 0.En ese mismo trabajo, Hahn da la respuesta para el fun
ional �q � �q;w
orrespondiente al 
aso q 2 (0; 1) y w = 0. El 
aso q = 1 y w = 1 
ondu
edire
tamente a los polinomios dis
retos antes men
ionados y fue resuelto porP. Lesky en 1962. El 
aso w = 0 y q ! 1 obviamente se transforma en el
aso 
l�asi
o estudiado por el mismo Hahn en 1935-1939. Aunque su art��
ulode 1949 es obs
uro y pr�a
ti
amente no 
ontiene ninguna demostra
i�on, en �elHahn en
uentra la familia m�as general de polinomios que pertene
��an a la 
laseantes men
ionada (w = 0), que son los hoy 
ono
idos q-polinomios grandes deJa
obi y, en parti
ular, los q�polinomios que llevan su nombre: q�polinomiosde Hahn y que 
onstituyen una familia �nita.Un he
ho sorprendente fue que, aparte de las tres 
ara
teriza
iones ante-riores de Hanh, no se 
ono
��a ninguna otra 
ara
teriza
i�on de estas familias.Este lapso fue 
ubierto re
ientemente por J. C. Medem en un trabajo en 
on-junto 
on R. Alvarez-Nodarse y F. Mar
ell�an [38℄, donde se prueban adem�asde las 
uatro 
ara
teriza
iones las siguientes:Teorema: Sea L un fun
ional regular y (Pn)n la su
esi�on de polinomios or-togonales aso
iada y sea q 2 C nfq : jqj = 1g. Las siguientes a�rma
iones sonequivalentes:(a) L satisfa
e la e
ua
i�on distribu
ional �q(�L) =  L, siendo � y  polino-mios 
on grado(�) � 2 y grado( ) = 1,(b) Existen dos polinomios �(k) y  (k) de grados a lo m�as 2 y exa
tamente 1,respe
tivamente, y una su
esi�on de 
onstantes b�(k)n 2 C nf0g, n � 1, b�(k)0 = 0,



R. �Alvarez-Nodarse 15tal que �(k)�q�q�1Q(k)n +  (k)�q�1Q(k)n = b�(k)n Q(k)n , 
on Q(k)n = Cnk�kqPn+k(Cn;k es tal que Q(k)n = xn + � � �),(
) Existen dos polinomios � y �� de grado a lo m�as 2, y seis su
esiones(an)n; (bn)n; (
n)n, (a?n)n; (b?n)n; (
?n)n, 
n
?n 6= 0, tales que ��Pn = anPn+1+bnPn + 
nPn�1 y ���q�1Pn = a?nPn+1 + b?nPn + 
?nPn�1,(d) Existen tres su
esiones (en)n�0; (hn)n�0 tales que Pn = Qn + enQn�1 +hnQn�2, 
on Qn = q�1qn+1�1�qPn+1 .Finalmente, men
ionaremos que J.C. Medem en 1996 dio otras 
ara
teriza
io-nes para una 
lase m�as general: los polinomios q�semi
l�asi
os, basando susdemostra
iones en el mar
o de los fun
ionales lineales siguiendo una idea ideaini
iada por el P. Maroni en los 80 para el 
aso \
ontinuo".Antes de 
ontinuar, debemos desta
ar que aunque los q�polinomios eran
ono
idos a �nales del siglo XIX {el primer ejemplo de q�polinomios se debe A.A. Markov, el famoso estudiante de Chebyshev, que en 1884 
onsider�o un 
asoparti
ular de los que se 
ono
en 
omo polinomios de q�Hahn{ es justamentea partir del trabajo de Hahn en 1949, men
ionado anteriormente, 
uando suestudio re
obra fuerza debido, fundamentalmente, a su 
onexi�on 
on la teor��ade fun
iones Theta, teor��a de parti
iones, representa
i�on de q��algebras y gru-pos 
u�anti
os, entre otras involu
r�andonse un sinn�umero de matem�ati
os delos que se puede desta
ar a R. Askey, J. A. Wilson, T. H. Koornwinder, D.Stanton, M. E. H. Ismail, T. S. Chihara, W. A. Al-Salam, A. F. Nikiforov,V. B. Uvarov, N. M. Atakishiyev, S. K. Suslov, entre otros (ver, por ejemplo,[8, 9, 10, 22, 28, 29, 39℄).Existen dos formas generales de tratar a estas familias. La primera, desa-rrollada en los a~nos 80 por los estadounidenses G. E. Andrews y R. Askey ysus 
olaboradores, se basa en las series hipergeom�etri
as b�asi
as 4'3 {las \q"generaliza
iones de la serie de Gauss de las que ya hemos visto un ejemplodebido a Heine{, de�nidas en general porr'p� a1; a2; :::; arb1; b2; :::; bp ���q ; z� = 1Xk=0 (a1; q)k � � � (ar; q)k(b1; q)k � � � (bp; q)k zk(q; q)k h(�1)kq k2 (k�1)ip�r+1 ;
on (a; q)n =Qn�1k=0(1�aqk), 0 < q < 1. En parti
ular, des
ubrieron que todaslas familias de polinomios ortogonales 
l�asi
os pod��an obtenerse 
omo 
asosl��mites de los polinomios de Askey-Wilson de�nidos porpn(x; a; b; 
; d) = 4'3� q�n; qn�1ab
d; ae�i�; aei� q; qab; a
; ad �; x = 
os �;apare
iendo en 1994 [28℄ la q�Tabla de Askey que 
lasi�
aba (presuntamente)a todas las dem�as familias de q�polinomios.
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a
ionesAlgo m�as tarde, en 1983, los rusos A. F. Nikiforov y A. V. Uvarov pro-ponen una aproxima
i�on diferente (y m�as general) que 
onsiste en 
onsiderarlos q�polinomios 
omo solu
iones polin�omi
as {en x(s){ de una e
ua
i�on endiferen
ias:~�(x(s)) 44x(s� 12)5y(s)5x(s) + ~�(x(s))2 �4y(s)4x(s) + 5y(s)5x(s)�+ �y(s) = 0;5f(s) = f(s)� f(s� 1); 4f(s) = f(s+ 1)� f(s) ; (6)
on x(s) = 
1qs + 
2(q)q�s + 
3(q) = 
1(qs + q�s��) + 
3, donde q 2 C ,
1; 
2; 
3 son 
onstantes que pueden depender de q, pero son independientesde s; ~�(x(s)) es un polinomio de grado, a lo sumo, 2 en x(s) y ~�(x(s)), degrado 1 y � es una 
onstante. La e
ua
i�on anterior se denomina e
ua
i�on endiferen
ias de tipo hipergeom�etri
o y aproxima a la e
ua
i�on (4) en la red nouniforme x(s). Una propiedad inmediata de esta aproxima
i�on es pre
isamenteque las solu
iones de (6) se pueden expresar 
omo series b�asi
as, es de
irPn(s)q = 4'3� q�n; q2�+n�1+P4i=1si ; qs1�s; qs1+s+�qs1+s2+�; qs1+s3+�; qs1+s4+� ; q ; q� ; (7)En parti
ular, los polinomios de Askey-Wilson son una solu
i�on de la e
ua
i�onanterior 
uando x(s) = 12(qs + q�s) � x, y qs1 = a, qs2 = b, qs3 = 
, qs4 = d.Los trabajos de estos dos autores 
ulmina 
on una 
lasi�
a
i�on diferente delos q�polinomios, basada en la e
ua
i�on (6), apare
ida en 1991 [41℄.Aparentemente, la 
lasi�
a
i�on de los q�polinomios seg�un la q�tabla deAskey 
onten��a todas las familias posibles de q�polinomios. No obstante que-daba pendiente la 
uesti�on de si realmente la e
ua
i�on de tipo hipergeom�etri
o(6) ten��a 
omo solu
i�on a todas las familias 
ono
idas de q�polinomios. Esta
uesti�on fue par
ialmente resuelta en [6℄, donde se estable
e un he
ho sorpren-dente: in
luso dentro de la 
lase de Hahn, lo que equivale a trabajar en lared exponen
ial lineal x(s) = 
1qs + 
3, la 
lasi�
a
i�on de Nikiforov-Uvarov
ontiene dos familias 
ompletamente nuevas y no 
ontenidas en el q�esquemade Askey. Ellas son:jn(x; a; b) = 2�0� q�n; aqn| ���q; xab� ; y ln(x; a) = 2�0� q�n; 0| ���q; �xa� :A
tualmente 
ontin�ua abierto el problema de 
ara
teriza
i�on en la red gene-ral 
ono
i�endose s�olo algunos resultados par
iales (aunque muy interesantes)debidos a A. Grunbaum y L. Haine usando t�e
ni
as biespe
trales [23℄. Tam-bi�en esta abierto el problema de 
lasi�
a
i�on 
ompleta de todas las familiasortogonales en la red general x(s) = 
1(q)qs + 
2(q)q�s + 
3(q).
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ialesAntes de pasar a ver algunas de las prin
ipales apli
a
iones de los po-linomios ortogonales vamos a 
omentar brevemente una de las extensionesm�as importantes y de mayor a
tualidad de la teor��a de polinomios ortogo-nales: los polinomios ortogonales matri
iales. Estos objetos matem�ati
os sonpolinomios 
uyos 
oe�
ientes son matri
es 
uadradas e.g. N � N , o equiva-lentemente, son matri
es 
uyas entradas son polinomios, i.e., Pn(x) = Anxn+An�1xn�1 + � � �A1x + A0 
on Ak 2 RN;N , k = 0; 1; : : : ; n. La ortogonalidadviene dada en este 
aso por una matriz de medidas � = (�i;j)Ni;j=1 de�ni-da positiva (es de
ir, tal que para todo 
onjunto de Borel A � R, la ma-triz n�umeri
a �(A) = (�i;j(A))Ni;j=1 es semide�nida positiva) 
on momentosRR tndW (t) < +1; 8n � 0, tal queZR Pn(x)d�(x)Pm(x) = Æn;m�n; n;m � 0; (8)siendo �n una matriz de�nida positiva. Como en el 
aso es
alar, la su
esi�on depolinomios matri
iales ortogonales (Pn)n satisfa
e una f�ormula de re
urren
iade tres t�erminos:tPn(t) = An+1Pn+1(t) +Bn(t)Pn(t) +A�nPn�1(t); n � 0;donde P�1(t) es la matriz nula 0n y P0(t) = In es la matriz unidad In.La ortogonalidad matri
ial ha sido estudiada de manera espor�adi
a duran-te los �ultimos 
in
uenta a~nos. Por ejemplo, M. Krein 
onsidera el problemade momentos matri
ial y los 
orrespondientes polinomios matri
iales en losa~nos 40. En los 60 se interesan por ellos F. Atkinson (1968) y Yu. M. Bere-zansky (1965) en sus monograf��as Dis
rete and 
ontinuous boundary problemsy Expansions in eigenfun
tions of selfadjoint operators, respe
tivamente. Enlos 80, J.S. Geronimo los usa en la teor��a de dispersi�on (s
attering theory), S.Basu y N. K. Bose (1983) en modelos de redes (networks), et
. No obstante,faltaba motiva
i�on para desarrollar un estudio sistem�ati
o de la teor��a; estamotiva
i�on ha apare
ido al prin
ipio de esta d�e
ada a partir de varios traba-jos de A. Dur�an [18, 19℄ donde �este muestra 
�omo interpretar matri
ialmentela ortogonalidad es
alar, 
onvirtiendo as�� la teor��a de polinomios matri
ialesortogonales en una herramienta para resolver problemas de la teor��a es
alar
l�asi
a.En parti
ular, Dur�an prueba, usando las medidas matri
iales, que1Pn jp0n(0)j2 = supfw22(f0g) � jw12j2(f0g)w1;1(f0g) :Wg;donde W = (wi;j)2i;j=1 es el 
onjunto de todas las medidas matri
iales aso-
iadas a la su
esi�on (pn)n, problema �este que permane
��a permane
��a abierto
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a
ionesdesde prin
ipios del siglo XX, porque para darle respuesta era ne
esario a
u-dir a la ortogonalidad matri
ial. Este uso de la ortogonalidad matri
ial pararesolver problemas de la ortogonalidad es
alar 
l�asi
a ha generado el inter�esne
esario para llevar a 
abo un estudio sist�emati
o de la ortogonalidad matri-
ial, situ�andola, adem�as, 
omo una de las �areas m�as prometedoras dentro dela teor��a de polinomios ortogonales.7. Apli
a
ionesDes
ribamos a 
ontinua
i�on algunas de las apli
a
iones de los polinomiosortogonales.Equilibrio ele
trost�ati
o. Una apli
a
i�on muy interesante de los polinomiosortogonales 
l�asi
os de Ja
obi, Laguerre y Hermite, fue des
ubierta por Stielt-jes y est�a estre
hamente ligada al problema del equilibrio ele
trost�ati
o (vere.g. [42℄ y las referen
ias del mismo). Este problema se divide en dos: 
uandoel intervalo donde se en
uentran las 
argas es un intervalo a
otado y 
uandono lo es.I. Caso de un sistema de 
argas en un intervalo a
otado. Supongamos quetenemos n 
argas unitarias x1; x2; : : : ; xn distribuidas en [�1; 1℄ y 
olo
amosdos 
argas extra en los extremos: una 
arga p > 0 en x = 1 y otra q > 0 enx = �1. Supongamos que la energ��a de intera

i�on entre las 
argas est�a regidapor una ley logar��tmi
a (ele
trost�ati
a bidimensional) expresada mediante laf�ormulaL = � logDn(x1; x2; : : : ; xn) + p nXi=1 log 1j1� xij + q nXi=1 log 1j1 + xij ;donde el dis
riminante Dn(x1; x2; : : : ; xn) de x1; x2; : : : ; xn viene dado porDn(x1; x2; : : : ; xn) = Y1�i<j�n jxi � xj j:Teorema: (Stieltjes 1885{1889) La energ��a al
anzar�a un m��nimo 
uandox1; x2; : : : ; xn sean los 
eros del polinomio de Ja
obi P (2p�1;2q�1)n (x).Este teorema nos da la interpreta
i�on ele
trost�ati
a de los 
eros de lospolinomios para un intervalo a
otado. Notemos que, al 
onsiderar un sistemade 
argas unitarias del mismo signo, �estas se repeler�an. En el 
aso de unintervalo a
otado, las 
argas, al estar ligadas a �el, se mantendr�an en su interior.No o
urre igual en el 
aso de que el intervalo no sea a
otado, pues las 
argasse pueden ir al in�nito (
omo de he
ho o
urrir��a si se dejaran libres). Porello, en el 
aso de intervalos no a
otados se tienen que introdu
ir 
ondi
ionesadi
ionales que aseguren que las 
argas no se alejan al in�nito.
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argas en un intervalo no a
otado. Supongamos quetenemos n 
argas unitarias distribuidas en el intervalo [0;1) y 
olo
amos una
arga extra p > 0 en el origen x = 0. Para impedir que las 
argas se puedanir al in�nito exigiremos que se 
umpla una 
ondi
i�on extra para el 
entroidede las 
argas: 1nPnk=1 xk � K, 
on K 
ierto n�umero positivo. En este 
aso laenerg��a vendr�a dada por la expresi�onL = � logDn(x1; : : : ; xn) + p nXk=1 log 1xk :Teorema: La expresi�on anterior junto 
on la 
ondi
i�on para el 
entroide tie-ne un m��nimo 
uando x1; x2; : : : ; xn son los 
eros del polinomio de LaguerreL(2p�1)n (
nx), donde 
n = (n+ 2p� 1)=K.Si ahora 
olo
amos las n 
argas unitarias distribuidas en el intervalo (�1;1)e imponemos la 
ondi
i�on: 1nPnk=1 x2k � L; L > 0, enton
es tenemos el si-guiente resultado:Teorema: La expresi�on � logDn(x1; x2; : : : ; xn) 
on la 
ondi
i�on sobre el mo-mento de iner
ia tendr�a un m��nimo 
uando x1; x2; : : : ; xn son los 
eros delpolinomio de Hermite Hn(dnx), donde dn =p(n� 1)=2L.Un he
ho importante rela
ionado 
on esta interpreta
i�on ele
troest�ati
a esel siguiente: Si 
onsideramos que la 
arga total en el 
aso del intervalo [�1; 1℄es 1, y ha
emos tender el n�umero de di
has 
argas a in�nito observamos que las
argas p y q de los extremos es despre
iable 
on respe
to a la 
arga interior y,por tanto, la distribu
i�on asint�oti
a de los 
eros de los polinomios de Ja
obi esindependiente de los par�ametros � y � de los mismos, luego podemos obtenerlaa partir de 
ualquiera de sus \subfamilias". As��, por ejemplo, si tomamos lospolinomios de Chebyshev de primera espe
ie (� = � = 1=2) 
uyos 
eros sonxj = 
os(2j � 1)�=(2n), j = 1; 2; : : : ; n, tendremos para el n�umero de 
erosNn(a; b) en el intervalo [a; b℄ la siguiente estima
i�on:Nn(a; b)2n = Xa�
os (2j�1)�2n �b 1n = 1� Z ba 1p1� x2dx+ o(1);
ono
ida 
omo la distribu
i�on ar
seno y que resulta 
ara
ter��sti
a para todauna ampl��sima 
lase de polinomios ortogonales [�1; 1℄, 
omo, por ejemplo, la
ono
ida 
lase de Nevai. En realidad, este he
ho no es una 
asualidad sino quees una 
onse
uen
ia de la estre
ha interrela
i�on que existe entre la teor��a depolinomios ortogonales y la teor��a del poten
ial y es pre
isamente una de lasprin
ipales l��neas de investiga
i�on del momento.M�e
ani
a 
u�anti
a. En otra dire

i�on, pre
isamente la e
ua
i�on diferen
ialque las familias 
l�asi
as (y otras) satisfa
en da pie a una de sus prin
ipales
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a
ionesapli
a
iones: su utiliza
i�on para des
ribir los m�as importantes modelos 
u�anti-
os tanto relativistas 
omo no relativistas. Por 
itar algunos men
ionaremosel os
ilador 
u�anti
o (polinomios de Hermite o Laguerre y Ja
obi), el �atomode hidr�ogeno y la intera
i�on entre los piones y el n�u
leo at�omi
o (polinomiosde Laguerre y Ja
obi), et
.Como ejemplo veamos las e
ua
iones esta
ionarias de S
hr�odinger para el�atomo de hidr�ogeno (
aso no relativista) y de Klein-Gordon para un pi�on (
asorelativista) en un poten
ial de Coulomb, i.e.,� S + 2�ES + 1r� S = 0; � KG + ��EKG + �r �2 � 1� KG = 0;respe
tivamente, donde � es el lapla
iano en R3 , E representa la energ��a delsistema y  es la fun
i�on de onda que 
ara
teriza por 
ompleto al sistema. Uti-lizando que el poten
ial es 
entral, y por tanto tiene simetr��a esf�eri
a, podemosseparar variables en 
oordenadas esf�eri
as obteniendo las siguientes solu
iones S(r; �; �) = Nn;le�( 2rn+l+1)� 2rn+ l + 1�l+1 L2l+1n � 2rn+ l + 1�Yl;m(�; �);
on Nn;l =r n!(n+ l + 1)2(n+ 2l + 1)! para la primera y, para la segunda, KG =r an!(n+ � + 1)(n+ 2� + 1)!e�2ar (2ar)�+1 L2�+1n (2ar)Yl;m(�; �);
on � = �12 +q(l + 12)2 � �2, a = r1� �1� �22(n+l+1)2�2 y L�n los polino-mios 
l�asi
os de Laguerre. En ambos 
asos, n = 0; 1; 2; : : :, l = 0; 1; : : : ; n� 1,m = �l;�l + 1; : : : ; l e Yl;m representa a los arm�oni
os esf�eri
os que son pro-por
ionales a los polinomios de Ja
obi Pm;ml�m (
os �). Finalmente, para ambossistemas se obtienen los siguientes valores de la energ��a E:ES = � 12(n+ l + 1)2 ; EKG = 1� �22(n+ l + 1)2 :En ambos 
asos se tiene un espe
tro dis
reto de energ��a que 
on
uerda muybien 
on los he
hos experimentales. Destaquemos que en el 
aso del �atomode hidr�ogeno estos valores expli
aron perfe
tamente la llamada serie de Bal-mer, f��si
o suizo que en 1885 des
ubri�o que las fre
uen
ias ! de las l��neasdel espe
tro de rayas del �atomo de hidr�ogeno se expresaba por la f�ormula! = R� 122 � 1k2�, k = 3; 4; : : : y R 
ierta 
onstante. Pre
isamente los inten-tos de expli
ar este fen�omeno dieron un impulso de�nitivo a la apari
i�on de lateor��a 
u�anti
a. (Bohr (1913), Pauli (1929) y S
hr�odinger (1929)).
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Estado fundamental (negro) y exitado (azul y rojo) del �atomo de Hidr�ogenoOtra apli
a
i�on importante de los polinomios ortogonales rela
ionada 
onlo anterior es en el 
�al
ulo de las entrop��as de sistemas 
u�anti
os, en parti
ularpara los os
iladores y �atomos de hidr�ogeno. Esta 
antidad viene de�nida porintegrales de la formaE�(pn) = �Z x�p2n(x) ln �p2n(x)� �(x)dx ;donde pn son polinomios ortogonales respe
to a la fun
i�on peso � (d�(x) =�(x)dx), y � 2 R. En general, el valor para la entrop��a no se 
ono
e para 
asininguna familia de polinomios (ex
eptuando los polinomios de Chebyshev deprimera y segunda espe
ie), y mu
hos de los resultados son resultados asint�oti-
os. Gran parte de esta teor��a est�a siendo desarrollada por J. S. Dehesa y sus
olaboradores (ver el magn���
o survey sobre este tema [16℄).Teor��a de representa
i�on de q��algebras. Otro ejemplo de apli
a
i�on delos polinomios ortogonales est�a rela
ionado 
on la teor��a de representa
i�onde q��algebras. A modo de ejemplo vamos a des
ribir la 
onexi�on entre elq��algebra SUq(2) y los polinomios duales de Hahn de�nidos por [7℄W (
)n (x(s); a; b)q = 3'2� q�n; qa�s; qa+s+1qa�b+1; qa+
+1 ; q; q� : (9)El �algebra SUq(2) est�a generada por los operadores J+; J�; J0, que satis-fa
en las e
ua
iones[J0; J�℄ = �J�; [J+; J�℄ = [2J0℄q = sh(2J0
)sh
 ; q = e
 ;(J�)y = J�; (J0)y = J0; (10)donde [A;B℄ = AB � BA, [n℄q = (q n2 � q�n2 )=(q 12 � q� 12 ) son los \q-n�ume-ros" y [2J0℄q se entiende 
omo el 
orrespondiente desarrollo formal en serie
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a
ionesde poten
ias. Un problema de gran inter�es es determinar los 
oe�
ientes deClebs
h-Gordan (CCG) hJ1M1J2M2jJMiq, de�nidos mediante el desarrollojJ1J2; JMiq = XM1;M2hJ1M1J2M2jJMiqjJ1M1iqjJ2M2iq ; (11)siendo jJ1J2; JMiq, jJ1M1iq y jJ2M2iq los ve
tores de la base de las represen-ta
iones irredu
ibles de SUq(2) DJ , DJ1 y DJ2 , respe
tivamente. Utilizandolas propiedades de estos 
oe�
ientes (ver e.g. [7, 45℄) es f�a
il 
omprobar quese tiene la igualdad(�1)J1+J2�JhJ1M1J2M2jJMiq =s�(s)4 x(s� 1=2)d2n W (
)n (s; a; b)q�1 :jJ1 � J2j < M; n = J2 �M2; s = J; a =M; 
 = J1 � J2; b = J1 + J2 + 1;donde �(x) y dn denotan las fun
iones peso y la norma de los q-polinomiosduales de Hahn, W (
)n (x(s); a; b)q�1 , y 4 es el operador de�nido en (6). Las re-la
iones del tipo anterior son de gran importan
ia, pues permiten obteneruna gran 
antidad de propiedades de los CCG a partir de los polinomiosW (
)n (x(s); a; b)q y vi
eversa. En parti
ular, en [7℄, explotando la rela
i�on ante-rior, se en
ontr�o una expresi�on des
ono
ida hasta el momento, que identi�
abaa los q�polinomios duales de Hahn 
on los q�polinomios de Hahn.Antes de 
on
luir esta se

i�on debemos desta
ar que tambi�en los polino-mios \dis
retos" est�an intr��nse
amente ligados 
on pro
esos 
u�anti
os, parti-
ularmente los polinomios de Hahn, Meixner, Meixner-Polla
zek y Krav
huk.Tambi�en es importante desta
ar el papel relevante de los polinomios ortogona-les en la teor��a de representa
i�on de grupos [39, Cap��tulo 5℄, (en parti
ular losgrupos O(3), SU(2) y SU(1; 1); en teor��a de 
ompresi�on de la informa
i�on [39,Se

i�on 4.1℄; f�ormulas de 
uadratura [39, Se

i�on 4.1℄; para el re
ono
imientode voz [11℄; et
.Apendix: Un 
omentario a
er
a de la literatura.Existen un sinf��n de publi
a
iones dedi
adas a los polinomios ortogonales (porejemplo en la bibliograf��a re
opilada J. A. Shohat, E. Hille y J. L. Walsh, {A biblio-graphy on orthogonal polynomials. Bulletin of the National Resear
h Coun
il.(U.S.A.)Number 103, National A
ademy of S
ien
es, Washington D.C., 1940{ hasta 1940hab��an apare
ido 1952 trabajos de 643 autores). Un simple vistazo a las bases dedatos disponibles nos dan estad��sti
as mu
ho mayores.Hoy en d��a tenemos ex
elentes monograf��as dedi
adas al estudio de los polinomiosortogonales. Vamos a in
luir aqui una breve lista de las mismas {sin pretender que�esta sea 
ompleta{.



R. �Alvarez-Nodarse 23Orthogonal Polynomials por G. Szeg�o [42℄, que es la primera monograf��a de-di
ada por entero a este tema y que re
oge las prin
ipales ideas y t�e
ni
asmatem�ati
as, estudiando en parti
ular los polinomios de la 
lase de Szeg�o, entreotros mu
hos.Orthogonal Polynomials (Pergamon Press, Oxford, 1971) por G.Freud dedi
adoal estudio de los polinomios desde un punto de vista formal, o sea, propiedadesgenerales, 
onexi�on 
on el problema de momentos, fra

iones 
ontinuas, et
.Spe
ial Fun
tions and its Appli
ations, N. N. Lebedev (Dover, Nueva York,1972). Monograf��a 
l�asi
a que des
ribe gran parte de las fun
iones espe
iales ypolinomios 
l�asi
os as�� 
omo mu
has de sus apli
a
iones a problemas de f��si
amatem�ati
a e ingenier��a.An introdu
tion to orthogonal polynomials por T. S. Chihara [12℄. Ex
elenterevisi�on del tema utilizando t�e
ni
as de fun
ionales lineales. Muy re
omendablepara el \prin
ipiante".Spe
ial Fun
tions of Mathemati
al Physi
s por A.F. Nikiforov y V. B. Uvarov[40℄, dedi
ada a las apli
a
iones f��si
as de los polinomios y donde se introdu
en�estos a partir de la e
ua
i�on diferen
ial de tipo hipergeom�etri
o. Esta mono-graf��a es una magn���
a introdu

i�on al tema.Classi
al Orthogonal Polynomials of a Dis
rete Variable por A.F. Nikiforov,S. K. Suslov y V. B. Uvarov [39℄, la �uni
a, hasta el momento, dedi
ada alestudio detallado de los polinomios ortogonales de variable dis
reta en redes,tanto uniformes 
omo no uniformes, y sus apli
a
iones.Spe
ial Fun
tions and the Theory of Group Representations por N. Ja. Vilenkin[44℄ y Representations of Lie Groups and Spe
ial Fun
tions por N. Ja. Vilenkiny A. U. Klimyk [45℄, ambos dedi
ados al estudio de las fun
iones espe
iales,polinomios 
l�asi
os 
ontinuos y dis
retos, as�� 
omo los q-polinomios utilizandola teor��a de la representa
i�on de grupos y �algebras.General Orthogonal Polynomials por H. Stahl y V. Totik (Cambrige UniversityPress, 1992) dedi
ado a los aspe
tos m�as generales y formales de la teor��a depolinomios ortogonales 
on mu
has in
ursiones en el an�alisis 
omplejo, teor��adel poten
ial y propiedades asint�oti
as.Fourier Series in Orthogonal Polynomials por B. Osilenker (World S
ienti�
,Singapore, 1999) dedi
ado a las series de Fourier de polinomios ortgonales,teoremas generales de 
onvergen
ia en L2, Lp, et
.Una 
ole

i�on m�as 
ompleta de los textos y manuales rela
ionados 
on los po-linomios ortogonales se puede en
ontrar en OP-SF NET: The Ele
troni
 News Net ofthe SIAM A
tivity Group on Orthogonal Polynomials and Spe
ial Fun
tions en ladire

i�on de internet: http://math.nist.gov/opsf/booklist.htmlAgrade
imientos: Quiero agrade
er a la So
iedad Espa~nola de Matem�ati-
a Apli
ada (SEMA) por su 
ordial invita
i�on a es
ribir este trabajo sobrepolinomios ortogonales.
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