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Resumen
El objetivo de este trabajo es mostrar la provechosa interaccion entre
la Biologia y la Matematica. Para ello veremos cémo, por una parte,
la Matematica es una herramienta sumamente interesante para entender
distintos fenémenos biolégicos como la dindmica del ADN, el crecimiento
de tumores, dindmica de poblaciones, etc., y estos, a su vez, son una fuente
de problemas matematicos dificiles.
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Clasificacién por materias AMS: 92B05, 92C05, 92D20, 92D25

Introduccién

El objetivo de este breve trabajo es mostrar la provechosa interaccién entre las
matematicas y las ciencias bioldgicas, ese camino de ida y vuelta: ida pues
las matemédticas pueden ayudarnos a entender (e intentar predecir) muchos
fenémenos bioldgicos, y vuelta, pues recorriendo ese camino los mateméticos
tienen una inagotable fuente de problemas dificiles —a ese respecto véase el
magnifico articulo [20]-. No en balde muchos cientificos afirman que si bien el
siglo XX fue el siglo de la Fisica, este siglo, el XXI, serd el de la Biologia.
El trabajo esta dividido en cuatro apartados. En el primero describiremos
algunos modelos de poblaciones. En el segundo apartado daremos una breve
introduccién a la biologia celular y molecular necesarios para entender mejor
los modelos discutidos en los apartados 3 y 4.

1 Modelos de poblaciones

Los primeros modelos matematicos aplicados en Biologia han sido quiza los
modelos que intentan describir la dindmica de poblaciones. Vamos a discutir
aqui brevemente algunos de ellos. Para més detalles ver [10, 23]. Por simplicidad
vamos a centrarnos en modelos para una tnica especie.
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1.1 El modelo de Fibonacci

Quizé el modelo més antiguo de crecimiento de poblaciones es el modelo que
Leonardo de Pisa (o Fibonacci, como se le conoce desde el siglo XVIII) uti-
lizé para describir el crecimiento de una poblacién de conejos y que describié en
su famoso libro sobre la Aritmética, Liber abaci, de 1202. El problema es el
siguiente: Partiendo de una pareja de conejos (macho y hembra) ;jcudntas pa-
rejas habré al principio de cada temporada? ;qué cantidad hay después de n
temporadas?

Para resolverlo Fibonacci supuso ciertas reglas:

1. Comenzamos con una dnica pareja de conejos (macho y hembra).

2. Cada pareja de conejos (macho y hembra) madura (puede reproducirse)
pasado cierto tiempo T (una temporada de crianza).

3. Cada pareja madura de conejos produce una tnica nueva pareja de conejos
(macho y hembra) cada temporada de crianza (o sea pasado el tiempo 7).

4. Los conejos son inmortales.

Si denotamos por N; el numero de

& parejas (macho y hembra) de conejos al
i principio de cada temporada y por ¢
l la correspondiente temporada, entonces la
* poblacién de conejos se describe por la
l & ecuacidn en diferencias (recurrencia)
f \\ Nt+l :Nt—f—Nt,l, t:1,2,37...

l.' ES l\ Si empezamos por ¢ = 1 con las
: " condiciones iniciales Nog = N; = 1,

l & ‘ l B la férmula anterior nos genera la famosa

sucesién de Fibonacci:

Figura 1: Los conejos de Fibo-

nacci. En cada fila se representan 1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, ... .

las parejas de conejos por tem- La solucién general de dicha ecuacién
%3or3da. Ifab parejas maduras son g muy sencilla pues es una ecuacién en
as de color negro. diferencias lineal y homogénea. Si buscamos

la solucién en forma N; = A!, sustituyendo en la ecuacién anterior obtenemos
1
M-A-1=0 = h3:§ﬂiv®;

asi, puesto que es una ecuacion lineal de orden dos, su solucién general es

N, = AN, + BAL,
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que usando las condiciones iniciales Ny = N7 = 1 nos da:

1
Ny = — (AT — \EFh),
t \/5( 1 2 )

Notese que si t es suficientemente grande N; = )\Zﬁl /+/5. Un hecho curioso es
que Niy1/N;y = (1++/5)/2, que es la famosa razén aurea.

No vamos a detenernos aqui en el andlisis de cuan real es el modelo de
Fibonacci (especialmente si tenemos en cuenta la regla 4) y vamos a ver otros
modelos mds realistas.

1.2 El modelo malthusiano o exponencial

Imaginemos que tenemos una poblacién de cierta especie (consideraremos
que tenemos un ndmero bastante alto de individuos) y sea p(t) el nimero
de individuos de dicha especie en el momento ¢ (evidentemente p(t) € N).
Supongamos que la poblacién estd aislada (o sea, no hay emigracién ni
inmigracién). Sea r(t,p) la diferencia entre la razén de natalidad y mortalidad
de la poblacién. Entonces la variacién p(t + h) — p(t) es proporcional a p(t)h
siendo el coeficiente de proporcionalidad r(t,p). Luego

p(t+h) —p(t) =r(t,p)p(t)h,

de donde, tomando limites cuando h — 0 queda p'(t) = r(t, p)p(¢).

La ecuacién més sencilla posible se obtiene si consideramos r(¢,p) = r,
constante. Asi, la poblacién de individuos de la especie puede ser modelizada
mediante el problema de valores iniciales (PVI)

p/(t) = Tp(t)v p(tO) =po, T> Oa (1)

cuya solucién p(t) = poe”(*=t0)  El modelo anterior se conoce como modelo de

Malthus o modelo malthusiano pues fue propuesto por el economista inglés Tho-
mas R. Malthus (1766-1834). Si r < 0, la especie estd condenada a la extincién
y, si 7 > 0, ésta crece en proporcién geométrica.

Veamos un ejemplo. Segin estimaciones del Departamento de Comercio de
los EEUU, la Tierra estaba habitada en 1965 por 3,34 - 10° personas. Segiin
estudios realizados durante varios anos, se cree que el indice de crecimiento es
de un 2% anual, o sea r = 0,02. Entonces la evolucién de la poblacién mundial
es

p(t) — 3’34 . 10960702@71965). (2)

Por ejemplo, la ecuacién nos predice para el afio 1989 la cantidad 5,39 - 109 que
se acerca bastante a la estimada de 5,18-10%, y para el afio 2004 de 7,29-10° (la
cifra “real” es 6,45 -10%). Ademads, la férmula anterior nos dice que la poblacién
se duplica cada

2N = Ne%02T T = 501log 2 = 34,6 afos.
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L Es realista este modelo? Para responder a esta pregunta vamos a ver qué ocu-
rrird en el ano 2515, por ejemplo. Usando la férmula (2) tenemos p(2515) =
3,34 - 10% exp(0,02 - 535) = 2 - 104, que es un ntimero bastante grande. Veamos
como estara repartida la poblacion. La superficie de la tierra es de aproxima-
damente 5,1 - 103 Km? = 5,1 - 10" m?, asi que la densidad de poblacién sera de
un habitante por cada 0,4m?, o sea un cuadrado de menos de 65cm de lado, y
eso sin contar que el 80 % de la superficie terrestre es agua, que nos da apenas
un cuadrado de 28 cm de lado. ;Qué ocurrira en el 25507!

El modelo discreto correspondiente es p(t+h)—p(t) = rp(t), que reescribimos
convenientemente en la forma

plt+1)=Ap(t) = p(t) =po"

Este modelo es, por tanto, muy similar al modelo continuo que hemos discutido
antes.

1.3 El modelo logistico

Aunque hemos visto que el modelo funciona razonablemente bien para
poblaciones grandes, hay que hacer varias correcciones pues si p(t) empieza
a crecer demasiado habra muchos otros factores como la falta de espacio o de
alimentos que frenard el crecimiento. Asi pues, varios anos después, en 1837,
un matematico y bidlogo holandés, P. F. Verhulst, propuso un modelo algo
més realista conocido como el modelo logistico (lo publicé 10 anos més tarde).
Verhulst razoné que, como estadisticamente el encuentro de dos individuos es
proporcional a p? (;por qué?) entonces al término rp de la ecuacién (1) habria
que sustraerle el término cp?. Asi, que el PVI que modeliza el crecimiento de la
poblacién sera

p(t) =rp(t) —cp?(t),  plto) =po, rc>0. (3)

En general ¢ ha de ser mucho mas pequeno que r ya que si 7 no es muy grande
la ecuacién (1) es una aproximacién bastante buena, pero si p comienza a crecer
demasiado entonces el término —cp? no se puede obviar y termina frenando el
crecimiento exponencial. Usualmente ¢ se escribe como el cociente r/K donde
K es la capacidad de carga que esté ligada a los recursos del héabitat.

IMalthus, en su ensayo de 1798 “Acerca de los fundamentos de la poblacion”, abusando de
su ecuacion, predijo un colapso socioeconémico pues proclamé que la capacidad procreadora de
los humanos es tan grande que siempre nacen més ninos que los que pueden sobrevivir, lo cual
se agrava por el hecho de que la cantidad de alimentos no crece exponencialmente (Malthus
crefa que dicho crecimiento era aritmético). Asi Malthus concluyé que un gran nimero de
humanos estd predestinado a sucumbir en la lucha por la existencia. Aunque hoy dia no se
consideran ciertas las teorias malthusianas, en su momento tuvieron gran influencia; de hecho
fue la lectura del ensayo de Malthus lo que inspiré a Darwin el mecanismo de seleccién natural
universalmente aceptado hoy dia.
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La EDO (3) es una ecuacién separable luego

d 1
—p — dt = /dip — log
p(r —cp) p(r—cp) T

p/(r — cp) = Ce™ y, por tanto, la solucién del PVI (3) es

p
r—cp

‘:t+C =

rpoe” ) PO

r— cpo + epoer @) epg + (1 — epg)e= Tt

p(t) =

Nétese que lim;_,, p(t) = r/c = K independientemente del valor inicial py. En
el caso 0 < py < r/c, la evolucién de la poblacién esta representada en la gréafica
2. Un ejercicio sencillo resulta comprobar que p = 0 es un punto de equilibrio
inestable de (3), mientras que p(t) = K es estable. También varia la forma de
la curva si pg > K o pg < K; ademas, en este ultimo caso hay que discernir dos
posibilidades K/2 <pg < K y 0 < pg < K/2 (ver para mds detalles ver [23]).

r/c

0 to t

Figura 2: Evolucién de la poblacién segin el modelo logistico (3) cuando
po < 71/c.

Este modelo se ha comprobado con varias especies y ha dado muy buenos
resultados. En particular, el hecho de que la poblacién se estabilice ha sido
comprobado en distintos experimentos con paramecios, obteniéndose una gran
concordancia entre los resultados tedricos y experimentales.

Vamos a aplicar el modelo logistico a la poblacién mundial. Segun los eco-
logistas, el valor “natural” de r es de 0,029, asi que si tomamos los datos de
1965 tenemos que p'/p = r — ¢p y, como hemos dicho antes, el incremento
anual en 1965 era p'/p ~ 0,02, luego 0,02 = 0,029 — ¢(3,34 - 10%) y por tanto
¢ =2,695-10"'2. Entonces el modelo logistico predice que la poblacién mundial
se estabilizard en torno a la cantidad po, = r/c = 1,07 - 101° lo cual ocu-
rrird segun la ley malthusiana en el 2024.
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Obviamente este modelo sigue siendo muy simple ya que no tiene en cuenta
ni las guerras (habituales desde hace cientos de anos) ni las epidemias.

Un ejercicio interesante es aplicar el modelo logistico en Espana. Si usa-
mos los datos de los censos de 1940 a 1990 nos da que r = 0,008. Si tomamos
p(1940) = 2,62 - 107 podemos encontrar el nimero de habitantes en 1998 y
compararlo con el ntiimero censado p = 3,98 - 107 personas. ;Cudl ser4 la po-
blacién en Espana en el 2500 si sigue la misma tendencia? Como ejercicio al
lector, proponemos que haga una estimacion del niimero de habitantes que han
de estabilizarse en Espafia (suponiendo que la razén real representa el mismo
porcentaje que en el caso de la poblacién mundial y que no haya emigracién ni
inmigracién).

El modelo logistico tiene una version discreta muy interesante determinada
por la ecuacién (la hemos escrito convenientemente)

u(t+1) = ru(t)(1 - u(t)), >0, (4)

donde se asume que ug € (0,1). Este modelo, aparentemente sencillo, esconde
bifurcaciones y caos [23]. En la figura 3 podemos apreciar varias soluciones de
la ecuacién (4) para diferentes valores de r. Para r = 2 vemos que la solucién
tiende muy rapidamente al valor u* &~ 1/2. Al aumentar r la solucién comienza
a oscilar, primero entre dos valores, cuatro, etc, hasta convertirse en cadtica a
partir r ~ 3,9.

1.4 Modelos generales

En general, los modelos discretos de poblaciones mas usados tienen la forma

ut +1) = f(ut)) = u®)F(u(t)),

donde f es una funcién no lineal. Las soluciones estacionarias u* del modelo
corresponden a u* = 0 o F(u*) = 1. Un anélisis general de este tipo de ecua-
ciones estd fuera del propdsito de este trabajo. Una magnifica discusién, en
particular de las condiciones de estabilidad de las soluciones estacionarias, se
puede consultar en [23, §2.2]. Los correspondientes modelos continuos son del
tipo p/(t) = f(p) donde f es generalmente una funcién no lineal.

Para terminar mencionaremos cémo un, aparentemente inocente, experi-
mento de Biologia ha llevado a desarrollar toda una rama de investigaciéon ma-
tematica dentro de las ecuaciones en diferencias: las ecuaciones en diferencias no
lineales forzadas periddicamente. En [16] Jillson describe un experimento muy
interesante. El experimento consistia en estudiar cémo evolucionan dos pobla-
ciones de escarabajos en dos medios muy diferentes. En un medio se mantenia
una cantidad fija de flores (que constituian el alimento de los escarabajos): 20
gramos; mientras que en el otro medio la cantidad de flores alternaba entre 32
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Figura 3: Caos en el modelo logistico discreto (4).

y 8 gramos cada dos semanas. El resultado fue que el niimero total de los esca-
rabajos del medio oscilante era mucho mayor (méds de dos veces) que el nimero
de individuos del medio de control constante.

Entre las ecuaciones candidatas para explicar el fenémeno de Jillson estaban
las ecuaciones en diferencias del tipo

u(t+1) =ru(t) (1—%)7 r>0, K(t)>0.

Noétese que, si K es constante, recuperamos la ecuacién (4). El primer intento
fallido de encontrar una ecuacién que modelara el fenémeno de Jillson fue usar

K(t)=K({1 —a(-1)", a€c(0,1),

aunque no se obtuvieron los resultados deseados. Otra opciéon también fallida
fue usar la ecuacion de Beverton-Holt

pK (t)ult)
K+ (n— u()’

u(t+1) = K(t) >0,
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donde p es la razén de crecimiento per capita.
Otro modelo de poblaciones, objeto de un intensivo estudio en la actualidad,
es el modelo LPA (ver e.g. [9]) basado en ecuaciones en diferencias de la forma

u(t+1) = [F(t,u(t)) + T(t u(t))u(t),

donde T y F son términos correspondientes a la transicion y fertilidad,
respectivamente. Para terminar debemos decir que aunque el fenémeno de
Jillson ha generado una gran cantidad de matemdticas (e.g., las ecuaciones
forzadas periédicamente antes mencionadas), todavia no se encontrado una
ecuacién que lo explique convenientemente.

2 Breve introduccion a la biologia celular y molecular

Antes de pasar a discutir algunos modelos mateméticos utilizados para describir
la dindmica interna del ADN y el crecimiento y control tumoral, debemos hacer
una breve incursién por la biologia celular y molecular.

2.1 La célula

Célula [Diccionario RAE] (Del lat. cellila, dim. de cella, hueco). f. Biol.
Unidad fundamental de los organismos vivos, generalmente de tamano
microscdpico, capaz de reproduccion independiente y formada por un
citoplasma y un niucleo rodeados por una membrana.

Célula [Alberts et al. [1]]. Es el vehiculo a través del cual se transmite
la informacidon hereditaria que define cada especie y que ademds contiene
la maquinaria necesaria para obtener materiales del ambiente y generar
una nueva célula a su imagen, que contendrd una nueva copia de la
informacion hereditaria.

Todos los organismos vivos estdan compuestos por
células. De hecho estas estructuras son los ladri-
llos sobre los cuales se construyen el resto de
los organismos vivos que conocemos en la na-
turaleza, ya sean uni o pluricelulares. Por tan-
to es de esperar que el estudio de sus compo-
nentes quimicos y la interaccién entre los mismos
pueda arrojar alguna luz sobre su funcionamien-
to.

El primero en observar (descubrir) las células

Figura 4: Las células del (aunque muertas) fue Robert Hooke, quien estu-
corcho. Foto del texto dié con un microscopio un delgado corte de corcho.
Micrografia de R. Hooke. ~Hooke noté que el material era poroso. Esos poros,
en su conjunto, formaban cavidades poco profun-

das a modo de cajas a las que llamé células (del latin “cella”: cdmara, espacio
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vacio). Sus observaciones las publica en 1665 en el libro Micrografia (ver figu-
ra 4). Unos anos més tarde, Marcelo Malpighi, anatomista y bidlogo italiano,
observé células vivas. Pasarian todavia mas de 100 anos hasta que en 1838, y
gracias al perfeccionamiento de los microscopios, el biélogo Mathias Jakob Sch-
leiden y el médico Theodor Schwann sentaran las bases de la moderna teoria
celular que establece que todos los organismos vivos estan constituidos por célu-
las.

Esencialmente existen dos tipos fundamentales de células: las procariotas y
las eucariotas. Las primeras son mucho mas simples y carecen de un nicleo
definido y su organizacién interna es muy sencilla, mientras que las segundas
poseen una estructura interna mas complicada y poseen un ntcleo bien definido
y limitado por una membrana (ver figura 5).

Eucariotas

Reticulo
Endosplasmético

Procariota
Nucleolo

Pared celular
Membrana plasmatica

Figura 5: Clasificacién de las células: Esquema (izquierda) y foto (derecha).
Eucariotas (arriba) y procariotas (abajo).

Debido a que las células viven en un medio acuoso y estan constituidas casi
en su totalidad de agua, es preciso que haya una frontera bien definida que
limite a la célula: la membrana plasmadtica (constituida por lipidos) dentro de
la cual se encuentra el citosol —fase acuosa sin estructura del citoplasma.

Las procariotas tienen su ADN condensado en la regién central y poseen va-
rios ribosomas —particulas sintetizadoras de las proteinas en la célula—. Las euca-
riotas son mucho mas complejas ya que contienen un sinntimero de organelas: el
ntcleo, las mitocondrias —donde ocurre casi todo el metabolismo energético—, el
aparato de Golgi, los lisosomas —degradan los componentes celulares desgastados
y los innecesarios—, etc.
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Todas las células guardan la informacion de la misma forma: codificada en
las moléculas de ADN. Es por ello que nuestra atencién se centrard en el
estudio de dichas moléculas.

2.2 Estructura del ADN

En este apartado vamos a describir brevemente qué es el ADN y qué lo hace
tan especial. Una informacién més completa se puede encontrar en [1, 19].

Sugar —
Cytosine and
Thyrnine
Bases ——
e

enine and
Guaning

Phosphate ¢
gop @ OF0

Figura 6: Estructura del ADN.

La molécula de ADN (4cido desoxirribonucleico) estd formada por (ver figura
6) dos cadenas de nucledtidos 0 mondémeros compuestos por un azicar (la
desoxirribosa) unida a un grupo fosfato PO, que conforman el denominado
esqueleto de azicar-fosfato. A este esqueleto van unidas las bases que pueden ser
la adenina (A), la citosina (C), la guanina (G) o la timina (T). Cada azicar de
la cadena esta unida a la siguiente mediante el grupo fosfato y de ella sobresale
la base.

La molécula de ADN no existe como una cadena libre sino que se junta con
otra cadena de ADN formando una de doble hélice tridimensional con las bases
colocadas hacia el interior (ver figura 6). Formalmente cada cadena simple puede
estar constituida por una secuencia aleatoria de bases. No obstante, en la célula
no hay semejantes cadenas simples y el ADN no se sintetiza como una cadena
libre aleatoria, sino que lo hace a partir de la cadena original que es usada como
molde o patrén. La razén fundamental se debe a que, debido a la estructura
quimica de las bases, sélo se juntan las bases A con las T (mediante un enlace
doble de puente de hidrégeno), y las G con las C (a través de un enlace triple).



Modelos matemdticos en biologia 83

Asi pues, la doble cadena original se separa en dos cadenas simples a partir
de las cuales se sintetizan dos nuevas cadenas dobles. Ademads, el procedimiento
es muy sencillo: las bases de la nueva cadena (cadena complementaria) se van
uniendo a las bases de la cadena patrén siguiendo el esquema preestablecido:

A-Ty C-G.

Figura 7: Autorreplicacién del ADN.

Figura 8: Estructura del ARN.

Aqui hay que destacar un punto de vital
importancia: Resulta que los enlaces entre
las bases (puentes de hidrégeno) son mucho
mas débiles que los enlaces azicar-POy.
Esto precisamente permite que se rompa
la doble cadena y queden las dos cadenas
simples. Ademaés, por la forma de unirse
las bases es evidente que ambas cadenas
no son independientes sino complementarias
(ver la figura 7), de forma que al final quedan
dos cadenas de ADN idénticas a la cadena
original. El proceso anterior se conoce como
la replicacién del ADN y justifica el porqué la
base de la vida —tal y como la conocemos hoy
dia— radica precisamente en el ADN.

Aparte de autorreplicarse, el ADN debe

expresar la informacién que contiene utilizandola para dirigir la sintesis de otras
moléculas de la célula. Este proceso es bastante complejo pero se puede resumir

en dos fases:
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1. La transcripcién: El ADN sintetiza una molécula de ARN (acido ribonu-
cleico) muy similar en estructura al propio ADN (ver figura 8), pero més corta,
constituida por otro azicar (ribosa) y cuatro bases, A, C, G y U (uracilo) reem-
plazando, este ltimo, a la timina T.

2. La traduccidn: E1 ARN se utiliza para sintetizar proteinas.

El proceso fisico de la transcripcion es bastante complicado ya que se requiere
la interaccién de distintos agentes quimicos (moléculas) que pueden variar de
célula a célula, pero su esencia es la misma. Nosotros nos limitaremos a describir
brevemente como ocurre la traduccién.

2.3 Las proteinas

Las proteinas son otras moléculas esenciales para la vida. Estan constituidas
por una larga cadena de nucledtidos, distintos de los del ADN y el ARN,
denominados aminodcidos. Todos estos aminodcidos (hay 20 tipos distintos)
tienen una estructura central por la que pueden unirse unos con otros (estructura
primaria). Unida a dicha estructura central, el aminodcido tiene una estructura
lateral (secundaria), que es la que les confiere las caracteristicas quimicas propias
(a-hélices y (-laminas).

rd

r
.

I
‘\ -.
LT

Figura 9: Estructuras primaria, secundaria (a-hélice), terciaria y cuaternaria de
una proteina.

Ademss, las proteinas se pliegan sobre si mismas en una estructura
tridimensional compacta (estructura terciaria) que en su superficie tiene varios
grupos reactivos. Son estos grupos los que precisamente se juntan a otras
moléculas y actian como enzimas catalizando las reacciones quimicas en las
que se rompen o se crean enlaces covalentes —enlaces formados cuando varios
atomos comparten electrones—. Finalmente, varias proteinas se pueden juntar
(estructura cuaternaria) formando moléculas compactas (ver figura 9).

De esta forma las proteinas dirigen casi todos los procesos quimicos de la
célula, en particular la propia sintesis del ADN, la del ARN y la de ellas mismas,
es decir tenemos un esquema de retroalimentacién. En ello se basa el dogma
central de la biologia (ver figura 10) que consiste en la creencia de que el ADN
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Figura 10: El dogma central de la biologia molecular.

se transcribe en ARN y éste se traduce en proteinas, encargadas de la mayoria
de las funciones biolégicas, pero no a la inversa.

2.4 ;Coémo se traduce el ARN en proteinas?

Codon 1

Codon 2

Codon 3

Codon 4

Codon 5

Codon 6

Codon 7

OPCOOPOOOCCOOPOOO>PCO0

mRNA

Figura 11: Los codones del mARN

El proceso de traduccién del alfa-
beto de 4 letras del ADN al de
20 de las proteinas es sumamen-
te complicado por lo que sélo da-
remos un breve bosquejo del mis-
mo.

Lo primero que hace el ADN es
transcribir una parte de él en una
cadena simple de ARN denominado
ARN mensajero o mARN que contiene
la informaciéon de la proteina a
sintetizar. La informacién contenida
en el mARN se lee en grupos de
tres nucleétidos: el triplete o coddén
(ver figura 11). Cada codén codifica
un aminodcido. Como tenemos 4 X
4 x 4 = 64 posibles codones y sélo

20 aminodcidos, tendremos varios codones distintos que codifican al mismo

aminoécido.

El segundo paso comienza cuando al mARN se le une un ARN muy corto
conocido como ARN de transferencia o tARN. La estructura del tARN es tal



86 R. ALvAREZ-NODARSE

que en un extremo (fisico) tiene un aminodcido, y, en el otro, un anticoddn,
de forma que el codén del mARN se junta con el anticodén del tARN y se va
formando la secuencia de proteinas. En la figura 12 se muestra un esquema del
proceso. Resumiendo, una molécula de ADN contiene la codificacién de miles

Ribosome "
(rRNA + protein) aa,

polypeptide
chain

/

tRNA
tRNA4 gt
leaving 'l CAG
ccC # aa, tRNA.
7 7
mRQIA arriving
o 3
|=:;\-
Movement

R{J R{J \/J WJ \/J v vofribosame

Codon Codon Codon Codon Codon Codon Codon
aa, aa, aas aa, aag aag aay

Figura 12: Sintesis de proteinas: el mARN y el tARN

de proteinas. Esta informaciéon se traslada a un mARN que es quien codifica la
proteina al juntarse de una unica forma con los tARN en cuyos extremos viajan
los nucleétidos (aminodcidos) de la correspondiente proteina.

2.5 ;Qué es un gen?

Ya estamos en condiciones de definir el gen. Un gen es un fragmento o secuencia
del ADN que corresponde a una determinada proteina, o a una molécula de
ARN (ver figura 13). Ademds, se dice que un gen se expresa o estd expresado
si la proteina o ARN que dicho gen codifica esta presente en la célula en un
determinado instante de tiempo.

Lo sorprendente es que el ADN no sélo sintetiza las proteinas, sino
que también regula el momento de tiempo cuando dicha proteina debe ser
sintetizada. Es decir, la célula, mediante su ADN, ajusta la velocidad de
transcripcion y traduccién de los distintos genes de forma distinta en funcién
de sus necesidades. Lo anterior implica que, aparte de los genes, en el ADN
tienen que haber secuencias no codificantes. Estas regiones se denominan ADN
regulador —secuencias que regulan la velocidad de transcripcién—, y otras regiones
que funcionan como signos de puntuacion: indican el inicio y final de la
informacion para la sintesis de una proteina dada.
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Gen 1

Gen 2

Cromosoma ADN

Figura 13: Un gen es una secuencia del ADN que codifica una proteina o ARN.

Asi, la totalidad de la informacién genética incluida en la secuencia completa
de ADN, denominada genoma de una célula, dicta no sé6lo qué moléculas han
de sintetizarse, sino dénde y cuando.

2.6 El ciclo celular

La célula de cualquier organismo adulto es un sistema en un perfecto estado
de equilibrio. El proceso de transcripcion del ADN en mARN y de estos en
proteinas estd extremadamente bien regulado de forma que la célula no cambia
ni su tamano ni su funcién. Esta visiéon aparentemente estatica de la célula es,
sin embargo, errénea. De hecho, las células “nacen”, se “desarrollan” y “mueren”
como cualquier organismo vivo. Una célula nueva se origina de dos maneras: por
fusién —como el espermatozoide y el ovocito— o por divisién celular. En ambos
casos se inicia un complejo programa de replicacién celular codificado por el
ADN y ejecutado por las correspondientes proteinas. Aqui nos centraremos en
el segundo proceso: la divisién celular.

El crecimiento y division celular es un proceso muy bien regulado que es
consecuencia de una necesidad del organismo. Por ejemplo, el crecimiento de
las células musculares como consecuencia del ejercicio fisico o el aumento de los
eritrocitos debido a las grandes alturas. Si este proceso falla pueden producirse
alteraciones muy peligrosas. Asi, si las células empiezan a dividirse y crecer sin
necesidad, pueden terminar formando tumores malignos o canceres.

Antes de discutir las bases de esta temida enfermedad, veamos brevemente
cémo estd constituido el ciclo celular (ver figura 14).

El ciclo celular eucariota consta de dos fases fundamentales. La fase S (de
sintesis), que dura unas 12 horas en un mamifero, y la M de mitosis, con una
duracién de menos de una hora. A estas dos fases se le intercalan dos periodos
de descanso que le permiten a la célula crecer: La fase G; entre M y S y la G5
entre S y M. Usualmente a las fases G1, S, y G2 se les denomina interfase. La
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Figura 14: El ciclo celular eucariota.

interfase tiene una duracién total de 23 horas en un mamifero. Ademds de estas
fases, muchas células, después de la mitosis, entran en un estado latente o de
reposo llamado Gg, que puede durar dias e incluso anos.

2.7 Cancer

El cuerpo de un organismo vivo pluricelular, e.g. el hombre, se comporta como
una sociedad o ecosistema cuyos miembros son células de distintos tipos y
funciones que se reproducen por division celular y que estan organizadas en
tejidos. Lo anterior indica que, para su descripcién, podemos aplicar las técnicas
de dindamica de poblaciones que engloban tanto los nacimientos y muertes
celulares, como los habitats, limites territoriales, tamano de las poblaciones,
etc. También, como cualquier sistema vivo, en estas poblaciones tiene lugar el
proceso de seleccién natural.

En general, todas las células del organismo estan comprometidas en un
equilibrio en el cual se cuentan unas a otras —mediante distintas senales quimicas
que emiten e interpretan— lo que tienen que hacer en cada momento: quedarse
en estado latente Gg, dividirse M, diferenciarse, o morir (apoptosis). Las
alteraciones moleculares que rompen esta armonia pueden ser extremadamente
perjudiciales para el organismo. Por ejemplo, en el cuerpo humano hay unas
10'* células y ocurren 10° mutaciones diarias. Normalmente la célula tiene
un mecanismo de control y reparacién de los danos de su ADN; el problema
aparece cuando algunas de esas mutaciones proporcionan a la célula una ventaja
evolutiva frente a sus companeras del tejido permitiendo, por ejemplo, que se
dividan més deprisa, y creando un clister de células anomalas en crecimiento.
Si ademas estos clusters empiezan a proliferar a expensas de las células vecinas
pueden terminar por destruir toda la sociedad celular. Cuando esto ocurre
estamos en presencia de un cancer.

Asi pues, el cancer consiste en el crecimiento descontrolado y la diseminacién
de células andmalas en el organismo, que invaden y danan tejidos y érganos.

Debemos hacer hincapié aqui en que el cdncer no es una tnica enfermedad,
sino un grupo de al menos 100 enfermedades distintas aunque relacionadas,
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a menudo con causas diferentes. La aparicién de un cédncer no se debe a un
Unico factor sino a la combinacién de varios factores que se engloban en dos
grupos: la herencia genética y el ambiente. Se ha demostrado que la herencia
de versiones anormales de algunos genes es responsable de la predisposicién a
padecer algunos tipos de cancer.

Las células cancerosas se caracterizan fundamentalmente por dos
propiedades hereditarias:

1. Sereproducen a pesar de las restricciones normales (e.g. ignoran las sefiales
celulares para que no ocurra la divisién celular).

2. Invaden y colonizan territorios reservados a otras células.

tubulos glandu-  tabulos capsula de tejido tubulos glandulares tabulos glandulares
lares normales glandulares conjuntivo fibroso normales invasivos

(sec. transversal) neoplasicos del tumor benigno \ cancerosos
5
Q/DQ o éé
oy !

(@)
0 = O &
@ @ o 0 o
; Dpe
Q 0 { o
©
0 o C o
o 0 ol
ADENOMA (BENIGNO) ADENOCARCINOMA (MALIGNO)

Figura 15: Tipos de tumor.

Si una célula normal no prolifera méds que sus vecinas no se produce ningin
danio sustancial, pero si su proliferacién estd fuera de control entonces se
produce un tumor o neoplasma —masa de células anémalas que crece de forma
inexorable—. Si estas células anormales se mantienen agrupadas en una tnica
masa, usualmente limitada por una membrana de tejido conjuntivo fibroso,
se dice que el tumor es benigno (se suele extirpar y problema resuelto).
El verdadero problema surge cuando las células del tumor invaden el tejido
circundante, en particular, si son capaces de liberarse y viajar por los vasos
sanguineos o linfiticos y formar tumores secundarios en otras partes del
organismo (ver figura 15).

Asi, la carcinogénesis o aparicién de un céncer es el resultado de dos procesos
sucesivos:

1. El aumento descontrolado de la proliferaciéon de un grupo de células que
da lugar a un tumor o neoplasia.
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2. La posterior adquisiciéon por estas células de capacidad invasiva, que les
permite diseminarse desde su sitio natural en el organismo y colonizar y
proliferar en otros tejidos u érganos (proceso conocido como metdstasis).

Este ultimo es precisamente el més peligroso y el causante de que un cancer sea
mortal.

Cuando un tumor es detectable ha adquirido ya un tamano considerable
(alrededor de 0,5 cm de didmetro para su deteccién por rayos X, y de 1 cm por
palpacién) y estd constituido por un elevado nimero de células (de 100 a 1.000
millones). Existen muchas pruebas cientificas que indican que la mayorfa de los
tumores, benignos o malignos, derivan de una sola célula. Para que finalmente
aparezca el tumor, los descendientes de esa célula han de continuar cambiando
de forma que, para que alguna de ellas se vuelva cancerigena, han de ocurrir
una enorme cantidad de alteraciones y mutaciones adicionales. Todo esto suele
ocurrir a lo largo de muchos anos. Hoy dia se piensa que desde el inicio del
proceso hasta que un cancer puede ser diagnosticado transcurren una o mas
décadas. Asi, el proceso de progresién tumoral se compone de cambios genéticos
(mutaciones) y seleccién progresiva de células cada vez mds anormales en su
crecimiento y comportamiento, adquiriendo la capacidad de invadir el tejido
circundante y, posteriormente, de originar metastasis.

2.8 Bioinformatica

Como hemos visto a lo largo de esta seccién, el ADN contiene toda la informa-
cién necesaria para el correcto funcionamiento de la célula. Es por ello que no
es de extranar que se haya invertido tanto esfuerzo y dinero en su secuenciacién,
es decir, en descubrir el orden en el que se encuentran sus bases. Este es el pun-
to de partida para luego identificar los correspondientes genes, lo cual tendria
repercusiones inimaginables.

A partir de 1955 los cientificos comienzan a disponer de las primeras se-
cuencias completas de algunas proteinas: la hormona peptidica insulina [28], o
la enzima ribonucleasa [15]. En 1965 ya se conocfan las secuencias de unas 20
proteinas; en 1980, de unas 1500, en 1999 de 300000; en el 2006 unas 610000
(segtin la base de datos NCBI?). La situacién se complica si queremos secuen-
ciar el ADN, pues las cadenas de ADN son mucho mas largas —la del hombre,
por ejemplo, tiene entre 5,5 x 107 y 25 x 107 pares de bases (una proteina tiene
muchas menos bases ~ 2000)—. A lo anterior hay que afiadir que es técnicamente
imposible secuenciar (al menos hoy dia) una cadena tan larga, por lo que en la
practica hay que romperla en cadenas mds cortas (usualmente de unos 500 pares
de bases) para luego secuenciarlas y finalmente recomponer la cadena original.

Todo este proceso genera una ingente cantidad de datos (las secuencias de
bases, o cadenas de letras, como la que se muestra en la figura 16) que hay que

2Véase la pagina web http://www.ncbi.nlm.nih.gov/gquery/.
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analizar, cotejar, almacenar, etc., por lo que se hace imprescindible el uso de
potentes ordenadores y avanzadas técnicas informaéticas.

1
61
121
181
241
301
361
421
481
541
601
661
721
781
841
901
961

cctcgacgtce
ccaccctecg
caggagageg
ctttcgtttt
tggttcgacc
gagacctacc
cctcttcagt
ttcctgagaa
aagaaccacc
ttgaacaacc
tttaccagga
aggaatttga
cagaataccc
aagtctacga
agctatgcat
actcctgttg

cggttgeege

gacgttaacg
ggcegttget
ttcaccgaca
atttgatgcc
attgaactgc
ctggecctecg
ggaaggtaaa
gaatcgacct
acgaggagct
ggaattggcea
agccatgaat
aagtgacacg
aggcgtcctc
gaagaaagac
ttttataaga
atagatccag
cgggegtttt

gtaccgagct
tcgcaacgtt
aacaacagat
tcaagctcgg
atcgtcgeceg
ctcaggaacg
cagaatctgg
ttaaaggaca
cattttcttg
agtaaagtag
caaccaggcc
tttttcccag
tctgaggtcc
taacaggaag
ccatgggact
taatgacctc
ttattggtga

tgtggcagtt
caaatccgcet
aaaacgaaag
tacctcgagg
tgtcccaaaa
agttcaagta
tgattatggg
gaattaatat
ccaaaagttt
acatggtttg
accttagact
aaattgattt
aggaggaaaa
atgctttcaa
tttgctgget
agaactccat
gaatccaaag

taaggcgggc

cccggeggat
gcccagtcett

gaattccgga
tatggggatt
cttccaaaga
taggaaaacc
agttctcagt
ggatgatgcc
gatagtcgga
ctttgtgaca
ggggaaatat
aggcatcaag
gttctctget
ttagatccgg
ctggatttgt

cttggcgaga

gtcctgececg
ttgtcctact
tcgactgagc
tccggcatca
ggcaagaacg
atgaccacaa
tggttctcca
agagaactca
ttaagactta
ggcagttctg
aggatcatgc
aaacttctcc
tataagtttg
cccctectaa
ccaagcttgg
tcagaacgct
ttttcaggag

Figura 16: Fragmento de la secuencia del pldsmido pDS3 (primeras 1020 bases)

Esta necesidad ha llevado a la aparicion de una nueva ciencia: la
Bioinformatica, término acufiado a mitad de los 80 (del siglo XX) para definir el
conjunto de técnicas y aplicaciones informédticas (y ordenadores) usadas en las
ciencias bioldgicas (ver figura 17).
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Figura 17: ;Qué es la bioinformatica?

En particular, existen en la WWW distintas bases de datos de libre acceso
que contienen gran cantidad de informacién: secuencias completas de proteinas,
genomas de algunas especies, etc. Algunas de ellas son:

1. http://www.ncbi.nlm.nih.gov/ (The National Center for Biotechno-
logy Information, Estados Unidos).

2. http://www.ebi.ac.uk/Databases/ (The European Bioinformatics

Institute, Reino Unido).
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3. http://au.expasy.org/ (The ExPASy -Expert Protein Analysis
System-—, Suiza).

4. http://www.rcsb.org/pdb/ (The Research Collaboratory for Structural
Bioinformatics, Estados Unidos).

5. http://www.ensembl.org/ (The Ensembl Genome Browser).

Una magnifica introduccién en castellano a la Bioinformédtica se puede en-
contrar en la WWW

http://bvs.isciii.es/bib-gen/Actividades/curso_virtual/esquema.htm

Algunos textos interesantes sobre Bioinformadtica son [2, 4, 26].

3 Modelos matematicos de la dinamica interna del ADN

De la discusién anterior es fdcil adivinar que, modelos realistas que describan la
dindmica interna del ADN y permitan entender los procesos de transcripcion,
etc. son practicamente inviables. Por ejemplo, un modelo cuantico realista
deberfa incluir las interacciones de miles de millones de particulas (los dtomos),
con el agravante de que no esta claro el potencial de interaccién para describir los
enlaces por puentes de hidrégeno, por citar alguna de las muchas interacciones
internas que tienen lugar en dicha molécula. Es por ello que vamos a considerar
algunos modelos sencillos y los problemas matematicos que se derivan de ellos.
La referencia bésica para este apartado es [31].

Antes de comenzar debemos recordar que la molécula de ADN estd formada
por dos cadenas muy largas enrolladas una sobre la otra en forma de doble
hélice. La estructura de las cadenas es bastante regular y contiene cuatro bases
colocadas con gran precision. Esta estructura es muy similar a la de los casi-
cristales unidimensionales [8], pero, a diferencia de éstos, el ADN es bastante
flexible.

3.1 Modelos lineales
3.1.1 Una unica cadena

Supongamos que tenemos una cadena simple de ADN (o ARN). Un modelo
sencillo consiste en cambiar las bases por discos (cilindros) y suponer que
la interaccién de las mismas es una interaccién armoénica. Consideraremos
tnicamente los movimientos longitudinales y rotacionales de los discos.

Sea uy,(t) el desplazamiento longitudinal del n-ésimo disco de su posicién
de equilibrio en el instante de tiempo ¢ y sea ¢,(t) el correspondiente
desplazamiento angular (ver figura 18). Por simplicidad asumiremos que tanto
las masas (y los momentos de inercia, respectivamente) como las constantes
eldsticas y de torsién son las mismas (es decir, una cadena homogénea).
Entonces, si suponemos que las amplitudes de las oscilaciones internas son
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Figura 18: Modelo lineal de una cadena: movimientos longitudinal y angular.

pequenas, podemos escribir el Hamiltoniano del sistema en la aproximacion
armoénica, es decir, en la forma® H = H; + H, + H;_,, donde

N
_ L oo 1 2
H = Z oM + §k<un+1 —Up),

3
—

()

=

. 1
H, = I(,Oi + 5%(9‘7n+1 - Spn)ga

1
2
1

3
Il

siendo N el nimero total de mondémeros de la cadena, m la masa del disco, I su

momento de inercia, k la constante elastica, s la constante de torsién, y donde

H;_, representa el Hamiltoniano de la interacciéon entre ambos movimientos.

Usualmente se imponen condiciones de frontera periddicas w, = untn, Yn =

¢n+n- En primera aproximacién se puede suponer que H;_, es constante.
Bajo estas restricciones, las ecuaciones de movimiento son

My, — k(Unt1 — 2Up + tUp—1) =0, (©)
Iy — %(SOHJrl —2¢p + Sﬁnfl) = 0.
El sistema anterior es un sistema lineal de 2N-ecuaciones diferenciales
desacopladas (independientes). Las soluciones tipicas del sistema anterior son
las ondas viajeras planas

up(t) = Uonei(qnaiwlt)v on(t) = @Onez(qna—mt)? (7)

donde ¢ es el nimero de onda y a es la distancia entre dos discos cualesquiera
(que suponemos constante a lo largo de la cadena). Sustituyendo (7) en (6)
obtenemos las relaciones es de de dispersién para las frecuencias longitudinales
y rotacionales

2k 2
wp = E(l —cosqa), w,= T(l — o8 qa).

Veamos el limite continuo de las ecuaciones anteriores, es decir pasemos del
modelo discreto de discos a un modelo continuo tipo cuerda eldstica (ver e.g.
[14]). Comenzaremos reescribiendo la primera de las ecuaciones (6) en la forma

m Un+1 — Un

Eﬂn = (ka)T - (ka)

3En adelante, por f denotaremos la derivada con respecto al tiempo de f.

Up — Un—1
a? '
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Tomemos a — 0 y denotemos por p la densidad de masa por unidad de longitud;
entonces, teniendo en cuenta que

un(t) = u(na,t) — u(z,t),
tenemos

2
m Un+1 — Un Up — Un—1

— 0 I{/’G/—>K7 2 - 2 - —QU/(Z,Z‘:):’U/ZZ(ZJ‘;),
a a a 0z

luego obtenemos la ecuacién de ondas

pust = Ku,,, esde

cuya solucién es u(z,t) = upe(?#=@it) - que sustituida en la ecuacién anterior

nos da
K
w) = —q.
p

Para la segunda ecuacion obtenemos, de forma andloga,

Lo = Rpzz,

. 3
p(z,t) = @oe’ @7 w, =4[ =g,
L

siendo ¢ la densidad lineal del momento de inercia y K = lim,_,¢ »a. En ambos
casos el nimero de onda se encuentra en el intervalo [—m/a, 7/al.

De lo anterior se deduce que a través de la cadena se desplaza una onda
viajera cuyas velocidades longitudinal y rotacional son

cuya solucion es

Ow; K ow, K
v = = =

_a_q_ pa Ur aq L’

respectivamente.
El modelo anterior tiene una clara deficiencia: No tiene en cuenta el
movimiento perpendicular al eje z (ver figura 19). Si tenemos en cuenta este

a
| | 2
—~ 0%~ @ — 90—
Yy © u

Figura 19: Modelo lineal de una cadena: movimientos longitudinal, angular y
transversal.

movimiento se puede probar [31, §4.1.1.3] que el desplazamiento perpendicular
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al eje z, que denotaremos por y, satisface la ecuaciéon Spyy = —Kty,..., donde
S es el area de la base del cilindro (disco). Como ejercicio dejamos al lector que
deduzca la expresién de la relacién de dispersion y la velocidad de onda de las
correspondientes ondas transversales.

Otra importante deficiencia del modelo es que la energia no estd localizada ya
que la solucién onda plana corresponde a una energia uniformemente distribuida
a lo largo del medio (en este caso la cadena de ADN). Por tanto, si pretendemos
que el modelo explique el fenémeno de la transcripcion, por ejemplo, es esencial
que la onda viajera se propague de forma muy localizada para que la energia se
localice en unos pocos pares de bases. A lo anterior hay que agregarle otra
importante deficiencia y es que, para romper la doble cadena, se necesita
ademds que la amplitud de la onda sea lo suficientemente grande, lo cual
estd en abierta contradiccién con la suposicién inicial de que podemos aproximar
las interacciones mediante términos arménicos. Estas deficiencias se resuelven
parcialmente en los modelos no lineales que discutiremos posteriormente.

3.1.2 Una cadena doble

Supongamos que tenemos una doble cadena de ADN. Un modelo sencillo
consiste nuevamente en cambiar las bases por discos y suponer que tanto
la interaccién entre los nucledtidos como la de las bases de ambas cadenas
son interacciones armoénicas. Consideraremos los movimientos longitudinales wu,
transversales y y rotacionales ¢ de los discos. En este caso, el Hamiltoniano se

Figura 20: Modelo lineal de una doble cadena.

escribe como
H=H"+H? +HY + H® + HY + H® + H-?,

donde H l(j ), HT(] ) y Ht(J ), 7 = 1,2, representan los movimientos longitudinales,
rotacionales y transversales de cada una de las dos cadenas, respectivamente,
y H1=2) = Hl(lfz) + H? + H es la suma de las interacciones entre
ambas cadenas asociadas a los correspondientes movimientos longitudinales,
rotacionales y transversales.

Para los dos primeros Hamiltonianos tenemos una expresién andloga a (5),
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de forma que

H(J) Z munj—&— k(unHJ unj)z7

H(J) Z mynj+ b(yn+1,g yn7J)7

n=1
B _N~12 1 >
H; 1251‘%4*5”(@%14 — Pnj)
n=1

La interaccién H'~2) entre cadenas puede modelarse, en primera aproximacion,
mediante los términos

N

a N ﬁ N
H(1_2) = Z §(un,1 - un? Z 5 (pn,l - ¢n2 Z

n=1

y”hl - yn72)27

wm

donde «, B y «v son ciertas constantes. Asi, obtenemos un sistema de seis
ecuaciones lineales acopladas dos a dos:

{ Milp 1 — k(tUnt11 — 2Un1 + Un—11) — @(Un2 — Up1) =0,

Milp2 — k(tunt1,2 — 2Un2 + Un—1,2) — @(Un1 — Upz2) =0,

{ It — 2(Qny110 — 2001 + On-1,1) — B(¥n2 — ¢n1) =0, ®

Igno — 2(Pnt1.2 — 20n2 + On-12) — B(pn1 — n2) =0,

MYn,1 — b(Yn+1,1 — 2Un1 + Yn-1,1) — Y (Yn,2 — Yn,1) =0,
Mijn2 = 0(Unt+1,2 = 2Un2 + Yn—-1,2) = Y(Un,1 — Yn,2) = 0.

Nuevamente buscamos las soluciones de tipo onda plana. Aqui restringiremos
nuestro andlisis al primero de los sistemas acoplados de (8),

i(gna—wy it
Un,j(t) = ug e (@ Lt

Sustituyéndolas en (8) obtenemos las relaciones de dispersién

4k sen?(qa/2) + 2a
- .

4k \/
= B 2 2 =
Wi - sen?(qa/2), wig

Si, como en el caso anterior, tomamos el limite cuando a — 0 (limite continuo)
obtenemos las ecuaciones

PULL = Kulzz + O[(’LLQ - ul), pPU2¢ = KuZzz + a(ul - u2)'
Sus soluciones tipo onda plana son

ul(z t) = ug, ez(qz wy, 1t) UQ(Z,t) = Ugs ez(qz wy, 2t)
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que nos conducen a las relaciones de dispersién:

ka2q? ka?q?® + 2«
w1 = ;o Wi = .
m m

Para los otros dos sistemas de ecuaciones los calculos son similares y los
omitiremos (se dejan como ejercicio al lector).

Limitaciones.

Esta claro que estos son los modelos mas simples y por tanto tienen un
sinnimero de limitaciones. Esencialmente hemos considerado en la cadena
de ADN los nucledtidos como una tnica particula, cuando en realidad son
mucho més complicados ya que constan de un azicar, un grupo fosfato y
una base heterociclica de carbono (5-carbono). Por lo tanto, un modelo mas
realista deberia tener en cuenta esta estructura. En la figura 21 se muestra un
modelo donde se separa el esqueleto de carbén-fosfato (rectdngulo), el aziicar
(circulo intermedio —claro—) y la base (circulo exterior —oscuro—). Mediante
lineas continuas se representan las interacciones internas de cada cadena y por
la discontinua la interaccién entre cadenas por puente de hidrégeno. Ademas,
como ya mencionamos; la energia no estd localizada, por lo que no es posible
utilizar modelos lineales para dar una explicacion del proceso de transcripcion,
por citar un ejemplo.

Figura 21: Modelo lineal de una doble cadena: segunda aproximacion.

Denotemos, como antes, los movimientos longitudinales, transversales y
rotacionales de las bases por u, y y ¢, respectivamente; y denotemos por v
los transversales entre el azucar y el grupo fosfato. Suponiendo que podemos
usar la aproximacién armdnica podemos escribir el Hamiltoniano de la forma

H= 3 (B +HY + HY + HE)) + B 4 B B0 4 H) ™,

i=1,2
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donde los términos son similares a los de antes pero ahora H J(cja) representa la
nueva interaccién fosfato-azicar. Como ejercicio se deja al lector encontrar las
ecuaciones de movimiento en este caso, asi como las relaciones de dispersion.
El modelo més exacto corresponde a la estructura atémica real de ADN (ver

figura 22).

Figura 22: Modelo lineal méas exacto de una doble cadena de ADN.

En todos estos casos también hay que tener en cuenta que el Hamiltoniano se
estd considerando en su aproximacion armonica, es decir cuando las oscilaciones
de las correspondientes particulas son suficientemente pequenas. Nuevamente
esto constituye una limitacién para explicar la apertura o rotura de la doble
cadena de ADN. Si estas amplitudes no son pequenas, entonces entran a
jugar un papel fundamental los efectos anarménicos (o no lineales). Este tipo
de modelos no lineales son de enorme interés como veremos en la préxima
seccion. Finalmente, debemos destacar que los Hamiltonianos de interaccion
aqui descritos no corresponden a los reales, los cuales son desconocidos.

3.2 Modelos no lineales

De entre los muchos modelos no lineales vamos a tratar aqui los mas sencillos.
Incluso en estos modelos veremos las dificultades matemédticas que aparecen
cuando queremos hacerlos mas realistas. Nuevamente la referencia bésica
serd [31].

3.2.1 Modelo de Englander et al. [13].

Vamos a comenzar por un modelo mecanico muy sencillo propuesto en 1980
por S'W. Englander et. al. para describir los estados abiertos del ADN (es
decir, los estados cuando estan rotos los enlaces de puente de hidrégeno entre
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las bases de las cadenas del ADN). La idea de Englander et al. se basa en el
modelo mecanico de Scott, que consiste en modelar el esqueleto azicar-fosfato
por una cadena de osciladores y las bases por péndulos (ver figura 23). Por
simplicidad se consideraran sélo los movimientos giratorios, despreciando el
resto. Ademds, supondremos que la aportaciéon de la segunda cadena consiste
en crear un potencial efectivo V. sobre la primera.

Figura 23: Modelo mecanico de una doble cadena de ADN.

Asi, tenemos una cadena de péndulos que pueden rotar en el plano zy (ver
la figura 24).

n
z
0650005000~ .
/
/
LPn,/
/
P \
(S kil ety
i h=1(1— cosyn)

Figura 24: Movimiento de rotacién en el modelo mecanico de una doble cadena
de ADN.

Sea I el momento de inercia de las bases y s el coeficiente de torsion de los
nucleétidos. Entonces el Hamiltoniano del sistema es

I 212
H=3" 262+ 3 2 onin —oa)* + Velor, . om).

Las ecuaciones del movimiento son

.. oV,
I = J’fl2<9‘7n+1 — 20, + ‘Pnfl) + dp . (9)
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Englander et. al. consideraron el caso més sencillo, en el que V., = —mgh,
i.e., un campo andlogo al campo gravitatorio. Asi, tenemos para ¢,, la ecuacién

I‘pn = %lz(@n-i-l - 29071 + Qpn—l) - mgl S€n Y.

Si ahora suponemos que la distancia a entre los nucleétidos es lo
suficientemente pequeiia, la ecuacién difero-diferencial (9) se puede aproximar
por la ecuacién en derivadas parciales

Ve
Loy = %azlzgazz + ,
dp
que, en variables adimensionales, tiene la forma
oV,
= . 10
1T a0 (10)

Asi pues, escogiendo el potencial de Englander et al., y teniendo en cuenta
que I = ml?, obtenemos la ecuacién en derivadas parciales

xa? g , xa® g9
l

2 2

Yy = Wgozz — jsencp = Py =wP,, —wseny, w'=-— w'=
0, equivalentemente, en variables adimensionales
Yzz —PrT = Seny,

que no es mas que la conocida ecuacién de sine-Gordon o sG [29, §3.2].
De entre las muchas soluciones de esta ecuaciéon destacan las denominadas
kink y antikink [29, pdg. 73] (ver figura 25)

Z-VT
Z,T)=4arctg |exp | t—= ||, |V|< 1.
o(2.7) = dawerg o (£ 52| W]

-\s\\
\‘\

\\

Figura 25: Soluciones kink y antikink de la ecuacién sG.

Estas soluciones son ondas viajeras con una importante particularidad: su
energia se localiza alrededor del centro del kink (antikink). Una interpretacién
de estos resultados es que las solucionres kink y antikink corresponden a la
propagacién de los estados abiertos en el ADN (ver figura 26).
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Figura 26: Interpretacién del modelo mecénico de Englander et. al.

Imaginemos ahora que tenemos dos cadenas y supongamos que cada una de
ellas genera un potencial efectivo Ve (¢, ;) = mg;lcosy, ;, j = 1,2, sobre la
otra. En este caso es facil comprobar que las ecuaciones de movimiento son dos
ecuaciones de sG desacopladas

_ 2 2
Pl = W1P1,, — Wi sSen ey,
_ 2 2
P21t = WaP2,, — Wy SCNL Y.

3.3 Otros modelos no lineales

Una limitacién evidente de los dos modelos anteriores es que la interaccion
supuesta entre las dos cadenas sélo depende de una de las cadenas y no de
ambas. Es por ello que se han introducido otras variantes del modelo anterior.

Por ejemplo, L. Yakushevich en [30] propone utilizar en (10) el potencial
efectivo

Ve(p1,p2) = A(1 — cosp1) + A(1 — cospa) — B[1 — cos(p1 + p2)],

lo que le conduce a las siguientes dos ecuaciones acopladas cuya solucién
analitica en forma de onda solitaria (el kink y el antikink son casos particulares
de estas ondas) es por el momento desconocida (algunos experimentos numéricos
indican que semejante solucién ha de existir):

Pirr = Plzz — Asenwl + Bsen(wl + 902)’

Yoy = Pazz — Asen s + Bsen(p1 + @2).

Por ultimo, antes de terminar esta seccién, debemos mencionar el modelo
utilizado por Yomosa [32], quien propone el potencial efectivo

Ve(p1,p2) = A(1 — cosp1) + A(1 — cospa) + B(1 — cos p1 cos p2).

Dejamos al lector como ejercicio que obtenga las correspondientes ecuaciones
de movimiento.

Antes de terminar debemos hacer dos comentarios importantes. El primero
es acerca de las limitaciones de estos modelos. En primer lugar, la afirmacion de
que el movimiento predominante en el proceso de transcripcion es el rotatorio
no es del todo correcta ya que las oscilaciones transversales (a lo largo del eje de
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los enlaces puente de hidrégeno) son del mismo orden, por lo que un modelo mas
coherente tendria que tener en cuenta ambos movimientos. Para el caso de los
desplazamientos transversales Peyrard y Bishop [24] introdujeron un modelo
estadistico muy interesante que ha tenido bastante éxito (ver el interesante
survey [25]).

El segundo comentario estd relacionado con las interacciones consideradas.
Modelos mecénicos més realistas (aun siendo simples) deben tener en cuenta
todas las interacciones relevantes. Por tanto han de tener términos que
modelen la interaccion entre los movimientos longitudinales y transversales v;_;,
longitudinales y rotacionales v;_,, e incluso términos que modelen los efectos
térmicos (el ADN estd en una disolucién acuosa a cierta temperatura). Asi, en
general, tendremos ecuaciones no lineales de la forma

términos

efectos
no lineales

térmicos

Yyrr —Yzz = [ } +u—e(y) +vir(y) + [
El estudio de este tipo de ecuaciones constituye un reto para los matemaéticos
de hoy dia.

4 Modelos de crecimiento tumoral

En esta tltima parte vamos a describir algunos modelos mateméticos de
crecimiento tumoral con el objetivo de mostrar el tipo de problemas y técnicas
matematicas que suelen aparecer.

4.1 Modelo de un tumor cuerda estacionario

En la fase vascular de muchos tumores, las células cancerigenas rodean los
capilares sanguineos formando una estructura cilindrica como la representada
en la figura 27, donde el cilindro interior de radio ry representa al vaso sanguineo
y el cilindro exterior de radio R al tumor.

Este tipo de tumores, conocidos como tumores cuerda, crece radialmente
alejandose del centro de vaso. A medida que aumenta de tamano, las células
del borde se alejan del vaso y por tanto de su principal fuente de oxigeno
y nutrientes, por lo que la mayoria entran en fase latente Gy. Esto conduce
a un equilibrio entre el ntimero de células activas (situadas en el interior del
tumor, cerca del capilar) y las latentes (més alejadas del capilar); que conlleva
a un equilibrio dindmico acorde con las observaciones clinicas para este tipo de
tumores.

Vamos a describir un modelo matemadtico introducido por Dyson et. al. [11]
que trata de explicar este tipo de comportamiento.

Supongamos que en el instante de tiempo ¢ el tumor estd compuesto
por células activas dividiéndose y células en estado latente cuyos nimeros
denotaremos por p(x,r,t) y g(r,t), respectivamente, donde r € [rg, R] es la
distancia de la célula cancerigena al centro del vaso y = € [0, 1] es la madurez
de la célula (z = 0 es una célula recién nacida y = 1 es una célula a punto
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Figura 27: Modelo de un tumor cuerda alrededor de un vaso sanguineo

de dividirse). Denotemos por 6(r,t) la fraccién de células que se dividen en la
posicién r (estamos asumiendo que el tumor tiene una simetria radial) en el
momento ¢ y por v(z)w(r) la fraccién de células con madurez z en la posicién r
(el cociente de madurez). Como el cociente de madurez depende de r, la duracién
de los ciclos celulares a distintas distancias es, en principio, distinta. Un caso
mas sencillo consiste en considerar este cociente constante e independiente de
r (todas las células tumorales tienen el mismo periodo de divisién celular). Sea
u(r, t) el flujo radial de células tumorales a través de la superficie (que se asume
independiente de la madurez).

Con todas estas suposiciones, las ecuaciones de evolucién del tumor son las
siguientes [11]: para t > 0,

D 1)+ ) Iple, 1)) + -2l (e, 1) = 0,
v(0)w(r)p(0,r,t) = 20(r,)v(L)w(r)p(l,r,t), € [0,1], r € [ro, R],
p(z,7,0) = po(z,7), x €10,1], r € [ro, R], (11)
Sl t) 1Sl g, ) = 20— 0, ) ((r)p(L,1,0),

q(r,0) = U(r), r € [ro, R].

Supongamos que la densidad total de células en la posicién r viene dada por

1
n(r,t) = [ ple.r.t)de +g(r,0)
0
Entonces, de (11) se sigue que

10
an(r, t)+ ;E(r u(r, t)n(r,t)) = v(Dw(r)p(l,r,t).
Una suposicién habitual es que el flujo de células a través de la pared del capilar
es despreciable (no existe), i.e., u(ro, t) = 0y n(r,t) = N. Entonces 2n(r,t) =0
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y la ecuacién anterior se traduce en

urt) = [ ol ¢

Tal y como mencionamos, este tipo de tumores a partir de cierto tiempo %,
se encuentra en una fase de equilibrio (“steady state” o régimen permanente o
estable) por lo que el problema de evolucién (11) se transforma en el siguiente

problema estacionario donde v(z,r) = p(z,7)/N representa la densidad de
células activas en el estado estable del tumor:
S + 12 (ver) [ u(@up(1,0dc) =0
ox ’ ror " ’ 7 (12)
v(0)w(r)v(0,7) = 20(r)v(D)w(r)v(l,r), = € [0,1], r € [ro, R].
Por comodidad introduciremos la funcién o(z,r) = v(z,r)v(z). De (12) se
deduce que ¢ satisface la ecuacién
1 9 " e(x,r)p(1,1)
< - Y 1.0)de = P\ TP T
D) e eeten) [ i@, e 5 g

©(0,7) =20(r)p(1,7), x €[0,1], r € [ro, R].

Para probar que la solucién del problema anterior existe Dyson et al.
transforman el problema en un problema de punto fijo para ¢(1,r) y prueban
que, bajo ciertas condiciones razonables,

1. w(r) > 0 es continua y con derivada continua en [ro, R] y tal que rw(r)
es creciente,

2. v(z) > 0 es continua y con derivada continua en [0, 1],

3. 6(r) : [ro, R] — [0,1] es una funcién de Lipschitz y existe ry € (rg, R] tal
que 0(r) = 0(rg) = 0y en [ro,r1] con Oy < 1/2,

existe una tunica soluciéon. Es decir, desde el punto de vista matemaético la
ecuacién (13) tiene solucién tdnica, lo que indica que, efectivamente, el modelo
es capaz de describir el estado estable del tumor.

Un problema abierto mas complicado es el estudio de la evolucién temporal.
Es todo un reto encontrar la solucién analitica del problema general (11)
y probar que, asintéticamente, en efecto se tiene la soluciéon predicha por
el problema estacionario aqui descrito. Este problema ha sido parcialmente
resuelto por los mismos autores en [12].

4.2 Modelo para protocolos de quimioterapia

Vamos a estudiar un modelo que intenta describir la accién de la quimioterapia
sobre un tumor. En particular, de la solucién del problema matemaético se puede
extraer un protocolo de actuacion para las sesiones de quimioterapia usualmente
usadas en medicina.
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La idea biolégica es la siguiente: Dentro del ciclo celular existen dos etapas
bien diferenciadas: la interfase (G1, S y Gz2) y la mitosis M (ver apartado
2.6). Durante la fases Ga y M la célula resulta mds vulnerable (en particular
en M la célula es mds porosa y su pared celular més fina), por lo que es un
momento muy apropiado para aplicar dosis de medicamentos o agentes externos
(quimioterapia) que eviten la divisién celular y que, a ser posible, aniquilen a
las células cancerigenas. Este es un protocolo habitual en las terapias actuales
contra el cancer. El principal problema radica en que la quimioterapia no sélo
mata a células tumorales, sino que también dana a muchas de las células sanas
de los tejidos que rodean al tumor. Es por ello que es muy importante saber
cuanto y cudndo hay que aplicar las dosis.

Comencemos describiendo un modelo para el crecimiento del tumor. Vamos
a diferenciar dos estados dentro del ciclo celular de las células tumorales: el
estado E; y Es correspondientes a las fases G1,5 y G2, M, respectivamente.
Sean N1 y Ns el nimero de células en cada estado F; y FEso, respectivamente.

El modelo méas sencillo de crecimiento tumoral corresponde al modelo
exponencial o malthusiano que postula que el nimero de células cancerigenas
salientes de cada fase es proporcional a N;, i = 1,2. Asi, para el estado E»
tenemos

NQ(t) = —agNQ(t) + CLlNl(t),

donde f indica la derivada temporal de f y a; y as ciertas constantes. Para el
estado F; hay que tener en cuenta que entran el doble de células procedentes
de la divisién celular, luego

Nl(t) = 7Q1N1(t) + 2(12N2(t).

En ambas expresiones a1 y as son dos pardmetros que tienen que ver con los
tiempos de duraciéon de ambos estados. Usualmente el sistema se escribe en su
forma matricial

N = AN, N(to) = No,

A— (—a1 2a2) .
ap  —a2

La solucién de esta ecuacién es

donde

N(t) = N(to) exp((t —t0)A),

donde exp(zA) es la funcién exponencial de una matriz (ver e.g. [5]). Como
ejercicio al lector se deja el estudio de la estabilidad del sistema anterior en
funcién de los parametros a; y as.

Introduzcamos ahora la droga (medicamento) o, mateméticamente
hablando, el control. Sea wu(t) la dosis de droga introducida en el sistema en
el momento ¢. Supondremos que u(t) = 0 indica que no se suministra droga, y
u(t) = 1 que se aplica la dosis méxima. Se asume que la dosis de droga estd en
relacion directa con la fraccion de células que mueren en el estado Es, asi que en
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la fase E sélo entrard la fraccién 2(1—wu(t))azNo. Esto nos conduce al problema
[17]
N = (A+uB)N, u=(u(t),0)", N(ty) = No,

donde A es la matriz de antes y B viene dada por

o 0 —2&2
s=(p o).

El problema consiste en minimizar el funcional

J(u) = 7“1N1(T) + TQNQ(T) +/ U(t)dt

to

sobre el conjunto de todas las funciones medibles u con valores en [0, 1] donde ¢
y 79 son ciertos nimeros que representan sendos pesos relativos para el niimero
total de células en el instante final T'. Adema4s, se supone que el control modela
también el niumero de células del tejido sano que mueren por la acciéon de la
quimioterapia.

Notese que al ser la norma de la matriz A + uB acotada para todo control
admisible, entonces la ecuacién diferencial matricial siempre tiene solucién. En
particular se tiene que si Ni(tg) > 0y Na(to) > 0, entonces Ni(t) > 0y
Na(t) > 0 para todo ¢ > ty. La prueba es directa: basta acotar la matriz A+uB
y usar la solucién en forma de matriz exponencial.

Este problema se puede generalizar a n dimensiones (que corresponderian a
més divisiones del ciclo celular) de la siguiente forma [18]:

Sea. N = (Ni,Na,...,N,)t el vector de estado cuyas coordenadas
corresponden al nimero de células en la fase Fi, £k = 1,2,...,m. Sea u el
vector (u1,us,...,un)" siendo uy, la correspondiente dosis de medicamento,
que asumiremos no negativa, es decir, para todo k = 1,2,...,m, ux(t) € [0, 1],
donde como antes 0 implica que no hay medicacién y 1 que se ha aplicado la
dosis méxima. Sean r = (r1,72,...,7) v 8§ = (81,82,...,Sm) dos vectores de
nimeros positivos y no negativos, respectivamente. En este caso tenemos que
minimizar el funcional

sobre todas las funciones medibles v que cumplan la ecuacién dindmica

N: <A+Zuk3k> N, N(to):No.

k=1

En el caso general hay que asumir que tanto las matrices A, By como el control
u son tales que la matriz A + Y, us By, tiene elementos diagonales negativos
y el resto no negativos. Cuando esto ocurre se dice que las matrices A y By
satisfacen la condicion M.
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Una condicién necesaria de optimalidad viene dada por el principio del
méximo de Pontryagin [27], que establece que si u* = (uf,ul,...,ur,) es un
control éptimo, entonces existe una funcién (vector fila) continua A que satisface
la ecuacién adjunta

A=-\ (A + Zu;';Bk> . ANT) =r,

k=1

tal que el control éptimo minimiza el Hamiltoniano

H =MAN + Y ug(sp + ABN).
k=1

Si suponemos que las matrices A y By, satisfacen la condicién M, entonces se
tiene que tanto Ny (t) como A (t), k = 1,2,...,n, son positivas en [0, T] (probar
como ejercicio).

Para resolver el problema se define la funcién de conmutacién (switching
function)

(I)(t) = (q)l(t)77q)m(t))7 (I)kr :Sk+/\BkN7

de forma que el control éptimo queda determinado por las expresiones

oy si (I)k(t) >0,
up(t) = { ,
ﬂk S1 (I)k(t) < 0.

Noétese que a priori los controles no se determinan por la condicién del
minimo si ®x(¢) = 0. Ahora bien, si ®(¢) se anula en todo un abierto (ag,bx),
entonces todas sus derivadas también deben anularse en dicho intervalo. Este
tipo de controles se denominan controles singulares. Los controles constantes a
trozos se conocen como controles de salto (bang-bang).

Recuperemos el caso n = 2 de antes. Para este caso en [17] se prueba que los
controles singulares no son nunca 6ptimos, por lo que la Unica opcién es buscar
controles de salto. Ademds, en el caso de dimensién 2 se tiene u = (u(t),0),
s = (1,0), y el control 6ptimo tiene la forma

0 si®(t)>0,
ut(t) = ® =1+ ABN.
1 si®(t) <0,

Esto es precisamente el protocolo usado en la actualidad en la quimioterapia:
se alternan periodos de aplicacién de maximas dosis de drogas con periodos de
descanso sin aplicaciéon de ningin agente quimico. El problema es personalizar
el tratamiento, es decir, saber cudntos periodos y por cuanto tiempo hay que
aplicar los correspondientes controles para que el tratamiento sea Optimo.
Es justo aqui donde este modelo podria ayudar a los médicos corrigiendo
los correspondientes tiempos de quimioterapia y descansos para hacer el
tratamiento lo mas éptimo posible.
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Para finalizar debemos mencionar que aunque el modelo predice justamente
el mismo tipo de protocolo que el que se usa actualmente, todavia estd lejos de
poder ser aplicado. En primer lugar es un modelo, con todo lo que ello implica.
En segundo lugar, hay que encontrar los parametros correctos correspondientes
a cada caso (paciente), lo cual sigue siendo algo bastante complicado y subjetivo
hasta el momento.

4.3 Un modelo fractal para el crecimiento de tumores

Nuestro dltimo ejemplo lo tomaremos de los trabajos de Bri et al. [6, 7].

La idea de Bru et al. consiste en asumir que el borde de un tumor crece
siguiendo las pautas de la geometria fractal [21] y por tanto se puede usar
el andlisis de escala para medir la rugosidad de la frontera del tumor. A
partir de dicho andlisis se postula que la dinamica de crecimiento del tumor
se puede describir usando la ecuacién diferencial estocastica que modela el
MBE (Molecular Beam Epitaxy). A partir de la ecuacién MBE, que es una
ecuacion de difusién, se deduce que la dindmica de crecimiento tumoral posee
tres caracteristicas fundamentales:

1. Que la mayor parte de la actividad celular del tumor se concentra muy
cerca del borde (ver figura 28).

2. El crecimiento del tumor ocurre por difusién superficial de las células
tumorales. Es decir, que las nuevas células se mueven por la frontera del
tumor hasta que encuentran una posicion céncava donde estén rodeadas
por una mayor cantidad de células tumorales (ver figura 29).

3. El crecimiento del tumor, pasado algin tiempo, deja de ser exponencial y
se convierte en lineal, es decir, el radio del tumor crece linealmente con el
tiempo.

Figura 28: Actividad celular de un tumor. Con puntos negros se localizan las
células marcadas que tienen gran actividad celular. Los anillos concentran un
2%, 31% y 67% de la actividad celular, respectivamente (de dentro a fuera).
(Esta figura esta tomada de [6]).



Modelos matemdticos en biologia 109

0,]

nutrientes [

Veamos una forma sencilla de explicar
que el crecimiento del tumor es radial si

oH | la actividad celular se concentra casi en su
totalidad en el borde del mismo. Por sencillez
asumiremos que el tumor es esférico. Sea R
el radio del tumor y rg el de la célula (que
también aproximaremos por una esfera). Si
ro < R, entonces el nimero total de células

del tumor N7 es del orden
3
. . .7 7 R
Figura 29: Difusién de células Nr ~ = <r_> .
tumorales segin la dindamica 0
MBE. La célula nace en la Sj asumimos que las células se multiplican
posicién 1 y se difunde hasta la  g4lo en el borde, entonces la velocidad de
posicién 2. crecimiento dNr/dt ha de ser proporcional

al nimero de células en la frontera Np ~
47 R?/(mr3) = 4(R/ro)?. Luego

dNy d [R\® _R2dR R?
2L 2 Z2) =3 - K
dt dt( ) 3rg dt r3 -

d—R_K//‘
a 0

Discutamos brevemente las bases matemadticas del modelo de Bri et al. (una
magnifica introduccién a la ecuacién MBE se puede encontrar en [3, 22]). La
ecuacién MBE multidimensional tiene la forma

0
ot

0,

“"--._ nutrientes l

I

Frontera
del tumor

4/3nR° 3TR3
4/3mr3

= R(f) = R(to) + /ﬂ”o(t — to).

—h(7,t) = —KA?Rh(7,t) + F +n(7,t), (14)
donde 7 es el radio vector de la posicion del borde de la superficie en crecimiento
v A es el laplaciano multidimensional. Para dimensién 1 la ecuacién anterior se
reduce a

0 ot
ah(l’,t) Ka 1

donde h(x,t) representa la altura de la superficie, F' es una constante (que en
la teorfa de Bru et al. representa el coeficiente de divisién celular) y n(x,t) es
un ruido descorrelacionado en el espacio y en el tiempo, es decir es un ruido
aleatorio de media cero (n(x,t)) = 0, y funcién de correlacién (n(x,t), n(z’,t')) =
2v6(z — 2')0(t — t'). Esquemdticamente el crecimiento de la superficie segun la
ecuacion (15) estd representado en la figura 30.

Este tipo de ecuaciones es bien conocido en Fisica por los modelos de
crecimiento de cristales. Ademds, la geometria fractal de estos objetos viene
determinada por los exponentes de rugosidad a y de crecimiento (. Dichos
coeficientes son calculados en [7] para el borde de un tumor (en realidad para
la proyeccién bidimensional de un tumor in vitro) y se obtienen los valores

h(z,t) + F + n(x,t), (15)
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a=3/2y [ =3/8. Estos coeficientes de rugosidad corresponden a la ecuacién
unidimensional (15) y son la clave de la teorfa de Bru et al. para explicar la
dindamica de los tumores antes descrita.

El problema principal radica en que la ecuacién (15) es unidimensional
(describe el crecimiento de una superficie en una tnica direccién tal y como
se muestra en la figura 30), por lo que no es aplicable a un caso bi o
tridimensional como es el de un tumor. De hecho, para un caso de dimensién
2 (que corresponderfa a la proyeccién bidimensional del tumor), por ejemplo,
a la ecuacion MBE bidimensional le corresponden los coeficientes de rugosidad
y de crecimiento o« = 1 y 8 = 1/4, respectivamente, que no coinciden con los
valores @ = 3/2 y § = 3/8 encontrados en [7]. En general, para la ecuacién
MBE d-dimensional (14) se tiene [3] « =2 —d/2y 8 =1/2 —d/8, por lo que
en el caso tridimensional los valores tedricos de los coeficientes o y 8 tampoco
coinciden con los valores obtenidos experimentalmente en [7].

Para terminar notemos que

e este modelo difiere radicalmente

2 @ del que discutimos anteriormente,
o EO 200 h donde el crecimiento es claramente
AT AT exponencial y no se restringe sélo

0608000 al borde. Lo mas llamativo de
O A N A K AN X O K cs .
[t ee e e hoeeea0ee) la dindmica propuesta es que las
OO000000OROOOLOG células cancerigenas no atacan

directamente a las células sanas
Figura 30: Esquema del crecimiento de una  jptentando conseguir oxigeno y
superficie segtin la ecuacién MBE (15). nutrientes, sino que se difunden

buscando espacio vital, es decir, el
tumor primero destruye el tejido huésped y luego lo invade, que es justo lo
inverso de lo que es aceptado actualmente por la mayoria de los especialistas.
Una consecuencia directa, en caso de que esta nueva dindmica fuese confirmada
experimentalmente, seria un cambio radical en las terapias actuales para el
tratamiento de la enfermedad.
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