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1. Introduccion

En una entrada anterior ;Cémo nos infecta un virus? describimos brevemente la
fase inicial de una infeccion. Nuestro objetivo en esta entrada es presentar un mo-
delo matematico sencillo pero lo suficientemente interesante desde el punto de vista
biolégico que muestre como es la evolucion posterior de la infeccién en nuestro or-
ganismo. Aunque el modelo que presentamos es aplicable, en principio, a cualquier
infeccién, lo enfocaremos a la actual pandemia por el coronavirus SARS-CoV2. De
hecho, la utilidad de los modelos matematicos para la toma de decisiones durante
dicha pandemia ha quedado clara. En apenas dos meses, se han desarrollado diferen-
tes trabajos que van desde la modelizacién epidemioldgica basica, para la estimaciéon
de la poblacién infectada y la mortalidad a lo largo del tiempo (en el contexto del
COVID-19 ver, por ejemplo, el interesante trabajo [1]), hasta otros més comple-
jos que, ademas, han indicado los picos de saturacion de las unidades de cuidados
intensivos de los hospitales en las comunidades auténomas de nuestro pais [2].

De modo general, tanto los gestores y los medios de comunicaciéon, como la mayoria
de los ciudadanos, nos fijamos principalmente en los resultados cuantitativos que
arrojan los modelos, tales como el nimero de los posibles infectados y las personas
que puedan fallecer lo cual, a su vez, va asociado a la estimacion de la disponibilidad
de recursos en el sistema sanitario. Como puede deducirse, junto a los resultados
cuantitativos especificos que generen los modelos esta la estimacién de los efectos
relativos de las posibles intervenciones que ayuden a controlar y a disminuir los
efectos de la enfermedad CoVID-19.

Sin lugar a dudas, la precision de las estimaciones derivadas de los modelos depende
de la calidad de los datos reales disponibles. En los epidemiolégicos son, por ejemplo,
el nimero de infecciones, muertes y test realizados, entre otros. En este sentido, las
variables que se incluyan en el modelo dependeran de los datos reales frente a los que
se compararan los resultados, por lo que podria pensarse que los modelos mas simples
quizas muestren una menor capacidad predictiva al no capturar la complejidad real
de la enfermedad. Sin embargo, tal y como afirma Adam Kucharsky en las redes
sociales, los modelos mas complejos tampoco tienen por qué ser mas eficaces que

“E-mails: RAN: ran@us.es, FJE: festeban@ujaen.es, NRQ: niurkaGus.es



los simples si se pierden aspectos claves de la biologia, de modo que pueden crear
una falsa ilusién de realismo y hacer que sea mas dificil detectar posibles omisiones
que sean realmente importantes (a este respecto ver el interesante articulo de Ben
Cooper [3] sobre el que se basa la afirmacién de Kucharsky).

Mads alla, o mas acd, de los modelos epidemiolédgicos, y de las implicaciones socia-
les derivadas, se encuentran los modelos que tratan de describir, también con un
lenguaje matematico riguroso, los procesos celulares subyacentes a la infeccién, los
cuales pueden plantearse tan sencillos o complejos como queramos, dependiendo del
nimero de variables a incluir, los pardmetros que las regulan y las interacciones que
se establezcan, todo ello también dependiendo del conocimiento real de sus meca-
nismos y regulacién y, cémo no, de la disponibilidad de datos reales que puedan
confirmar su precisién.

En este trabajo presentamos un modelo de infeccién viral que se encuentra entre la
divulgacion y la ciencia bésica, y que no es ni sencillo ni complejo. Concretamente,
vamos a modelar la primera linea de actuacién del sistema inmune tras la entrada
del virus en el organismo, la denominada inmunidad innata, y que tiene lugar antes
de que se lleve a cabo la segunda linea de actuacién, o inmunidad adaptativa.

Cuando nos infecta un virus, como el SARS-CoV-2 por ejemplo, justo en cuanto
la particula consigue entrar en una célula (por ejemplo del pulmén) se activa una
primera linea de respuesta basada en un tipo de células del sistema inmune que
se denominan macrdfagos. En este caso, la funcién de los macréfagos es, por un
lado, capturar y eliminar a las particulas del virus que encuentre en el medio Yy,
por otro, reconocer y eliminar a las células (del pulmén) infectadas por el virus.
Mientras se lleva a cabo esta primera defensa, los macréfagos emiten senales que
hacen que el sistema inmune se prepare para una segunda linea de respuesta y, con
ello, generar la inmunidad adaptativa, que implica a otros tipos celulares, entre los
que se encuentran los linfocitos productores de anticuerpos. Para mas informacion,

pueden encontrar una sencilla y grafica explicacién en el reciente articulo de Africa
Gonzélez [4].

Teniendo en cuenta todo lo comentado anteriormente, para modelizar la primera
linea de respuesta se deberfa incluir, al menos, como varian en esta etapa: (i) la
cantidad de virus, debido a su multiplicaciéon al infectar células o su disminucién
por efecto de los macréfagos; (ii) el nimero de células sanas susceptibles de ser
infectadas por el virus, que aumentara por reposicién natural y disminuird al ser
infectadas; y (iii) las células ya infectadas, cuya cantidad puede ir creciendo con la
infeccion y disminuyendo si éstas mueren por sobrecarga viral o por efecto de los
macrofagos.

Dada la recién aparicion de la CoVID-19, apenas se disponen de datos reales con-
trastados que nos permitan estimar la precisiéon del modelo para esta enfermedad
en concreto. Es por ello que hemos de indicar que los valores de los parametros que
utilizaremos en las simulaciones no son reales pero que, ain asi, permiten describir
la dindmica de este mecanismo que forma parte de la primera linea de actuacion del
sistema inmune.



2. Descripciéon del modelo.

Para modelar la dindmica de la primera linea de respuesta tras la infeccion, va-
mos a considerar el nimero de particulas infecciosas (por ejemplo, de coronavirus
SARS-CoV-2) que denotaremos por v, el nimero de células sanas susceptibles de
ser infectadas, x, el nimero de células que se infectan, y, y el niimero de macrofagos
involucrados, que denotaremos por z.

Podriamos aumentar la complejidad del modelo incluyendo, explicitamente, otros ti-
pos de células; por ejemplo, cuantificando el nimero de células que, tras infectarse,
se recuperan, lo cual sélo requiere introducir los términos apropiados en las ecua-
ciones. Sin embargo, en una primera aproximacién vamos a asumir que las células
infectadas por el virus no se recuperan; es decir, el virus al entrar en ellas usa todos
sus recursos para su replicacion, tras lo cual las células infectadas mueren. O bien
que éstas son eliminadas por acciéon de los macrofagos.

Para intentar describir la primera linea de respuesta del sistema inmune ante la
infeccién virica, usaremos una combinacién de los modelos presentados en [5, pagina
199]. Nuestra principal hipdtesis serd que, una vez que el virus entre en el organismo
(por ejemplo en el pulmén en el caso de SARS-CoV-2), los macréfagos del sistema
inmune actian inmediatamente atacando las particulas infectivas, pero ain tardan
un tiempo antes de comenzar a eliminar también a las células pulmonares infectadas,
que han dejado de hacer su funcién original porque estan ocupadas produciendo mas
particulas virales.

Asi, en el presente modelo que pretende simular la primera linea de defensa del
sistema inmune primario, vamos a distinguir dos fases: en la primera fase, justo
cuando entran las primeras particulas virales, los macrofagos sélo atacan a las pro-
pias particulas y, en la segunda, dichos macréfagos también atacan a las células que
reconoce como infectadas.

2.1. Primera etapa: el sistema inmune elimina solo particu-
las virales.

Tan pronto una determinada cantidad de virus entran en el organismo, intentan
penetrar en las células para poder replicarse. Justo cuando entran, la primera linea
de defensa del sistema inmune comienza su labor de eliminar a los intrusos, pero
por un tiempo puede no reconocer que hay células infectadas, las cuales tiene que
eliminar para que, en su caso, pudieran ser repuestas por otras funcionales.

Dado que el virus se replica en las células infectadas, asumiremos, por un lado,
que la velocidad de replicacién es proporcional al nimero y de dichas células, con
un coeficiente de replicaciéon a y, por otro, que mueren con una tasa b debido a la
primera actuacion del sistema inmune. Asi, para modelar la dinamica de la poblacién
de virus tendremos la ecuacion

d
d—z = ay — bu. (1)

Vamos ahora a suponer que las células sanas son producidas de forma constante



por el organismo, a una velocidad ¢, y que la tasa de muerte natural de las mismas
es proporcional a su nimero, z, con coeficiente de proporcionalidad d que, en el
pulmoén, es un valor muy pequeno. Por otro lado, dichas células se infectan al entrar
en contacto con el virus, con una tasa que es proporcional al nimero de virus y al
numero de dichas células (éste es el tipico término de un modelo depredador-presa
de Lotka-Volterra ver e.g. [5, pdgina 54]). De lo anterior se sigue que la ecuacién que
describe la dindmica de las células sanas es

dx
— =c—dx — Pav. 2

i g )
Las células infectadas y mueren a una tasa especifica f, que es la suma de la tasa de
mortalidad natural d y la tasa de mortalidad adicional debido a la infeccién virica
e (i.e., f = e+ d); su nimero aumenta proporcionalmente al producto xv (que
corresponde a la cantidad de células sanas que se infectan), i.e.,

W go— (e +dyy. (3)
dt

Todos los pardmetros que aparecen en las ecuaciones (1)-(3) son positivos. En la
mayoria de los casos se sabe, ademads, que el coeficiente d (tasa de mortalidad de las
células sanas) es mucho més pequeno que b (la tasa de desaparicién de las particulas
virales), por lo que el cociente € = d/b suele ser suficientemente pequeno (e < 1).

De esta forma, obtenemos un sistema de tres ecuaciones (1)-(3) que rige la dindmica
al comienzo de la infeccién, y que se ha de resolver con las condiciones iniciales
v(0) = vy >0, (0) = 2o > 0 e y(0) = 0, pues al inicio se asume que no hay células
infectadas. Dicho sistema es un sistema no lineal para el cual el nimero total de
células/virus no es constante, lo que diferencia a este modelo de los modelos tipo SIS
o SIR como el usado en [1]. La razén de ello es que el nimero de particulas infecciosas
podria aumentar considerablemente sin que por ello el niimero de células sanas tenga
que disminuir en la misma proporcién, algo que es normal en una infeccién virica
cuando el virus tiene una alta capacidad de replicacién.

El sistema (1)-(3) tiene dos soluciones estacionarias

Cc
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De lo anterior se sigue que para que el virus resista en el organismo v, > 0, lo cual
ocurre solamente si Ry > 1. Esta claro que la solucién estacionaria (5) no tiene un
sentido bioldgico si Ry < 1 pues en ese caso el valor de v, serfa negativo (es decir el
virus se elimina antes de alcanzar el valor de la solucién estacionaria). Esta cantidad,
Ry juega, a nivel celular, el mismo papel que el conocido nimero de reproduccion Ry
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del que tanto se ha hablado en los ultimos tiempos (para més informacién sobre el
nuimero de reproduccion en el contexto de una epidemia ver este interesante articulo
[6] asi como [7]).

Desde el punto de vista matemédtico es interesante mencionar que la solucién (4) es
inestable si Ry > 1 y estable si Ry < 1; es decir, si la enfermedad persiste, entonces
la solucién (4) es inestable pero, si no persiste, entonces (4) es estable. Notese que
este resultado es consistente con la dinamica celular ya que, si tras un tiempo el
sistema inmune acaba con la infeccién entonces, y a diferencia de la solucién (5),
tanto el nimero de células enfermas como el nimero de particulas virales ha de ser
igual a cero.

En la presente entrada nos restringiremos al caso cuando Ry > 1, es decir cuando en
la etapa primera persiste la infeccion y los macréfagos comienzan a eliminar células
infectadas.

2.2. Segunda etapa: el sistema inmune elimina tanto particu-
las virales como células infectadas.

Tras un periodo donde el sistema inmune solo ataca a las particulas virales, los
macroéfagos comienzan también a eliminar a las células enfermas, ya que representan
una amenaza para la funcionalidad del érgano. Para modelar esta nueva accion,
modificaremos la tercera ecuacién (3) sustrayendo el término correspondiente a la
interaccién del sistema inmune (predador) con dichas células enfermas (presas) de
la forma vy z, donde 2z denotard el nimero de macrofagos que, a su vez, se producen
con una tasa constante g y mueren con una tasa hz. Asi, tendremos el sistema de
ecuaciones

(d

d_:: ay — bv
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dt
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vélido para t > 7. Las condiciones iniciales para el sistema anterior (7) no son més
que los valores de las funciones v(t), x(t) e y(t), solucién del sistema definido en (1)-
(3) en el instante de tiempo t = 7, momento en el cual el sistema inmune primario
comienza a neutralizar también a las células enfermas.

El sistema (7) tiene dos soluciones estacionarias
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y Ry es el valor definido en (6).

Del anélisis de la solucién (9) se sigue que, en esta segunda etapa, la infeccién
persistira siempre que R, > 1, pues en este caso v, > 0. Por el contrario, si Rj, < 1,
el sistema inmune terminara por eliminar la infeccién ya que v, < 0. Asi pues, para
que el sistema inmune elimine la infeccién los parametros asociados a él (i.e., 7y, gy
h) tienen que satisfacer la siguiente desigualdad

afc—bd
ks alRy—1) = s p(ry—1)=2Pc=bd]
h bd
En este dltimo caso se puede comprobar que la solucién (8) es estable. Lo anterior
indica que el sistema (7) es adecuado para modelar la actuacién del sistema inmune
primario cuando este es capaz de neutralizar la infeccion.

(10)

3. Un ejemplo numérico.

Veamos a continuacion un ejemplo numérico que muestra como ocurre el proceso de
infeccion. Los pardametros los hemos tomado de forma que Ry > 1. Para este caso ya
sabemos que la solucién (5) es estable. Los pardmetros correspondientes al sistema
inmune en la segunda etapa los tomaremos de forma que se cumpla la condicién (10),
es decir, que nuestro sistema inmune es capaz de acabar con el agente infeccioso. En
este caso sabemos que la solucién (8) es estable, es decir, tras eliminar el virus las
células del organismo se recuperaran tras un tiempo.

3.1. Modelando la primera etapa.

Tomemos, por ejemplo los siguientes parametros
a=1, b=02, c¢=175 d=0.00175, [ =0.00005, e=0.1 (11)

en el sistema (1)-(3). Para dichos valores, Ry ~ 2.457 > 1, y por tanto la infec-
cién prevalece. Con estos pardmetros la solucién (5) es estable y los valores de la
correspondiente solucién estacionaria (5) son (tomando la parte entera del valor)

ve = b1, x,=407, y.=11.

Para la resolucién numeérica del sistema (1)-(3) vamos a usar dos conjuntos de con-
diciones iniciales. En ambos casos tomaremos como valor inicial para el conjunto de
células sanas el valor xy = ¢/d correspondiente al valor estacionario para la ecuacién
(2) en caso de que no hubiese infeccién. Para diferenciar una infeccién leve de una
severa vamos a tomar como valor inicial de vy los valores vy = 10, que corresponden
a un 1% de particulas virales si lo comparamos con las en nimero de células sanas,
y vg = 100 que corresponden a un 10 % de particulas virales, respectivamente. Es
decir, tendremos los dos siguientes conjuntos de condiciones iniciales:

1. Exposicién leve al virus (1 % de particulas virales) vy = 10, xy = 1000 e yo = 0.

2. Exposicién severa al virus (10 % de particulas virales) vy = 100, zy = 1000 e
Yo = 0.
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Figura 1: Evolucién de una infeccién leve (1% de particulas virales) si sélo se con-

siderara la primera etapa de actuacion de los macréfagos (sistema (1)-(3)). La linea
discontinua corresponde a la solucién estable (5).
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Figura 2: Evolucién de una infeccién severa (10 % de particulas virales) si sélo se
considerara la primera etapa de actuacién de los macréfagos (sistema (1)-(3)). La
linea discontinua corresponde a la solucion estable (5).

Los resultados se muestran en las figuras (1) y (2), respectivamente.

Noétese que en ambos casos, si dejamos evolucionar el sistema (1)-(3) durante un
tiempo suficientemente largo, la solucién termina convergiendo a la solucién estacio-
naria (5). Por otro lado, si el nimero de virus al inicio es mayor, entonces se alcanzan
antes tanto la cantidad maxima de particulas infectivas v como la de células enfer-
mas y tal y como muestran las graficas de la evolucién de la infeccion de la figura 3.



Conviene recalcar que las graficas de las figuras (1) y (2) muestran la dindmica de la
infeccién in tener en cuenta la segunda etapa discutida anteriormente. Veamos que
ocurre cuando los macréfagos comienzan a atacar también a las células enfermas.
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Figura 3: Comparacion de la evolucién del nimero de virus (izquierda) y de células
enfermas (derecha) al principio de la infeccién leve (azul) y severa (rojo) modelada
segin el sistema (1)-(3).

3.2. Modelando la segunda etapa.

Como ya hemos dicho, pasado un tiempo 7 los macréfagos comienzan a eliminar
también las células infectadas. Por simplicidad, asumiremos que el tiempo 7 que
tardan en actuar los macrofagos sobre las células infectadas es el mismo, indepen-
dientemente del niimeros de particulas virales que infecte al organismo al inicio.

Como vimos en el analisis de la primera etapa, si la infeccion inicial es severa la
cantidad maxima de particulas virales y células infectadas se alcanza antes que en
el caso de una infeccion mas leve y luego ambas van disminuyendo hasta alcanzar
los valores de la solucién estacionaria (5) (ver figuras (1) y (2)). Es por ello que
elegiremos el valor de 7 en el entorno del primer méximo de la cantidad de virus
para el caso de una infeccién severa (ver figura 3) que en nuestro caso es el valor
T =97.5.

Nos interesa que nuestro organismo se recupera de la infeccion, asi que elegiremos
los parametros asociados a la segunda etapa de actuacion del sistema inmune, g, h
y 7, tales que se cumpla la condicién (10) de forma que tengamos garantizado que
el sistema inmune elimine la infeccion.

Asi, junto a los valores (11) tomaremos los valores
g=0.05, h=0.0025, ~=0.0075,
de forma que, como ya vimos, Ry = 2.457 y ademas
a=>5814, k=857, kK—a(Ry—1)=1>0.

Para los valores considerados, la solucién (8) es estable y la solucién del sistema (7)
tenderd a la solucién estacionaria (8)

ve =0, x,=1000, y.=0, =z.=20.



Para la resolucién numérica del sistema (7), tomaremos como valores iniciales aque-
llos valores que obtuvimos en el instante de tiempo 7 = 57.5 para los casos de
infeccién leve y severa discutidos anteriormente, y como valor inicial de z(7) = 10.
Las correspondientes graficas estan representadas en las figuras 4 y 5, respectiva-
mente.
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Figura 4: Evolucién de una infeccién leve, correspondiente a una cantidad de 1%
de virus. En el momento 7 = 57.5 comienza la segunda etapa de actuacion de los
macréfagos (linea discontinua verde).

De las gréficas de la figura 6 (izquierda), se deduce que cuando el sistema inmune
entra en la segunda fase de actuaciéon tarda mas en acabar con la infeccion leve
que con la severa; es decir al empezar a eliminar a las células infectadas, el sistema
inmune es mucho mas agresivo en el caso de una infeccion severa que en el de una
leve.

No obstante a ello, dado que el dano hecho por la infeccién es mucho mayor en el caso
de una infecciéon severa, las células sanas tardan mas en recuperarse que en el caso de
una infeccion leve (ver grafica de la derecha de la figura 6). Esto ultimo es consistente
con la biologia: si aumenta el dano, mas tiempo necesitan para recuperarse.

4. A modo de conclusion

El objetivo del presente estudio es intentar aportar una idea cualitativa de como
la primera linea de respuesta del sistema inmune actia ante una infeccién viral,
por ejemplo por coronavirus, mediante un modelo sencillo pero que capte algunas
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Figura 5: Evolucién de una infeccién severa, correspondiente a una cantidad de 10 %
de virus. En el momento 7 = 57.5 comienza la segunda etapa de actuacién de los
macroéfagos (linea discontinua verde).
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Figura 6: Comparacion de la evolucién del ntimero de virus y de células enfermas
(izquierda) (1% azul, 10 % marrén), virus (1% negro, 10 % gris). A la derecha la
evolucion de las células sanas (1% azul, 10 % marrén). La linea discontinua vertical
verde indica el momento donde comienza la segunda etapa de actuacién del sistema
inmune.

de las peculiaridades principales de dicho proceso bioldgico. El modelo es de tipo
depredador (particulas infectivas), presa (células pulmonares sanas). A diferencia de
los modelos SIR o SIS, el nimero total de individuos (células y virus) no es constante,
lo cual esta justificado por el hecho de que el nimero de particulas infecciosas podria
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aumentar considerablemente sin que por ello el nimero de células sanas tenga que
disminuir en la misma proporcién (por ejemplo, si se tiene una tasa de replicacién
para un virus alta).

Parte de la sencillez del modelo consiste en asumir que la dinamica celular es de tipo
maltusiano y de tipo depredador-presa. La novedad principal consiste en suponer
que el sistema inmune primario actia en dos tiempos: primero atacando solo a
particulas infectivas y, tras un cierto tiempo independiente del niimero inicial de
particulas infecciosas, también a las células enfermas.

No obstante su sencillez, no cabe duda de que este modelo matematico puede ser
un buen ejemplo de un sistema dindmico que, de un modo riguroso e interesante,
nos permite cuantificar la respuesta celular en nuestro organismo, tal y como ocurre
tras la infeccién por SARS-CoV-2, el patégeno responsable de la CoVID-19.
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