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tEl objetivo de este trabajo es presentar una breve introdu
i�on a los polinomios ortogo-nales. En parti
ular, dis
utiremos brevemente la evolu
i�on de la teor��a de di
hos objetosmatem�ati
os desde su apari
i�on a �nales del siglo XVIII hasta la fe
ha, in
luyendo al-gunas de sus prin
ipales apli
a
iones, 
onexi�on 
on la teor��a de aproxima
i�on, problemade momentos, f��si
a 
u�anti
a, et
. Finalmente dis
utiremos brevemente algunas de lasprin
ipales tenden
ias a
tuales in
luyendo los temas en los que estamos trabajamos enel mar
o de la unidad espe
ializada de la Junta de Andalu
��a {formada por los gruposFQM 207, FQM 262, FQM 229{ y otros proye
tos na
ionales y europeos.Palabras 
lave: Polinomios ortogonales, polinomios matri
iales, q�polinomios.AMS SCI 2000: 42C05, 33C45, 33D451 Introdu

i�onEn este breve trabajo pretendemos dar una visi�on de lo que han sido y a�un siguen siendolos polinomios ortogonales, entes matem�ati
os de gran sen
illez y 
on un sinn�umero de apli-
a
iones tanto en Matem�ati
as (e
ua
iones diferen
iales, 
ombinatoria, teor��a de n�umeros,�algebra 
omputa
ional, fun
iones Theta, aproxima
i�on ra
ional, teor��a de grupos, et
) 
omoen F��si
a o Ingenier��a (f��si
a 
u�anti
a, e
ua
iones de S
hr�odinger, entrop��as de Shannon,os
iladores, 
ompresi�on de la informa
i�on, et
). De entre las m�ultiples formas que existenpara de�nir una familia de polinomios ortogonales optaremos por una de las m�as sen
illas.De�ni
i�on 1 Dada una su
esi�on de polinomios (Pn)n 
on gradoPn = n, diremos que (Pn)nes una su
esi�on de polinomios ortogonales 
on respe
to a una medida � si se 
umple que:RRPn(x)Pm(x)d�(x) = Æn;mdn, n, m = 0; 1; 2; : : :, donde Æn;m es el s��mbolo de Krone
ker(Æn;m = 1 si n = m y 0 si n 6= m).Cuando la medida � es positiva enton
es, dn > 0 para todo n, en 
uyo 
aso se di
e que lafamilia de polinomios es de�nida positiva. Ejemplos de di
has familias son los 
ono
idospolinomios de Ja
obi, Laguerre y Hermite que introdu
iremos en el pr�oximo apartado. Un
aso de espe
ial inter�es es 
uando la medida es absolutamente 
ontinua, es de
ir 
uandoexiste una fun
i�on 
ontinua � (no ne
esariamente positiva) tal que d�(x) = �(x)dx. En este
aso la fun
i�on � se denomina fun
i�on peso.



2 Breve introdu

i�on hist�ori
aLa apari
i�on de la primera familia de polinomios ortogonales se remonta al �nales del sigloXVIII en rela
i�on 
on el estudio de las traye
torias planetarias. Con
retamente intentandoresolver el problema de la atra

i�on de un 
uerpo por una esfera Adrien{Marie Legendre(1752{1833) introdujo en 1782 los polinomios hoy 
ono
idos 
omo polinomios de Legendre.En su art��
ulo Sur l'attra
tion des sph�ero��des (M�em. des sav. �etrangers, 10, 411-434) de1785 (aunque es
rito en 1782), Legendre en
ontr�o que el integrando de la e
ua
i�on para
al
ular la 
omponente radial de la fuerza de atra

i�on se pod��a expresar mediante una seriede poten
ias de r0=r de la forma: r�2 �1 + 3P2(
os 
)(r0=r)2 +5P4(
os 
)(r0=r)4 + : : :	.Las fun
iones P2; P4; ::: son fun
iones ra
ionales enteras de 
os 
, que hoy se 
ono
en 
omopolinomios de Legendre. En di
ho trabajo Legendre obtuvo una f�ormula general para lospolinomios Pn de grado arbitrario. En un segundo art��
ulo es
rito en 1784 (publi
adoen 1787), Legendre dedujo algunas de las propiedades de las fun
iones P2n(x) 
omo laortogonalidad: Z 10 P2n(x)P2m(x)dx = 14m+ 1Æn;m:Adem�as, Legendre demostr�o que estos polinomios satisfa
��an una e
ua
i�on diferen
ial lineal:(1 � x2)P 00n (x) � 2xP 0n(x) + n(n + 1)Pn(x) = 0. En este punto 
abe desta
ar tambi�en lostrabajos de Pierre{Simon Lapla
e (1749{1827) quien en 1782 introdujo las fun
iones esf�eri
as(dire
tamente rela
ionadas 
on los polinomios de Legendre) y demostr�o varios resultadosrelativos a ellas. Otro resultado importante relativo a los polinomios de Legendre es elde Olinde Rodrigues (1794{1851) quien demostr�o en 1816 que los Pn pod��an representarsemediante la hoy denominada f�ormula de Rodrigues: Pn(x) = 12nn! dn(x2�1)ndxn . Esta f�ormulaluego se generaliz�o a todas las familias 
l�asi
as.La siguiente familia en orden de apari
i�on fue la de los polinomios de Hermite Hnllamados as�� en honor a Charles Hermite (1822{1901) quien los estudi�o junto 
on el 
asode varias variables en su ensayo Sur un nouveau d�eveloppement en s�erie des fon
tions (C.R. A
ad. S
i. Paris, I) en 1864 (ver Oeuvres, Gauthier-Villars, 1908, Tome II, 293{308)aunque el primero en 
onsiderarlos fue Lapla
e en 1810 en su M�e
anique 
�eleste quien losutiliz�o en problemas de teor��a de las probabilidades. Luego Pafnuti Lvovi
h Chebyshev(1821{1894) realiz�o un estudio detallado de los mismos en 1859 (Sur le d�eveloppement desfon
tions �a une seule varieble, Oeuvres, Tom I, 501-508, Chelsea Pub. Co.). En este 
asola ortogonalidad se expresa respe
to a la fun
i�on e�x2 soportada en la re
ta real.La pr�oxima familia fue la de los polinomios de Laguerre L�n que deben su nombre aEdmond Ni
ol�as Laguerre (1834{1886). Estos polinomios (� = 0) ya eran par
ialmente
ono
idos por Niels Henrik Abel (1802{1829) y Joseph-Louis Lagrange (1736{1813) aunquees nuevamente Chebyshev quien realiz�o un estudio detallado de los mismos en 1859 enel mismo trabajo antes 
itado que 
ontinu�o el matem�ati
o ruso Konstantin Aleksandrovi
hPosse (1847{1928) en 1873. El 
aso general para � > �1 fue estudiado por Yulian Vasilevi
hSojotkin (1842{1927) en 1873, y no es hasta 1879 que Laguerre los introdu
e (
aso parti
ular� = 0) 
uando estudiaba la integral R1x e�tt�1dt, mediante su desarrollo en fra

iones
ontinuas. En su memoria Sur l'int�egrale R1x e�xdxx (Bull. So
. Math. Fran
e, VII, 1879),(ver Oevres, Gauthier-Villars, 1898, 428{437) Laguerre prueba, entre otras 
osas, que lospolinomios Ln(x) son las solu
iones polin�omi
as de la e
ua
i�on diferen
ial xy00+(x+1)y0�2



ny = 0, n � 0, as�� 
omo la propiedad de ortogonalidad de di
hos polinomios:Z 10 e�xLm(x)Ln(x)dx = (n!)2Æn;m:A~nos m�as tarde en 1880 otro estudiante de Chebyshev, Nikolai Yakovlevi
h Sonin (1849{1915) 
ontin�ua el estudio 
omenzado por Sojotkin sobre los polinomios 
on � > �1. Estaes la posible raz�on por la 
ual en algunos sitios a los polinomios L�n(x) se les denominapolinomios de Laguerre{Sonin.Como hemos visto al ini
io de esta se

i�on, determinados problemas f��si
os est�an es-tre
hamente ligados 
on la teor��a de polinomios ortogonales. La forma m�as 
om�un de mode-lizar estos problemas es a trav�es de e
ua
iones diferen
iales. En la mayor��a de los 
asos las e-
ua
iones diferen
iales obtenidas no son resolubles expl��
itamente y es pre
iso re
urrir a solu-
iones en series in�nitas, o sea, las fun
iones espe
iales. El estudio de las fun
iones espe
ialesque surgen 
omo solu
iones en serie de e
ua
iones diferen
iales ordinarias fue desarrolladopor Carl Friederi
h Gauss (1777{1855) en su famoso ensayo Disquisitiones generales 
ir
aseriem in�nitam ..., (Werke, II (1876), 207-229 y 123-162) sobre fun
iones hipergeom�etri
asde 1813. Gauss introdujo la e
ua
i�on diferen
ial: x(1�x)y00+[
�(�+�+1)x℄y0���y = 0,
uya solu
i�on esF(�; �; 
jx) � 2F1� �; �
 ���x� = 1+ ��1 
 x+ �(�+1) �(�+1)2 
(
+1) x2+ �(�+1)(�+2)�(�+1)(�+2)3! 
(
+1)(
+2) x3+ � � � :Fue pre
isamente utilizando la fun
i�on hipergeom�etri
a 
omo fue introdu
ida la siguientefamilia 
l�asi
a de polinomios ortogonales: los polinomios de Ja
obi P�;�n por Karl GustavJa
ob Ja
obi (1804{1851) en su art��
ulo Untersunshungen �uber die Di�entialglei
hung dehypergeometris
hen Reihe (J. Reine Angew. Math. 56 149{165), publi
ado p�ostumamenteen 1859. Estos polinomios, que generalizan a los polinomios de Legendre (de he
ho Pn =P 0;0n ), se expresan a trav�es de la fun
i�on hipergeom�etri
a de Gauss mediante la f�ormula:P�;�n (x) = �(n+ �+ 1)�(� + 1)n! 2F1� �n; n+ �+ � + 1�+ 1 ����1� x2 � ;siendo � la fun
i�on Gamma de Euler y son ortogonales en el intervalo [�1; 1℄ 
on respe
to ala fun
i�on peso �(x) = (1�x)�(1+x)� (distribu
i�on Beta). Es f�a
il 
omprobar que tanto lospolinomios de Laguerre 
omo los de Hermite tambi�en se pueden es
ribir 
omo una fun
i�onhipergeom�etri
a, aunque no de Gauss, sino de las fun
iones hipergeom�etri
as generalizadaspFq (ver e.g. [29℄).Adem�as de las familias anteriores, 
ono
idas 
omo familias 
l�asi
as 
ontinuas (ya quesatisfa
en una e
ua
i�on diferen
ial), existen otras denominadas 
om�unmente familias \dis-
retas" ya que o su ortogonalidad viene dada mediante sumas, o bien, son solu
i�on de unae
ua
i�on en diferen
ias. El 
aso m�as sen
illo lo 
onstituyen los polinomios de Chebyshevdis
retos introdu
idos por Chebyshev en 1858 en un breve trabajo titulado Sur une nouvelles�erie, (Oeuvres, Tom I, 381{384, Chelsea Pub. Co.) y que luego ampli�o en su ensayo Surl'interpolation des valeurs �equidistantes (Oeuvres, Tom II, 219{242, Chelsea Pub. Co.) de1875 
uyo prin
ipal objetivo era 
onstruir buenas tablas de fuego para la artiller��a rusa.Siguiendo las ideas expuestas por Chebyshev, M. P. Krav
huk en 1929 introdujo una nuevafamilia: los polinomios de Krav
huk. La idea es la siguiente: interpolar una fun
i�on 
uandoa los valores dados de la fun
i�on se les asignan unos pesos de a
uerdo 
on 
ierta ley (densidad�) de probabilidad. En el 
aso �(x) = 1 (distribu
i�on uniforme), este problema 
ondu
e a lospolinomios dis
retos de Chebyshev, mientras que el 
aso �(x) = (n�1)(n�2)���(n�x)1�2���x pxqn�1�x,3



x = 1; 2; : : : ; N � 1 (distribu
i�on binomial) 
ondu
e a los polinomios de Krav
huk. Otros
asos 
orresponden a las distribu
iones de Poisson (polinomios de Charlier), de Pas
al (poli-nomios de Meixner) y de Poly�a o hipergeom�etri
a (polinomios de Hahn, de los 
uales los deChebyshev son un 
aso parti
ular). Estas 
uatro familias 
onstituyen lo que hoy 
ono
emos
omo polinomios 
l�asi
os dis
retos. Una magn���
a introdu

i�on a los polinomios 
l�asi
os(tanto 
ontinuos 
omo dis
retos) y sus apli
a
iones es [29℄.Regresemos nuevamente a los trabajos pioneros de Gauss. En su Methodus nova in-tegrali um valores per approximationen inveniendi, (Werke III, 163{196) Gauss demuestrauna f�ormula de 
uadraturas para el 
�al
ulo aproximado (y e�
iente) de integrales, 
onsti-tuyendo �esta una de las apli
a
iones m�as importantes de los polinomios ortogonales. En
on
reto, Gauss \re
uper�o" los 
eros de los polinomios de Legendre 
uando bus
aba dondedeber��an estar los del polinomio de interpola
i�on (de Lagrange) para obtener la mayor pre-
isi�on posible al integrar entre 0 y 1, aunque no utiliz�o la ortogonalidad de los polinomios(he
ho que probablemente des
ono
��a) sino la fun
i�on hipergeom�etri
a 2F1. La 
onstru

i�onde la f�ormula de 
uadraturas tal y 
omo la 
ono
emos hoy usando la ortogonalidad se debea Ja
obi (Uever Gauss' neve Methode die werthe der Integrale n�aherungsweise zu �nden,Werke, 6 6-11).3 Teor��a general. Stieltjes y Chebyshev.Como hemos visto en la se

i�on anterior los polinomios ortogonales est�an estre
hamenterela
ionados 
on las e
ua
iones diferen
iales y la teor��a de aproxima
i�on (en parti
ular porsu rela
i�on 
on las fra

iones 
ontinuas). Esta 
onexi�on, y en espe
ial la segunda, 
ondu
enal na
imiento de la teor��a general sobre polinomios ortogonales.Veamos, en primer lugar, la rela
i�on entre los polinomios ortogonales y la teor��a de lasfra

iones 
ontinuas. Aqu�� 
abe desta
ar los trabajos de Thomas Jan Stieltjes Jr. (1856{1894), quien 
onsider�o las fra

iones 
ontinuas:1
1x+ 1
2x+ 1
3x+ 1
4x+ ... ; y a20x� b0 � a21x� b1 � a22x� b2 � a23x� b3 � . . . ;
obteni�endose la segunda (o S-fra

i�on) a partir de la primera (J-fra

i�on) al ha
er el 
ambioa20 = 1=
1; b0 = �1=(
1
2) y a2n = 1=(
2n�1
22n
2n+1), bn = �1=(
2n
2n+1)�1=(
2n+1
2n+2),n = 1; 2; : : :. Si suponemos que ak = 0, para todo k � n+1 enton
es tendremos una fun
i�onra
ional fn(x) de la forma: fn(x) = 1a1 p(1)n�1(x)pn(x) ;donde los polinomios denominadores pn(x) y los numeradores p(1)n�1(x) son solu
iones de larela
i�on de re
urren
ia a tres t�erminos:xrn(x) = an+1rn+1(x) + bnrn(x) + anrn�1(x); n � 0 ;
on las 
ondi
iones ini
iales r�1(x) = 0, r0(x) = 1 y r�1(x) = 1, r0(x) = 0, respe
tivamente.4



Stieltjes en su famoso ensayo Re
her
hes sur les fra
tions 
ontinues (Ann. Fa
. S
i.Univ. Toulouse, 8 (1894) 1-122, 9 (1895) 1-47), publi
ado p�ustumamente en dos partesen 1894 y 1895, desarroll�o la teor��a general de las S-fra

iones 
uando 
k > 0 para todok. Uno de los aspe
tos fundamentales de di
ha teor��a es que los denominadores pn(x)formaban una su
esi�on de polinomios ortonormales (una familia se di
e ortonormal si las
onstantes dn en la de�ni
i�on 1 son iguales a 1 para todo n) 
on respe
to a una medidapositiva � soportada en [0;1). Stieltjes demostr�o que tales polinomios ten��an 
eros 
on unaspropiedades muy interesantes: todos eran reales y simples, y los 
eros de pn entrelazaban
on los 
eros de p(1)n�1 y 
on los de pn�1. A partir de la rela
i�on de re
urren
ia y para el
aso de las J-fra

iones, Stieltjes demostr�o que exist��a un fun
ional L lineal y positivo talque, L[pnpm℄ = 0 para n 6= m, lo 
ual se puede interpretar 
omo una versi�on preliminardel famoso teorema de Favard en 1935 (atribuido a Favard aunque demostrado tambi�enpor O. Perron (1929), A. Wintner (1929) y M. H. Stone (1932), J. Sherman (1935) y I. P.Natanson (1935) indistintamente) que 
onstituye una de las prin
ipales 
ara
teriza
iones delos polinomios ortogonales y que asegura lo siguiente:Teorema 2 Supongamos que una su
esi�on de polinomios (pn)n satisfa
e una rela
i�on dere
urren
ia a tres t�erminos de la forma:xpn(x) = an+1pn+1(x) + bnpn(x) + anpn�1(x); n � 0 ;
on ak+1 > 0 y bk 2 R (k = 0; 1; 2; :::) y las 
ondi
iones ini
iales p�1(x) = 0 y p0(x) = 1.Enton
es, di
hos polinomios pn son ortonormales para 
ierta medida positiva sobre la re
tareal, o sea, Z 1�1 pn(x)pm(x)d�(x) = Æn;m:El Re
her
hes de Stieltjes no s�olo 
onstituy�o un trabajo esen
ial en la teor��a de fra

iones
ontinuas sino que represent�o el primer trabajo dedi
ado a la na
iente teor��a general depolinomios ortogonales. En �el, adem�as, introdu
e Stieltjes lo que se 
ono
e a
tualmente
omo problema de momentos (dada una su
esi�on (�n)n, en
ontrar una medida �(x) talque �k = R xnd�(x)) as�� 
omo una extensi�on de la integral de Riemann (la integral deRiemann-Stieltjes) que le permiti�o un tratamiento m�as general de la ortogonalidad.Junto a los trabajos de Stieltjes debemos desta
ar tambi�en los del matem�ati
o rusoPafnuti Lvovi
h Chebyshev. Chebyshev estudi�o un ingente n�umero de problemas rela
iona-dos 
on los polinomios ortogonales, llegando a ellos al tratar de resolver problemas apli
ados.Por ejemplo, sus investiga
iones en 1854 sobre algunos me
anismos que transformaban laenerg��a de rota
i�on en energ��a de trasla
i�on le llevaron al problema de mejor aproxima
i�on.As��, en su memoria Th�eorie des m�e
anismes 
onnus sous le nom de parall�elogrammes (Oeu-vres, Tomo I, Chelsea Pub. Co. 111-145) Chebyshev plante�o el problema de en
ontrar lamejor aproxima
i�on polin�omi
a uniforme de una fun
i�on 
ontinua f , o sea, dada la fun
i�on
ontinua f de�nida en 
ierto intervalo (a; b), en
ontrar dentro del 
onjunto Pn de todoslos polinomios de grado a lo sumo n el polinomio pn de grado n tal que el m�aximo dejf(x) � pn(x)j sea m��nimo en di
ho intervalo. De esa manera introdujo los hoy 
ono
idospolinomios de Chebyshev de primera espe
ie Tn(x) que son la solu
i�on al problema extremalde en
ontrar los polinomios m�oni
os pn(x) = xn + � � � tales que max jpn(x)j en el intervalo[�1; 1℄ sea m��nimo, en
ontrando la solu
i�on:minpn2Pn maxx2[�1;1℄ jpn(x)j = 12n�1 ; pn(x) = 12n�1Tn(x) = 12n�1 
os(n ar
osx); x 2 [�1; 1℄:5



Estos polinomios forman un sistema ortogonal 
on respe
to a la fun
i�on peso �(x) =1=p1� x2 y 
oin
iden 
on los polinomios de Ja
obi P� 12 ;� 12n . Chebyshev tambi�en estu-di�o el problema de momentos y f�ormulas de 
uadratura e introdujo la primera familia depolinomios dis
retos: los ya men
ionados polinomios dis
retos de Chebyshev.Por estas razones tanto a Stieltjes 
omo a Chebyshev se les 
onsideran los padres de lateor��a de polinomios ortogonales que estaba por llegar a prin
ipios del siglo XX, quedando
onsolidada en 1939 
on la apari
i�on de la monograf��a Orthogonal Polynomials de GaborSzeg}o [31℄. En esta ex
elente monograf��a, aparte de presentar una teor��a general sobrepolinomios ortogonales, se in
luyen gran 
antidad de resultados sobre las familias 
l�asi
as yse ini
ia la teor��a de Szeg}o de polinomios ortogonales sobre la 
ir
unferen
ia unidad.4 Apli
a
ionesLa e
ua
i�on diferen
ial que las familias 
l�asi
as (y otras) satisfa
en da pie a una de lasprin
ipales apli
a
iones de los polinomios ortogonales: su apari
i�on para des
ribir los m�asimportantes modelos 
u�anti
os tanto relativistas 
omo no relativistas. Por 
itar algunosmen
ionaremos el os
ilador 
u�anti
o (polinomios de Hermite o Laguerre y Ja
obi), el �atomode hidr�ogeno y la intera
i�on entre los piones y el n�u
leo at�omi
o (polinomios de Laguerre yJa
obi), et
.Como ejemplo veamos las e
ua
iones esta
ionarias de S
hr�odinger para el �atomo dehidr�ogeno (
aso no relativista) y de Klein-Gordon para un pi�on (
aso relativista) en unpoten
ial de Coulomb, i.e.,� S + 2�ES + 1r� S = 0; � KG + ��EKG + �r �2 � 1� KG = 0;respe
tivamente, donde � es el lapla
iano en R3 , E representa la energ��a del sistema y  es la fun
i�on de onda que 
ara
teriza por 
ompleto al sistema. Utilizando que el poten
iales 
entral, y por tanto tiene simetr��a esf�eri
a, podemos separar variables en 
oordenadasesf�eri
as obteniendo las siguientes solu
iones S(r; �; �) =r n!(n+ l+ 1)2(n+ 2l + 1)!e� 2rn+l+1 � 2rn+ l + 1�l+1 L2l+1n � 2rn+ l + 1�Yl;m(�; �);para la primera, y para la segunda KG =r an!(n+ � + 1)(n + 2� + 1)!e�2ar (2ar)�+1 L2�+1n (2ar)Yl;m(�; �);
on � = � 12+q(l + 12 )2 � �2 y a =r1� �1� �22(n+l+1)2 �2. En ambos 
asos n = 0; 1; 2; : : :,l = 0; 1; : : : ; n� 1, m = �l;�l+ 1; : : : ; l y Yl;m representa a los arm�oni
os esf�eri
os que sonpropor
ionales a los polinomios de Ja
obi Pm;ml�m (
os �). Finalmente, para ambos sistemasse obtienen los siguientes valores de la energ��a E:ES = � 12(n+ l + 1)2 ; EKG = 1� �22(n+ l + 1)2 :6



En ambos 
asos se tiene un espe
tro dis
reto de energ��a que 
on
uerda muy bien 
on loshe
hos experimentales. Destaquemos que en el 
aso del �atomo de hidr�ogeno estos valoresexpli
aron perfe
tamente la llamada serie de Balmer, f��si
o suizo que en 1885 des
ubri�o quelas fre
uen
ias ! de las l��neas del espe
tro de rayas del �atomo de hidr�ogeno se expresaba porla formula ! = R� 122 � 1k2�, k = 3; 4; : : : y R 
ierta 
onstante. Pre
isamente los intentosde expli
ar este fen�omeno dieron un impulso de�nitivo a la apari
i�on de la teor��a 
u�anti
a.Otra apli
a
i�on importante de los polinomios ortogonales rela
ionada 
on lo anteriores en el 
�al
ulo de las entrop��as de sistemas 
u�anti
os, en parti
ular para los os
iladores y�atomos de hidr�ogeno. Esta 
antidad viene de�nida por integrales de la formaE�(pn) = � Z x�p2n(x) ln �p2n(x)� �(x)dx ;donde pn son polinomios ortogonales respe
to a la fun
i�on peso � (d�(x) = �(x)dx), y� 2 R. En general, el valor para la entrop��a no se 
ono
e para 
asi ninguna familia depolinomios (ex
eptuando los polinomios de Chebyshev de primera y segunda espe
ie [10, 33℄)y mu
hos de los resultados son resultados asint�oti
os [5℄. Gran parte de esta teor��a est�asiendo desarrollada por J. S. Dehesa y sus 
olaboradores (para m�as detalles 
onsultar [11℄).5 Cara
teriza
iones de los polinomios 
l�asi
os.Pasemos ahora a des
ribir uno de los problemas m�as importantes en la teor��a de lospolinomios ortogonales: los teoremas que nos indi
an 
u�ales son las prin
ipales propiedadesque los 
ara
terizan. Una 
ara
teriza
i�on es, 
omo ya vimos, el Teorema de Favard. Veamosaqu�� las 
orrespondientes a los polinomios 
l�asi
os.Comenzaremos por la 
ara
teriza
i�on obtenida por S. Bo
hner en 1929 quien prob�oque los �uni
os polinomios ortogonales que satisfa
��an una e
ua
i�on diferen
ial del tipo:�(x)y00(x) + �(x)y0(x) + �ny(x) = 0 ; (1)donde � y � son polinomios de grado a lo sumo 2 y exa
tamente 1, respe
tivamente, y�n es una 
onstante, eran los polinomios 
l�asi
os, o sea, los polinomios de Ja
obi (�(x) =(1 � x2)), Laguerre (�(x) = x) y Hermite (�(x) = 1) y aparentemente una nueva familia
uando �(x) = x2. Estos �ultimos, denominados polinomios de Bessel, a diferen
ia de lastres familias anteriores no 
orresponden a un 
aso de�nido positivo, es de
ir la medidade ortogonalidad no es positiva. Aunque estos polinomios hab��an sido 
onsiderados pormu
hos matem�ati
os fueron H. L. Krall y O. Frink quienes lo presentaron formalmente en1949 en su art��
ulo A new 
lass of orthogonal polynomials (Trans. Amer. Math. So
.65) y les dieron el nombre por su rela
i�on 
on las fun
iones de Bessel. En ese magn���
otrabajo estudiaron un sinn�umero de propiedades y probaron la ortogonalidad respe
to auna fun
i�on peso en la 
ir
unferen
ia unidad. Sin embargo no en
ontraron ninguna fun
i�onpeso (ne
esariamente signada) sobre la re
ta real. El problema, uno de los m�as importantesde la teor��a, fue �nalmente resuelto por el segundo �rmante de este art��
ulo en 1990 en[12℄, donde se desarrolla un m�etodo general para en
ontrar expl��
itamente fun
iones muyregulares 
on momentos dados; 
omo apli
a
i�on en
ontr�o las primeras medidas signadassobre R y (0;+1) respe
to a las 
uales los polinomios de Bessel eran ortogonales.7



Otra 
ara
teriza
i�on (la m�as antigua) se debe a Sonin quien, en 1887, prob�o que los�uni
os polinomios ortogonales que satisfa
��an la propiedad de que sus derivadas P 0n tambi�eneran ortogonales eran los polinomios de Ja
obi, Laguerre y Hermite. Esta propiedad fueredes
ubierta por W. Hahn en 1935 quien tambi�en re
uper�o los polinomios de Bessel no 
on-siderados por Sonin. Dos a~nos m�as tarde, el mismo Hahn prob�o un resultado m�as general que
onten��a al anterior: si la su
esi�on de polinomios ortogonales (Pn)n era tal que la su
esi�onde sus k��esimas derivadas (P (k)n )n, para 
ierto k 2 N, tambi�en era ortogonal enton
es (Pn)nera alguna de las su
esiones de polinomios ortogonales 
l�asi
os.La ter
era 
ara
teriza
i�on fue propuesta por F. Tri
omi en 1955 quien 
onjetur�o ypar
ialmente demostr�o que s�olo los polinomios ortogonales 
l�asi
os se pod��an expresar ent�erminos de una f�ormula tipo Rodrigues: Pn(x) = Bn�(x) dndxn [�(x)�n(x)℄, n = 0; 1; 2; � � �, donde� es una fun
i�on no negativa en 
ierto intervalo y � es un polinomio independiente de n.La demostra
i�on rigurosa de este resultado fue dada por C. W. Cryer en 1969 aunque yaE. H. Hildebrandt en 1931 ten��a varios resultados en esa dire

i�on. Otra 
ara
teriza
i�on
onsiste en que los �uni
os polinomios ortogonales respe
to a una fun
i�on peso � solu
i�on dela e
ua
i�on diferen
ial de Pearson: [�(x)�(x)℄0 = �(x)�(x), 
on grados de � y � , menoreso iguales que dos y exa
tamente uno, respe
tivamente. Pre
isamente esta 
ara
teriza
i�ontradu
ida al espa
io dual de los fun
ionales permiti�o a F. Mar
ell�an y sus 
olaboradoresobtener una forma uni�
ada de probar todas las 
ara
teriza
iones 
ono
idas, asi 
omo varias
ompletamente nuevas, no s�olo para los polinomios 
l�asi
os, sino para el 
aso \dis
reto"(Hahn, Meixner, et
.).Una extensi�on de los polinomios 
l�asi
os se debe a H.L. Krall quien en 1938 estudi�oel problema de la determina
i�on de solu
iones polin�omi
as de una e
ua
i�on diferen
ial deorden 2n (n = 1 
ondu
e a los polinomios 
l�asi
os 
omo ya vimos), en
ontrando 
ondi
ionesne
esarias y su�
ientes. En 1940 
lasi�
�o todas las e
ua
iones de 
uarto orden 
on solu
ionespolin�omi
as re
uperando las familias 
l�asi
as y tres nuevas familias de polinomios. En 1978,su hijo, A. M. Krall estudi�o estas nuevas familias (no 
l�asi
as) y las denomin�o polinomiostipo-Legendre, tipo-Laguerre y tipo-Ja
obi. Es importante desta
ar que estos nuevos poli-nomios eran ortogonales respe
to a medidas 
l�asi
as (fun
iones peso) que 
onten��an deltasde Dira
, a saber: �(x) = e�x dx +MÆ(x) soportada en [0;1) para los polinomios tipo-Laguerre, �2 dx + Æ(x�1)2 + Æ(x+1)2 en [�1; 1℄ para los tipo-Legendre y (1 � x)� dx +MÆ(x)en [0; 1℄ para los tipo-Ja
obi. La generaliza
i�on de este problema al 
aso de los polinomios\dis
retos" desembo
�o en una 
onjetura propuesta por R. Askey en 1990 y resuelta por H.Bavin
k and H. van Haeringen en 1994 e independientemente por R. Alvarez-Nodarse y F.Mar
ell�an en un trabajo apare
ido un a~no m�as tarde [2℄. Un estudio m�as general de estetipo de polinomios as�� 
omo las rela
iones l��mites entre los distintos polinomios de tipo Krall(tanto 
ontinuos 
omo dis
retos) fue he
ho en [3℄. Otra generaliza
i�on de los polinomios or-togonales 
l�asi
os son los polinomios ortogonales respe
to a un produ
to es
alar de tipoSobolev introdu
idos por D. C. Lewis en 1947.En otra dire

i�on, W. Hahn en 1949 propuso el siguiente problema: Sea L el operadorlineal Lf(x) = f(qx+w)�f(x)(q�1)x+w : En
ontrar todas las su
esiones de polinomios ortogonales talesque:1. (LPn(x))n sea tambi�en una su
esi�on de polinomios ortogonales;2. (Pn(x))n satisfaga una e
ua
i�on de la forma: �(x)L2Pn(x) + �(x)LPn(x) + �Pn(x) = 0,donde grado � � 2 y grado � = 1; 8



3. Exista un polinomio X0, Xi+1(x) = Xi(qx+w) y una fun
i�on � independientes de n talque �(x)Pn(x) = (L)n[X0(x) �X1(x) � � �Xn(x)�(x)℄;4. Los momentos �n aso
iados a la su
esi�on (Pn)n, de�nidos por: �n = R1�1 xnd�(x),satisfa
en una rela
i�on de re
urren
ia de la forma: �n = a+bqn
+dqn�n�1; ad� b
 6= 0.En ese mismo trabajo Hahn da la respuesta para el fun
ional L = �q 
orrespondienteal 
aso q 2 (0; 1) y w = 0. El 
aso q = 1 y w = 1 
ondu
e dire
tamente a los polinomiosdis
retos antes men
ionados y fue resuelto por P. Lesky en 1962. El 
aso w = 0 y q ! 1se transforma en el 
aso 
l�asi
o estudiado por el mismo Hahn en 1935-1939. Aunque suart��
ulo de 1949 es obs
uro y pr�a
ti
amente no 
ontiene ninguna demostra
i�on, en �el Hahnen
uentra la familia m�as general de polinomios que pertene
��an a la 
lase antes men
ionada(w = 0), que son los hoy 
ono
idos q-polinomios grandes de Ja
obi y en parti
ular losq�polinomios que llevan su nombre: q�polinomios de Hahn y que 
onstituyen una familia�nita. Un he
ho sorprendente fue que aparte de las tres 
ara
teriza
iones anteriores deHanh no se 
ono
��a ninguna otra 
ara
teriza
i�on de estas familias. Este lapso fue 
ubiertore
ientemente por J.C. Medem, R. Alvarez-Nodarse y F. Mar
ell�an [28℄, donde adem�as seprueban las siguientes:Teorema 3 Sea L un fun
ional regular y (Pn)n la su
esi�on de polinomis ortogonales aso-
iada y sea q 2 C nfq : jqj = 1g. Las siguientes a�rma
iones son equivalentes:(a) L satisfa
e la e
ua
i�on distribu
ional �q(�L) =  L, 
on grado(�) � 2 y grado( ) = 1.(b) Existen dos polinomios �(k) y  (k) de grados a m�as 2 y exa
tamente 1, respe
tivamente,y una su
esi�on de 
onstantes b�(k)n 2 C nf0g, n � 1 b�(k)0 = 0, tal que �(k)�q�q�1Q(k)n + (k)�q�1Q(k)n = b�(k)n Q(k)n 
on Q(k)n = Cnk�kqPn+k (Cn;k es tal que Q(k)n = xn + � � �).(
) Existe dos polinomios � y �� de grado a lo m�as 2, y seis su
esiones (an)n; (bn)n; (
n)n,(a?n)n; (b?n)n; (
?n)n, 
n
?n 6= 0 tales que ��Pn = anPn+1 + bnPn + 
nPn�1 y ���q�1Pn =a?nPn+1 + b?nPn + 
?nPn�1.(d) Existen dos su
esiones (en)n�0; (hn)n�0 tales que Pn = Qn + enQn�1 + hnQn�2 
onQn = q�1qn+1�1�qPn+1.Finalmente, men
ionaremos que J.C. Medem en 1996 di�o otras 
ara
teriza
iones para una
lase m�as general: los polinomios q�semi
l�asi
os usando en sus demostra
iones el q�an�alogode la teor��a de los fun
ionales lineales que introdujo el fran
�es P. Maroni en los 80 para el
aso \
ontinuo".6 Polinomios ortogonales, espa
ios L2 y fun
iones en-teras.Otro de los aspe
tos importantes que 
onforman la teor��a de los polinomios ortogonales,el rela
ionado 
on la uni
idad de la medida peso, se desarroll�o en los a~nos veinte. Stieltjes yahab��a puesto de mani�esto al �nal del siglo XIX, no sin 
ierta sorpresa, que hab��a familias9



que eran ortogonales respe
to a in�nitas medidas positivas: el primer ejemplo que mostr�oes un 
aso muy espe
ial de los ahora llamados polinomios de Stieltjes-Wigert (
aso espe
ialde q�polinomios) que son ortogonales en el semieje positivo 
on respe
to a 
ualquiera delas siguientes fun
iones: t� log t(1 + �sen (2� log t)) 
ualquiera sea �1 � � � 1, que se tome.Cuando una medida es la �uni
a que ortogonaliza a una su
esi�on de polinomios ortogo-nales se llama determinada (en efe
to, queda determinada por su su
esi�on de polinomiosortogonales), en otro 
aso se le llama indeterminada.El estudio de las medidas indeterminadas dio origen a una bell��sima teor��a, que 
onjugaaspe
tos geom�etri
os, de an�alisis real y 
omplejo, y fue desarrollada esen
ialmente durantelos a~nos veinte por Nevalinna y M. Riesz. En 
on
reto se en
ontraron 
ondi
iones para laindetermina
i�on, entre las 
uales la siguiente es la m�as 
ono
ida: para alg�un (y enton
espara todo) n�umero 
omplejo no real z la su
esi�on de polinomios ortonormales (pn)n veri�
aPn jpn(z)j2 <1. Tambi�en se 
onsigui�o dar una parametriza
i�on de todas las medidas queortogonalizaban a una su
esi�on de polinomios ortogonales (Nevanlinna), a partir de 
uatrofun
iones enteras de�nidas a partir de la su
esi�on de polinomios (por ejemplo, una de estasfun
iones enteras se de�ne 
omo D(z) =Pn pn(0)pn(z)). Otro resultado importante de estateor��a estable
e 
uando el espa
io lineal de los polinomios es denso en el espa
io de fun
ionesde 
uadrado integrable. El prin
ipal resultado es de M. Riesz y estable
e que: (1) si la me-dida � es determinada enton
es los polinomios son autom�ati
amente densos en L2(�), (2) si� es indeterminada enton
es puede haber densidad o no, siendo el 
riterio para estable
er
uando hay densidad el siguiente: para 
ada n�umero 
omplejo z se 
onsidera el 
onjunto den�umeros 
omplejos fR d�(t)t�z : � y � tienen la misma su
esi�on de polinomios ortogonalesg;resulta que este 
onjunto es un 
��r
ulo para todo z y pre
isamente aquellas medidas �tales que R d�(t)t�z 
aiga justo en la 
ir
unferen
ia de este 
��r
ulo son las que veri�
an queel espa
io lineal de los polinomios es denso en L2(�). Estas medidas forman una familiauniparam�etri
a dentro de las que tienen la misma familia de polinomios ortonormales y sonextremadamente extra~nas e inestables. La 
ara
teriza
i�on anterior para la indetermina
i�ontiene adem�as 
omo 
onse
uen
ia inmediata el he
ho de que el espa
io L2(�) aso
iado a estasmedidas es un espa
io de Hilbert de fun
iones enteras (en el sentido de los estudiados porLouis de Branges en la d�e
ada de los 60).Al �nal de los 
uarenta esta teor��a de medidas indeterminadas estaba pr�a
ti
amente
ompletada 
on ex
ep
i�on de dos problemas abiertos: 1) Quedaba por estudiar para quemedidas determinadas el espa
io de fun
iones de 
uadrado integrable aso
iado a ellas eratambi�en un espa
io de Hilbert de fun
iones enteras. 2) Desarrollar algunos ejemplos.Curiosamente esta hermosa teor��a era una teor��a sin ejemplos; s�� se 
ono
��an ejemplosde algunas medidas indeterminadas (v�ease la de Stieltjes m�as arriba) pero no se hab��andesarrollado ninguno al 
ompleto, esto es, 
al
ulando expl��
itamente expresiones para lasfun
iones enteras aso
iadas que permiten la parametriza
i�on de todas las solu
iones, idempara las medidas N -extremales, et
. El desarrollo 
ompleto de uno de estos ejemplos es muy
ompli
ado y, dado que en aquel momento no hab��a motiva
i�on su�
iente para ha
erlo, estedesarrollo no se llev�o a 
abo.La teor��a se ha retomado 
on fuerza en esta d�e
ada, pre
isamente 
uando ha apare
idola motiva
i�on su�
iente para desarrollar los ejemplos. Esta motiva
i�on viene de otra de lasapli
a
iones estelares de la teor��a de polinomios ortogonales: en este 
aso para modelizar losllamados pro
esos de vida y muerte (son un 
aso espe
ial de los pro
esos esta
ionarios deMarkov 
uando el espa
io de estados 
onsiste en los n�umeros naturales; tiene apli
a
iones10



en una gran variedad de 
ampos, in
luyendo f��si
a nu
lear, rea

iones qu��mi
as (modelo deS
hl�ogl), din�ami
a de pobla
iones, modelos gen�eti
os (modelo de Moran), et
).El primer problema, junto 
on el de 
ara
terizar 
uando la evalua
i�on de una pertur-ba
i�on diferen
ial dis
reta de la su
esi�on de polinomios ortonormales est�a en `2, ha sidoresuelto en la �ultima d�e
ada por C. Berg y A. J. Dur�an en una serie de art��
ulos publi
adosentre 1995 y 1997 [6, 7, 8, 9℄. La herramienta esen
ial ha sido la de�ni
i�on y estudio del��ndi
ede determina
i�on: indz(�) de�nido por indz(�) = supfk 2 N : jt� zj2k� sea determinadag;��ndi
e que tiene su origen en el ��ndi
e de determina
i�on de tipo Stieltjes introdu
ido en 1991por C. Berg y A. Thill (A
ta Math. 167, 207-227). De los resultados de Berg y Dur�anse dedu
e que para una medida determinada � el espa
io L2(�) es un espa
io de fun
ionesenteras si y s�olo si el ��ndi
e de determina
i�on de � es �nito (esto propor
iona nuevos einteresantes ejemplos para la teor��a de espa
ios de Hilbert de fun
iones enteras desarrolladapor de Branges).7 Polinomios en redes no uniformesAunque los q�polinomios eran 
ono
idos a �nales del siglo XIX {el primer ejemplo deq�polinomios se debe A. A. Markov, el famoso estudiante de Chebyshev, en 1884 quien
onsider�o un 
aso parti
ular de los que se 
ono
en 
omo polinomios de q�Hahn obtenidospor W. Hahn en 1949 en su trabajo que ya men
ionamos anteriormente{ justamente apartir del trabajo de Hahn en 1949 su estudio re
obra fuerza fundamentalmente debidoa su 
onexi�on 
on la teor��a de representa
i�on de q��algebras, fun
iones Theta, teor��a departi
iones, entre otras.M�as re
ientemente ya en los a~nos 80 los estadounidenses G. E. Andrews y R. Askeypor un lado y los rusos A. F. Nikiforov y A. V. Uvarov, por el otro, des
ubrieron que todaslas familias de polinomios ortogonales 
l�asi
os pod��an obtenerse 
omo 
asos l��mites de lospolinomios de q�Ra
ah o los polinomios de Askey-Wilson, de�nidos mediante las serieshipergeom�etri
as b�asi
as (las 
orrespondientes \q" generaliza
iones de la serie de Gauss).En parti
ular, la es
uela \ameri
ana" se 
entr�o en el estudio de estos objetos a partir de lasseries b�asi
as 4'3, de�nidas en general porr�p� a1; a2; :::; arb1; b2; :::; bp ����q ; z� = 1Xk=0 (a1; q)k � � � (ar; q)k(b1; q)k � � � (bp; q)k zk(q; q)k h(�1)kq k2 (k�1)ip�r+1 ; 0 < q < 1;
on (a; q)n =Qn�1k=0 (1� aqk), apare
iendo en 1994 [25℄ la q�Tabla de Askey que 
lasi�
aba(presuntamente) a todas las familias de q�polinomios. Algo m�as tarde en 1983, Nikiforov yUvarov proponen una aproxima
i�on diferente (y m�as general) 
onsistente en 
onsiderarlos
omo solu
iones polin�omi
as de una e
ua
i�on en diferen
ias:~�(x(s)) 44x(s� 12 )5y(s)5x(s) + ~�(x(s))2 �4y(s)4x(s) + 5y(s)5x(s)�+ �y(s) = 0;5f(s) = f(s)� f(s� 1); 4f(s) = f(s+ 1)� f(s) ; (2)
on x(s) = 
1(q)qs + 
2(q)q�s + 
3(q), donde q 2 C , 
1; 
2; 
3 son 
onstantes que puedendepender de q, pero son independientes de s, ~�(x(s)) es un polinomio de grado, a lo sumo,2 en x(s) y ~� (x(s)), de grado 1 y � es una 
onstante. La e
ua
i�on anterior se denomina11



e
ua
i�on en diferen
ias de tipo hipergeom�etri
o y aproxima a la e
ua
i�on (1) en la red nouniforme x(s). Una propiedad inmediata de esta aproxima
i�on es pre
isamente que lassolu
iones de (2) se pueden expresar 
omo series b�asi
as. Los trabajos de estos dos autores
ulmina 
on una 
lasi�
a
i�on diferente de los q�polinomios apare
ida en 1991 [30℄.Aparentemente la 
lasi�
a
i�on de los q�polinomios seg�un la q�tabla de Askey 
onten��atodas las familias posibles de q�polinomios, no obstante quedaba la 
uesti�on de si realmentela e
ua
i�on de tipo de hipergeom�etri
a (2) ten��a 
omo solu
i�on a todas las familias 
ono
idasde q�polinomios. En una 
ontinua
i�on del trabajo [28℄ junto a J. C. Medem [4℄ des
ubrimosalgo sorprendente: in
luso dentro de la 
lase de Hahn (lo que equivale a trabajar en la redexponen
ial lineal x(s) = 
1qs+
3) la 
lasi�
a
i�on de Nikiforov-Uvarov 
ontiene dos familias
ompletamente nuevas y no 
ontenidas en el q�esquema de Askey. Ellas son:jn(x; a; b) = 2�0� q�n; aqn| ���q; xab� ; y ln(x; a) = 2�0� q�n; 0| ���q; �xa� :A
tualmente 
ontinua abierto el problema de 
ara
teriza
i�on en la red general 
ono
i�endoses�olo algunos resultados par
iales (aunque muy interesantes) debidos a A. Grunbaum y L.Haine usando t�e
ni
as biespe
trales [24℄ as�� 
omo una 
lasi�
a
i�on 
ompleta de todas lasfamilias en la red general x(s) = 
1(q)qs + 
2(q)q�s + 
3(q).Para 
on
luir este apartado 
omentaremos otro de los problemas de gran importan
ia(en parti
ular por sus 
orrespondientes apli
a
iones): las propiedades espe
trales (distribu-
i�on asint�oti
a de 
eros) de los q�polinomios. A ese respe
to no existe pr�a
ti
amente ning�unresultado a ex
ep
i�on de un trabajo de J. S. Dehesa en 1979 y otro m�as re
iente en 1997en 
olabora
i�on 
on el primer autor de este art��
ulo [1℄ donde se estudian, a partir de larela
i�on de re
urren
ia a tres t�erminos que di
hos polinomios satisfa
en, los momentos asin-t�oti
os �(n)k de las familias de q�polinomios de�nidos por �(n)k = 1nPnj=0 xkn;j , siendo xn;j ,j = 1; 2; : : : ; n los 
eros del polinomio Pn. En inter�es su
itado en los �ultimos a~nos por lospolinomios dis
retos tambi�en ha llevado a los investigadores a preguntarse sobre las den-sidades asint�oti
as de 
eros de las familias dis
retas, 
omenzando por los ya men
ionadospolinomios dis
retos de Chebyshev para el estudio de los 
uales E.A. Rakhmanov, en 1996,desarroll�o una elegante teor��a del poten
ial 
on 
ampos externos utilizada 
on �exito para el
aso de otras familias dis
retas. El uso de t�e
ni
as de teor��a del poten
ial para el estudiode los 
eros de q�polinomios puede ser un instrumento de gran utilidad y permane
e a�unsin explotar.8 Polinomios matri
ialesFinalizamos este trabajo 
on una breve des
rip
i�on de una de las extensiones m�as impor-tantes y de mayor a
tualidad de la teor��a de polinomios ortogonales: los polinomios ortogo-nales matri
iales. Estos objetos matem�ati
os son polinomios 
uyos 
oe�
ientes son matri
es
uadradas e.g. N�N , o equivalentemente, son matri
es 
uyas entradas son polinomios, i.e.,Pn(x) = Anxn+An�1xn�1+ � � �A1x+A0 
on Ak 2 RN;N , k = 0; 1; : : : ; n. La ortogonalidadviene dada en este 
aso por una matriz de medidas � = (�i;j)Ni;j=1 de�nida positiva (es de
irtal que para todo 
onjunto de Borel A � R la matriz n�umeri
a �(A) = (�i;j(A))Ni;j=1 essemide�nida positiva) 
on momentos RR tndW (t) < +1 8n � 0, tal queZRPn(x)d�(x)Pm(x) = Æn;m�n; n;m � 0; (3)12



siendo �n una matriz de�nida positiva. Como en el 
aso es
alar, la su
esi�on de polinomiosmatri
iales ortogonales (Pn)n satisfa
en una f�ormula de re
urren
ia de tres t�erminos:tPn(t) = An+1Pn+1(t)+Bn(t)Pn(t)+A�nPn�1(t); n � 0; donde P�1(t) = 0n; P0(t) = In:La ortogonalidad matri
ial ha sido estudiada de manera espor�adi
a durante los �ultimos
in
uenta a~nos. Por ejemplo, M. Krein 
onsidera el problema de momentos matri
ial y los
orrespondientes polinomios matri
iales en los a~nos 40. En los 60 se interesan por ellos F.Atkinson (1968) y Yu. M. Berezansky (1965) en sus monograf��as Dis
rete and 
ontinuousboundary problems y Expansions in eigenfun
tions of selfadjoint operators, respe
tivamente.En los 80, J.S. Geronimo los usa en la ter��a de dispersi�on (s
attering theory), S. Basu y N.K. Bose (1983) en Modelos de redes (networks), et
. No obstante faltaba motiva
i�on paradesarrollar un estudio sistem�ati
o de la teor��a; esta motiva
i�on ha apare
ido al prin
ipio deesta d�e
ada 
uando el segundo de los �rmantes ha mostrado 
omo interpretar matri
ialmentela ortogonalidad es
alar, 
onvirtiendo as�� a la teor��a de polinomios matri
iales ortogonalesen una herramienta para resolver problemas de la teor��a es
alar 
l�asi
a.Dedi
aremos las �ultimas l��neas a expli
ar esta interpreta
i�on no trivial de la ortogona-lidad es
alar 
omo ortogonalidad matri
ial, y a ilustrar 
on algunos ejemplos de su utilidad.El ini
io de la historia tiene lugar a �nales de los 80 
uando, en rela
i�on 
on la 
lasi-�
a
i�on de solu
iones polinomiales de e
ua
iones diferen
iales, se empezaron a 
onsiderarfamilias de polinomios ortonormales 
on respe
to a produ
tos es
alares del tipohp; qi = ZR p(t)q(t)d�(t) + nXk;m=1Mk;mp(k)(xk)q(m)(xm);donde � es una medida positiva, Mk;m � 0 y xk , xm son reales. Las familias (pn)n de poli-nomios ortonormales 
on respe
to a tales produ
tos es
alares (llamados Sobolev dis
retos)ya no veri�
an una f�ormula de re
urren
ia de tres t�erminos, pero s�� una que se puede redu
iral tipo: tNpn(t) = 
n;0pn(t) + NXk=1 (�
n;kpn�k(t) + 
n+k;kpn+k(t)) ;
on 
n;0 real, 
n;N 6= 0, n 2 N, y pk = 0 si k < 0. Se plante�o, enton
es, el problemade 
ara
terizar la ortogonalidad 
an�oni
a para las familias de polinomios veri�
ando talesf�ormulas de re
urren
ia (al igual que el teorema de Favard da la ortogonalidad 
on respe
toa una medida positiva para las familias de polinomios veri�
ando una f�ormula de re
u-rren
ia de tres t�erminos). La respuesta al problema la di�o Antonio J. Duran [13, 14℄,y estable
e una equivalen
ia entre familias de polinomios es
alares veri�
ando f�ormulasde re
urren
ia del tipo anterior y polinomios matri
iales ortonormales: si de�nimos losoperadores RN;m, m = 0; 1; � � � ; N � 1 a
tuando sobre 
ualquier polinomio p en la formaRN;m(p)(t) = Pn p(nN+m)(0)(nN+m)! tn, i.e., RN;m toma de p aquellas poten
ias de t 
ongruentes
on m m�odulo N , eliminando el fa
tor 
om�un tm y 
ambiando tN por t, enton
es tenemos:Teorema 4 [14℄ Si (pn)n (grado(pn) = n) satisfa
en una rela
i�on de re
urren
ia a (2N+1)-t�erminos enton
es existe una matriz de medidas de�nida positiva � = (�m;m0)m;m0=0;���;N�1tal que los polinomios (pn)n son ortogonales respe
to al produ
to es
alarB(p; q) = X0�m;m0�N�1 ZRRN;m(p)RN;m0(q)d�m;m0 :13



En 
onse
uen
ia, tenemos la siguiente equivalen
ia: Si los polinomios es
alares pn(x)(n = 0; 1; 2; � � �) (grado(pn) = n) veri�
an una rela
i�on de re
urren
ia a (2N + 1)-t�erminosy de�nimos la su
esi�on (Pn)n de polinomios matri
iales 
omoPn(t) = 0BBB� RN;0(pnN )(t) : : : RN;N�1(pnN )(t)RN;0(pnN+1)(t) : : : RN;N�1(pnN+1)(t)... . . . ...RN;0(pnN+N�1)(t) : : : RN;N�1(pnN+N�1)(t) 1CCCA ;enton
es, (Pn)n es una familia ortogonal in R respe
to a 
ierta matriz de medidas de�nidapositiva. El re
��pro
o tambi�en es 
ierto (ve�ase para m�as detalle [23℄).Esta rela
i�on permite dar la siguiente interpreta
i�on no trivial de la ortogonalidades
alar 
omo ortogonalidad matri
ial (ser�a la puerta que permitir�a apli
arla para resolverproblemas de la teor��a 
l�asi
a). Partimos de una su
esi�on de polinomios (pn)n ortogonales
on respe
to a una medida positiva, veri�
an por tanto una f�ormula de re
urren
ia de trest�erminos. Iter�andola llegamos a una de 
in
o t�erminos:t2pn(t) = �n+2pn+2(t) + �n+1pn+1(t) + 
npn(t) + �npn�1(t) + �npn�2(t):Apli
ando el resultado anterior para N = 2, en
ontramos que existe una matriz de medidasde�nida positiva W = � w11 w12w21 w22 � tal que (pn)n son ortogonales respe
to a ella en elsentido del teorema 4: 1Xi;j=0 ZRR2;i(pn)R2;j(pm)dwi;j = Æn;m:En prin
ipio es f�a
il 
omprobar que 
ada medida positiva � veri�
ando R pnpmd� = Æn;mgenera una matriz de medidas de�nida positiva W� 
on respe
to a la que (pn)n son tambi�enortonormales; esta matriz de medidas se de�ne 
omo sigue:W� = �  (�)  (t�) (t�)  (t2�) �donde  (�) es la medida imagen de � bajo  (t) = t2. Pero, la 
lave de la 
uesti�on es queotras matri
es de medidas W pueden existir, y de he
ho existen en general (in
luso 
uandola medida es determinada: v�ease para una 
ara
teriza
i�on 
ompleta [9℄), que no son de laforma W�, esto es, no provienen de una medida es
alar. Pre
isamente estas matri
es demedidas guardan informa
i�on sobre los polinomios (pn)n que no puede ser propor
ionadapor las medidas peso.Por ejemplo, sea (pn)n una su
esi�on es
alar de polinomios ortonormales. Es 
ono
idodesde prin
ipios de siglo que 1Pn jpn(x)j2 = supf�(fxg) : � es una medida para (pn)n g. Sinembargo, el problema an�alogo para las derivadas de pn permane
��a abierto. Pre
isamenteporque para darle respuesta es ne
esario a
udir a la ortogonalidad matri
ial. En parti
ularpara el 
aso de la primera derivada se tiene1Pn jp0n(0)j2 = supfw22(f0g)� jw12j2(f0g)w1;1(f0g) :W = (wi;j)2i;j=1medida matri
ial de (pn)n g:Este uso de la ortogonalidad matri
ial para resolver problemas de la ortogonalidades
alar 
l�asi
a ha generado el inter�es ne
esario para llevar a 
abo un estudio sist�emati
o de14



la ortogonalidad matri
ial, situ�andola, adem�as, 
omo una de las �areas m�as prometedorasdentro de la teor��a de polinomios ortogonales. Para 
on
luir 
itaremos, a modo de resumen,algunos de los resultados importantes que han sido obtenidos re
ientemente: f�ormulas de
uadratura y propiedades de los 
eros (A. J. Duran, P. L�opez-Rodr��guez, A. Sinap, W.Van Asse [15, 18, 32℄, et
); f�ormulas asint�oti
as (asint�oti
a del 
o
iente y de 
eros) (A.J. Duran, E. Danieri, P. L�opez-Rodr��guez, E. Sa� [16, 17, 22℄); problema de momentosmatri
ial: Densidad de los polinomios, Parametriza
i�on de Nevalina, matri
es de medidaN�extremales (A. J. Duran, P. L�opez-Rodr��guez [19, 20, 21, 26, 27℄).Referen
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