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Abstract

El objetivo de este trabajo es presentar una breve introducién a los polinomios ortogo-
nales. En particular, discutiremos brevemente la evolucién de la teoria de dichos objetos
matematicos desde su aparicién a finales del siglo XVIII hasta la fecha, incluyendo al-
gunas de sus principales aplicaciones, conexién con la teoria de aproximacién, problema
de momentos, fisica cudntica, etc. Finalmente discutiremos brevemente algunas de las
principales tendencias actuales incluyendo los temas en los que estamos trabajamos en
el marco de la unidad especializada de la Junta de Andalucia —formada por los grupos
FQM 207, FQM 262, FQM 229- y otros proyectos nacionales y europeos.
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1 Introduccion

En este breve trabajo pretendemos dar una visién de lo que han sido y atn siguen siendo
los polinomios ortogonales, entes matematicos de gran sencillez y con un sinnimero de apli-
caciones tanto en Matemdticas (ecuaciones diferenciales, combinatoria, teoria de nimeros,
algebra computacional, funciones Theta, aproximacién racional, teoria de grupos, etc) como
en Fisica o Ingenierfa (fisica cudntica, ecuaciones de Schrédinger, entropias de Shannon,
osciladores, compresién de la informacién, etc). De entre las miiltiples formas que existen
para definir una familia de polinomios ortogonales optaremos por una de las mas sencillas.

Definicién 1 Dada una sucesion de polinomios (Py,),, con grado P, = n, diremos que (P,)y,
es una sucesion de polinomios ortogonales con respecto a una medida p si se cumple que:
fm Pp(z)Pp(x)dp(x) = dpmdn, n, m = 0,1,2,..., donde 0y, m es el simbolo de Kronecker
Opm=1sin=my0sin#m).

Cuando la medida p es positiva entonces, d,, > 0 para todo n, en cuyo caso se dice que la
familia de polinomios es definida positiva. Ejemplos de dichas familias son los conocidos
polinomios de Jacobi, Laguerre y Hermite que introduciremos en el préximo apartado. Un
caso de especial interés es cuando la medida es absolutamente continua, es decir cuando
existe una funcién continua p (no necesariamente positiva) tal que du(z) = p(z)dz. En este
caso la funcién p se denomina funcién peso.



2 Breve introduccién historica

La aparicion de la primera familia de polinomios ortogonales se remonta al finales del siglo
XVIIT en relacién con el estudio de las trayectorias planetarias. Concretamente intentando
resolver el problema de la atraccién de un cuerpo por una esfera Adrien—Marie Legendre
(1752-1833) introdujo en 1782 los polinomios hoy conocidos como polinomios de Legendre.
En su articulo Sur lattraction des sphéroides (Mem. des sav. étrangers, 10, 411-434) de
1785 (aunque escrito en 1782), Legendre encontré que el integrando de la ecuacién para
calcular la componente radial de la fuerza de atracciéon se podia expresar mediante una serie
de potencias de r'/r de la forma: r~2 {1+ 3Ps(cosv)(r'/r)> +5Ps(cosy)(r'/r)* +...}.
Las funciones P, Py, ... son funciones racionales enteras de cos-y, que hoy se conocen como
polinomios de Legendre. En dicho trabajo Legendre obtuvo una férmula general para los
polinomios P, de grado arbitrario. En un segundo articulo escrito en 1784 (publicado
en 1787), Legendre dedujo algunas de las propiedades de las funciones P»,(z) como la
ortogonalidad:

; Py, (x) Py (x)dx = yreo— 15n,m.

Ademids, Legendre demostrd que estos polinomios satisfacian una ecuacion diferencial lineal:
(1 — 2?)P!(x) — 2z P.(x) + n(n + 1)P,(z) = 0. En este punto cabe destacar también los
trabajos de Pierre-Simon Laplace (1749-1827) quien en 1782 introdujo las funciones esféricas
(directamente relacionadas con los polinomios de Legendre) y demostré varios resultados
relativos a ellas. Otro resultado importante relativo a los polinomios de Legendre es el
de Olinde Rodrigues (1794-1851) quien demostré en 1816 que los P,, podian representarse
mediante la hoy denominada férmula de Rodrigues: Pp(z) = Q%n!dn(iizl)". Esta férmula
luego se generalizo6 a todas las familias clasicas.

La siguiente familia en orden de aparicién fue la de los polinomios de Hermite H,
llamados asi en honor a Charles Hermite (1822-1901) quien los estudié junto con el caso
de varias variables en su ensayo Sur un nouveau développement en série des fonctions (C.
R. Acad. Sci. Paris, I) en 1864 (ver Oeuvres, Gauthier-Villars, 1908, Tome II, 293-308)
aunque el primero en considerarlos fue Laplace en 1810 en su Mécanique céleste quien los
utilizé6 en problemas de teoria de las probabilidades. Luego Pafnuti Lvovich Chebyshev
(1821-1894) realizé un estudio detallado de los mismos en 1859 (Sur le développement des
fonctions d une seule varieble, Oeuvres, Tom I, 501-508, Chelsea Pub. Co.). En este caso
la ortogonalidad se expresa respecto a la funcién e soportada en la recta real.

La préxima familia fue la de los polinomios de Laguerre L que deben su nombre a
Edmond Nicolds Laguerre (1834-1886). Estos polinomios (. = 0) ya eran parcialmente
conocidos por Niels Henrik Abel (1802-1829) y Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) aunque
es nuevamente Chebyshev quien realizé un estudio detallado de los mismos en 1859 en
el mismo trabajo antes citado que continué el matemético ruso Konstantin Aleksandrovich
Posse (1847-1928) en 1873. El caso general para a > —1 fue estudiado por Yulian Vasilevich
Sojotkin (1842-1927) en 1873, y no es hasta 1879 que Laguerre los introduce (caso particular
a = 0) cuando estudiaba la integral fxoo e 't~1dt, mediante su desarrollo en fracciones

continuas. En su memoria Sur lintégrale fxoo @ (Bull. Soc. Math. France, VII, 1879),
(ver Oevres, Gauthier-Villars, 1898, 428-437) Laguerre prueba, entre otras cosas, que los
polinomios L, (z) son las soluciones polinémicas de la ecuacién diferencial zy"” + (z + 1)y’ —



ny = 0, n > 0, asi como la propiedad de ortogonalidad de dichos polinomios:
/ e L () Ln(@)d = (n!)250 -
0

Afos més tarde en 1880 otro estudiante de Chebyshev, Nikolai Yakovlevich Sonin (1849-
1915) continta el estudio comenzado por Sojotkin sobre los polinomios con a > —1. Esta
es la posible razén por la cual en algunos sitios a los polinomios L% (x) se les denomina
polinomios de Laguerre—Sonin.

Como hemos visto al inicio de esta seccién, determinados problemas fisicos estdn es-
trechamente ligados con la teoria de polinomios ortogonales. La forma mas comin de mode-
lizar estos problemas es a través de ecuaciones diferenciales. En la mayoria de los casos las e-
cuaciones diferenciales obtenidas no son resolubles explicitamente y es preciso recurrir a solu-
ciones en series infinitas, o sea, las funciones especiales. El estudio de las funciones especiales
que surgen como soluciones en serie de ecuaciones diferenciales ordinarias fue desarrollado
por Carl Friederich Gauss (1777-1855) en su famoso ensayo Disquisitiones generales circa
seriem infinitam ..., (Werke, II (1876), 207-229 y 123-162) sobre funciones hipergeométricas
de 1813. Gauss introdujo la ecuacién diferencial: z(1—z)y" +[y—(a+B+1)z]y' —aBy =0,
cuya solucién es

P, Bile) = o1 (9F [r) = 145204+ 2EENIGEN 2 alot ot naGLIED o .
Fue precisamente utilizando la funcién hipergeométrica como fue introducida la siguiente
familia cldsica de polinomios ortogonales: los polinomios de Jacobi P%# por Karl Gustav
Jacob Jacobi (1804-1851) en su articulo Untersunshungen uber die Diffentialgleichung de
hypergeometrischen Reihe (J. Reine Angew. Math. 56 149-165), publicado péstumamente
en 1859. Estos polinomios, que generalizan a los polinomios de Legendre (de hecho P, =
PY0), se expresan a través de la funcién hipergeométrica de Gauss mediante la férmula:

r 1 — 1-—
Pasd(g) = n+a+ )2F1< n,n+a+[3+1‘ a,"),

(o +1)n! a+1 2

siendo T la funcién Gamma de Euler y son ortogonales en el intervalo [—1, 1] con respecto a
la funcién peso p(z) = (1—2)*(1+2)? (distribucién Beta). Es ficil comprobar que tanto los
polinomios de Laguerre como los de Hermite también se pueden escribir como una funcién
hipergeométrica, aunque no de Gauss, sino de las funciones hipergeométricas generalizadas
pFq (ver e.g. [29]).

Ademsés de las familias anteriores, conocidas como familias cldsicas continuas (ya que
satisfacen una ecuacién diferencial), existen otras denominadas cominmente familias “dis-
cretas” ya que o su ortogonalidad viene dada mediante sumas, o bien, son soluciéon de una
ecuacién en diferencias. El caso més sencillo lo constituyen los polinomios de Chebyshev
discretos introducidos por Chebyshev en 1858 en un breve trabajo titulado Sur une nouvelle
série, (Oeuvres, Tom I, 381-384, Chelsea Pub. Co.) y que luego ampli6 en su ensayo Sur
Uinterpolation des valeurs équidistantes (Oeuvres, Tom 11, 219-242, Chelsea Pub. Co.) de
1875 cuyo principal objetivo era construir buenas tablas de fuego para la artilleria rusa.
Siguiendo las ideas expuestas por Chebyshev, M. P. Kravchuk en 1929 introdujo una nueva
familia: los polinomios de Kravchuk. La idea es la siguiente: interpolar una funcién cuando
a los valores dados de la funcién se les asignan unos pesos de acuerdo con cierta ley (densidad

p) de probabilidad. En el caso p(z) = 1 (distribucién uniforme), este problema conduce a los

n—1)(n—2)---(n—z) o
={ )(12)1-( )p q

polinomios discretos de Chebyshev, mientras que el caso p(z) n-l-w



z=1,2,...,N — 1 (distribucién binomial) conduce a los polinomios de Kravchuk. Otros
casos corresponden a las distribuciones de Poisson (polinomios de Charlier), de Pascal (poli-
nomios de Meixner) y de Polya o hipergeométrica (polinomios de Hahn, de los cuales los de
Chebyshev son un caso particular). Estas cuatro familias constituyen lo que hoy conocemos
como polinomios cldsicos discretos. Una magnifica introduccién a los polinomios clasicos
(tanto continuos como discretos) y sus aplicaciones es [29].

Regresemos nuevamente a los trabajos pioneros de Gauss. En su Methodus nova in-
tegrali um valores per approzimationen inveniendi, (Werke III, 163-196) Gauss demuestra
una férmula de cuadraturas para el cdlculo aproximado (y eficiente) de integrales, consti-
tuyendo ésta una de las aplicaciones méas importantes de los polinomios ortogonales. FEn
concreto, Gauss “recuper6” los ceros de los polinomios de Legendre cuando buscaba donde
deberian estar los del polinomio de interpolacién (de Lagrange) para obtener la mayor pre-
cisién posible al integrar entre 0 y 1, aunque no utilizé la ortogonalidad de los polinomios
(hecho que probablemente desconocia) sino la funcién hipergeométrica o F;. La construccién
de la férmula de cuadraturas tal y como la conocemos hoy usando la ortogonalidad se debe
a Jacobi (Uever Gauss’ neve Methode die werthe der Integrale ndherungsweise zu finden,
Werke, 6 6-11).

3 Teoria general. Stieltjes y Chebyshev.

Como hemos visto en la seccién anterior los polinomios ortogonales estan estrechamente
relacionados con las ecuaciones diferenciales y la teorfa de aproximacién (en particular por
su relacién con las fracciones continuas). Esta conexién, y en especial la segunda, conducen
al nacimiento de la teoria general sobre polinomios ortogonales.

Veamos, en primer lugar, la relacién entre los polinomios ortogonales y la teoria de las
fracciones continuas. Aqui cabe destacar los trabajos de Thomas Jan Stieltjes Jr. (1856—
1894), quien consideré las fracciones continuas:
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obteniéndose la segunda (o S-fraccién) a partir de la primera (J-fraccién) al hacer el cambio
ag = 1/c1,bo = =1/(c12) y @i, = 1/(can—163,Can11), bn = —=1/(cancans1) — 1/ (Cony1C2n12),
n =1,2,.... Sisuponemos que ar = 0, para todo £ > n+ 1 entonces tendremos una funcién
racional f,(z) de la forma:

1), (@)

fn(l') - ai pn(m)

)

(1)

donde los polinomios denominadores p,(z) y los numeradores p,,”,

relacién de recurrencia a tres términos:

(z) son soluciones de la

xrp(2) = app1rn1(x) + bprp(z) + aprp—1(z), n>0,

con las condiciones iniciales r_1(z) = 0, ro(x) = 1y r_1(z) = 1, ro(x) = 0, respectivamente.



Stieltjes en su famoso ensayo Recherches sur les fractions continues (Ann. Fac. Sci.
Univ. Toulouse, 8 (1894) 1-122, 9 (1895) 1-47), publicado pustumamente en dos partes
en 1894 y 1895, desarrolld la teoria general de las S-fracciones cuando ¢; > 0 para todo
k. Uno de los aspectos fundamentales de dicha teoria es que los denominadores p,(x)
formaban una sucesién de polinomios ortonormales (una familia se dice ortonormal si las
constantes d, en la definicién 1 son iguales a 1 para todo n) con respecto a una medida
positiva p soportada en [0, 00). Stieltjes demostrd que tales polinomios tenian ceros con unas
propiedades muy interesantes: todos eran reales y simples, y los ceros de p,, entrelazaban
con los ceros de pgllll y con los de p,_1. A partir de la relacién de recurrencia y para el
caso de las J-fracciones, Stieltjes demostré que existia un funcional £ lineal y positivo tal
que, L[pnpm] = 0 para n # m, lo cual se puede interpretar como una versién preliminar
del famoso teorema de Favard en 1935 (atribuido a Favard aunque demostrado también
por O. Perron (1929), A. Wintner (1929) y M. H. Stone (1932), J. Sherman (1935) y I. P.
Natanson (1935) indistintamente) que constituye una de las principales caracterizaciones de
los polinomios ortogonales y que asegura lo siguiente:

Teorema 2 Supongamos que una sucesion de polinomios (py). satisface una relacidn de
recurrencia a tres términos de la forma:

a:pn(:v) = an+1pn+1 (CU) + bnpn(m) + a'npn—l(m)a n Z 0 9

con ags1 >0 yby € R(k=0,1,2,...) y las condiciones iniciales p_1(z) = 0 y po(z) = 1.
Entonces, dichos polinomios p, son ortonormales para cierta medida positiva sobre la recta
real, o sea,

| pe@pn@)in(a) =

El Recherches de Stieltjes no sélo constituyé un trabajo esencial en la teoria de fracciones
continuas sino que representé el primer trabajo dedicado a la naciente teoria general de
polinomios ortogonales. En él, ademads, introduce Stieltjes lo que se conoce actualmente
como problema de momentos (dada una sucesién (un),, encontrar una medida p(z) tal
que pp = [z"dp(z)) asi como una extensién de la integral de Riemann (la integral de
Riemann-Stieltjes) que le permitié un tratamiento méas general de la ortogonalidad.

Junto a los trabajos de Stieltjes debemos destacar también los del matemaético ruso
Pafnuti Lvovich Chebyshev. Chebyshev estudié un ingente nimero de problemas relaciona-
dos con los polinomios ortogonales, llegando a ellos al tratar de resolver problemas aplicados.
Por ejemplo, sus investigaciones en 1854 sobre algunos mecanismos que transformaban la
energia de rotacion en energia de traslacion le llevaron al problema de mejor aproximacion.
Asi, en su memoria Théorie des mécanismes connus sous le nom de parallélogrammes (Oeu-
vres, Tomo I, Chelsea Pub. Co. 111-145) Chebyshev planteé el problema de encontrar la
mejor aproximacién polinémica uniforme de una funcién continua f, o sea, dada la funcién
continua f definida en cierto intervalo (a,b), encontrar dentro del conjunto P, de todos
los polinomios de grado a lo sumo n el polinomio p, de grado n tal que el maximo de
|f(xz) — pn(z)| sea minimo en dicho intervalo. De esa manera introdujo los hoy conocidos
polinomios de Chebyshev de primera especie T,,(x) que son la solucién al problema extremal
de encontrar los polinomios ménicos p,(z) = ™ + - - - tales que max |p,(z)| en el intervalo
[—1, 1] sea minimo, encontrando la solucién:

1

Jmin - max (@)l =55, pa(@) = 5o Ta(@)

n1 cos(n arcosz), =€ [—1,1].



Estos polinomios forman un sistema ortogonal con respecto a la funcién peso p(z) =

_11
1/+/1 — 22 y coinciden con los polinomios de Jacobi P, 2’ 2. Chebyshev también estu-
di6 el problema de momentos y férmulas de cuadratura e introdujo la primera familia de
polinomios discretos: los ya mencionados polinomios discretos de Chebyshev.

Por estas razones tanto a Stieltjes como a Chebyshev se les consideran los padres de la
teoria de polinomios ortogonales que estaba por llegar a principios del siglo XX, quedando
consolidada en 1939 con la apariciéon de la monografia Orthogonal Polynomials de Gabor
Szegd [31]. En esta excelente monografia, aparte de presentar una teoria general sobre
polinomios ortogonales, se incluyen gran cantidad de resultados sobre las familias clasicas y
se inicia la teorfa de Szegd de polinomios ortogonales sobre la circunferencia unidad.

4 Aplicaciones

La ecuacién diferencial que las familias cldsicas (y otras) satisfacen da pie a una de las
principales aplicaciones de los polinomios ortogonales: su aparicién para describir los méas
importantes modelos cudnticos tanto relativistas como no relativistas. Por citar algunos
mencionaremos el oscilador cudntico (polinomios de Hermite o Laguerre y Jacobi), el 4tomo
de hidrégeno y la interacién entre los piones y el niicleo atémico (polinomios de Laguerre y
Jacobi), etc.

Como ejemplo veamos las ecuaciones estacionarias de Schrédinger para el dtomo de
hidrégeno (caso no relativista) y de Klein-Gordon para un pién (caso relativista) en un
potencial de Coulomb, i.e.,

1 ¢KG:07

A¢5+2<E5—|— )’QZJSZO AYrga + (EK(;+$)2—

respectivamente, donde A es el laplaciano en R?, E representa la energia del sistema y 1
es la funcién de onda que caracteriza por completo al sistema. Utilizando que el potencial
es central, y por tanto tiene simetria esférica, podemos separar variables en coordenadas
esféricas obteniendo las siguientes soluciones

n! __en 2r H 2041 2r
,QZ}S(T',Q, ¢) - \/(’I‘L ¥ 1 T 1)2(n+ 2 T 1)'6 +1+ <m> Ln m )/27777,(07 ¢)7

para la primera, y para la segunda

— an! —2ar v+l 241
b = \/ e e 2 L2 (20r) Vi (6.6),
e 2
cony———+\/l+ —wya= 1— — n+l+1)).EnamboscasosnzOlQ...
[=0,1,. —1,m=-=l,-l+1,...)ly Yl m representa a los armonicos esféricos que son

proporc1ona1es a los pohnomlos de Jacobl P”fn'f(cos #). Finalmente, para ambos sistemas
se obtienen los siguientes valores de la energia E:
1 u?

Es=-———  Egg=1--—Hr
ST o+l K@ 2n+1+1)?



En ambos casos se tiene un espectro discreto de energia que concuerda muy bien con los
hechos experimentales. Destaquemos que en el caso del 4tomo de hidrégeno estos valores
explicaron perfectamente la llamada serie de Balmer, fisico suizo que en 1885 descubrié que

las frecuencias w de las lineas del espectro de rayas del a&tomo de hidrégeno se expresaba por

1 1
la formula w = R <§ — ﬁ)’ k =3,4,... y R cierta constante. Precisamente los intentos
de explicar este fenémeno dieron un impulso definitivo a la aparicién de la teoria cuantica.

Otra aplicacién importante de los polinomios ortogonales relacionada con lo anterior
es en el calculo de las entropias de sistemas cudnticos, en particular para los osciladores y
atomos de hidrégeno. Esta cantidad viene definida por integrales de la forma

Fa(pn) = — / P2 () In (2(2) plr)der

donde p, son polinomios ortogonales respecto a la funcién peso p (du(z) = p(z)dz), y
B € R. En general, el valor para la entropia no se conoce para casi ninguna familia de
polinomios (exceptuando los polinomios de Chebyshev de primera y segunda especie [10, 33])
y muchos de los resultados son resultados asintéticos [5]. Gran parte de esta teoria estd
siendo desarrollada por J. S. Dehesa y sus colaboradores (para més detalles consultar [11]).

5 Caracterizaciones de los polinomios clasicos.

Pasemos ahora a describir uno de los problemas més importantes en la teoria de los
polinomios ortogonales: los teoremas que nos indican cudles son las principales propiedades
que los caracterizan. Una caracterizacién es, como ya vimos, el Teorema de Favard. Veamos
aqui las correspondientes a los polinomios clasicos.

Comenzaremos por la caracterizacion obtenida por S. Bochner en 1929 quien probd
que los tinicos polinomios ortogonales que satisfacian una ecuacién diferencial del tipo:

o(@)y"(x) + r(2)y'(z) + Any(z) =0, (1)

donde ¢ y 7 son polinomios de grado a lo sumo 2 y exactamente 1, respectivamente, y
An €s una constante, eran los polinomios clésicos, o sea, los polinomios de Jacobi (o(z) =
(1 — 22)), Laguerre (o(x) = z) y Hermite (o(z) = 1) y aparentemente una nueva familia
cuando o(z) = z2. Estos tltimos, denominados polinomios de Bessel, a diferencia de las
tres familias anteriores no corresponden a un caso definido positivo, es decir la medida
de ortogonalidad no es positiva. Aunque estos polinomios habian sido considerados por
muchos matematicos fueron H. L. Krall y O. Frink quienes lo presentaron formalmente en
1949 en su articulo A new class of orthogonal polynomials (Trans. Amer. Math. Soc.
65) y les dieron el nombre por su relacién con las funciones de Bessel. En ese magnifico
trabajo estudiaron un sinnimero de propiedades y probaron la ortogonalidad respecto a
una funcién peso en la circunferencia unidad. Sin embargo no encontraron ninguna funcién
peso (necesariamente signada) sobre la recta real. El problema, uno de los més importantes
de la teoria, fue finalmente resuelto por el segundo firmante de este articulo en 1990 en
[12], donde se desarrolla un método general para encontrar explicitamente funciones muy
regulares con momentos dados; como aplicacién encontré las primeras medidas signadas
sobre R y (0, +00) respecto a las cuales los polinomios de Bessel eran ortogonales.



Otra caracterizacién (la mas antigua) se debe a Sonin quien, en 1887, prob6 que los
dnicos polinomios ortogonales que satisfacian la propiedad de que sus derivadas P}, también
eran ortogonales eran los polinomios de Jacobi, Laguerre y Hermite. Esta propiedad fue
redescubierta por W. Hahn en 1935 quien también recupero los polinomios de Bessel no con-
siderados por Sonin. Dos afios mas tarde, el mismo Hahn probé un resultado mas general que
contenfa al anterior: si la sucesién de polinomios ortogonales (P,), era tal que la sucesién

de sus k—ésimas derivadas (P,gk))n, para cierto k£ € N, también era ortogonal entonces (Py,)
era alguna de las sucesiones de polinomios ortogonales clasicos.

La tercera caracterizacién fue propuesta por F. Tricomi en 1955 quien conjeturd y
parcialmente demostré que sélo los polinomios ortogonales cldsicos se podian expresar en
términos de una férmula tipo Rodrigues: P, (z) = p?;) (Zc—nn [p(x)o™(x)],n =0,1,2,---, donde
p es una funcién no negativa en cierto intervalo y o es un polinomio independiente de n.
La demostracion rigurosa de este resultado fue dada por C. W. Cryer en 1969 aunque ya
E. H. Hildebrandt en 1931 tenfa varios resultados en esa direccién. Otra caracterizacion
consiste en que los Unicos polinomios ortogonales respecto a una funcién peso p solucién de
la ecuacién diferencial de Pearson: [p(z)o(z)] = 7(z)p(z), con grados de o y 7, menores
o iguales que dos y exactamente uno, respectivamente. Precisamente esta caracterizacién
traducida al espacio dual de los funcionales permitié a F. Marcelldn y sus colaboradores
obtener una forma unificada de probar todas las caracterizaciones conocidas, asi como varias
completamente nuevas, no sélo para los polinomios cldsicos, sino para el caso “discreto”
(Hahn, Meixner, etc.).

Una extensién de los polinomios clasicos se debe a H.L. Krall quien en 1938 estudié
el problema de la determinacién de soluciones polinémicas de una ecuacién diferencial de
orden 2n (n = 1 conduce a los polinomios cldsicos como ya vimos), encontrando condiciones
necesarias y suficientes. En 1940 clasificé todas las ecuaciones de cuarto orden con soluciones
polinémicas recuperando las familias clasicas y tres nuevas familias de polinomios. En 1978,
su hijo, A. M. Krall estudié estas nuevas familias (no cldsicas) y las denominé polinomios
tipo-Legendre, tipo-Laguerre y tipo-Jacobi. Es importante destacar que estos nuevos poli-
nomios eran ortogonales respecto a medidas cldsicas (funciones peso) que contenian deltas
de Dirac, a saber: p(z) = e ® dz + Md(z) soportada en [0,00) para los polinomios tipo-
Laguerre, § dz + @ + @ en [—1,1] para los tipo-Legendre y (1 — z)* dx + Md(z)
en [0, 1] para los tipo-Jacobi. La generalizacién de este problema al caso de los polinomios
“discretos” desembocd en una conjetura propuesta por R. Askey en 1990 y resuelta por H.
Bavinck and H. van Haeringen en 1994 e independientemente por R. Alvarez-Nodarse y F.
Marcelldn en un trabajo aparecido un afio mas tarde [2]. Un estudio mds general de este
tipo de polinomios asi como las relaciones limites entre los distintos polinomios de tipo Krall
(tanto continuos como discretos) fue hecho en [3]. Otra generalizacién de los polinomios or-
togonales clasicos son los polinomios ortogonales respecto a un producto escalar de tipo
Sobolev introducidos por D. C. Lewis en 1947.

En otra direccién, W. Hahn en 1949 propuso el siguiente problema: Sea L el operador

lineal Lf(x) = %: Encontrar todas las sucesiones de polinomios ortogonales tales
que:

1. (LP,(x)), sea también una sucesién de polinomios ortogonales;

2. (Py(z))n satisfaga una ecuacién de la forma: o(z)L2P,(z) + 7(z)LP,(z) + AP, (z) = 0,
donde grado ¢ < 2 y grado 7 = 1;



3. Exista un polinomio Xg, X;11(z) = X;(¢z + w) y una funcién p independientes de n tal
que p(z)Pn(z) = (L)"[Xo(z) - X1(2) - - Xp(2)p(@)];

4. Los momentos pu, asociados a la sucesién (P,),, definidos por: pu, = ffooo x"du(z),

satisfacen una relacién de recurrencia de la forma: p,, = z-tsgn -1, ad—bc#D0.

En ese mismo trabajo Hahn da la respuesta para el funcional L = ©, correspondiente
al caso ¢ € (0,1) yw = 0. El caso ¢ =1y w = 1 conduce directamente a los polinomios
discretos antes mencionados y fue resuelto por P. Lesky en 1962. El casow =0y ¢ — 1
se transforma en el caso cldsico estudiado por el mismo Hahn en 1935-1939. Aunque su
articulo de 1949 es obscuro y préacticamente no contiene ninguna demostracién, en él Hahn
encuentra la familia mas general de polinomios que pertenecian a la clase antes mencionada
(w = 0), que son los hoy conocidos g-polinomios grandes de Jacobi y en particular los
g—polinomios que llevan su nombre: g—polinomios de Hahn y que constituyen una familia
finita. Un hecho sorprendente fue que aparte de las tres caracterizaciones anteriores de
Hanh no se conocia ninguna otra caracterizacién de estas familias. Este lapso fue cubierto
recientemente por J.C. Medem, R. Alvarez-Nodarse y F. Marcellan [28], donde ademads se
prueban las siguientes:

Teorema 3 Sea L un funcional regular y (P,), la sucesidn de polinomis ortogonales aso-
ciada y sea ¢ € C\{q : |q| = 1}. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) L satisface la ecuacion distribucional ©4(dL) = YL, con grado(d) < 2 y grado(yp) = 1.

(b) Ezisten dos polinomios o) y ¥ de grados a mds 2 y exactamente 1, respectivamente,
y una sucesion de constantes /\,(f) € C\{0}, n > 1 )\gk) = 0, tal que ¢(’“)G)q®q71 ngk) +
b0, QY =2V QY con Q) = CokOF Py (Cry es tal que QF = zm +--).

(c) Ezxiste dos polinomios ¢ y ¢* de grado a lo mds 2, y seis sucesiones (an)n, (bn)n, (Cn)n,
(@f)n, (O})n, (cf)n, cncy # 0 tales que pOP, = anPpy1 + by Py + cyPro1 y ¢*0 1 P, =

G,an_i_l + b:(;,Pn + C;Pn—l-

(d) Ezisten dos sucesiones (en)n>0, (hn)n>0 tales que P, = Qpn + enQn_1 + hnQn_2 con
Qn = qnq+;11,1@qpn+l'

Finalmente, mencionaremos que J.C. Medem en 1996 di6 otras caracterizaciones para una
clase méas general: los polinomios g—semiclédsicos usando en sus demostraciones el g—analogo
de la teoria de los funcionales lineales que introdujo el francés P. Maroni en los 80 para el
caso “continuo”.

6 Polinomios ortogonales, espacios L? y funciones en-
teras.

Otro de los aspectos importantes que conforman la teoria de los polinomios ortogonales,
el relacionado con la unicidad de la medida peso, se desarrollé en los afios veinte. Stieltjes ya
habia puesto de manifiesto al final del siglo XIX, no sin cierta sorpresa, que habia familias



que eran ortogonales respecto a infinitas medidas positivas: el primer ejemplo que mostrd
es un caso muy especial de los ahora llamados polinomios de Stieltjes-Wigert (caso especial
de g—polinomios) que son ortogonales en el semieje positivo con respecto a cualquiera de
las siguientes funciones: ¢~ !°8%(1 4 Asen (27 logt)) cualquiera sea —1 < X < 1, que se tome.
Cuando una medida es la dnica que ortogonaliza a una sucesién de polinomios ortogo-
nales se llama determinada (en efecto, queda determinada por su sucesién de polinomios
ortogonales), en otro caso se le llama indeterminada.

El estudio de las medidas indeterminadas dio origen a una bellisima teoria, que conjuga
aspectos geométricos, de andlisis real y complejo, y fue desarrollada esencialmente durante
los afios veinte por Nevalinna y M. Riesz. En concreto se encontraron condiciones para la
indeterminacién, entre las cuales la siguiente es la mas conocida: para algin (y entonces
para todo) niumero complejo no real z la sucesién de polinomios ortonormales (py,), verifica
>, [Pn(2)? < 0o. También se consiguié dar una parametrizacién de todas las medidas que
ortogonalizaban a una sucesién de polinomios ortogonales (Nevanlinna), a partir de cuatro
funciones enteras definidas a partir de la sucesién de polinomios (por ejemplo, una de estas
funciones enteras se define como D(z) = )", pn(0)pn(2)). Otro resultado importante de esta
teoria establece cuando el espacio lineal de los polinomios es denso en el espacio de funciones
de cuadrado integrable. El principal resultado es de M. Riesz y establece que: (1) si la me-
dida p es determinada entonces los polinomios son automaticamente densos en L2(u), (2) si
1 es indeterminada entonces puede haber densidad o no, siendo el criterio para establecer
cuando hay densidad el siguiente: para cada numero complejo z se considera el conjunto de
nimeros complejos { [ dt"T(? . vy p tienen la misma sucesién de polinomios ortogonales};
resulta que este conjunto es un circulo para todo z y precisamente aquellas medidas v
tales que [ 9“4
el espacio lineal de los polinomios es denso en L?(v). Estas medidas forman una familia
uniparamétrica dentro de las que tienen la misma familia de polinomios ortonormales y son
extremadamente extranas e inestables. La caracterizacién anterior para la indeterminacién
tiene ademéas como consecuencia inmediata el hecho de que el espacio L?(p) asociado a estas
medidas es un espacio de Hilbert de funciones enteras (en el sentido de los estudiados por
Louis de Branges en la década de los 60).

caiga justo en la circunferencia de este circulo son las que verifican que

Al final de los cuarenta esta teoria de medidas indeterminadas estaba practicamente
completada con excepcién de dos problemas abiertos: 1) Quedaba por estudiar para que
medidas determinadas el espacio de funciones de cuadrado integrable asociado a ellas era
también un espacio de Hilbert de funciones enteras. 2) Desarrollar algunos ejemplos.

Curiosamente esta hermosa teoria era una teoria sin ejemplos; si se conocian ejemplos
de algunas medidas indeterminadas (véase la de Stieltjes mas arriba) pero no se habfan
desarrollado ninguno al completo, esto es, calculando explicitamente expresiones para las
funciones enteras asociadas que permiten la parametrizacién de todas las soluciones, idem
para las medidas N-extremales, etc. El desarrollo completo de uno de estos ejemplos es muy
complicado y, dado que en aquel momento no habia motivacién suficiente para hacerlo, este
desarrollo no se llevé a cabo.

La teoria se ha retomado con fuerza en esta década, precisamente cuando ha aparecido
la motivacién suficiente para desarrollar los ejemplos. Esta motivacion viene de otra de las
aplicaciones estelares de la teoria de polinomios ortogonales: en este caso para modelizar los
llamados procesos de vida y muerte (son un caso especial de los procesos estacionarios de
Markov cuando el espacio de estados consiste en los niimeros naturales; tiene aplicaciones
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en una gran variedad de campos, incluyendo fisica nuclear, reacciones quimicas (modelo de
Schlogl), dindmica de poblaciones, modelos genéticos (modelo de Moran), etc).

El primer problema, junto con el de caracterizar cuando la evaluacién de una pertur-
bacién diferencial discreta de la sucesién de polinomios ortonormales estd en ¢2, ha sido
resuelto en la dltima década por C. Berg y A. J. Durdn en una serie de articulos publicados
entre 1995y 1997 [6, 7, 8, 9]. La herramienta esencial ha sido la definicién y estudio del indice
de determinacién: ind,(u) definido por ind, () = sup{k € N : |t — 2|** ;1 sea determinada};
indice que tiene su origen en el indice de determinacion de tipo Stieltjes introducido en 1991
por C. Berg y A. Thill (Acta Math. 167, 207-227). De los resultados de Berg y Duran
se deduce que para una medida determinada p el espacio L2(u) es un espacio de funciones
enteras si y sélo si el indice de determinacién de p es finito (esto proporciona nuevos e
interesantes ejemplos para la teoria de espacios de Hilbert de funciones enteras desarrollada
por de Branges).

7 Polinomios en redes no uniformes

Aunque los g—polinomios eran conocidos a finales del siglo XIX —el primer ejemplo de
g—polinomios se debe A. A. Markov, el famoso estudiante de Chebyshev, en 1884 quien
considerd un caso particular de los que se conocen como polinomios de g—Hahn obtenidos
por W. Hahn en 1949 en su trabajo que ya mencionamos anteriormente— justamente a
partir del trabajo de Hahn en 1949 su estudio recobra fuerza fundamentalmente debido
a su conexioén con la teoria de representacién de g—aélgebras, funciones Theta, teoria de
particiones, entre otras.

Mas recientemente ya en los afios 80 los estadounidenses G. E. Andrews y R. Askey
por un lado y los rusos A. F. Nikiforov y A. V. Uvarov, por el otro, descubrieron que todas
las familias de polinomios ortogonales clasicos podian obtenerse como casos limites de los
polinomios de g—Racah o los polinomios de Askey-Wilson, definidos mediante las series
hipergeométricas béasicas (las correspondientes “q” generalizaciones de la serie de Gauss).
En particular, la escuela “americana” se centré en el estudio de estos objetos a partir de las
series bdsicas 4¢3, definidas en general por

d) al,az,...,
"r b17b2a 7

con (a;q), = Hz;é(l —ag®), apareciendo en 1994 [25] la ¢g—Tabla de Askey que clasificaba
(presuntamente) a todas las familias de g—polinomios. Algo méas tarde en 1983, Nikiforov y
Uvarov proponen una aproximacién diferente (y més general) consistente en considerarlos
como soluciones polinémicas de una ecuacion en diferencias:

A wyls) | T(z(s) [Ay(s) | vy(s) B
Aas— D) va(s) 2 {Ax(s)-i_vx(s)}-'_/\y(s)_o’

Vi) =f(s) = fls=1),  Af(s)=[fls+1)—f(s),

con z(s) = c1(q)q® + c2(q)g™% + c3(q), donde q € C, ¢y, c2,c3 son constantes que pueden
depender de ¢, pero son independientes de s, 6(z(s)) es un polinomio de grado, a lo sumo,
2 en z(s) y 7(x(s)), de grado 1 y A es una constante. La ecuacién anterior se denomina

k

al,q (ar; @k 2z koEg-1)]P
E —1)"q2 , O0<g<1,
) — (bi;q)k - (b Ok (40)k [( )'a ] 1

5(z(s))
2)
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ecuacion en diferencias de tipo hipergeométrico y aproxima a la ecuacién (1) en la red no
uniforme x(s). Una propiedad inmediata de esta aproximacién es precisamente que las
soluciones de (2) se pueden expresar como series basicas. Los trabajos de estos dos autores
culmina con una clasificacién diferente de los g—polinomios aparecida en 1991 [30].

Aparentemente la clasificacién de los ¢g—polinomios segtin la g—tabla de Askey contenia
todas las familias posibles de g—polinomios, no obstante quedaba la cuestién de si realmente
la ecuacién de tipo de hipergeométrica (2) tenia como solucién a todas las familias conocidas
de g—polinomios. En una continuacién del trabajo [28] junto a J. C. Medem [4] descubrimos
algo sorprendente: incluso dentro de la clase de Hahn (lo que equivale a trabajar en la red
exponencial lineal 2(s) = ¢1¢° +¢3) la clasificacién de Nikiforov-Uvarov contiene dos familias
completamente nuevas y no contenidas en el g—esquema de Askey. Ellas son:

. T 0 T
Jn(T;a,b) = 20, ( 7 a; %> .y ln(zia) =20, < 7 ‘q; ——) .

— a
Actualmente continua abierto el problema de caracterizacién en la red general conociéndose
s6lo algunos resultados parciales (aunque muy interesantes) debidos a A. Grunbaum y L.
Haine usando técnicas biespectrales [24] asi como una clasificacién completa de todas las
familias en la red general z(s) = ¢1(q)q® + c2(q)q* + ¢3(q).

—n n

, aq

Para concluir este apartado comentaremos otro de los problemas de gran importancia
(en particular por sus correspondientes aplicaciones): las propiedades espectrales (distribu-
cién asintética de ceros) de los g—polinomios. A ese respecto no existe practicamente ningin
resultado a excepcién de un trabajo de J. S. Dehesa en 1979 y otro mads reciente en 1997
en colaboracién con el primer autor de este articulo [1] donde se estudian, a partir de la
relacién de recurrencia a tres términos que dichos polinomios satisfacen, los momentos asin-
téticos ufcn) de las familias de g—polinomios definidos por ,u,(en) = %Z?:o xﬁm siendo z, ;,
j=1,2,...,n los ceros del polinomio P,. En interés sucitado en los ultimos anos por los
polinomios discretos también ha llevado a los investigadores a preguntarse sobre las den-
sidades asintéticas de ceros de las familias discretas, comenzando por los ya mencionados
polinomios discretos de Chebyshev para el estudio de los cuales E.A. Rakhmanov, en 1996,
desarrollé una elegante teoria del potencial con campos externos utilizada con éxito para el
caso de otras familias discretas. El uso de técnicas de teoria del potencial para el estudio
de los ceros de g—polinomios puede ser un instrumento de gran utilidad y permanece ain

sin explotar.

8 Polinomios matriciales

Finalizamos este trabajo con una breve descripcién de una de las extensiones mas impor-
tantes y de mayor actualidad de la teorfa de polinomios ortogonales: los polinomios ortogo-
nales matriciales. Estos objetos mateméticos son polinomios cuyos coeficientes son matrices
cuadradas e.g. N x N, o equivalentemente, son matrices cuyas entradas son polinomios, i.e.,
P.(z) = A2+ A, 12" '+ Ajx+ Ag con A, € RVN E=0,1,...,n. La ortogonalidad
viene dada en este caso por una matriz de medidas p = (Hi,j)?fjﬂ definida positiva (es decir
tal que para todo conjunto de Borel A C R la matriz nimerica p(A4) = (u; (A))ﬁ\fj:1 es
semidefinida positiva) con momentos [, t"dW (t) < 400 Vn > 0, tal que

/RPn(x)d,u(x)Pm () = 0n,mIn, n,m >0, (3)
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siendo I';, una matriz definida positiva. Como en el caso escalar, la sucesién de polinomios
matriciales ortogonales (P, ), satisfacen una férmula de recurrencia de tres términos:

tPu(t) = Api1 Post () +Bn(t) Pa(t)+A% Py (), n >0, donde P_i(t) = 0,, Py(t) = L.

La ortogonalidad matricial ha sido estudiada de manera esporddica durante los ultimos
cincuenta anos. Por ejemplo, M. Krein considera el problema de momentos matricial y los
correspondientes polinomios matriciales en los anos 40. En los 60 se interesan por ellos F.
Atkinson (1968) y Yu. M. Berezansky (1965) en sus monografias Discrete and continuous
boundary problems y Ezxpansions in eigenfunctions of selfadjoint operators, respectivamente.
En los 80, J.S. Geronimo los usa en la terfa de dispersién (scattering theory), S. Basu y N.
K. Bose (1983) en Modelos de redes (networks), etc. No obstante faltaba motivacién para
desarrollar un estudio sistemaético de la teoria; esta motivacién ha aparecido al principio de
esta década cuando el segundo de los firmantes ha mostrado como interpretar matricialmente
la ortogonalidad escalar, convirtiendo asi a la teoria de polinomios matriciales ortogonales
en una herramienta para resolver problemas de la teoria escalar clésica.

Dedicaremos las tltimas lineas a explicar esta interpretacion no trivial de la ortogona-
lidad escalar como ortogonalidad matricial, y a ilustrar con algunos ejemplos de su utilidad.

El inicio de la historia tiene lugar a finales de los 80 cuando, en relacién con la clasi-
ficacién de soluciones polinomiales de ecuaciones diferenciales, se empezaron a considerar
familias de polinomios ortonormales con respecto a productos escalares del tipo

.0 = [ pOadu) + 30 Mo (50)a™ (@),

k,m=1

donde p es una medida positiva, My, > 0y z, m son reales. Las familias (py)y de poli-
nomios ortonormales con respecto a tales productos escalares (llamados Sobolev discretos)
ya no verifican una férmula de recurrencia de tres términos, pero si una que se puede reducir
al tipo:

N
thn( ) = Cn, 0pn + Z Cn kDPn— k + Cn+k, kpn+k( ))
k=1

con cpo real, o, v # 0, n € N, y pr, = 0si k < 0. Se planted, entonces, el problema
de caracterizar la ortogonalidad candnica para las familias de polinomios verificando tales
férmulas de recurrencia (al igual que el teorema de Favard da la ortogonalidad con respecto
a una medida positiva para las familias de polinomios verificando una férmula de recu-
rrencia de tres términos). La respuesta al problema la di6 Antonio J. Duran [13, 14],
y establece una equivalencia entre familias de polinomios escalares verificando férmulas
de recurrencia del tipo anterior y polinomios matriciales ortonormales: si definimos los
operadores Ry, m = 0,1,---, N — 1 actuando sobre cualquier polinomio p en la forma

(AN 4m)
Rnm(p)(t) = >, B nN+m()?)t , L.e., Ry, toma de p aquellas potencias de ¢ congruentes

con m médulo N, eliminando el factor comtn ™ y cambiando ¢V por ¢, entonces tenemos:

Teorema 4 [14] Si (pn)n (9rado(py) = n) satisfacen una relacion de recurrencia a (2N +1)-
términos entonces existe una matriz de medidas definida positiva g = (m,m’)m,m'=0,-.. . N—1
tal que los polinomios (py)n son ortogonales respecto al producto escalar

B(p, q) = Z / RN m RN m’( )dum m’-

0<m,m'<N-1
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En consecuencia, tenemos la siguiente equivalencia: Si los polinomios escalares p, ()
(n=0,1,2,---) (grado(p,) = n) verifican una relacién de recurrencia a (2N + 1)-términos
y definimos la sucesién (P, ), de polinomios matriciales como

Ry o(pnn)(2) e Ry ,N—1(pan)(t)
Rno(pan+1)(t) ... BRnN—1(Pan+1)(t)
P, (t) = : .. : ’
RN,O(an\;-i-N—l)(t) oo RnN—1(PaNsn=1)(t)

entonces, (P,), es una familia ortogonal in R respecto a cierta matriz de medidas definida
positiva. El reciproco también es cierto (vedse para mas detalle [23]).

Esta relacién permite dar la siguiente interpretacién no trivial de la ortogonalidad
escalar como ortogonalidad matricial (serd la puerta que permitira aplicarla para resolver
problemas de la teoria clasica). Partimos de una sucesién de polinomios (py), ortogonales
con respecto a una medida positiva, verifican por tanto una férmula de recurrencia de tres
términos. Iterdndola llegamos a una de cinco términos:

t2pn (t) = Qn42Pn+2 (t) + Bn+1pn+1(t) + 'ann(t) + Bnpn—l(t) + anpn—Q(t)-
Aplicando el resultado anterior para N = 2, encontramos que existe una matriz de medidas

definida positiva W = < Wi Wiz

tal que (pn)n son ortogonales respecto a ella en el
W21 W22

sentido del teorema 4:

1
Z /R2,z(pn)R2,](pm)dwz,] = 6n,m-
R

i,j=0

En principio es facil comprobar que cada medida positiva p verificando [ pppmdp = 6n,m
genera una matriz de medidas definida positiva W, con respecto a la que (py,), son también
ortonormales; esta matriz de medidas se define como sigue:

_ o ) o(tp)
Wu‘(w(tm w(t2u)>

donde (p) es la medida imagen de p bajo 1(t) = t2. Pero, la clave de la cuestién es que
otras matrices de medidas W pueden existir, y de hecho existen en general (incluso cuando
la medida es determinada: véase para una caracterizacién completa [9]), que no son de la
forma W), esto es, no provienen de una medida escalar. Precisamente estas matrices de
medidas guardan informacién sobre los polinomios (p,), que no puede ser proporcionada
por las medidas peso.

Por ejemplo, sea (pn), una sucesién escalar de polinomios ortonormales. Es conocido
desde principios de siglo que m = sup{u({r}) : 1 es una medida para (p,), }. Sin
embargo, el problema andlogo para las derivadas de p,, permanecia abierto. Precisamente
porque para darle respuesta es necesario acudir a la ortogonalidad matricial. En particular
para el caso de la primera derivada se tiene

1 2
5 = sup{w22({0}) — [wiz"({0}) W = (wm)?’jzlmedida matricial de (pp)n }-

>0 1PR(0)] wy,1({0})

Este uso de la ortogonalidad matricial para resolver problemas de la ortogonalidad
escalar clasica ha generado el interés necesario para llevar a cabo un estudio sistématico de
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la ortogonalidad matricial, situdndola, ademds, como una de las dreas mas prometedoras
dentro de la teoria de polinomios ortogonales. Para concluir citaremos, a modo de resumen,
algunos de los resultados importantes que han sido obtenidos recientemente: férmulas de
cuadratura y propiedades de los ceros (A. J. Duran, P. Lépez-Rodriguez, A. Sinap, W.
Van Asse [15, 18, 32], etc); férmulas asintéticas (asintética del cociente y de ceros) (A.
J. Duran, E. Danieri, P. Lépez-Rodriguez, E. Saff [16, 17, 22]); problema de momentos
matricial: Densidad de los polinomios, Parametrizacién de Nevalina, matrices de medida
N —extremales (A. J. Duran, P. Lépez-Rodriguez [19, 20, 21, 26, 27]).
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