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La propiedad de hipergeometricidad

Definición: La ecuación diferencial lineal

σ(z)y ′′ + τ(z)y ′ + λy = 0,

la denominaremos ecuación hipergeométrica (EH) y sus soluciones
serán las funciones de tipo hipergeométrico (FtH).
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La propiedad de hipergeometricidad

Definición: La ecuación diferencial lineal

σ(z)y ′′ + τ(z)y ′ + λy = 0,

la denominaremos ecuación hipergeométrica (EH) y sus soluciones
serán las funciones de tipo hipergeométrico (FtH).

Teorema: Todas las derivadas y (m) ≡ ym de una FtH también son
funciones FtH, además

σ(x)y ′′m + τm(x)y
′

m + µmym = 0,

τm(x) = τ(x) +mσ′(x), µm = λ+mτ ′(x) + m(m−1)
2 σ′′(x)

Esta propiedad la llamaremos de hipergeometricidad (PH)
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Prueba de la PH

Derivamos la Ec. σ(z)y ′′ + τ(z)y ′ + λy = 0

σy ′′1 + [τ(x) + σ′(x)]y ′1 + (λ+ τ ′)y1 = 0.
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Prueba de la PH

Derivamos la Ec. σ(z)y ′′ + τ(z)y ′ + λy = 0

σy ′′1 + [τ(x) + σ′(x)]y ′1 + (λ+ τ ′)y1 = 0.

Sea τ1(x) = τ(x) + σ′(x) & µ1 = λ+ τ ′, =⇒
σy ′′1 + τ1(x)y

′

1 + µ1y1 = 0, deg σ ≤ 2, deg τ1 ≤ 1.
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Prueba de la PH

Derivamos la Ec. σ(z)y ′′ + τ(z)y ′ + λy = 0

σy ′′1 + [τ(x) + σ′(x)]y ′1 + (λ+ τ ′)y1 = 0.

Sea τ1(x) = τ(x) + σ′(x) & µ1 = λ+ τ ′, =⇒
σy ′′1 + τ1(x)y

′

1 + µ1y1 = 0, deg σ ≤ 2, deg τ1 ≤ 1.

Sup. ym−1 satisface σ(x)y ′′m−1 + τm−1(x)y
′

m−1 + µm−1ym−1 = 0.
Derivando

σ(x)y ′′m + τm(x)y
′

m + µmym = 0,

τm(x) = τm−1(x) + σ′(x), µm = µm−1 + τ ′m−1.
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Prueba de la PH

Derivamos la Ec. σ(z)y ′′ + τ(z)y ′ + λy = 0

σy ′′1 + [τ(x) + σ′(x)]y ′1 + (λ+ τ ′)y1 = 0.

Sea τ1(x) = τ(x) + σ′(x) & µ1 = λ+ τ ′, =⇒
σy ′′1 + τ1(x)y

′

1 + µ1y1 = 0, deg σ ≤ 2, deg τ1 ≤ 1.

Sup. ym−1 satisface σ(x)y ′′m−1 + τm−1(x)y
′

m−1 + µm−1ym−1 = 0.
Derivando

σ(x)y ′′m + τm(x)y
′

m + µmym = 0,

τm(x) = τm−1(x) + σ′(x), µm = µm−1 + τ ′m−1.

τm(x) = τm−1(x)+σ
′(x) = τm−2(x)+2σ′(x) = · · · = τ0(x)+mσ′(x), τ0(x) =

µm − µm−1 = τ ′m−1, =⇒
m∑

k=1

(µk − µk−1) =

m∑

k=1

τ ′k−1 =⇒
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Prueba de la PH

Derivamos la Ec. σ(z)y ′′ + τ(z)y ′ + λy = 0

σy ′′1 + [τ(x) + σ′(x)]y ′1 + (λ+ τ ′)y1 = 0.

Sea τ1(x) = τ(x) + σ′(x) & µ1 = λ+ τ ′, =⇒
σy ′′1 + τ1(x)y

′

1 + µ1y1 = 0, deg σ ≤ 2, deg τ1 ≤ 1.

Sup. ym−1 satisface σ(x)y ′′m−1 + τm−1(x)y
′

m−1 + µm−1ym−1 = 0.
Derivando

σ(x)y ′′m + τm(x)y
′

m + µmym = 0,

τm(x) = τm−1(x) + σ′(x), µm = µm−1 + τ ′m−1.

τm(x) = τm−1(x)+σ
′(x) = τm−2(x)+2σ′(x) = · · · = τ0(x)+mσ′(x), τ0(x) =

µm − µm−1 = τ ′m−1, =⇒
m∑

k=1

(µk − µk−1) =

m∑

k=1

τ ′k−1 =⇒

µm − µ0 =

m∑

k=1

τ ′k−1, µ0 = λ, τ ′k−1 = τ ′ + (k − 1)σ′′

The inverse is also true. We leaves this as an exercise.Renato Álvarez-Nodarse Resolviendo la Ecuación de Schrödinger: Las funciones especiales



La fórmula de Rodrigues

La EH se puede escribir en forma simétrica (o autoadjunta)

[σ(x)ρ(x)y ′]′ + λρ(x)y = 0, [σ(x)ρm(x)y
′

m]
′ + µmρm(x)ym = 0,

donde ρ y ρm son soluciones de la EDO de Pearson:

[σ(x)ρ(x)]′ = τ(x)ρ(x), [σ(x)ρm(x)]
′ = τm(x)ρm(x).
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La fórmula de Rodrigues

La EH se puede escribir en forma simétrica (o autoadjunta)

[σ(x)ρ(x)y ′]′ + λρ(x)y = 0, [σ(x)ρm(x)y
′

m]
′ + µmρm(x)ym = 0,

donde ρ y ρm son soluciones de la EDO de Pearson:

[σ(x)ρ(x)]′ = τ(x)ρ(x), [σ(x)ρm(x)]
′ = τm(x)ρm(x).

Como τm(x) = τ(x) +mσ′(x) =⇒ ρm(x) = σm(x)ρ(x).

Teorema: Las soluciones polinómicas de EH son t.q.

P
(m)
n (x) =

AnmBn

ρm(x)

dn−m

dxn−m
[ρn(x)], Bn = P

(n)
n /Ann

where Anm = Am(λ)
∣∣∣
λ=λn

=
n!

(n −m)!

m−1∏

k=0

[τ ′ + 1
2
(n + k − 1)σ′′] and

µm = µm(λn) = −(n −m)[τ ′ + 1
2
(n +m − 1)σ′′].
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La fórmula de Rodrigues

Corolario: Las soluciones polinómicas de EH se pueden caclular
mediante la fómula de Rodrigues:

Pn(x) =
Bn

ρ(x)

dn

dxn
[ρn(x)], Bn = P

(n)
n /Ann

donde

λ := λn = −nτ ′ − n(n − 1)

2
σ′′.
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La fórmula de Rodrigues

Corolario: Las soluciones polinómicas de EH se pueden caclular
mediante la fómula de Rodrigues:

Pn(x) =
Bn

ρ(x)

dn

dxn
[ρn(x)], Bn = P

(n)
n /Ann

donde

λ := λn = −nτ ′ − n(n − 1)

2
σ′′.

Si n = 1

P1(x) =
B1

ρ(x)
[σ(x)ρ(x)]′ = B1τ(x), =⇒ deg τ = 1.

Si calculamos el pol. de grado 1 utilizando la FR y usamos Pearson

P1(x) =
B1

ρ(x)
[σ(x)ρ(x)]′ = B1τ(x).

Luego deg τ = 1. Obviamente P1(s) y τ(x) tienen la misma ráız.
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Ortogonalidad

Teorema

Si xkσ(x)ρ(x)
∣∣∣
b

a
= 0, para todo k ≥ 0.

Entonces las soluciones polinómicas de σ(z)y ′′ + τ(z)y ′ + λy = 0
constituyen una sucesión de polinomios ortogonales (SPO) respecto a
la función peso ρ definida por

la ecuación de Pearson

[σ(x)ρ(x)]′ = τ(x)ρ(x)

∫ b

a

Pn(x)Pm(x)ρ(x)dx = δn,md
2
n ,

donde δn,m es el śımbolo de Kronecker y dn la norma de Pn.
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Ortogonalidad

Teorema

Si xkσ(x)ρ(x)
∣∣∣
b

a
= 0, para todo k ≥ 0.

Entonces las soluciones polinómicas de σ(z)y ′′ + τ(z)y ′ + λy = 0
constituyen una sucesión de polinomios ortogonales (SPO) respecto a
la función peso ρ definida por

la ecuación de Pearson

[σ(x)ρ(x)]′ = τ(x)ρ(x)

∫ b

a

Pn(x)Pm(x)ρ(x)dx = δn,md
2
n ,

donde δn,m es el śımbolo de Kronecker y dn la norma de Pn.

Análogamente:

∫ b

a

P
(k)
n (x)P

(k)
m (x)ρk(x)dx = δn,md

2
kn.
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La RRTT

Theorem

Los polinomios ortogonales satisfacen una relación de recurrencia a
tres términos de la forma

xPn(x) = αnPn+1(x) + βnPn(x) + γnPn−1(x),

donde

αn =
an
an+1

, βn =
bn
an

− bn+1

an+1
, γn =

an−1

an

d2
n

d2
n−1

,

donde an, bn son los coef. del desarrollo
Pn(x) = anx

n + bnx
n−1 + · · · , y dn es la norma de los polinomios.
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La RRTT

Theorem

Los polinomios ortogonales satisfacen una relación de recurrencia a
tres términos de la forma

xPn(x) = αnPn+1(x) + βnPn(x) + γnPn−1(x),

donde

αn =
an
an+1

, βn =
bn
an

− bn+1

an+1
, γn =

an−1

an

d2
n

d2
n−1

,

donde an, bn son los coef. del desarrollo
Pn(x) = anx

n + bnx
n−1 + · · · , y dn es la norma de los polinomios.

Ejercicio: Prueba que: d2
n = Bn(−1)nn!an

∫ b

a

σn(x)ρ(x)dx .
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Propiedades de los ceros de los PO

A partir de la RRTT se puede probar el siguiente

Teorema

Supongamos que ρ(x) es positiva en el interior del intervalo (a, b).
Entonces:

1 Todos los ceros de Pn son reales, simples y están localizados en
(a, b).

2 Dos polinomios consecutivos Pn y Pn+1 no pueden tener ningún
cero en común.

3 Sean xn,j los ceros del polinomio Pn, (consideraremos que
xn,1 < xn,2 < · · · < xn,n). Entonces:

xn+1,j < xn,j < xn+1,j+1,

es decir, los ceros de Pn y Pn+1 entrelazan unos con otros.
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Propiedades de la ecuación hipergeométrica

Nota

Si queremos que la función peso sea positiva e integrable en el interior
del intervalo de ortogonalidad y suponemos que σ(x) > 0 en dicho
intervalo se puede comprobar que el polinomio τ ha de cumplir dos
propiedades importantes:

1 En primer lugar la derivada de τ ha de ser negativa. Esto es
particularmente importante en los casos cuando σ = 1 y σ = x,
que corresponden a intervalos de ortogonalidad no acotados,

2 τ ha de anularse en el interior del intervalo de ortogonalidad. Ello
es consecuencia de que P1(x) = B1τ(x) y de las propiedades de
los ceros.
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Los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi

Pn(x) Hn(x) Lαn (x) Pα,β
n (x)

σ(x) 1 x 1− x2

τ(x) −2x −x + α+ 1 −(α+ β + 2)x + β − α

λn 2n n n(n + α+ β + 1)

ρ(x) e−x2 xαe−x (1− x)α(1 + x)β

α > −1 α, β > −1

Bn

(−1)n

2n
(−1)n

(−1)n

(n + α+ β + 1)n
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Los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi

Hn(x) =





(−1)m
(
1

2

)

m

1F1

(
−m
1
2

∣∣∣∣x
2

)
, n = 2m

(−1)m
(
3

2

)

m

x 1F1

(
−m
3
2

∣∣∣∣x
2

)
, n = 2m + 1

Lαn (x) =
(−1)nΓ(n + α+ 1)

Γ(α + 1)
1F1

(
−n
α+ 1

∣∣∣∣x
)
,

Pα,β
n (x) =

2n(α+ 1)n
(n + α+ β + 1)n

2F1

(
−n, n+ α+ β + 1

α+ 1

∣∣∣∣
1− x

2

)
.
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Los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi

Hn(x) =





(−1)m
(
1

2

)

m

1F1

(
−m
1
2

∣∣∣∣x
2

)
, n = 2m

(−1)m
(
3

2

)

m

x 1F1

(
−m
3
2

∣∣∣∣x
2

)
, n = 2m + 1

Lαn (x) =
(−1)nΓ(n + α+ 1)

Γ(α + 1)
1F1

(
−n
α+ 1

∣∣∣∣x
)
,

Pα,β
n (x) =

2n(α+ 1)n
(n + α+ β + 1)n

2F1

(
−n, n+ α+ β + 1

α+ 1

∣∣∣∣
1− x

2

)
.

pFq

(
a1, a2, . . . , ap
b1, b2, . . . , bq

∣∣∣∣x
)

=

∞∑

k=0

(a1)k(a2)k · · · (ap)k
(b1)k(b2)k · · · (bq)k

xk

k!
.

(a)0 = 1, (a)k = a(a+ 1) · · · (a + k − 1), k = 1, 2, 3, ... .
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Un teorema esencial

Teorema

Los polinomios de tipo hipergeométricos (clásicos) pn(x) son las
únicas soluciones de la ecuación hipergeométrica

σ(z)y ′′ + τ(z)y ′ + λy = 0

tales que las funciones

ψn(x) =
√
ρ(x)pn(x),

donde ρ(x) es la función peso con respecto a la cual los pn son
ortogonales, son acotadas y de cuadrado integrable en (a, b),
siendo (a, b) el soporte de la función peso.
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Resolviendo la ecuación de Schrödinger

El método de Nikiforov-Uvarov
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La ecuación hipergeométrica generalizada

La ecuación hipergeométrica generalizada

u′′(z) +
τ̃(z)

σ(z)
u′(z) +

σ̃(z)

σ2(z)
u(z) = 0,

siendo τ̃(z) un polinomio de grado a lo más uno y σ(z) y σ̃(z)
polinomios de grado a lo más dos.
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La ecuación hipergeométrica generalizada

La ecuación hipergeométrica generalizada

u′′(z) +
τ̃(z)

σ(z)
u′(z) +

σ̃(z)

σ2(z)
u(z) = 0,

siendo τ̃(z) un polinomio de grado a lo más uno y σ(z) y σ̃(z)
polinomios de grado a lo más dos.

Hagamos el cambio u(z) = φ(z)y(z),

y ′′(z)+

(
2
φ′(z)

φ(z)
+
τ̃(z)

σ(z)

)
y ′(z)+

(
φ′′(z)

φ(z)
+
φ′(z)τ̃(z)

φ(z)σ(z)
+
σ̃(z)

σ2(z)

)
y(z) = 0.
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La ecuación hipergeométrica generalizada

El objetivo del cambio es convertir la ecuación anterior en una más
sencilla –o por lo menos menos complicada– que (16). Comparando
ambas:

u′′(z) +
τ̃(z)

σ(z)
u′(z) +

σ̃(z)

σ2(z)
u(z) = 0

y ′′(z)+

(
2
φ′(z)

φ(z)
+
τ̃(z)

σ(z)

)
y ′(z)+

(
φ′′(z)

φ(z)
+
φ′(z)τ̃(z)

φ(z)σ(z)
+
σ̃(z)

σ2(z)

)
y(z) = 0.

debemos tener
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La ecuación hipergeométrica generalizada

El objetivo del cambio es convertir la ecuación anterior en una más
sencilla –o por lo menos menos complicada– que (16). Comparando
ambas:

u′′(z) +
τ̃(z)

σ(z)
u′(z) +

σ̃(z)

σ2(z)
u(z) = 0

y ′′(z)+

(
2
φ′(z)

φ(z)
+
τ̃(z)

σ(z)

)
y ′(z)+

(
φ′′(z)

φ(z)
+
φ′(z)τ̃(z)

φ(z)σ(z)
+
σ̃(z)

σ2(z)

)
y(z) = 0.

debemos tener

2
φ′(z)

φ(z)
+
τ̃(z)

σ(z)
=
τ(z)

σ(z)
, o

φ′(z)

φ(z)
=
τ(z)− τ̃(z)

2σ(z)
=
π(z)

σ(z)
,

siendo τ un polinomio de grado a lo más uno y, por tanto, π
polinomio de grado a lo más uno.
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La ecuación hipergeométrica generalizada

Es decir la ecuación original

u′′(z) +
τ̃(z)

σ(z)
u′(z) +

σ̃(z)

σ2(z)
u(z) = 0

se transforma en una equivalente

y ′′(z) +
τ(z)

σ(z)
y ′(z) +

σ(z)

σ2(z)
y(z) = 0,

τ(z) = τ̃(z) + 2π(z),

σ(z) = σ̃(z) + π2(z) + π[τ̃ (z)− σ′(z)] + π′(z)σ(z).
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La ecuación hipergeométrica generalizada

Es decir la ecuación original

u′′(z) +
τ̃(z)

σ(z)
u′(z) +

σ̃(z)

σ2(z)
u(z) = 0

se transforma en una equivalente

y ′′(z) +
τ(z)

σ(z)
y ′(z) +

σ(z)

σ2(z)
y(z) = 0,

τ(z) = τ̃(z) + 2π(z),

σ(z) = σ̃(z) + π2(z) + π[τ̃ (z)− σ′(z)] + π′(z)σ(z).

¿Cómo usamos esto para resolver la ecuación original?
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La ecuación hipergeométrica generalizada

Como σ es un polinomio de grado dos a lo sumo, impongamos que
sea proporcional al propio σ, es decir que

σ(z) = λσ(z)
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La ecuación hipergeométrica generalizada

Como σ es un polinomio de grado dos a lo sumo, impongamos que
sea proporcional al propio σ, es decir que

σ(z) = λσ(z)

Ello es posible pues σ tiene dos coeficientes indeterminados –los
coeficientes del polinomio π– y λ es una constante a determinar, lo
que nos conduce a tres ecuaciones –al igualar los coeficientes de σ y
σ– con tres incógnitas.
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La ecuación hipergeométrica generalizada

Como σ es un polinomio de grado dos a lo sumo, impongamos que
sea proporcional al propio σ, es decir que

σ(z) = λσ(z)

Ello es posible pues σ tiene dos coeficientes indeterminados –los
coeficientes del polinomio π– y λ es una constante a determinar, lo
que nos conduce a tres ecuaciones –al igualar los coeficientes de σ y
σ– con tres incógnitas.

Hecho esto, nuestra ecuación se transforma en

la ecuación hipergeométrica

σ(z)y ′′ + τ(z)y ′ + λy = 0.
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La ecuación hipergeométrica generalizada

Pasemos a calcular π y λ. Como σ = λσ(z), entonces

σ̃(z) + π2(z) + π[τ̃ (z)− σ′(z)] + π′(z)σ(z) = λσ(z),

o, equivalentemente,

π2(z) + [τ̃(z)− σ(z)]π(z) + {σ̃(z)− [λ− π′(z)]σ(z)} = 0.
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La ecuación hipergeométrica generalizada

Pasemos a calcular π y λ. Como σ = λσ(z), entonces

σ̃(z) + π2(z) + π[τ̃ (z)− σ′(z)] + π′(z)σ(z) = λσ(z),

o, equivalentemente,

π2(z) + [τ̃(z)− σ(z)]π(z) + {σ̃(z)− [λ− π′(z)]σ(z)} = 0.

Supongamos que k = λ− π′(z) es conocido, entonces tenemos una
ecuación de segundo orden para π(z). Luego
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La ecuación hipergeométrica generalizada

π(z) =
σ′(z)− τ̃(z)

2
±

√(
σ′(z)− τ̃(z)

2

)2

− σ̃(z) + kσ(z),

pero π(z) ha de ser un polinomio de grado a lo sumo uno, por tanto
el polinomio

Υ(z) =

(
σ′(z)− τ̃ (z)

2

)2

− σ̃(z) + kσ(z)

ha de ser un cuadrado perfecto, es decir su discriminante debe ser
cero, lo que nos conduce a una ecuación para encontrar k . El k
encontrado lo sustituimos en (21) y obtenemos π(z), el cual nos
conduce directamente a λ = π′(z) + k .
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Ejemplos: El oscilador armónico cuántico unidimensional

Partimos de la ecuación de Schrödinger para el oscilador armónico

− ~
2

2m
Ψ′′(x) +

1

2
mω2x2Ψ(x) = EΨ(x), x ∈ R.
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Ejemplos: El oscilador armónico cuántico unidimensional

Partimos de la ecuación de Schrödinger para el oscilador armónico

− ~
2

2m
Ψ′′(x) +

1

2
mω2x2Ψ(x) = EΨ(x), x ∈ R.

Haciendo el cambio x =
√

~/(mω), E = ~ωε/2, se transforma en la
ecuación

Ψ′′(ξ) + (ε− ξ2)Ψ(ξ) = 0,

que obviamente es del tipo hipergeométrico generalizado

u′′(z) +
τ̃(z)

σ(z)
u′(z) +

σ̃(z)

σ2(z)
u(z) = 0

con τ̃(ξ) = 0, σ(ξ) = 1 y σ̃(ξ) = ε− ξ2.
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El oscilador armónico cuántico unidimensional

τ̃(ξ) = 0, σ(ξ) = 1 y σ̃(ξ) = ε− ξ2

k = λ− π′(z), τ(z) = τ̃ (z) + 2π(z),
φ′(z)

φ(z)
=
π(z)

σ(z)

π(z) =
σ′(z)− τ̃(z)

2
±

√(
σ′(z)− τ̃(z)

2

)2

− σ̃(z) + kσ(z)
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El oscilador armónico cuántico unidimensional

τ̃(ξ) = 0, σ(ξ) = 1 y σ̃(ξ) = ε− ξ2

k = λ− π′(z), τ(z) = τ̃ (z) + 2π(z),
φ′(z)

φ(z)
=
π(z)

σ(z)

π(z) =
σ′(z)− τ̃(z)

2
±

√(
σ′(z)− τ̃(z)

2

)2

− σ̃(z) + kσ(z)

Ψ(ξ) =

√
2n√
πn!

e−ξ2/2Hn(ξ), ε = 2n + 1, n = 0, 1, 2, . . . .
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El oscilador armónico: soluciones de la ES

0,1
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62 4−2−4−6
x

|Ψ0|2

0,1
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0,3

0,4

0,5

62 4−2−4−6
x

|Ψ1|2

Figura: Estado fundamental Ψ0 y excitado Ψ1 del oscilador armónico.
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El oscilador armónico: soluciones de la ES

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

62 4−2−4−6
x

|Ψ2|2

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

62 4−2−4−6
x

|Ψ10|2

Figura: Estados excitados Ψn, n = 2 y n = 10 del oscilador armónico.
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El átomo de hidrógeno

− ~
2

2m
∆Ψ(r , θ, φ) + V (r)Ψ(r , θ, φ) = EΨ(r , θ, φ),

con V (r) = −α/r , m la masa del electrón, φ ∈ [0, 2π), θ ∈ [0, π].
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El átomo de hidrógeno

− ~
2

2m
∆Ψ(r , θ, φ) + V (r)Ψ(r , θ, φ) = EΨ(r , θ, φ),

con V (r) = −α/r , m la masa del electrón, φ ∈ [0, 2π), θ ∈ [0, π].

∆ =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2

(
1

sen θ

∂

∂θ

(
sen θ

∂

∂θ

)
+

1

sen2 θ

∂2

∂φ2

)
,
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El átomo de hidrógeno

− ~
2

2m
∆Ψ(r , θ, φ) + V (r)Ψ(r , θ, φ) = EΨ(r , θ, φ),

con V (r) = −α/r , m la masa del electrón, φ ∈ [0, 2π), θ ∈ [0, π].

∆ =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2

(
1

sen θ

∂

∂θ

(
sen θ

∂

∂θ

)
+

1

sen2 θ

∂2

∂φ2

)
,

o bien

∆ = ∆r +
1

r2
∆

∢
,

donde

∆r =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
, ∆

∢
=

1

sen θ

∂

∂θ

(
sen θ

∂

∂θ

)
+

1

sen2 θ

∂2

∂φ2

denotan a los laplacianos radial y angular respectivamente.
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El átomo de hidrógeno
[
∆r +

1

r2
∆

∢

]
Ψ(r , θ, φ) + [ε− v(r)]Ψ(r , θ, φ) = 0,

donde v(r) = 2m/~2V (r) y ε = −2m/~2E .

Separando las variables Ψ(r , θ, φ) = F (r)Y (θ, φ)

∆
∢
Y (θ, φ) + µY (θ, φ)= 0, ∆rF (r) +

[
ε− v(r)− µ

r2

]
F (r) = 0,

donde µ es cierta constante a determinar.
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El átomo de hidrógeno
[
∆r +

1

r2
∆

∢

]
Ψ(r , θ, φ) + [ε− v(r)]Ψ(r , θ, φ) = 0,

donde v(r) = 2m/~2V (r) y ε = −2m/~2E .

Separando las variables Ψ(r , θ, φ) = F (r)Y (θ, φ)

∆
∢
Y (θ, φ) + µY (θ, φ)= 0, ∆rF (r) +

[
ε− v(r)− µ

r2

]
F (r) = 0,

donde µ es cierta constante a determinar.

Comencemos por la primera. Sea (SV) Y (θ, φ) = Θ(θ)Φ(φ)

Φ′′(φ) + νΦ(φ) = 0,

sen θ
∂

∂θ

(
sen θ

∂Θ(θ)

∂θ

)
+ [µ sen2 θ − ν]Θ(θ) = 0,

donde ν es cierta constante.
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El átomo de hidrógeno

Aśı Φm(φ) =
1√
2π

e imφ, ν = m2, m ∈ Z.
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El átomo de hidrógeno

Aśı Φm(φ) =
1√
2π

e imφ, ν = m2, m ∈ Z.

La segunda ecuación en (27) es

sen θ
∂

∂θ

(
sen θ

∂Θ(θ)

∂θ

)
+ [µ sen2 θ −m2]Θ(θ) = 0,

Haciendo el cambio x = cos θ, entonces
d/dθ = dx/dθ · d/dx = − sen θd/dx , y sen θ =

√
1− x2)

(1− x2)
d

dx

(
(1− x2)

∂Θ(x)

∂x

)
+ [µ(1− x2)−m2]Θ(x) = 0 =⇒
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El átomo de hidrógeno

Θ′′(x) − 2x

1− x2
Θ′(x) +

µ(1− x2)−m2

(1− x2)2
Θ(x) = 0.

Esta ecuación es del tipo

u′′(z) +
τ̃(z)

σ(z)
u′(z) +

σ̃(z)

σ2(z)
u(z) = 0

con

τ̃(x) = −2x , σ̃(x) = µ(1− x2)−m2, σ = 1− x2,
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El átomo de hidrógeno

τ̃(x) = −2x , σ̃(x) = µ(1− x2)−m2, σ = 1− x2,

k = λ− π′(z), τ(z) = τ̃ (z) + 2π(z),
φ′(z)

φ(z)
=
π(z)

σ(z)

π(z) =
σ′(z)− τ̃(z)

2
±

√(
σ′(z)− τ̃(z)

2

)2

− σ̃(z) + kσ(z)
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El átomo de hidrógeno

τ̃(x) = −2x , σ̃(x) = µ(1− x2)−m2, σ = 1− x2,

k = λ− π′(z), τ(z) = τ̃ (z) + 2π(z),
φ′(z)

φ(z)
=
π(z)

σ(z)

π(z) =
σ′(z)− τ̃(z)

2
±

√(
σ′(z)− τ̃(z)

2

)2

− σ̃(z) + kσ(z)

(
σ′(z)− τ̃(z)

2

)2

− σ̃(z) + kσ(z) = (µ − k)x2 + (k − µ) +m2
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El átomo de hidrógeno

τ̃(x) = −2x , σ̃(x) = µ(1− x2)−m2, σ = 1− x2,

k = λ− π′(z), τ(z) = τ̃ (z) + 2π(z),
φ′(z)

φ(z)
=
π(z)

σ(z)

π(z) =
σ′(z)− τ̃(z)

2
±

√(
σ′(z)− τ̃(z)

2

)2

− σ̃(z) + kσ(z)

(
σ′(z)− τ̃(z)

2

)2

− σ̃(z) + kσ(z) = (µ − k)x2 + (k − µ) +m2

1 k = µ =⇒ π(x) = ±m =⇒ τ(x) = −2(x ∓m),
m = 0, 1, 2, . . . ,

2 k = µ−m2 =⇒ π(x) = ±mx =⇒ τ(x) = −2(∓m+1)x ,
m = 0, 1, 2, . . . .
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El átomo de hidrógeno

De las cuatro opciones elegimos: τ(x) = −2(m + 1)x , i.e.,
π(x) = −mx , k = µ−m2, λ = k + π′ = µ−m(m + 1). Luego

y(x) = Pm,m
l−m

(x),

y la solución de la EHG es

Θl m(x) = Clm(1− x2)m/2Pm,m
l−m (x).
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El átomo de hidrógeno

De las cuatro opciones elegimos: τ(x) = −2(m + 1)x , i.e.,
π(x) = −mx , k = µ−m2, λ = k + π′ = µ−m(m + 1). Luego

y(x) = Pm,m
l−m

(x),

y la solución de la EHG es

Θl m(x) = Clm(1− x2)m/2Pm,m
l−m (x).

Luego la parte angular tiene como solución los armónicos esféricos

Ym
l (θ, φ) =

1√
2π

e imφΘl m(cos θ), l = 0, 1, 2, . . . , m = −l ,−l+1, . . . ,
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El átomo de hidrógeno: los armónicos esféricos Y m
l (θ, φ)
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El átomo de hidrógeno

Finalmente la parte radial tiene la forma

∆rF (r) +

[
ε− v(r)− l(l + 1)

r2

]
F (r) = 0, ∆r =

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)

Como 1
r2

∂
∂r

(
r2 ∂F (r)

∂r

)
= 1

r
∂2

∂r2
[rF (r)], hacemos F (r) = R(r)/r

R ′′(r) +

[
2m

~2

(
E +

α

r

)
− l(l + 1)

r2

]
R(r) = 0.

Haciendo el cambio ζ = r/a0, donde a0 = ~
2/(mα) obtenemos

R ′′(ζ) +

[
2

(
ε+

1

ζ

)
− l(l + 1)

ζ2

]
R(ζ) = 0.
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El átomo de hidrógeno

R ′′(ζ) +

[
2

(
ε+

1

ζ

)
− l(l + 1)

ζ2

]
R(ζ) = 0.

Esta ecuación es del tipo

u′′(z) +
τ̃(z)

σ(z)
u′(z) +

σ̃(z)

σ2(z)
u(z) = 0

con

σ(ζ) = ζ, σ̃(ζ) = 2εζ2 + 2ζ − l(l + 1), τ̃(ζ) = 0.
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El átomo de hidrógeno

σ(ζ) = ζ, σ̃(ζ) = 2εζ2 + 2ζ − l(l + 1), τ̃(ζ) = 0.

k = λ− π′(z), τ(z) = τ̃ (z) + 2π(z),
φ′(z)

φ(z)
=
π(z)

σ(z)

π(z) =
σ′(z)− τ̃(z)

2
±

√(
σ′(z)− τ̃(z)

2

)2

− σ̃(z) + kσ(z)
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El átomo de hidrógeno

σ(ζ) = ζ, σ̃(ζ) = 2εζ2 + 2ζ − l(l + 1), τ̃(ζ) = 0.

k = λ− π′(z), τ(z) = τ̃ (z) + 2π(z),
φ′(z)

φ(z)
=
π(z)

σ(z)

π(z) =
σ′(z)− τ̃(z)

2
±

√(
σ′(z)− τ̃(z)

2

)2

− σ̃(z) + kσ(z)

ε := εn,l = − 1

2(n + l + 1)2
, n, l = 0, 1, 2, . . .

Fijados n y l , la solución es x = 2
√

−2εn,lζ

Rn l(ζ) =

√
1

(n + l + 1)2n!(2n + l + 1)!
x l+1e−x/2L2l+1

n (x),
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El átomo de hidrógeno: soluciones de la ES
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x
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Figura: Estado fundamental del átomo de Hidrógeno.
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El átomo de hidrógeno: soluciones de la ES
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Figura: Estados excitados n = 1, l = 0, 1, 2 del átomo de Hidrógeno.
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