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La propiedad de hipergeometricidad

Definicion: La ecuacidn diferencial lineal

o(z)y" +7(2)y’ + Ay =0,

la denominaremos ecuacién hipergeométrica (EH) y sus soluciones
seran las funciones de tipo hipergeométrico (FtH).
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La propiedad de hipergeometricidad

Definicion: La ecuacidn diferencial lineal

o(z)y" +1(z)y’ + Ay =0,

la denominaremos ecuacién hipergeométrica (EH) y sus soluciones
seran las funciones de tipo hipergeométrico (FtH).

Teorema: Todas las derivadas y(™ = y,, de una FtH también son

funciones FtH, ademas
U(X)ler/1 + 7_m(x)yrln + timym = 0,

Tn(X) = 7(x) + mo'(x), pim = A + m7'(x) + 2257 (x)

Esta propiedad la llamaremos de hipergeometricidad (PH)
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Derivamos la Ec. o(z)y” + 7(z)y’ + Ay =0

oyt +[7(x) + o' (X)Iy1 + (A + 7")y1 = 0.

it
a
int

«0O)>» «F»r « > > )



Prueba de la PH

Derivamos la Ec. o(z)y” + 7(z)y’ + Ay =0
oyp +[r(x) + o' ()1 + (A + 7))y = 0.
Seami(x) =7(x)+0'(x) & 1 = A+ 17, =
oyl + 1(X)yi + py1 =0, dego <2, degry < 1.
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Prueba de la PH

Derivamos la Ec. o(z)y” + 7(z)y’ + Ay =0
oyp +[r(x) + o' ()1 + (A + 7))y = 0.
Seami(x) =7(x)+0'(x) & 1 = A+ 17, =
oyl + 1(X)yi + py1 =0, dego <2, degry < 1.

Sup. ym—1 satisface o(x)y,_1 + Tm—1(X)y;m_1 + tm-1Ym—1 = 0.
Derivando

U(X)y,'fq + Tm(X)y,,n + mym = 0,

7—m(X) = 7—m—l(X) + O'/(X), Um = m-1+ 7—,/17—1'
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Prueba de la PH

Derivamos la Ec. o(z)y” + 7(z)y’ + Ay =0
oyp +[r(x) + o' ()1 + (A + 7))y = 0.
Seami(x) =7(x)+0'(x) & 1 = A+ 17, =
oyl + 1(X)yi + py1 =0, dego <2, degry < 1.

Sup. ym—1 satisface o(x)y,_1 + Tm—1(X)y;m_1 + tm-1Ym—1 = 0.
Derivando

U(X)y,'fq + Tm(X)y,,n + UmyYm = 07
Tm(X) = Tmo1(X) + ' (X),  fim = pm—1+ Thp_1.

Tm(X) = Tm_1(x)+0'(x) = Tm_2(x)+20"(x) = - - - = T0(x)+m0’(x), To(x) -

m m
fm — Pm—1 = Tpy_15 = Z(Mk — fk-1) = ZTL—I —
k=1 k=1
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Prueba de la PH

Derivamos la Ec. o(z)y” + 7(z)y’ + Ay =0
oyp +[r(x) + o' ()1 + (A + 7))y = 0.
Seami(x) =7(x)+0'(x) & 1 = A+ 17, =
oyl + 1(X)yi + py1 =0, dego <2, degry < 1.

Sup. ym—1 satisface o(x)y,_1 + Tm—1(X)y;m_1 + tm-1Ym—1 = 0.
Derivando

U(X)y,'fq + Tm(X)y,,n + UmyYm = 07
Tm(X) = Tmo1(X) + ' (X),  fim = pm—1+ Thp_1.

Tm(X) = Tm_1(x)+0'(x) = Tm_2(x)+20"(x) = - - - = T0(x)+m0’(x), To(x) -

m m
fm — Pm—1 = Tpy_15 = Z(Mk — fk-1) = ZTL—I —
k=1 k=1

m
o —po =Y 71 mo=A Tea=7+(k—1)o"
k=1
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La férmula de Rodrigues

La EH se puede escribir en forma simétrica (o autoadjunta)

[o()p(x)y'T + Ao(x)y =0, [o(x)pm(X)¥m]" + tmpm(x)ym = 0,

donde p y pm son soluciones de la EDO de Pearson:

[P = 7(x)p(x),  [0(x)pm(¥)] = Tim(X) pm(x).
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La férmula de Rodrigues

La EH se puede escribir en forma simétrica (o autoadjunta)
[a(x)p(x)y']' + )\p(X)y =0, [U(X)pm(X)yr/n], + ,Umpm(X)Ym =0,
donde p y pm son soluciones de la EDO de Pearson:
[o(x)p(x)] = 7(x)p(x),  [o(x)pm(x)]" = Tm(x)pm(x)-
Como Tm(x) = 7(x) + mo'(x) = pm(x) = o™ (x)p(x).
Teorema: Las soluciones polinémicas de EH son t.q.

(m¢y _ AnmBn d™7 _ p(n)
Py (x) = pm(x) dx"— m[Pn(X)] By = Pn”/Ann

m—1
where A, = Am )\)‘ ! | H[T'—i—%(n—i-k—l)a”] and
N (n—m)! o

pm = pm(An) = =(n = m)[7’ + 3(n+m —1)o"].
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La férmula de Rodrigues

Corolario: Las soluciones polinémicas de EH se pueden caclular

mediante la fomula de Rodrigues:

Po(x) = 52 lonlL, B = P A

donde

Ai=Ap=—n7 — 7,7(”2_ 1)0”.
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La férmula de Rodrigues

Corolario: Las soluciones polinémicas de EH se pueden caclular

mediante la fomula de Rodrigues:

Po(x) = 52 lonlL, B = P A

donde "
n(n B )0_//‘

S
A= Ap=—nT >

Sin=1

Pi(x) = [0‘( )p(x)] = BiT(x), = degT=1.

( )

Si calculamos el pol. de grado 1 utilizando la FR y usamos Pearson
By

Pi(x) = p(x)] = By7(x).

(x) p(x)()()] (x)

Luego deg7 = 1. Obviamente Pi(s) y 7(x) tienen la misma raiz.
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Ortogonalidad

Teorema

b
Si xka(x)p(x)‘a =0, para todo k > 0.

Entonces las soluciones polinémicas de o(z)y” + 7(z)y’ + Ay =0
constituyen una sucesion de polinomios ortogonales (SPO) respecto a
la funcién peso p definida por

la ecuacidon de Pearson

[o(x)p(x)]" = 7(x)p(x)

b
[ PaloPalodp(x)dx = 8nm.

a

donde 0, m es el simbolo de Kronecker y d, la norma de P,.
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Ortogonalidad

Teorema

b
Si Xka(x)p(x)‘a =0, para todo k > 0.

Entonces las soluciones polinémicas de o(z)y” + 7(z)y’ + Ay =0
constituyen una sucesion de polinomios ortogonales (SPO) respecto a
la funcién peso p definida por

la ecuacidon de Pearson

[o(x)p(x)]" = 7(x)p(x)

b
[ PaloPalodp(x)dx = 8nm.

a

donde 0, m es el simbolo de Kronecker y d, la norma de P,.

b
Andlogamente: / P,(,k)(x)P,(,i()(x)pk(x)dx = Op.md2,.
a
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La RRTT

Theorem

Los polinomios ortogonales satisfacen una relacion de recurrencia a
tres términos de la forma

xPy(x) = anPpy1(x) + BaPn(x) + ¥nPn-1(x),
donde

2

dn _ bn bn+1 _ dn—1 dn
} /Bn - - } Yn = 2 }
an+1 dn an+1 dn dn—l

ap =

donde a,, b, son los coef. del desarrollo
Pa(x) = apx" + box""t + ..., y d, es la norma de los polinomios.
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La RRTT

Theorem

Los polinomios ortogonales satisfacen una relacion de recurrencia a
tres términos de la forma

xPy(x) = anPpy1(x) + BaPn(x) + ¥nPn-1(x),
donde

dn _ bn bn+1 _ an—1 d,%
Bn=——-——"=, M= a a2
n n—1

ap =

b b
an+1 dn an+1

donde a,, b, son los coef. del desarrollo
Pa(x) = apx" + box""t + ..., y d, es la norma de los polinomios.

b
Ejercicio: Prueba que: d? = B,,(—l)”n!a,,/ o"(x)p(x)dx.
a
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Propiedades de los ceros de los PO

A partir de la RRTT se puede probar el siguiente

Teorema

Supongamos que p(x) es positiva en el interior del intervalo (a, b).

Entonces:
@ Todos los ceros de P, son reales, simples y estan localizados en
(a, b).
@ Dos polinomios consecutivos P, y P11 no pueden tener ningtin
cero en comdn.
© Sean x, los ceros del polinomio Py, (consideraremos que
Xp1 < Xp2 < -+ < Xpn). Entonces:

Xn+1,j < Xnj < Xn4+1,j+1,

es decir, los ceros de Py, y P,i1 entrelazan unos con otros.
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Propiedades de la ecuacién hipergeométrica

Si queremos que la funcién peso sea positiva e integrable en el interior
del intervalo de ortogonalidad y suponemos que o(x) > 0 en dicho
intervalo se puede comprobar que el polinomio T ha de cumplir dos
propiedades importantes:
@ En primer lugar la derivada de T ha de ser negativa. Esto es
particularmente importante en los casos cuando o =1 y o = X,
que corresponden a intervalos de ortogonalidad no acotados,

@ 7 ha de anularse en el interior del intervalo de ortogonalidad. Ello
es consecuencia de que Pi(x) = B17(x) y de las propiedades de
los ceros.
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Los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi

Pn(x) || Hn(x) L5 (x) Prf(x)
o(x) 1 x 1-x°
7(x) | —2x | —x+a+1|—(a+B8+2)x+8—a
An 2n n n(n+a+ [ +1)
p(x) | e x@e X (1—x)%(1+ x)
a>—1 a, > -1

(=1)" n (=1)"
Bn 2n (=1) (n+a+pB+1),
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Los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi

() ol 7

x2>, n=2m

Hn(x) =
m 3 —m 2
(—1) — x1Fq 3 |xX7), n=2m+1
2) m 2
(-1)"T(n+a+1) —n
19(x) = F
n(x) Ma+1) a1 [f)
2"(a+1), —nn+a+p+1|1-x
POl7B — F ) .
n(x) (nta+p+1),? 1< a+1 ‘ 2 )
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Los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi

() ol 7

x2>, n=2m

Hn(x) =
m 3 —m 2
(=)™ (=) xiFi| 3 |x°], n=2m+1
2) m 2
(=1)"T(n+a+1) —n
19(x) = F
n(x) Ma+1) a1 [f)
2"(a+1), —nn+a+p+1|1-x
POl7B — F ) .
n(x) (nta+p+1),? 1< a+1 ‘ 2 )
K
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Un teorema esencial

Teorema

Los polinomios de tipo hipergeométricos (cldsicos) pn(x) son las
tnicas soluciones de la ecuacion hipergeométrica

a(z)y" +1(z)y’ + Ay =0
tales que las funciones
¥n(x) = v/ p(x)pa(x),

donde p(x) es la funcion peso con respecto a la cual los p, son
ortogonales, son acotadas y de cuadrado integrable en (a, b),
siendo (a, b) el soporte de la funcién peso.
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Resolviendo la ecuacion de Schrodinger

El método de Nikiforov-Uvarov
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

La ecuacién hipergeométrica generalizada

NS
7Y@+ 25

siendo 7(z) un polinomio de grado a lo mas uno y o(z) y o(z)
polinomios de grado a lo mas dos.

u"(2) + u(z) =0,
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

La ecuacién hipergeométrica generalizada

" 7(2) a(2)

O P )

siendo 7(z) un polinomio de grado a lo mas uno y o(z) y o(z)
polinomios de grado a lo mas dos.

u(z) =0,

Hagamos el cambio u(z) = ¢(z2)y(z),

o (dE) FD)N L () $@EE) 5
”Z”(zas(z)*ﬁ)””*( ’ ’

o(z)  o(z)o(2) 02(Z)> y(z) =0.
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

El objetivo del cambio es convertir la ecuacién anterior en una mas
sencilla —o por lo menos menos complicada— que (16). Comparando
ambas:

J'(2) + %u’(z) + o(2) u(z)=0

s 8@ @D\ L (6D SR HD))
Vi@t <2 o(2) *ﬁ) y(@)t < o(2) " alz)o(2) +az(z)> y(z) =0

debemos tener
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

El objetivo del cambio es convertir la ecuacién anterior en una mas
sencilla —o por lo menos menos complicada— que (16). Comparando

ambas: B
o(2)

J'(2) + @u’(z) +

()" O T ) =0
S 8@ HD) . (6 F@FE) F)\ .
i@t <2 o(2) +o(z)> (Z”< o(2) " o(2)e(2) +az(z)> y(z) =0

debemos tener

P2 T2 12 | ) 1(2) ~7(2) _ ()
#(z)  o(z)  o(2) ¢(z) 20(2) o(z)’
siendo 7 un polinomio de grado a lo mas uno y, por tanto, 7
polinomio de grado a lo mds uno.
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

Es decir la ecuacién original

() + 22w+ 28 iy = o

o(2) o2(2)
se transforma en una equivalente
" @ (7 E(Z) _
V(&) 4 LY@+ S =0,
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

Es decir la ecuacién original

() + 22w+ 28 iy = o

o(2) o2(2)
se transforma en una equivalente
" @ (7 E(Z) _
V(&) 4 LY@+ S =0,

7(z) = 7(2) + 27(2),
7(2) = 3(2) + 7*(2) + 7[7(2) — o'(2)] + 7'(2)0(2).

i Cémo usamos esto para resolver la ecuacién original?
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

Como @ es un polinomio de grado dos a lo sumo, impongamos que
sea proporcional al propio o, es decir que

a(z) = Mo(2)
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

Como @ es un polinomio de grado dos a lo sumo, impongamos que
sea proporcional al propio o, es decir que

a(z) = Mo(2)

Ello es posible pues & tiene dos coeficientes indeterminados —los
coeficientes del polinomio m—y X es una constante a determinar, lo
que nos conduce a tres ecuaciones —al igualar los coeficientes de 7 y
o— con tres incognitas.
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

Como @ es un polinomio de grado dos a lo sumo, impongamos que
sea proporcional al propio o, es decir que

a(z) = Mo(2)

Ello es posible pues & tiene dos coeficientes indeterminados —los
coeficientes del polinomio m—y X es una constante a determinar, lo
que nos conduce a tres ecuaciones —al igualar los coeficientes de 7 y
o— con tres incognitas.

Hecho esto, nuestra ecuacién se transforma en

la ecuacién hipergeométrica

o(z)y"” +7(z)y’ + Ay = 0.
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

Pasemos a calcular 7 y A. Como @ = Ao (z), entonces
5(2) + 72(2) + 77 (2) — o’ (2)] + 7'(2)o(2) = Ao(2),
0, equivalentemente,

w%(2) + [7(2) — o(2)In(2) + {5(2) — [N — 7'(2)]o(2)} = 0.
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

Pasemos a calcular 7 y A. Como @ = Ao (z), entonces
5(2) + 72(2) + 77 (2) — o’ (2)] + 7'(2)o(2) = Ao(2),
0, equivalentemente,

w%(2) + [7(2) — o(2)In(2) + {5(2) — [N — 7'(2)]o(2)} = 0.

Supongamos que k = A\ — 7/(z) es conocido, entonces tenemos una
ecuacién de segundo orden para 7(z). Luego
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

"(2) —7(z o'(z) — 7(z)\ 2
m(z) = M + <%> —5(2) + ko(z),

pero m(z) ha de ser un polinomio de grado a lo sumo uno, por tanto
el polinomio

o(z)—7

T(z) = <f(z)>2 — 5(2) + ko(2)

ha de ser un cuadrado perfecto, es decir su discriminante debe ser
cero, lo que nos conduce a una ecuacién para encontrar k. El k
encontrado lo sustituimos en (21) y obtenemos 7(z), el cual nos
conduce directamente a A\ = 7/(z) + k.
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Ejemplos: El oscilador arménico cudntico unidimensional

Partimos de la ecuacién de Schrodinger para el oscilador arménico

h? 1
—%w”(x) + Emw2x2\u(x) =EV(x), xcR.
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Ejemplos: El oscilador arménico cudntico unidimensional

Partimos de la ecuacién de Schrodinger para el oscilador arménico

h? 1
—%w”(x) + Emw2x2w(x) =EV(x), xcR.

Haciendo el cambio x = y/h/(mw), E = hwe/2, se transforma en la

ecuacion
V7€) + (e = E)W(E) = 0,

que obviamente es del tipo hipergeométrico generalizado

J'(z) + %u’(z) + :2((22)) u(z)=0

con 7€) =0, 7(€) = 1y 5(¢) = — €.
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El oscilador arménico cuantico unidimensional

) =00 =1y5(§) =c—¢
¢'(z) _m(2)

#(z)  o(2)

"(2) —7(z o'(z) — F(z)\ 2
(=TT (7O OV ) oy

=A—7'(2), 7(z2)=7(2)+2n(2),
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El oscilador arménico cuantico unidimensional

) =00 =1y5(§) =c—¢

=\A—7(2), 7(2)=7(2)+2n(2), o(z)

()
o(z)

7(z)

"(2) —7(z o'(z) — F(z)\ 2
WPM#(M) ()4 ko(2)
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El oscilador armdnico: soluciones de la ES

Wy [?

X

6 -4 I 6 6 -4 -2 3 4 6

Figura: Estado fundamental Wy y excitado W; del oscilador arménico.
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El oscilador armdnico: soluciones de la ES

2 2
|Ws |W1o]
0,5 0,5
0,4 0,4
0,3 0,3
b 072
, 1
=6 -4 —2 > 1 6% =6 —4 -2 2 4 6%

Figura: Estados excitados W,, n =2 y n = 10 del oscilador armdnico.
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El &tomo de hidrégeno

2
— ;—mAW(r,H,gb) + V(r)V(r,0,¢) = EV(r,0,¢),

con V(r) = —a/r, mla masa del electrén, ¢ € [0,27), 6 € [0, x].
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El &tomo de hidrégeno

2
- ;—mAW(r,G,gb) + V(r)W(r,0,¢) = EVW(r,0,9),

con V(r) = —a/r, mla masa del electrén, ¢ € [0,27), 6 € [0, x].

r2or \U or r2 \ senf 00 06 sen20 0¢2 )’
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El &tomo de hidrégeno

2
—g%AW@&¢y+WQWUﬁ40:EW@9@%

con V(r) = —a/r, mla masa del electrén, ¢ € [0,27), 6 € [0, x].

r2or \U or r2 \ senf 00 06 sen20 0¢2 )’
o bien

1
A=A+ 54,

donde

10 /,0 ) 0 1P
A== (20 A= L 9 (ol )y 1 &
ﬂw(r&>’ : wmw<W1m>+%#MW

denotan a los laplacianos radial y angular respectivamente.

Renato Alvarez-Nodarse Resolviendo la Ecuacién de Schrodinger: Las funciones especiales



El &tomo de hidrégeno

B0+ S (0.0) + = WV 0.0) =
donde v(r) =2m/R?V(r)y ¢ = —2m/h?E.
Separando las variables W(r,0,¢) = F(r)Y (0, ¢)

AY(0,6)+uY(0,8)=0, AF(r)+ [s () = EF(r) =0,

r2

donde p es cierta constante a determinar.
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El &tomo de hidrégeno

B0+ S (0.0) + = WV 0.0) =
donde v(r) =2m/R?V(r)y ¢ = —2m/h?E.
Separando las variables W(r,0,¢) = F(r)Y (0, ¢)

AY(0,6)+uY(0,8)=0, AF(r)+ [s () = EF(r) =0,

2
donde p es cierta constante a determinar.

Comencemos por la primera. Sea (SV) Y(0,¢) = ©(0)d(¢)

o"(¢) + v(¢) =0,

sen— > + [wsen® 6 — v]O(0) = 0,

00

0 (. y20L6)
90

donde v es cierta constante.
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«Or 45> ’ ‘



El &tomo de hidrégeno

La segunda ecuacién en (27) es

90(6)
RY,

sen «92 (sen 0

29 2 _
50 >+[,usen9 m<]10(6) = 0,

Haciendo el cambio x = cos 8, entonces

d/df = dx/df - d/dx = —senfd/dx, y sen = /1 — x?)

(-5 (- 4 a2 - o) =0 —

Renato Alvarez-Nodarse Resolviendo la Ecuacién de Schrodinger: Las funciones especiales



El &tomo de hidrégeno

2x w(l — x?) — m?

0" (x) — T O'(x) +

Esta ecuacién es del tipo

1" @ul 2
O T )

con
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El &tomo de hidrégeno

T(x) = —2x, o(x)=p(l—-x?)—m? o=1-x°
=\—7(z 7(2) =7(z qﬁ’(z):@
k=A=', @) =7+ ). S5 =T
"(2) —7(z o'(z) — 7(2)\ 2
W(Z)_a()z ()i\/< ) ()) )+ k()
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El &tomo de hidrégeno

=\—17(z 7(z) =7(z qﬁ’(z):_w(z)
"(z) —7(z o'(z) — F(z)\ 2
71'(2)—0()2 ()i\/( ()2 ”) —5(2) + ko(2)
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El &tomo de hidrégeno

=\—7(z 7(2) =7(z qﬁ’(z):@
"(z) —7(z o'(2) — 7(2)\ 2
W(Z):w#(%) 5 + o)

Qk=p = 7x)=xtm = 71(x)=-2(xFm),
m=0,1,2,..

Q@ k=p—m = 7(x)=+tmx = 7(x)=-2(Fm+1)x,
m=0,1,2,..
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El &tomo de hidrégeno

De las cuatro opciones elegimos: 7(x) = —2(m+ 1)x, i.e.,
7(x)=—mx, k=p—m?> A\=k+7' =p—m(m+1). Luego

y(x) = P25 (x),
y la solucién de la EHG es

O m(x) = Cm(1 — x3)™2P1(x).
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El &tomo de hidrégeno

De las cuatro opciones elegimos: 7(x) = —2(m+ 1)x, i.e.,
7(x)=—mx, k=p—m?> A\=k+7' =p—m(m+1). Luego

y(x) = P2 (%),
y la solucién de la EHG es
O1m(x) = Cim(1 — x*)™2 P (x).
Luego la parte angular tiene como solucién los armdnicos esféricos

1 .
Y,m(H,gb):Ee’m‘z’@/m(cosQ), 1=0,1,2,..., m=—I,—I+1,...

i
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El dtomo de hidrégeno: los arménicos esféricos Y, (6, ¢)

¥0 =1 YS = cos@ Yg = 3c0529-1

SY; = cosf sind sing Yg:ﬁcosaa-acose ':Yg=(5c0523~1)5in9 cos¢
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El &tomo de hidrégeno

Finalmente la parte radial tiene la forma

AF(r) + [ (-1 1)] F=0. &=5p <2§>

2
2

Como %% (rzag—(rr)) = %g—r[rF(r)], hacemos F(r) = R(r)/r

R(r) + [i—m <E+ %) - ’(’; 1)] R(r) = 0.

Haciendo el cambio ¢ = r/ag, donde ag = h?/(ma) obtenemos

R"(C) + [2 <s + %) - /(/; 1)} R(¢) = 0.
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El &tomo de hidrégeno

R"(C) + [2 <e + %) - /(/g; 1)} R(¢) = 0.

Esta ecuacion es del tipo

u"(2) + %u'(z) + 052((22)) u(z) =0

con

o(Q)=¢, () =2:2+2(—I(I+1), 7(¢)=0.
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El &tomo de hidrégeno

o(Q)=¢ () =2eCC+2¢—I(I+1), 7()=0.

= \—7(z (2) =7(z ™z qb/(Z):@

=A-m(s). @)= +2(a). T =0
"(2) — 7(z o'(z) —7(2)\?

ﬂ(z):wiﬂ%) () + ko2
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El &tomo de hidrégeno

o(Q)=¢ () =2eCC+2¢—I(I+1), 7()=0.
¢'(z) _ m(2)

o(2)  o(2)
"(z) —7(z o'(2) — 7(2)\ 2
n(z) = 7 72) ()i\/<7() ()> ~5(z2) + ko(2)

=A—7'(2), 7(2)=7(2)+2n(2),

6225,7,/:—2 nl=0,1,2...

(n+1+1)%
Fijados ny /, la solucién es x = 2,/—2¢,, /(¢

_ 1 141 —x/2 2141
Rni(C) = \/(n+/+1)2n!(2n+/+1)! e LT (),
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El atomo de hidrégeno: soluciones de la ES

|":‘>n,/|2
0,5
04
0.3 —— [Rool?
0,2
0,1
’ X

5 10 15 20 25

Figura: Estado fundamental del 4tomo de Hidrégeno.
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El 4tomo de hidrégeno: soluciones de la ES

|Rn,1|? — [Ruol?
0,5 —_— ‘R171|2
0,4
0,3 — |Ruaf
0,2
01

X
10 20 30 40 50

Figura: Estados excitados n =1, /| =0, 1,2 del &tomo de Hidrégeno.
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