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Definiciones y propiedades basicas

Definicion

Se dice que un espacio vectorial E es un espacio euclideo si dados dos
elementos cualesquiera x,y € E existe un niimero denominado
producto escalar y que denotaremos por (x,y) tal que

@ Para todo x,y € E, (x,y) = (y, x).

@ Para todo x,y,z € E, (x,y +z) = (x,y) + (X, 2).

© Para todo x,y e Ey A € C, (x,\y) = A(x,y)

@ Paratodox €E, x #0, (x,x) >0y si (x,x) =0, entonces
x =0.

La desigualdad de Cauchy-Schwarz

(F,8)> < (f,f)g. &)
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Definiciones y propiedades basicas

Definicién
Un espacio vectorial X se denomina espacio normado si para todo
x € X existe un nuimero real denominado norma, que denotaremos por

, que cumple con las condiciones

@ Para todo x € X, ||x|| > 0 y si ||x|| = 0 entonces x = 0.
@ Para todo x € X y A € R, || Ax]| = |Al||x]|-

© Para todo x,y € X se tiene la desigualdad triangular

[Ix

I+ yll < lIx[F+ vl

Renato Alvarez-Nodarse Mecdnica Cudntica en espacios de Hilbert



Definiciones y propiedades basicas

Definicién
Un espacio vectorial X se denomina espacio normado si para todo
x € X existe un nuimero real denominado norma, que denotaremos por
Ix||, que cumple con las condiciones

@ Para todo x € X, ||x|| > 0 y si ||x|| = 0 entonces x = 0.

@ Para todo x € X y A € R, || Ax]| = |Al||x]|-

© Para todo x,y € X se tiene la desigualdad triangular

I+ yll < lIx[F+ vl

Teorema
Todo espacio euclideo IE es normado si en él definimos la norma
mediante la formula ||f|| = \/(f, f). Ademads, ||f| - ||gll > |{f,&)].
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Definiciones y propiedades basicas

Definicién

Un espacio euclideo IE completo respecto a la norma inducida por un
producto escalar se denomina espacio de Hilbert y lo denotaremos por

Definicidon

|=

Sea el sistema de vectores {¢,}72; de H linealmente independiente
—es decir, que cualquier subsistema finito es linealmente
independiente—. Diremos que {¢n}5°, es un sistema ortogonal dos a

dos si
<¢m¢m> = 5n,m”¢nH2, Vn, m € N.
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Definiciones y propiedades basicas

Teorema

En un espacio de Hilbert H de cualquier conjunto de vectores
linealmente independiente se puede construir un conjunto de vectores
ortogonales.

Sea el sistema de funciones Li. (¢,)72; de H. Definamos el sistema de
funciones (1,)%2; de forma que

n—1
Y1 =61, Yo=dotanits, Pn=dn+ Y ankti,
k=1

donde las constantes o, x, n €N, k =1,...,n— 1 son tales que 1)
es ortogonal a todos los vectores ¢;, j = 1,2,..., k — 1, anteriores.
El proceso anterior se denomina proceso de ortogonalizacién de
Gram-Schmidt.
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Definiciones y propiedades basicas

Aqui nos interesaran los espacios de Hilbert H separables, es decir,
aquellos que contienen un subconjunto numerable denso (Ejemplo R
es separable pues Q C R es numerable y denso en R).
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Definiciones y propiedades basicas

Aqui nos interesaran los espacios de Hilbert H separables, es decir,
aquellos que contienen un subconjunto numerable denso (Ejemplo R
es separable pues Q C R es numerable y denso en R).

Teorema
Todo espacio de Hilbert H separable tiene una base ortonormal.

Teorema

Si un espacio euclideo E es separable, entonces cualquier sistema
ortogonal (ortonormal) de E es numerable.

Luego, si H es separable, H tiene una base ortonormal numerable.
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Operadores en H

Definicidén

Un operador L es una aplicacion de H en H, dos espacios de Hilbert,
L H— Hl.

En adelante asumiremos que H; C H o bien H; = H.

Definicidon

Un operador L es lineal si Yai,ap € C, y V1, VU, € H,

Z(Oq\ul aF OQWQ) = 0412“/1 + 0122“12.
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Operadores en H

Definicién
El operador 0:H — H se denomina operador nulo si

YW € H, 0w =0.

Definicidon

El operador 7 : H s H se denomina operador identidad si

VW EeH, V=V

Definicion

El operador L1 :H — H se denomina operador inverso de L si

~

LLA=C'L=T.
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Operadores en H

|

Definicidon

Definiremos el producto L = AB de dos operadores A y B al
operador L que obtiene al actuar consecutivamente los operadores A
y luego B, ie.,

=BV, LVU=Ad = L[V=ABY).

En general ﬁg;«é gﬁ i.e., la multiplicacion de operadores no es
conmutativa.

Definicidon

|
)

Llamaremos conmutador de dos operadores A y B al operador

[A, B] .= AB — BA.
Asi pues, dos operadores conmutan si y sélo si su conmutador es el
operador nulo.
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Operadores en H

En adelante vamos a usar la notacién de Dirac para los vectores, los
operadores y los productos escalares.

Asi, un vector de H lo denotaremos por |W) (ket vector) y su
correspondiente conjugado (V| (brac vector).

Asi, denotaremos el producto escalar (W, ®) por (W|®) y ademas
(V[L]D) := (V|LD).

A los productos anteriores les denominaremos elementos matriciales
del operador L.
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Operadores en H

Definicion

El operador L+ se denomina conjugado o adjunto de L si,
(V[L]®) = (B|LH|W), Vo,V
o, equivalentemente,

(W[LO) = (LTW[0) = (b|LHW)
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Operadores en H

Definicion

El operador L+ se denomina conjugado o adjunto de L si,
(V[L]®) = (B|LH|W), Vo,V
o, equivalentemente,

(VL) = (LTW[D) = (®|LHW)

De la definicién anterior se deduce ficilmente que
o (LH)t =L
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Operadores en H

El operador L+ se denomina conjugado o adjunto de L si,
(V[L]®) = (SILHY), VoV,

o, equivalentemente,
(W|LD) = (LHW[D) = (O|L+W)

De la definicién anterior se deduce ficilmente que
® (L) =L
Q (ozﬁA)Jr —al*, YaeC,
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Operadores en H

El operador L+ se denomina conjugado o adjunto de L si,
(V[L]®) = (SILHY), VoV,

o, equivalentemente,
(W|LD) = (LHW[D) = (O|L+W)

De la definicién anterior se deduce ficilmente que
o (LH)*t =L,
Q (ozﬁA)Jr —al*, YaeC,
@ (LAN)F =NTLtTy
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Operadores en H

El operador L+ se denomina conjugado o adjunto de L si,
(V[L]®) = (SILHY), VoV,

o, equivalentemente,
(W|LD) = (LHW[D) = (O|L+W)

De la definicién anterior se deduce ficilmente que

~ ~

A~

LNYT =NTLty

(

(ozﬁA)Jr —al*, YaeC,

(

(V|LN|®) = (LTWIN®), YW, & € H.
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Ejemplo

Un ejemplo especialmente importante es el caso cuando H es de
dimensién finita. En este caso si (¢,)_; es una base (en particular,
una base ortogonal) de H, entonces

N
£¢n = Z Ln,k(bkv
k=1

y por tanto a L se le puede hacer corresponder una matriz (L,-,j),'-vjzl.

Si denotamos por Lfr’j la matriz asociada al operador LT, entonces
ey

L= Lji.
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Definiciones

Definicion

SiL =L", sedice que el operador es hermitico o autoadjunto.

Por ejemplo, si H es de dimensién finita, £ es hermitico si su
correspondiente matriz satisface L;; = L; ;.
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Definiciones

Definicion

SiL =L", sedice que el operador es hermitico o autoadjunto.

Por ejemplo, si H es de dimensién finita, £ es hermitico si su
correspondiente matriz satisface L;; = L; ;.

Si H = L2(R), los operadores definidos por

dV(x)

o PV = (),

XV (x) = x¥(x), pV¥(x)=—ih

son hermiticos.
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Propiedades

Proposiciéon

~ ~

El producto / L= AIS’ de dos operadores A y B hermiticos es hermitico
siy sélo si A y B conmutan, i.e., [A,B] = 0.
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Propiedades

Proposiciéon

El producto / L= AB de dos operadores A y B hermiticos es hermitico
siy slo si A y B conmutan, i.e., [A,B] = 0.

Proposiciéon

> |
)

El conmutador [.,Zl\, g] de dos operadores hermiticos A y B es tal que

~ ~

[A,B] = iL,

con L hermitico.
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Propiedades

Proposiciéon

El producto / L= AB de dos operadores A y B hermiticos es hermitico
siy slo si A y B conmutan, i.e., [A,B] = 0.

Proposiciéon

> |
)

El conmutador [,Zl\, g] de dos operadores hermiticos A y B es tal que

~

[A,B] = iL,
con L hermitico.
Demostracién: Supongamos que [ﬁ, E] — N. Entonces
Vi = (A4, B)" = -4, B8 =-N = N=iL
con L hermitico ((iL)" = —iLt = —iL). 0

Renato Alvarez-Nodarse Mecdnica Cudntica en espacios de Hilbert



El problema de autovalores

Definicion

Sea |V) € H con |||WV)| # 0. Si existe A € C tal que
LIv) = A¥),
entonces se dice que |V) es un autovector de L Yy A essu

correspondiente autovalor.

Nota: En ocasiones es cémodo denotar a un autovector asociado a A
por W) (suponiendo que A es un autovalor simple). Si ademas el
conjunto de autovalores es numerable entonces se suele simplificar
alin mds la notacién: |n) :=|V,,).

Renato Alvarez-Nodarse Mecénica Cudntica en espacios de Hilbert



Propiedades

Proposicion

Si L es hermitico, entonces sus autovalores son reales.
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Propiedades

Proposicion
Si L es hermitico, entonces sus autovalores son reales.
Demostracién:

LIW) = A\V) = (V|Z|V) = A(W|W) = A,

Por otro lado de la definicién de operador hermitico

(WL W) = (WIZW) = X(W]w) = %,

luego, como L es hermitico £ = L+ por tanto A\ = . O
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Propiedades

Proposiciéon

Si L es hermitico, entonces los autovectores correspondientes a
autovalores distintos son ortogonales.
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Propiedades

Proposiciéon

Si L es hermitico, entonces los autovectores correspondientes a
autovalores distintos son ortogonales.

Demostracién: Sea E\\Ill) = A\1|V1), E\\Uz) = A\2|W2), entonces

(Wo|Z|W1) =\ (Vo) =
(Wo| CF (W) =(W1|Z|Wo) = M (W1[W5) = Ap(Wo|Wy),

i.e. (A1 — A2)(W2|W1) =0, luego como A1 # Ao, (Wp|W;) =0. O
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Operadores unitarios

Definicién
Un operador U se denomina unitario si

A~

Ui+ =uU+i =1.
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Operadores unitarios

Definicidén

Un operador U se denomina unitario si

i+ =a+a =7

Proposicion

SiU es unitario, entonces todos sus autovalores son tales que |\| = 1.

Demostracién: Sea U|W) = A|W), entonces

1= (WUHTUW) = MU W) = AW|UW) = A(W[W) = [A]2

Renato Alvarez-Nodarse Mecénica Cudntica en espacios de Hilbert



Transformaciones unitarias

Definicion

Seall un operador unitario. La transformacion
W) [) =UT|W), L 0=UTLU,

la denominaremos transformacion unitaria de |W) y L y la
denotaremos por {U}.
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Transformaciones unitarias

Definicion

Seall un operador unitario. La transformacion
W) [) =UT|W), L 0=UTLU,

la denominaremos transformacion unitaria de |W) y L y la
denotaremos por {U}.

Proposicion

Las transformaciones unitarias conservan
@ Las relaciones de conmutacion de los operadores.
@ La propiedad de hermiticidad de un operador.
© Los autovalores de un operador.

@ Los productos escalares y elementos matriciales de L.
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Transformaciones unitarias

Demostracién: 1. Sean A, B y L tres operadores tales que/[ﬁ,é’\] =L
y sea {U} una transformacién unitaria. Denotemos por a, by ¢ los
operadores correspondientes a A B y L después de la transformacion.
Entonces como [A,B] =L =

AB-BA=L =— U'ABU-UTBAU=UTLU=",
pero

U AU)UTBU) — UTBU)UTAU) = 3b—ba = [3,b] = 1.
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Transformaciones unitarias

Demostracién: 1. Sean A, B y L tres operadores tales que/[ﬁ,é’\] =L
y sea {U} una transformacién unitaria. Denotemos por a, by/los
operadores correspondientes a A B y L después de la transformacion.
Entonces como [A,B] =L =

AB-BA=L = U"ABU—-UTBAU=ULU="1,
pero
U AUNUTBU) — UTBU)UTAU) = 3b— ba = [3,b] =1
2.Sea L = LF. Sea ¢ = Ut LU, entonces

0t = (UTLU)T =UTLYU = Ut LU = 1.
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3. Sea L|W) = A|W), entonces

UTLUUNW) = \UT|V) =

Uy = Ajg).

u]
8]
i
it
it
N)



Transformaciones unitarias

3. Sea L|W) = A|W), entonces

U LU ) = AU V) = ) = Al).

(W1 |L|Wo) = (W [UUTLUUT W) = UV U LU W,)
=(1|0]a).
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Los operadores unitarios cercanos a la unidad

Sea € > 0 tan pequeiio como se quiera, y supongamos que U, admite
el desarrollo

U. =T+ ieA+ O().
Entonces su conjugado es, a primer orden,
U =T — ieAT + O(3).
De aqui, con un pequeno célculo

IT=UU=T+ie(A-A")+0(?) = A= A"
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Los operadores unitarios cercanos a la unidad

Sea € > 0 tan pequeiio como se quiera, y supongamos que U, admite
el desarrollo

U. =T+ ieA+ O().
Entonces su conjugado es, a primer orden,
U =T — ieAT + O(3).
De aqui, con un pequeno célculo

IT=UU=T+ie(A-A")+0(?) = A= A"

Ademss si elegimos € = a/N, con N € N entonces que

N

~ iaﬁ
Ul =T+

— | U(a) = elA
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Los operadores en Mecdnica Cuantica

Supongamos que L es un operador que tiene asociados un conjunto
numerable de autovectores y que ademds dicho conjunto es un
sistema completo y sea (|W,)), su dicho conjunto.
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Los operadores en Mecdnica Cuantica

Supongamos que L es un operador que tiene asociados un conjunto
numerable de autovectores y que ademds dicho conjunto es un
sistema completo y sea (|W,)), su dicho conjunto.

Si todos los autovalores son simples entonces, como ya hemos visto,
los correspondientes autovectores son ortogonales. En el caso de que
tengamos autovalores miultiples sus correspondientes autovectores se
pueden ortogonalizar usando el método de Gram-Schmidt que
describimos antes. Asi pues asumiremos que (|W,)), es un sistema
ortonormal (ortogonal con |||W,)] = 1).

Renato Alvarez-Nodarse Mecénica Cudntica en espacios de Hilbert



Los operadores en Mecdnica Cuantica

Supongamos que L es un operador que tiene asociados un conjunto
numerable de autovectores y que ademds dicho conjunto es un
sistema completo y sea (|W,)), su dicho conjunto.

Si todos los autovalores son simples entonces, como ya hemos visto,
los correspondientes autovectores son ortogonales. En el caso de que
tengamos autovalores miultiples sus correspondientes autovectores se
pueden ortogonalizar usando el método de Gram-Schmidt que
describimos antes. Asi pues asumiremos que (|W,)), es un sistema
ortonormal (ortogonal con |||W,)] = 1).

Sea |®) un vector cualquiera de H, entonces |®) se puede desarrollar
en serie de Fourier respecto (|W,))n

|¢> = Z fn|wn>a fn = <\Un‘¢>

En otras palabras, (|V,)), es una base ortonormal completa de H.
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Los operadores en Mecdnica Cuantica

Las bases juegan un papel fundamental. En particular el de aquellas
bases asociadas a operadores hermiticos.

Renato Alvarez-Nodarse Mecdnica Cudntica en espacios de Hilbert



Los operadores en Mecdnica Cuantica

Las bases juegan un papel fundamental. En particular el de aquellas
bases asociadas a operadores hermiticos.

Sea (|W,))n una base ortonormal completa de H y sea .A un operador
lineal, entonces

AV,) e H= AW,) =" ApnlVm) = Amn = (V| AW,).

A la cantidad (W] A|W,) la denominaremos elemento matricial del
operador A en la base (|W,)),.
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Los operadores en Mecdnica Cuantica

Si (|Wn))n es la base asociada al operador hermitico L se dice que la
matriz A = (Am,n) es la matriz de Aenla L- representacién. Nétese

que la matriz del operador L en su propia representacion (la
L-representacion) es diagonal con los autovalores en la diagonal.
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Los operadores en Mecdnica Cuantica

Si (JWp))n es la base asociada al operador hermitico L se dice que la
matriz A = (Am,n) es la matriz de Aenla L- representacién. Nétese
que la matriz del operador L en su propia representacion (la
Z—representacién) es diagonal con los autovalores en la diagonal.

Mas adn, asi como el conjunto de niimeros (f,), define
biunivocamente a |®), la matriz A define biunivocamente a A (enla
base correspondiente se sobrentiende). Luego, el operador A

serd hermitico si su matriz A es autoconjugada, i.e., Ay, = m A
serd unitario si su matriz A es unitaria, i.e., Y, Am kAnk = Im,n, etc.
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Los operadores en Mecdnica Cuantica

Si (JWp))n es la base asociada al operador hermitico L se dice que la
matriz A = (Am,n) es la matriz de Aenla L- representacién. Nétese
que la matriz del operador L en su propia representacion (la
Z—representacién) es diagonal con los autovalores en la diagonal.

Mas adn, asi como el conjunto de niimeros (f,), define
biunivocamente a |®), la matriz A define biunivocamente a A (en la
base correspondiente se sobrentiende). Luego, el operador A

serd hermitico si su matriz A es autoconjugada, i.e., Ay, = m A
serd unitario si su matriz A es unitaria, i.e., Y, Am kAnk = Im,n, etc.

Nétese que si dimH = N, las correspondientes matrices son matrices
cuadradas N x N, pero si dimH = oo, entonces las correspondientes
matrices son infinitas.
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Los operadores en Mecdnica Cuantica

Proposiciéon

Si dos operadores L y N tienen un sistema completo de autovectores
(|W,))n comin, entonces [£L,N] = 0.
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Los operadores en Mecdnica Cuantica

Proposiciéon

)
|

Si dos operadores L y N tienen un sistema completo de autovectores
(|IW,))n comin, entonces [L,N] = 0.

El reciproco también es cierto:

|

Proposicion

Si dos operadores L y N con sistemas completos de autovectores
conmutan ﬂﬁ /\/'] = 0), entonces tienen un sistema completo de
autovectores (|V,)), comdn.
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Los operadores en Mecdnica Cuantica

Definicion

Sea F(z) una funcién analitica en un entorno de z =0 y sea
F(z) =3 ,>0 faz" su desarrollo en serie de potencias. Definiremos al

A~

operador F(L) mediante la serie

F(L) = faL".

n>0
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Los operadores en Mecdnica Cuantica

Definicion

Sea F(z) una funcién analitica en un entorno de z =0 y sea
F(z) =) ,>0 2" su desarrollo en serie de potencias. Definiremos al

A~

operador F(L) mediante la serie

F(L) = faL".

n>0

Definiciéon

La derivada operacional OF (E) / OL es el operador que se obtiene
mediante la formula

-~ ~

OF(L) _ F(L+¢I) — F(L)
62 - el—rQ) € ’
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Por ejemplo
ok

it
a
it
v

«O» «Fr < ) )



Los operadores en Mecdnica Cuantica

Por ejemplo

% — nCm L,
oL

Sean Ay At tales que [JT, ﬁ*] — 7. Entonces tenemos

[A, (AT ] = k(AT k>1.
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Los operadores en Mecdnica Cuantica

Por ejemplo R
oL"
oL

= nL"!

Sean Ay A" tales que [A, AT] = Z. Entonces tenemos
[A, (AT ] = k(AT k>1.

Proposicion

Si F(z) es una funcién analitica en un entorno de z =0 y sean A y
AT tales que [A, AT] = Z. Entonces

dF(AT)

1 1+ —
A AN = ==
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Los operadores en Mecdnica Cuantica

Por ejemplo R
oL"

= =npL"!

oL
Sean Ay A" tales que [A, AT] = Z. Entonces tenemos

[A, (AT ] = k(AT k>1.

Proposicion

Si F(z) es una funcién analitica en un entorno de z =0 y sean A y
AT tales que [A, AT] = Z. Entonces

- dF (At
A F(A) = LD
dA*
Demostracién: Basta escribir la serie de potencias de F y la eq.
anterior. O
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Postulados de la Mecanica cuantica
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Postulados |

Postulado

A cada sistema fisico se le hace corresponder un espacio de Hilbert H
apropiado. Ademds, para cada t € R (pardmetro correspondiente al
tiempo) el estado queda completamente caracterizado por un vector
|W) normalizado a la unidad de H.
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Postulados |

Postulado

A cada sistema fisico se le hace corresponder un espacio de Hilbert H
apropiado. Ademds, para cada t € R (pardmetro correspondiente al
tiempo) el estado queda completamente caracterizado por un vector
|W) normalizado a la unidad de H.

@ Vt el estado estd determinado por un vector de H tal que
Wil =1.
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Postulados |

Postulado

A cada sistema fisico se le hace corresponder un espacio de Hilbert H
apropiado. Ademds, para cada t € R (pardmetro correspondiente al
tiempo) el estado queda completamente caracterizado por un vector
|W) normalizado a la unidad de H.

@ Vt el estado estd determinado por un vector de H tal que
Wil =1.

@ Dados los estados |V1), ..., |Wk), la combinacién lineal
|®) = > "7 _; ak| V) también es un (posible) estado.
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Postulados |

Postulado

A cada sistema fisico se le hace corresponder un espacio de Hilbert H
apropiado. Ademds, para cada t € R (pardmetro correspondiente al
tiempo) el estado queda completamente caracterizado por un vector
|W) normalizado a la unidad de H.

@ Vt el estado estd determinado por un vector de H tal que
Wil =1.

@ Dados los estados |V1), ..., |Wk), la combinacién lineal
|®) = > "7 _; ak| V) también es un (posible) estado.

© Vt € R el vector |W) siempre se puede normalizar a la unidad (a
no ser |[W) = 0).
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Postulado Il

Postulado

A cada magnitud fisica medible (observable) L se le hace corresponder
un operador linear hermitico L que actiia en H.
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Postulado 11

Postulado

Sea |W) el estado del sistema en el momento t justo antes de la
medicion de la magnitud (observable) L (asociada al operador L).
Independientemente de cudl sea el estado original |V), el resultado de
la medicién sélo puede ser un autovalor de L.
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Postulado 11

Postulado

Sea |W) el estado del sistema en el momento t justo antes de la
medicion de la magnitud (observable) L (asociada al operador L).
Independientemente de cudl sea el estado original |V), el resultado de
la medicion sélo puede ser un autovalor de L.

Este postulado requiere una aclaracion.
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Postulado 11

Postulado

Sea |W) el estado del sistema en el momento t justo antes de la
medicion de la magnitud (observable) L (asociada al operador L).
Independientemente de cudl sea el estado original |V), el resultado de
la medicion sélo puede ser un autovalor de L.

Este postulado requiere una aclaracién. Al hacer una medicién de L el
sistema cambia (las mediciones interfieren en el sistema).
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Postulado 11

Postulado

Sea |W) el estado del sistema en el momento t justo antes de la
medicion de la magnitud (observable) L (asociada al operador L).
Independientemente de cudl sea el estado original |V), el resultado de
la medicion sélo puede ser un autovalor de L.

Este postulado requiere una aclaracién. Al hacer una medicién de L el
sistema cambia (las mediciones interfieren en el sistema).

Antes de medir L el sistema puede estar, formalmente, en cualquier
estado W, pero al realizar la medicién, ésta cambia al sistema y lo
deja en el estado determinado por el vector |W)) que es un autovector
de £ correspondiente a al autovalor A.
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Postulado 11

Postulado

Sea |W) el estado del sistema en el momento t justo antes de la
medicion de la magnitud (observable) L (asociada al operador L).
Independientemente de cudl sea el estado original |V), el resultado de
la medicion sélo puede ser un autovalor de L.

Este postulado requiere una aclaracién. Al hacer una medicién de L el
sistema cambia (las mediciones interfieren en el sistema).

Antes de medir L el sistema puede estar, formalmente, en cualquier
estado W, pero al realizar la medicién, ésta cambia al sistema y lo
deja en el estado determinado por el vector |W)) que es un autovector
de £ correspondiente a al autovalor A.

O sea, la medicién produce el colapso de la funcién de onda a una de
las [Wy).
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Postulado 11

Postulado

Sea |W) el estado del sistema en el momento t justo antes de la
medicion de la magnitud (observable) L (asociada al operador L).
Independientemente de cudl sea el estado original |V), el resultado de
la medicion sélo puede ser un autovalor de L.

Este postulado requiere una aclaracién. Al hacer una medicién de L el
sistema cambia (las mediciones interfieren en el sistema).

Antes de medir L el sistema puede estar, formalmente, en cualquier
estado W, pero al realizar la medicién, ésta cambia al sistema y lo
deja en el estado determinado por el vector |W)) que es un autovector
de £ correspondiente a al autovalor A.

O sea, la medicién produce el colapso de la funcién de onda a una de
las |[W)). Este axioma introduce formalmente la interpretacién de
Copenhagen en la teoria.
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Postulado IV

Postulado

El valor esperado (L) de una cantidad fisica L cuando el sistema se
encuentra en el estado |V) viene dado por el elemento matricial

(L) = (VIL]W).
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Postulado IV

Postulado

El valor esperado (L) de una cantidad fisica L cuando el sistema se
encuentra en el estado |V) viene dado por el elemento matricial

(L) = (VIL]W).

Notese que, como L es hermitico, entonces

(WIZIW) = (WIZF ) = (WZ]Y) — (L) eR
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Postulado V

Postulado

Los elementos matriciales de los operadores X; de la posicién
(coordenadas) x; y p; de los momentos p;, i = 1,2,3, donde los
indices i = 1,2,3 corresponden a las proyecciones en los ejes x, y y z,
respectivamente, definidos por (®|x;|W) y (®|p;|V), cualquiera sean
|®) y |V) de H satisfacen las ecuaciones de evolucion

w> ,

d ~
). Zoam=(o

donde H es el operador asociado a la funcion de Hamilton del
correspondiente sistema cldsico (si es que lo hay).

o
OX;

OH

d
(DW= { D | =

Este postulado es equivalente a la ecuacién de Schrodinger

#9V)
= H|w
5t ).
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Postulado V

Este postulado tiene un significado fisico evidente pues nos indica que
el promedio de las cantidades medibles posicién, impulso y energia
(hamiltoniano) satisfacen las ecuaciones dindmicas de la mecanica
hamiltoniana, i.e, en el limite apropiado (& — 0) la mecdnica cudntica
se transforma en la clasica (principio de correspondencia de Bohr).
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Postulado V

Este postulado tiene un significado fisico evidente pues nos indica que
el promedio de las cantidades medibles posicién, impulso y energia
(hamiltoniano) satisfacen las ecuaciones dindmicas de la mecanica
hamiltoniana, i.e, en el limite apropiado (& — 0) la mecdnica cudntica
se transforma en la clasica (principio de correspondencia de Bohr).

Proceden unas aclaraciones. En general el Hamiltoniano H de un
sistema cldsico depende de las coordenadas x; y los impulsos pj,
i=1,2,3, por lo que el operador H se obtiene cambiando las x; por
los correspondientes operadores X; y p; por ﬁ,-.AEsto, aunque en
apariencia es trivial, en general no lo es pues H debe ser hermitico (ya
que corresponde a la magnitud fisica energia).
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Postulado VI

Postulado

Los operadores posicién X; e impulso p;, i = 1,2,3, satisfacen las
relaciones de conmutacion

[, %] = 0= [, Bil, Rk, Bl = ilidw /2,

donde h es una constante e i = v/—1.
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Postulado VI

Postulado

Los operadores posicién X; e impulso p;, i = 1,2,3, satisfacen las
relaciones de conmutacion

[)?ka)?j] =0= [b\kaﬁj], [?kvb\j] - Ihékdza
donde h es una constante e i = v/—1.

En particular, de lo anterior se sigue que los operadores X y px no
pueden tener un conjunto completo de autovectores comunes. Este
postulado es el andlogo de las llaves de Poisson.
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Construyendo los operadores cudnticos

1. Supongamos que tenemos una magnitud clasica L que depende de
x; y pj. Para construir el operador mecano-cuantico sélo tenemos que
cambiar los x; por los X; y p; por p;.
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Construyendo los operadores cudnticos

1. Supongamos que tenemos una magnitud clasica L que depende de
x; y pj. Para construir el operador mecano-cuantico sélo tenemos que
cambiar los x; por los X; y p; por p;.

Por ejemplo, la energia cinética viene dada por

_pi+ps+p3 =~ PP+’ +ps
2m 2m

T

)

y V(x1,x2,x3) por V = V(x1,x2,X3), siendo ambos operadores
hermiticos.
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Construyendo los operadores cudnticos

1. Supongamos que tenemos una magnitud clasica L que depende de
x; y pj. Para construir el operador mecano-cuantico sélo tenemos que
cambiar los x; por los X; y p; por p;.

Por ejemplo, la energia cinética viene dada por

2, 2., 2 52 =22 02
:P1+P2+P3 — T:PI + p2° + p3

T
2m 2m

)

y V(x1,x2,x3) por V = V(x1,x2,X3), siendo ambos operadores
hermiticos.

Esto no siempre ocurre. Imaginemos que el hamiltoniano contiene el
término W; = x;p;. Entonces, el operador /V|7, = X;p; no puede
representar al operador cudntico ya que no es hermitico (x; y p; no
conmutan.)

Renato Alvarez-Nodarse Mecénica Cudntica en espacios de Hilbert



Construyendo los operadores cudnticos

1. Supongamos que tenemos una magnitud clasica L que depende de
x; y pj. Para construir el operador mecano-cuantico sélo tenemos que
cambiar los x; por los X; y p; por p;.

Por ejemplo, la energia cinética viene dada por

2, 2., 2 52 =22 02
:P1+P2+P3 — T:PI + p2° + p3

T
2m 2m

)

y V(x1,x2,x3) por V = V(x1,x2,X3), siendo ambos operadores
hermiticos.

Esto no siempre ocurre. Imaginemos que el hamiltoniano contiene el
término W; = x;p;. Entonces, el operador W; = X;p; no puede
representar al operador cudntico ya que no es hermitico (x; y p; no
conmutan.) En este caso hay que definir W; por

— 1

W, = §(>A<iﬁi + Pix;)-
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Interpretacién probabilistica

2. Supongamos el sistema fisico se encuentra en el estado definido por
|W,), autovector correspondiente al autovalor A, de cierto operador £
asociado a la magnitud fisica L. Entonces

(WoLIW,) = A, (W, |2K|[W,) = MK,

Supongamos ahora que el sistema se encuentra en el estado |®) que
es en una superposicion de los estados |W), k =1,2,..., N, entonces
como |®) =", fi| W) tenemos

(®|L]0) Z\m A

Lo anterior indica, en virtud de postulado IV que la cantidad |f|? es
la probabilidad con que se observa el valor A, al hacer una medicién.

Renato Alvarez-Nodarse Mecénica Cudntica en espacios de Hilbert



Interpretacién probabilistica

Consideremos por sencillez el caso cuando el autovalor Ay es simple.
En ese caso la probabilidad de que el sistema estando en un estado
original |®) termine en el estado definido por |W) es

Prob(|®) = W) = [ = |(W[®) P
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Interpretacién probabilistica

Consideremos por sencillez el caso cuando el autovalor Ay es simple.
En ese caso la probabilidad de que el sistema estando en un estado
original |®) termine en el estado definido por |W) es

Prob(|®) = W) = [ = |(W[®) P

Nétese que esta probabilidad es invariante ante transformaciones
unitarias:

(W) > U = [By), (@) = Ud) = |P)

pues
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Interpretacién probabilistica

Consideremos por sencillez el caso cuando el autovalor Ay es simple.
En ese caso la probabilidad de que el sistema estando en un estado
original |®) termine en el estado definido por |W) es

Prob(|®) = W) = [ = |(W[®) P

Nétese que esta probabilidad es invariante ante transformaciones
unitarias:

(W) > U = [By), (@) = Ud) = |P)

pues B N

Prob(|®) — |Wk)) = Prob(|®) — |Wy))
Luego el sistema fisico es invariante frente a cualquier transformacién
unitaria.
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Los operadores de proyeccion

Lo anterior se puede ver muy bien usando los operadores de
proyeccién o proyectores.

Imaginemos que tenemos la magnitud L y que el resultado de la
medicidn es en valor Ax que asumiremos simple. Tras la medicién el
sistema estard en el estado |Wy), donde |Wy) es el autovector
asociado a .

Definamos el operador de proyeccion P, sobre el subestacio
generado por |V) de la siguiente forma

P His H,  PilW) = (W, [W)[Wy).

Por comodidad escribiremos Py = |W) (W]
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Los operadores de proyeccion

De la definicién se tene que
@ Py es hermitico: P = Py

© Los autovalores de 73k sono 06 1.
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Los operadores de proyeccion

De la definicién se tene que
(1 7/5/3 ::73;(0731( :ﬁk
Q 73k es hermitico: 73; = 73;(
© Los autovalores de ﬁk sono 06 1.

.Y si Ak es degenerado, i.e., tiene asociado un subespacio de
dimensién K > 17
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Los operadores de proyeccion

De la definicién se tene que
o 7/5/3 ::73/(0731( :ﬁk
Q 73k es hermitico: 73; = 73;(
© Los autovalores de 73k sono 06 1.

.Y si Ak es degenerado, i.e., tiene asociado un subespacio de
dimensién K > 17

En ese caso Py es la suma de los proyectores asociados a cada uno de
los vectores de la base ortonormal (\IJkJ)J-K:l del autoespacio asociado
a )\k:

K
Pe= D [W) (Wi
j=1

Es facil comprobar que en este caso se tiene las mismas propiedades
que en el caso cuando K = 1.
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Los operadores de proyeccién y las mediciones

Todo lo anterior nos lleva a afirmar que trds la medicién de la
magnitud L del sistema, cuyo estado inicial (previo a la medicién) era
|W), obtendremos el resultado Ay con probabilidad

Prob(|9) = [Wy)) = |Pe|V)[*
siendo el estado final del sistema el definido por el vector 73k]\U>.

Esto es cierto aunque resultado de la medicién sea mds de un valor Ay
CoOmo ocurre en ciertos experimentos.
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Las reglas de conmutacion

3. Dada cualquier cantidad fisica clasica L le podemos adicionar la
cantidad x;p; — pjx; sin cambiarla. Si transformamos L en su operador
L ya no le podemos adicionar el correspondiente operador x;p; — p;X;
pues éste no es nulo (postulado VI).

Tomando las derivadas funcionales

0 e o . .
E(Xipj —piXi) = Tﬁ(xipj — pjxi) =0,

1 1

i.e., Xipj — pjx; es proporcional aZ = Xjpj — pjxi = oL.
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Las reglas de conmutacion

3. Dada cualquier cantidad fisica clasica L le podemos adicionar la
cantidad x;p; — pjx; sin cambiarla. Si transformamos L en su operador
L ya no le podemos adicionar el correspondiente operador x;p; — p;X;
pues éste no es nulo (postulado VI).

Tomando las derivadas funcionales

0 ot 0 o
—(Xip; — piXi) = —(xip; — piXxi) = 0,
8X,-( iBj — PjXi) 3Pi( iBj — Pjxi)
i.e., Xipj — pjxi es proporcional a I = Xipj — pjXi = oZ.

Si ademias X; y f)\J son hermiticos entonces, necesariamente, o« = ih
donde h € R.
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Las reglas de conmutacion

3. Dada cualquier cantidad fisica clasica L le podemos adicionar la
cantidad x;p; — pjx; sin cambiarla. Si transformamos L en su operador
L ya no le podemos adicionar el correspondiente operador x;p; — p;X;
pues éste no es nulo (postulado VI).

Tomando las derivadas funcionales

0 e o . .
E(Xipj —piXi) = %(Xipj — pjxi) =0,

1 1
i.e., Xipj — pjx; es proporcional aZ = Xjpj — pjxi = oL.
Si ademias X; y f)\J son hermiticos entonces, necesariamente, o« = ih

donde i € R. Se recupera la relaciéon de conmutacién del postulado
VI.
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Los operadores posicién y momento en L*(Q)

El espacio de Hilbert mas habitual en MC es L2(Q). En L%(Q) se
puede probar que

~

Xi=xI = XVU(x)=x"V(x)

f)\k = —iﬁi — ﬁk\U(X) = —I'haL(X)

Xk

Es facil comprobar que: [p, x] = px — Xp = —inZ.
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Los operadores posicién y momento en L*(Q)

El espacio de Hilbert mas habitual en MC es L2(Q). En L%(Q) se
puede probar que

~

Xi=xI = XVU(x)=x"V(x)

- ., 0 N .. OV(x)
— i V(x) = —ih
Pk ! D = V() ! Oxi
Es facil comprobar que: [p, x] = px — Xp = —inZ.

Ejercicio: A partir de lo anterior prueba que para cualquier funcién

analitica F(z)

OF (x)
ox ’

OF(p)

[p, FC)] = —ih 5

(% F(p)] = ih
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Las ecuaciones de Heisenberg y de Schrodinger

Supongamos que el Hamiltoniano del sistema es

H=T+Vv, T=S Lk
2m

donde V = V(x1, X2, x3) = V(xl,X2,X3)f sélo depende de las
coordenadas.
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Las ecuaciones de Heisenberg y de Schrodinger

Supongamos que el Hamiltoniano del sistema es
H=T+V, T=> -k

donde V = V(x1, X2, x3) = V(xl,X2,X3)f sélo depende de las
coordenadas.

Por simplicidad trabajaremos sélo con la proyeccién en el eje OX.

Como [5, 71 = 0y [B, F(®)] = —in2E)
15)%
o e e OV(R) L OH
[p’ 7-[] - [p7 V(X)] - Ih 85(\ - Ih 85(\

Renato Alvarez-Nodarse Mecdnica Cudntica en espacios de Hilbert



Las ecuaciones de Heisenberg y de Schrodinger

Supongamos ahora que los vectores de estado no dependen del
tiempo (los operadores si que pueden, en principio, depender del
tiempo). Entonces del postulado V

d. . o dp oM
— (g V) =—( | — |V - = ——,
dt< pilV) < OX; > dt 193%
de donde se sigue que
dp i 5
o = Pl
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Las ecuaciones de Heisenberg y de Schrodinger

Supongamos ahora que los vectores de estado no dependen del
tiempo (los operadores si que pueden, en principio, depender del
tiempo). Entonces del postulado V

~

oH
Ox;

d
oV =— (o
7 PlpilV) <

dp  OH
v ap _ I
> AT

de donde se sigue que
dp PN
a P

OF(p)

a5 se deduce

De forma andloga, pero usando que [X, F(p)] = ik

la segunda ecuacién de Heisenberg
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Las ecuaciones de Heisenberg y de Schrodinger

Las ecuaciones anteriores se conocen como ecuaciones dinamicas de
la mecdnica cudntica en la representacion de Heisenberg: es decir,
cuando las funciones de onda son vectores independientes del tiempo
pero los operadores no lo son.
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Las ecuaciones de Heisenberg y de Schrodinger

Las ecuaciones anteriores se conocen como ecuaciones dinamicas de
la mecdnica cudntica en la representacion de Heisenberg: es decir,
cuando las funciones de onda son vectores independientes del tiempo
pero los operadores no lo son.

Obviamente hay otra posibilidad y es que los operadores no dependan
del tiempo y las funciones de onda si. En este caso usando el
oH .,
postulado V y que % = i/h[p, H] =
X
o
Iy —

] PP

d
—(®lp|¥)y =—(
= (olpIv)
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Las ecuaciones de Heisenberg y de Schrodinger

Luego, por un lado,

o®
ot

~

V) + (o

~

p

oV od . |owv
at>—<at ”“">+<”"’ at>
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Las ecuaciones de Heisenberg y de Schrodinger

Luego, por un lado,

(i)

y, por otro, %(q)‘[,b\a ﬁ]!‘“> =

~

p

oV od . |owv
at>—<at ”“">+<”"’ at>

— 1 (t0pw) ~ (@/7pIv)) = (5

I~ i~
)+ Lol
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Las ecuaciones de Heisenberg y de Schrodinger

Luego, por un lado,

(5 plv) (o

y, por otro, %(q)‘[,b\a ﬁ]!‘“> =

p

oV od oV
at> <at”“"> <”“’ at>

— 1 (t0pw) ~ (@/7pIv)) = (5

i~ i~
)+ Lol
de donde se sigue que

<p¢8\|1 > <8¢+ H¢‘W> 0,

0 R 0 h
cualquiera sean los vectores ® y V.
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Las ecuaciones de Heisenberg y de Schrodinger

Por tanto, necesariamente tenemos

la ecuacién de Schrodinger

+ V)
o = H|W).

La ecuacién anterior es la ecuacién de evolucién de la mecanica
cuantica cuando los operadores no dependen del tiempo.
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Las ecuaciones de Heisenberg y de Schrodinger

Por tanto, necesariamente tenemos

|

la ecuacién de Schrodinger
+ V)
ot

La ecuacién anterior es la ecuacién de evolucién de la mecanica
cuantica cuando los operadores no dependen del tiempo.

= v,

Las ecuaciones dindmicas del postulado V han de cumplirse
independientemente de que escojamos la representacién de
Schrodinger (S) o la de Heisenberg (H). Ademas, los observables que
medimos deben tener los mismos valores medios en ambas
representaciones. Eso implica que ha de existir una transformacion
unitaria {U} que pase de S a H y viceversa.
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Equivalencia de las representaciones de Heisenberg y de Schrodinger

Probemos que ambas representaciones son equivalentes.

Para ello sean |¢) y 7 la funcién de estado y el observable en la
representacién de Heisenberg y sean |[W) y L en la de Schrddinger.
Entonces entre ambas existe la relacién:

WY =0t |y),  L=Utid, U=e™tn

donde H es el operador hamiltoniano del sistema que se asume
independiente del tiempo.

Si |¢) no depende del tiempo, entonces

o) au+

o 717-[t/h L i
) Wy = ) =~ Aw)

\Uj —~
e., la ecuacién de Schrodinger iha(‘)t> = H|V).
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Equivalencia de las representaciones de Heisenberg y de Schrodinger

Recordemos que |¢) y 7 son la funcién de estado y el observable en la
representacién de Heisenberg y W) y L en la de Schrodinger.

V) = LA{+|1/}), 7= zj?gffr’ U= eiﬁt/h’ 0+ — e—iHt/h

Supongamos que L (representacién de Schrodinger) no depende de t.
Entonces,

Si escogemos ¢ como el operador p y X recuperamos las ecuaciones de
Heisenberg para el momento y la posicién, respectivamente.

Renato Alvarez-Nodarse
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Integrales de movimiento

De lo anterior se sigue que en la representacién de Heisenberg una
cantidad fisica es independiente del tiempo si el operador asociado a
dicha magnitud conmuta con el Hamiltoniano. Esta propiedad es
ademas muy significativa desde el punto de vista fisico como veremos
a continuacién.
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Integrales de movimiento

De lo anterior se sigue que en la representacién de Heisenberg una
cantidad fisica es independiente del tiempo si el operador asociado a
dicha magnitud conmuta con el Hamiltoniano. Esta propiedad es
ademas muy significativa desde el punto de vista fisico como veremos
a continuacién.

Definicién
Se dice que una cantidad observable ¢ es una integral de movimiento si

d d

2@ = (VAW =0,

Es decir, una magnitud es una integral de movimiento si dicha
magnitud se conserva en media.
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Integrales de movimiento

Sea un observabe ﬁy un estado definido por ‘\Il>

Calculamos la derivada del elemento matricial

A = () (vf3elv) o

§>>

87lll
ot /"’
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Integrales de movimiento

Sea un observabe ﬁy un estado definido por ‘\Il>

Calculamos la derivada del elemento matricial

) = () + (o) + (ol

Supongamos ahora que estamos en la representacion de Schrédinger,

i.e., A no depende de t y |W) satisface la Ec. Sch. ik 8

;[ﬁ,ﬁ]'w>.

Entonces, %(‘U!.Z\\W =0 < [A,H]=0.

d -
~VIAW) = <w
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Integrales de movimiento

Si ahora escogemos la representacién de Heisenberg entonces (/W) no
depende del tiempo, pero A si puede)

d -~ A
SN = (v 5

V) = LI AL

donde hemos usado la Ec.de Heisenberg
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Integrales de movimiento

Si ahora escogemos la representacién de Heisenberg entonces (/W) no
depende del tiempo, pero A si puede)

d -~ A
SN = (v 5

V) = LI AL

donde hemos usado la Ec.de Heisenberg

Es decir, también en la representacién de Heisenberg

%(w\ﬁ\xu} =0 <« [A,H]=0.
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Test de consistencia

Probemos que tenemos d/dt(|||W)||?) = 0, lo que implica que la
probabilidad total no cambia en el tiempo.
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Test de consistencia

Probemos que tenemos d/dt(|||W)||?) = 0, lo que implica que la
probabilidad total no cambia en el tiempo.
Sea la ecuacién de Schrodinger y su conjugada

Pl
ot

V|

v
= H|W), Iha

= (V|H*.
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Test de consistencia

Probemos que tenemos d/dt(|||W)||?) = 0, lo que implica que la
probabilidad total no cambia en el tiempo.
Sea la ecuacién de Schrodinger y su conjugada

Pl
ot

V|

v
= H|W), Iha

= (V|H*.

Tomando el producto escalar de la 22 por |W) (por la derecha) y de la
12 por (V| (por la izquierda) obtenemos, respectivamente

~ v . oV
+ _ o — o
(W|HT W) = ,ﬁ<8t‘w>, (V| H|W) /h<\u at>’
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Test de consistencia

Probemos que tenemos d/dt(|||W)||?) = 0, lo que implica que la
probabilidad total no cambia en el tiempo.
Sea la ecuacién de Schrodinger y su conjugada

ad
ot

Pl

5t = H|W), —ih——

= (V|H*.

Tomando el producto escalar de la 22 por |W) (por la derecha) y de la
12 por (V| (por la izquierda) obtenemos, respectivamente

~ ov ~ ov
+ = — _— = _—
(WHT|V) = /ﬁ< ot ‘\U> . (VIH|W) /h<\|! T > )
de donde, restando ambas y usando la hermiticidad de H tenemos

0= <88"t’ w> " <w ) = 2 ww) = Ol

ot ot ot
Renato Alvarez-Nodarse Mecénica Cudntica en espacios de Hilbert




Una transformacién unitaria muy especial

Sea el operador unitario U(t) = e~""t/" donde H es el Hamiltoniano
del sistema.

Como los sistemas son invariantes frente a las transformaciones
unitarias ello implica que si definimos el estado

(W(t)) = U(t)[w(0))

ambos han de describir el mismo estado.
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Una transformacién unitaria muy especial

Sea el operador unitario U(t) = e~""t/" donde H es el Hamiltoniano
del sistema.

Como los sistemas son invariantes frente a las transformaciones
unitarias ello implica que si definimos el estado

(W(t)) = U(t)[w(0))

ambos han de describir el mismo estado. De lo anterior se deduce que
para todo ty,
W(t + 1)) = U(t)|¥(t0))

es decir, que los estados fisicos son invariantes frente a las traslaciones
temporales y que |||V (t + t))]|? = |||¥(t0)) ]| i.e., el test de
consistencia de antes.

Renato Alvarez-Nodarse Mecdnica Cudntica en espacios de Hilbert



Una transformacién unitaria muy especial

Sea el operador unitario U(t) = e~""t/" donde H es el Hamiltoniano
del sistema.

Como los sistemas son invariantes frente a las transformaciones
unitarias ello implica que si definimos el estado

(W(t)) = U(t)[w(0))

ambos han de describir el mismo estado. De lo anterior se deduce que
para todo ty,
W(t + 1)) = U(t)|¥(t0))

es decir, que los estados fisicos son invariantes frente a las traslaciones
temporales y que |||V (t + t))]|? = |||¥(t0)) ]| i.e., el test de
consistencia de antes.

Nétese que tomado derivadas respecto a t en |W(t)) = U(t)|W(0))
obtenemos la ecuacién de Schrodinger.
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El principio de incertidumbre

Sean dos operadores hermiticos A y B. Definamos los operadores
AA=A— (AL, AB=B-(B),
donde (A) y (B) son los valores medios de A y B en el estado |W).

Entonces, como [JT, l§] = iL, con L hermitico, se sigue que
[AA, AB] = iL.
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El principio de incertidumbre

Las dispersiones de las cantidades Ay B en el estado |W) vendran
dadas por

AA =\ (V|(AAP2 W) = | AAV],

AB =\ (V|(AB)2|W) = |ABV].
Si usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz (||f]| - |lgl| > [{f,g)])

|AAV||ABY|| > (AAV|ABYY| > [S(AAV|ABWY)Y|
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El principio de incertidumbre

Calculemos la parte imaginaria de
(AAV|ABY) = (W[AAAB|WY)

—recordemos que A es hermitico, luego AA también lo es pues (A) es
real-. Obtenemos

I

(W AAAB|W) 2l (<W|A,ZAE|w> - <W|A,ZAE|\|;>)
((W|A/TAZ§|\U> - <w|Az§+Aﬁ+|w>)

_1
2i
1 o PN

== ((\U]AAAB[\U> - (\IJ|ABAA|\IJ))
1

<\IJ|[AA AB||W) = <w\2\w>.
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El principio de incertidumbre

Como L es hermitico, <\U|E|\U> es un nimero real que denotaremos
por /; asi,
/
NAAB > |2|

Lo anterior aplicado a los operadores p y X (ver postulado V) nos
conduce al principio de incertidumbre de Heisenberg

AxAp > g
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La mecanica matricial

Supongamos que tenemos una base (|W,)), completa de vectores de
H. Entonces, todo vector |W) de H lo podemos escribir, como ya
hemos visto, de la forma

W) =) flVa),  fy= (W, V).

Es decir, a cada vector de H le podemos hacer corresponder su vector
f=(fi,f,...)". Andlogamente, a cada operador L le podemos hacer
corresponder una matriz L con entradas Ly, , = (V| L|W,). Luego la

o i~
ecuacion i é[’H,E] se puede escribir en la forma

oL i

— = —[H,L].

ot h

donde H es la matriz correspondiente al hamiltoniano del sistema,
i.e., recuperamos la también antes mencionada mecdnica matricial de
Heisenberg.
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La ecuacién de Schrodinger y el postulado V

Supongamos que el observable L es independiente del tiempo y que
|W) es solucién de la ecuacién de Schrodinger, siendo H

~ + p5 + =~ =
H = M + V(Xl,Xz,Xg,) =T+ V.
2m
Entonces, la ecuacidn

d

dt

2 wiew) = (v|2% Tz )

nos da
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La ecuacién de Schrodinger y el postulado V

~ . . _OF(p
Sea £ = Xi. Usando [x, F(p)] = /haa%p) tenemos

OH

[H,Xk] [ ,Xk] Iha[/)\k

Sustituyendo lo anterior en

obtenemos
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La ecuacién de Schrodinger y el postulado V

OF (x)
ox

Sea L = py. Entonces, usando que [p, F(X)] = —ih

PR _OH
[H,pk] = [V,Xk] = Ihai)/(\k’

~ . ~

de donde, usando otra vez %(L) = H[H,L]) =

LI il
dtpki OXk '

Es decir, si la funcién de estado evoluciona segtin la ecuacién de
Schrodinger entonces las medias de las coordenadas e impulsos se
comportan como en la mecanica hamiltoniana clasica.
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La ecuacién de Schrodinger y el postulado V

OF (x)
ox

Sea L = Pk- Entonces, usando que [p, F(X)] = —ih

PR _OH
[H,pk] = [V,Xk] = Ihai)/(\k7

~ . ~

de donde, usando otra vez %(L) = ([H, L]) =

LI il
dtpki OXk '

Es decir, si la funcién de estado evoluciona segtin la ecuacién de
Schrodinger entonces las medias de las coordenadas e impulsos se

comportan como en la mecanica hamiltoniana clasica.

iEl postulado V es equivalente a la ecuacion de Schrodinger!
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