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Introduccion

Estas notas corresponden a un curso de introducciéon a la Mecdnica cuantica. En él se
pretende dar una idea general de cémo surgio la Mecédnica cuantica a principios del siglo pasado
(XX) y exponer algunos de sus principales principios desde un punto de vista “matemético”.
El trabajo estara dividido en dos partes.

En la primera se describira la evolucion de la teoria cuantica desde finales del siglo XIX hasta
la aparicién de la Mecénica cuantica de Heisenberg y Schrodinger en 1926-1927, es decir, a partir
de la idea revolucionaria de Planck sobre los “quanta”, la explicacién del efecto fotoeléctrico
por Einstein y la descripcion de la dualidad onda-particula de De Broglie, hasta la aparicion
de las dos principales teorias matematicas: la mecanica matricial y la mecanica ondulatoria.

En la segunda parte introduciremos la Mecanica Cuantica de una particula asi como sus
bases axiomaticas en un espacio de Hilbert separabl e. Finalmente, veremos algunos de los
métodos usados para resolver la ecuacién de Schrodinger.






Capitulo 1

Breve introduccion a la mecanica
clasica

La Fisica se basa en medidas y observaciones experimentales de la realidad que nos rodea,
es decir, en cuantificar o caracterizar los distintos fendmenos naturales mediante expresiones
cuantitativas o nimeros.

Estas cantidades medibles u observables se denominan cantidades fisicas (e.g. longitud,
velocidad, energia, ...). El objeto o conjunto de objetos a estudiar se denomina sistema fisico
(e.g. una particula, un atomo, un coche, ...). Cuando conocemos distintas medidas de un
sistema que lo caracterizan por completo en un momento de tiempo determinado (e.g. la posicién
y la velocidad de una particula de masa m) decimos que el sistema se encuentra en un cierto
estado dado.

El objetivo de toda teoria fisica es, por tanto:

1. Describir el estado del sistema fisico, es decir, dar una representacién cuantitativa (ma-
tematica) del estado que lo defina biunivocamente.

2. Conocer la dindmica del sistema, es decir dado un estado inicial en el momento ¢y conocer
su evolucion temporal para t > tg.

3. Predecir los resultados de las mediciones de las cantidades fisicas del sistema.

La teoria fisica en si misma esta en general constituida, desde el punto de vista abstracto,
por tres apartados:

1. El formalismo: Conjunto de simbolos y reglas de deducciéon a partir de los cuales se
pueden deducir proposiciones y enunciados. En general toda teoria comienza fijando un
cierto numero de axiomas comuinmente denominados postulados.

2. Ley dindmica: Cierta relacién (o relaciones) entre algunos de los principales objetos del
formalismo que permitan predecir acontecimientos futuros.

3. Reglas de correspondencia o interpretacion fisica: Conjunto de reglas que permiten asignar
valores experimentales a algunos de los simbolos del formalismo.
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Como ejemplo ilustrativo vamos a describir la mecanica newtoniana.

En la mecanica newtoniana el estado de un sistema viene dado por el conjunto de trayec-
torias de todas las particulas que constituyen el sistema. Por ejemplo, para una particula, el
estado estara dado por la funcién vectorial 7(t) € R® que denota la posicién en cada instante
de tiempo t. Los observables son las cantidades medibles como la posicién 7(t), la velocidad
d(t) = d/dt[r(t)], la energia cinética T = muv?(t), etc.

La ley dinamica en este caso es la segunda ley de Newton:

md(t) = F(t), at) = :

donde F es la fuerza resultante que actia sobre el sistema, i.e., es una ecuacién diferencial de
orden 2. Finalmente, las reglas de correspondencia son “evidentes” y consisten en los valores
numeéricos de las proyecciones de los vectores 7, v, etc. sobre los ejes del correspondiente sistema
de coordenadas escogido.

Veamos un ejemplo de sistema fisico y algunas de sus propiedades.

Supongamos que tenemos una particula que se mueve en R? bajo la accién de una fuerza

F(z,y, z) que sélo depende de las coordenadas (posicién). Supongamos ademds que existe una
funcion escalar V (z,y, z) tal que

I 8‘/—’ V—» 8V—»
Bl,y,) = ~VVlay2) = =5 0= 57~ OLF,

donde i, j y k, son los vectores unitarios correspondientes a los ejes x, y y z, respectivamente.
Entonces, usando el producto escalar estandar de los vectores tenemos

F(z,y,z)dr=— | —dz + ——dy + —d=z
z

~ ov ov ov
(3:6 oy 5 ) = —dV(z,y, 2).

Luego, el trabajo de la fuerza F para mover nuestra particula a lo largo de cierta curva I' € R3
se expresa mediante la integral

9

/ﬁ($7yvz)dF: —V($’,y,2)
r

a

donde d@ y b son los extremos de dicha curva. En particular, para cualquier curva cerrada,

/ﬁ(x, Y, 2)dr = fﬁ(:p,y, 2)dr' = 0.
r

Las fuerzas con estas caracteristicas se denominan conservativas y los correspondientes sistemas:
sistemas conservativos.

La razon de esta denominacién se explica por lo siguiente: Si usamos la segunda ley de
Newton

ﬁmwaﬁzim@ﬁemma

dt
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luego

-

s 1
/F(:c,y,z)dfz /mﬁdﬁ: —mv?
r r 2

N
a

Juntando esta expresién con la anterior tenemos

1
(amUQ + V(x,y, z))

Es decir, la cantidad
E =T(@)+ V(7

vale lo mismo en los extremos de la curva I'. Como I' es arbitraria deducimos que E es una
cantidad invariante en el tiempo. Esta cantidad se denomina energia mecanica del sistema.
2 . ’ . o ’ . — .
T= %va = 5 se denomina energfa cinética, V, energia potencial y p = mv, impulso.
En la mecanica cuantica el formalismo es muy distinto y es el objetivo de este curso. Antes
de pasar a discutirlo veamos brevemente otra forma de describir los sistemas mecanicos cldsicos:

El formalismo candnico o hamiltoniano.

1.1. Mecanica Hamiltoniana

Por sencillez seguiremos considerando el movimiento de una tinica particula.

Vamos a suponer que el espacio fisico es un espacio de fases (7, p), donde 7 = (x,y, 2) € R?
Yy P = (Ps, Py, p-) denotan las componentes del vector posiciéon y momento, respectivamente.
Definamos una funcién H dependiente de la posicién 7y el impulso p’

. 1
H(F\p) = 5=z + v, +02) + V(@,y,2),

que denominaremos hamiltoniano del sistema. Entonces, las ecuaciones dinamicas del sistema
vienen dadas por las expresiones

de _ o A, _ ol
dt  Op,’ dt Oz’
dy OH dp,  OH
& opy ooy (L.L1)
d:_oH  dp._ oM
ot Op,’ ot 0z’

Esta claro cémo se generaliza el problema. Supongamos que el hamiltoniano depende de
las coordenadas candnicas qi, ...qy y sus correspondientes momentos py, ...py. Entonces las
ecuaciones dinamicas son

dgg OH  dp,  OH

= = — ,=1,2,..., N. 1.1.2
dt 8])27 dt 8ql’ ! T ’ ( )
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De esta forma la dinamica queda determinada por 2N ecuaciones con 2N incégnitas. Finalmente
debemos destacar que, en general, las ecuaciones anteriores son equivalentes a las que se obtienen
usando la segunda ley de Newton. Asi, si

. 1
H(r\p) = 5—(0; + 0, +2) + V(2,,2),

las ecuaciones (1.1.1) nos dan (sélo incluiremos las ecuaciones para la coordenada x)

de OH D
o, — Uy = —, z = MUy,
dt  Op, m P
= = mSr=-"T=F Sy =F.
dt B i B e

es decir, recuperamos las ecuaciones de Newton de la mecanica clasica.

Dentro del formalismo canénico hamiltoniano hay una operacion de especial importancia
para entender el paso de la Mecanica clasica a la cuantica: las llaves de Poisson.

Se definen las llaves de Poisson de dos cantidades fisicas A := A(q1,...,qn,P1,---,DN) ¥

B:= B(q1,---,q9n,P1,---,PnN), funciones de las variables candnicas ¢; y p;, i = 1,2,..., N, ala
cantidad N
0A 0B 0A 0B
{A,B} =) (—— - ——) . (1.1.3)
Oqx Opr.  Opy Oqi,

Noétese que las ecuaciones de Hamilton (1.1.2) se pueden escribir como

dg; dp; .
dt {Qz7 }7 dt {pl7 }7 ? ) <y )

Notese ademas que para las coordenadas canodnicas se tiene

En general se puede probar que la ecuacién de evolucién para cualquier cantidad fisica A
es

% — (A, H). (1.1.5)

1.2. Dos ejemplos representativos

1.2.1. El oscilador armonico unidimensional

Comencemos con un sistema clasico de gran importancia: el oscilador armoénico. Asumire-
mos que el eje de coordenadas esta situado justo en la posicién de equilibrio del oscilador, luego
por x representaremos la desviacion del sistema del punto de equilibrio. En este caso

P2 L. 5

luego
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Figura 1.1: El oscilador armoénico

dx  OH(w,p) dp _5H($ap)

dat —  op At Ox
de. p dp _ " _
i kx — ma"(t) + kx(t) = 0.
Sus soluciones son:
k
z(t) cos(wt +9), w —

donde A y 0 dependeran de las condiciones iniciales xy = x(0), vy = v(0) y estan dadas por
Vg = —wIptand y xog = Acosd.

En la figura 1.2 representamos dos soluciones correspondientes a fases 0 iguales y amplitudes
distintas. Nétese que de la solucion no se deducen ningtn tipo de restricciones para los valores
de Ay .

Si calculamos la energia:
_ 1 e Lo Lo
E=T+V = am[a:(t) I°+ 51{;;1: = ékA = const.

De lo anterior se deduce que la energia toma los valores reales E = %kA2 > 0 y es una cantidad
continua.

T T

j@@A%@WAAN
RVAVAVAVARS

_2 VAV

Figura 1.2: El oscilador arménico: soluciones

Obviamente este sistema es demasiado sencillo. Un caso mas realista es el oscilador amor-
tiguado, es decir, cuando hay rozamiento. En este caso la ecuacion diferencial que se obtiene es
ma”(t) + ax'(t) + kxz(t) = 0, donde a > 0 es el coeficiente de viscosidad del medio. Dejamos, al
lector que resuelva y analize la ecuacién como ejercicio.
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1.2.2. Movimiento en un campo central de fuerzas

Veamos el caso correspondiente al potencial de una fuerza central, es decir, V(r) = —a/r.
Ejemplos tipicos de dicha fuerza son la fuerza gravitatoria y la electroestatica.

z

y l;(r)

X

Figura 1.3: Fuerza central de interaccién entre dos particulas.

En este caso tenemos

H(f“)—p_Q_g — /72 2 2 1.2.9
7p_2m ,T— x—l—y—l—z ()

,
Entonces, las ecuaciones (1.1.1) nos dan

z
" o
mz"(t) = —ag.

" . x " o Yy
ma"(t) = —as Y (t) = R

Vamos a considerar el movimiento de una particula material de masa m en un campo de
fuerzas centrales (ver figura 1.3). Sea F (r) la fuerza dirigida al origen de coordenadas y que
s6lo depende de la distancia r al origen de coordenadas. Usando la Ley de Newton tenemos las
siguientes ecuaciones para cada coordenada x, y y z:

ma”(t) = Fy(r), my"(t) = F,(r),

mz”(t) —= F2<T)7 r = \/m

Pero .
F.(r)=F(r)cosa = F(r);,
Fy(r) = F(r)cos = F(r)?.

F.(r) = F(r) cosy = F(r)2,
r
luego las ecuaciones del movimiento de nuestra particula son

ma"(t) = F(r)=, my"(t)=F(r)=, m2"(t)=F(r) (1.2.3)
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Vamos a probar que el movimiento de la particula es plano. Para ello multiplicamos la
primera ecuacién en (1.2.3) por —y, la segunda por z y las sumamos. Ello nos da

m(zy”" —y2") =0 = axy’ —yz" =0.

Si ahora multiplicamos la segunda por z, la tercera por —y y sumamos tenemos
m(yz" —2y") =0 = y2" —2y" =0.

Finalmente, multiplicando la primera por z, la tercera por —x y sumando, obtenemos
m(za" —x2") =0 = z2"—2z"=0.

Ahora bien, integrando por partes en la primera de las tres ultimas ecuaciones vemos

c = /(:cy" —yz")dt = xy’ — /:L"y'dt —yx' + /y’x'dt =ay —ya'.
Anélogamente tenemos, para las otras dos,
yz — 2y = ey, 20 — 1 = cs.

Si multiplicamos la primera de las tres ultimas ecuaciones por z, la segunda por x y la tercera
por y y las sumamos obtenemos

c1z2 4+ cox + c3y =0,

que es precisamente la ecuacion de un plano que pasa por el origen. Asi pues, tenemos la
siguiente propiedad:

Propiedad 0. El movimiento de una particula sometida a una fuerza central es plano, o sea,
su trayectoria esta contenida en un plano que pasa por el origen (hacia donde apunta dicha
fuerza central).

i F(r)

ue
F
Uy 6 0

0 i

X

Figura 1.4: Componentes radial y angular de un vector.

Dado un vector cualquiera en el plano, siempre podemos descomponerlo en sus respectivas
componentes. Todo vector se puede escribir en funcién de los vectores unitarios i y j que definen
a los ejes x e y, respectivamente. En particular, los vectores unitarios de las direcciones radial
@, y angular iy (ver figura 1.4)

—
— B

@, =icosf+ jsen, 1= —isenf+ jcosb.
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Noétese que entonces

di, dilg

=, — = —1U,. 1.2.4
g~ " de " (12.4)

Ademas, F = Foid, + Fyiy, pero si la fuerza es radial entonces Fy = 0. Escribamos ahora las

leyes de Newton para nuestra particula en coordenadas polares. Comenzamos calculando el

vector velocidad

_,_d('f’l_[r)_ dﬁr_i_ﬁ_’ — d_ﬁrd_e_i_@" — d_e_’_|_ﬁ_’ (125)
TTae T T Tat T g Tt T e T at -
donde hemos usado (1.2.4). Andlogamente
6_@_ @d_eﬁ —i—'f’@ﬁ +Td_0d_%+ﬁﬁ _|_£dﬁr
Tdt dtdt a2 T A dt | d2 T dt dt

@0 drdo] N der AN

r—: —— | U — —r | — Uy
dee " dtde| 0 | de? dt "
Luego, usando la Ley de Newton, tenemos

d?0 dr df
O—Fg—mag—m{rw+ Ea]
d?0 2drd9 o d {qu

e twa a| @

Es decir, 7?0'(t) = ¢, con ¢ cierta constante. La propiedad anterior se conoce como Ley de las

dreas pues el drea que barre el radio vector 7 es tal que dA(t) = r?/2d0 = r?/20’(t)dt, por tanto
A'(t) = r?/20'(t) = ¢/2. Asi, hemos probado la siguiente propiedad!

Propiedad 1. El movimiento de una particula sometida a una fuerza central es tal que el radio
vector T recorre dreas iguales en intervalos de tiempo iguales, i.e., dA(t)/dt = r?0'(t) = c.

Supongamos ahora que la fuerza es de la forma
Fr)y = ——2a,, (1.2.6)
r

es decir, una ley del inverso del cuadrado de la distancia.

Nuevamente usando la ley de Newton, para la componente radial obtenemos

d*r \*> o«
F.(r)=ma, = ol <dt) = (1.2.7)
Vamos a intentar resolver esta ecuacion diferencial. Obviamente es una ecuacion diferencial no
lineal asi que intentaremos convertirla en una ecuacion lineal. Para ello haremos el cambio de
variable r = 1/u(f) y pasaremos de la variable ¢ a 6, es decir, intentaremos dar con la ecuacién
de la trayectoria de nuestra particula. Nétese que en las nuevas variables, la propiedad 1 de las
dreas se escribe como ¢'(t) = cu®. Tenemos

dr_drdd  u'(0)

_ 2 — !
i dna ) 0 = ),

IEsta propiedad se conoce como segunda Ley de Kepler, en honor al matemético y astrénomo J. Kepler
quien la descubrié en la segunda mitad del siglo XVII cuando estudiaba la 6rbita del planeta Marte.
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d*r du'(6)
ez dt
luego (1.2.7) se transforma en

u"(0) +u(@) = <

que es lineal. La solucién de la ecuacién anterior la escribiremos en la forma

a o«
u(0) = ¢y cos(f) + cpsen(f) + — = — [1 +ecos( — )],

c c
luego, si escogemos los ejes coordenados de forma que
0 = 0 —o lo que es lo mismo, que r sea minimo cuando
0 =0,ie., c; >0y cy = 0- obtenemos la ecuacién para
p la trayectoria y
b r() = ——1%
r 1+ ecos(d)

o ., Qué figura geométrica define la ecuacion anterior?
0 Para ello recordemos que el lugar geométrico de los pun-
tos P(x,y) tales que la distancia OP de P a un pun-
to fijo O (foco) es igual a la distancia PD de p a
una recta r dada (directriz) viene dado por la férmu-
la r = pe/(1 + ecosf) (ver figura 1.5) siendo e cierta
constante (excentricidad). Es conocido que si e < 1 la
curva es una elipse, si ¢ = 1 una pardbola, y si e > 1
una hipérbola. Asi pues, hemos demostrado la siguiente
propiedad:

p

Figura 1.5: Propiedad de las seccio-
nes conicas.

Propiedad 2. La trayectoria de una particula sometida a una fuerza central es una seccion
conica, es decir, una elipse, una pardbola o una hipérbola.

Es facil comprobar que si una fuerza es central entonces existe una funcién U(z,y, z) tal
que

ou ou ou
F,=-%-, F,=-2- F=-2—
oz Y oy 0z
En nuestro caso, ademas, U(z,y,2) = U(r) = —a/r. Sumando las tres ecuaciones anteriores y

usando la ley de Newton tenemos

0 0 0
dU = _de + _Udy + _Udz = —m(2"dx +y'dy + 2"dz) =
Ox y 0z

d (U + %(:1:/2 +y? + z’2) =0.
En otras palabras, la funcion energia

m

5 (1.2.8)

m Q@
Et)=U+ —v*=——+
(®) 2 r
es constante. Esto es, como ya hemos visto, la Ley de Conservacién de la Energia. Si aplicamos
esta ley a nuestro sistema tenemos, usando (1.2.5),
m o, am __m am _m am

=0t = S0 = B o?) - T = D0 () + (1) - 2
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Escojamos el momento de tiempo cuando @ = 0. Usando la propiedad 1 tenemos (rf’(t))? =
c?/r?, pero, segiin nuestra eleccién, r’ = 0 (es minimo) y r = c*[a(1 + ¢)] 7!, luego

2(e2 1 22
pomele -y g2
2c2? mao?

\\i\\j g ™m JF

Figura 1.6: Movimiento de un planeta P alrededor del sol S.

En el caso de los planetas (ver figura 1.6), al pasar el planeta por el punto més cercano al
foco (donde esta el sol) se tiene, por la ley de Newton,

am ,
ma = — — vt = —,
r2, Tm
pero entonces para la energia £ obtenemos el valor
m Q am
E=—v"——=—— <0,
T 2rm

y por tanto e < 1, o sea, los planetas se mueven siguiendo orbitas elipticas. Esta es la conocida
primera Ley de Kepler.

Finalmente, tenemos que 7, = ae, y (1 —e?) = b*/a?, donde a y b son los semiejes mayor y
menor de la elipse, respectivamente. Entonces, como a es la semisuma de las distancias maxima
y minima de nuestra particula (planeta) al foco,

1[ca Ala c?

_— — :> _ @@
173 1+e+1—ecos ¢ a(l —e?)’

de donde deducimos que b* = c?a/a. Si ahora usamos que el drea de la elipse es A = wab, y la
propiedad 1, obtenemos que wab = ¢T'/2 donde T es el tiempo que tarda la particula en dar
una vuelta entera sobre la érbita. Sustituyendo el valor de b en la expresién anterior obtenemos

T?  4nx
— =, 1.2.9
5= (1.2.9)
es decir, el cuadrado del periodo de revolucion de los planetas es proporcional al cubo de sus
distancias medias. La propiedad anterior se conoce como tercera Ley de Kepler. Nétese que la
constante de proporcionalidad no depende para nada del planeta, sélo de «, que segtn la Ley
de Gravitacion Universal es GM;, donde G es la constante de gravitacion universal y M; la

masa del sol.
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1.3. Problemas

Problema 1.3.1 Estudia como se comporta una particula material que se mueve en un campo
potencial definido por las siguientes funciones potencial:

Uo, =<0, 0, x<0,
Viz)=¢ 0, 0<z<L, V(z)=<¢ Uy, 0<zx<L,
U07 x> La O, T > L,

conocidas como pozo potencial y barrera de potencial.

Problema 1.3.2 Discutir lo que ocurre si en vez de dos masas interactuando segun la ley de
gravitacion universal, lo que tenemos es un dtomo de hidrégeno. En este caso la formula (1.2.6)
se convierte en

Flr)= -2 a, (1.3.1)

Para terminar con este apartado y pasar a discutir lo que ocurre en el mundo cuantico tenemos
que recordar que en el caso del dtomo de hidrégeno hay un problema anadido y es que al ser
el electron una particula cargada en movimiento, estd continuamente emitiendo ondas electro-
magnéticas por lo que su energia va disminuyendo. Esto implica que el electréon va cayendo en
espiral al nucleo. Este hecho contradice todos los experimentos conocidos.
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CApPiTULO 1.

BREVE INTRODUCCION A LA MECANICA CLASICA



Capitulo 2

.Como se gestd la Mecanica cuantica?

Antes de entrar a discutir el formalismo y las leyes dinamicas de la Mecanica Cuantica no
relativista vamos a dar un bosquejo histérico de la misma.

William Thomson o, como era conocido, Lord Kelvin, pronuncié una
conferencia el 27 de abril de 1900 ! que contenia la siguiente, hoy célebre,
frase:

Hoy dia la ciencia fisica forma, esencialmente, un conjunto
perfectamente armonioso, jUn conjunto prdcticamente acaba-
do! Solo quedan dos “nubecillas”: la primera, el resultado ne-
gativo del experimento de Michelson-Morley. La sequnda, las
profundas discrepancias de la ley de Rayleigh-Jeans.

Nadie, en aquel momento, podia imaginar que esas dos nubecillas  \yilliam Thomson
desembocarian en la Teoria de la Relatividad de Einstein y la Mecénica
Cuéntica, teorias que iban a cambiar radicalmente nuestra concepcién de
los fenémenos naturales y que representaron una Revoluciéon compara-
ble, en cierta forma, a la Revolucion Copernicana y la apariciéon de los
Principia de Newton.

En estas notas nos dedicaremos a estudiar las bases de la segunda de estas dos grandes
teorias. Antes de entrar es los detalles vamos a dar una breve introduccién histérica, necesaria
para entender como el problema planteado por Lord Kelvin —su segunda ‘“nubecilla’— y su
resolucion terminé en la moderna teoria cuantica.

IEsta frase atribuida a Lord Kelvin tiene cierta polémica. Lo que es un hecho es que un aflo més tarde Lord
Kelvin publicé su discurso ampliandolo considerablemente con el titulo “Nineteenth-Century Clouds over the
Dynamical Theory of Heat and Light” que apareci6 en la Phil. Mag. S. 6. Vol. 2. No. 7. July 1901, pags. 1-40.
Al inicio de dicho trabajo podemos leer

The beauty and clearness of the dynamical theory, which asserts heat and light to be modes of
motion, is at present obscured by two clouds. I. The first came into existence with the undulatory
theory of light, and was dealt with by Fresnel and Dr. Thomas Young; it involved the question,
How could the earth move through an elastic solid, such as essentially is the luminiferous ether ¢
II. The second is the Mazwell-Boltzmann doctrine regarding the partition of energy.

que esencialmente viene a decir lo mismo que la cita inicial.

13
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2.1. La radiacién del cuerpo negro

La ley de Rayleigh-Jeans es una formula que describe la radiacién de un “cuerpo negro”.
Todos sabemos que al calentar un cuerpo este cambia de color —quién no ha calentado de
pequeno un clavo o un tornillo en el fogén de casa o ha visto el color que toma una parrilla al
hacer una parrillada—. Probablemente nuestra curiosidad nos llevd a preguntarnos —al menos
todo fisico lo deberia haber hecho— ;cémo emiten la luz los cuerpos al calentarse?

Figura 2.1: Metal caliente (izquierda) y modelo de cuerpo negro (derecha).

Para resolver estas dudas, los fisicos de finales del siglo XIX idealizaron un cuerpo cualquiera
y construyeron un modelo que llamaron cuerpo negro —también, “cavidad”, etc—. La idealizacion
consistia en que el cuerpo negro tenia que absorber —y por tanto emitir— ondas electromagnéticas
en todo el espectro de frecuencias. De hecho, era un hecho bien conocido a finales del XIX que
la Tuz wisible estaba constituidda por ondas electromagnéticas dentro de un cierto rango de
frecuencias.

Figura 2.2: Representacion esquematica de una onda plana unidimensional: Si v es la velocidad
de la onda, T el periodo y A la longitud de onda, entonces A\ = vT, la frecuencia angular es
w=27/T, y la frecuencia v = 1/T.

El primero en establecer una ley empirica para la radiacién del cuerpo negro fue Wien quien
obtuvo la féormula aw’®e#/T o y B pardmetros experimentales, pero ésta sélo correspondia a
la parte ultravioleta —altas frecuencias, o equivalentemente, longitudes de onda pequenas— del
espectro y fallaba en la banda infrarroja —bajas frecuencias, o equivalentemente, longitudes de
onda grandes—. Por otro lado, dos fisicos ingleses, Rayleigh y Jeans, dedujeron una férmula
para la banda infrarroja pero que no era compatible con la férmula de Wien.

Definamos la densidad de energia (cantidad de energia por unidad de volumen) median-
te U(T). Obviamente ésta dependera de la temperatura 7. Ademds, cada longitud de onda
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¢Penetra laatmésfera | Si | No | Si | No
- \/\/\/\/\/\/\/\/VVVVV\NNWW
Tipo de radiacién Radio Microondas Infrarrojo Visible Ultravioleta Rayos X Rayos gamma

Longitud de onda (m) 1072 1078 0,5x10°° 1078 10710

cot ot H l R@@\ D gﬁ < & G

Edificios Humanos Mariposas Puntade Protozoos Moléculas Atomos Niicleo atémico

aguja
10* 108 10" 10" 10' 10 10°
Temperatura de los
abjetos en los cuales
la radiacién con esta ))

longitud de onda es

|a més intensa 1K 100K 10.000 K 10.000.000 K

-272°C -173 °C 9.727 °C ~10.000.000 °C

Figura 2.3: Diagrama del espectro electromagnético, mostrando el tipo, longitud de onda con
ejemplos, frecuencia y temperatura de emisién de cuerpo negro (tomado de wikipedia). La luz
visible estd en el rango de 400-790 terahercios (10'* Hz)

—frecuencia— aportara su “granito de arena”, esta densidad por unidad de frecuencia w la de-
notaremos por u(w,T), asi

U(T) = /Ooou(w,T)dw. (2.1.1)

La férmula de Rayleigh-Jeans establecia que

u(w,T) = %kT,
donde ¢ es la velocidad de la luz y k es la constante de Ludwig Boltzmann. En particular,
para frecuencias muy altas (zona de frecuencias ultravioletas) es muy grande lo cual estd en
contradiccion con las mediciones experimentales. Esta es la llamada catastrofe ultravioleta y no
es mas que la segunda nubecilla de Lord Kelvin (ver figura 2.4). Nétese que al sustituir u(w,T’)
en (2.1.1) obtenemos U(T") = oo lo cual no tiene sentido.

La manera de obtener esta férmula es muy sencilla. Era un hecho establecido en el siglo

XIX que el nimero de ondas estacionarias con frecuencias por unidad de volumen en el interior
2

w
de un cuerpo en el intervalo [w,w + Aw] era dn, = — - La suposicion de Rayleigh y Jeans
m2c

consistia en que a cada oscilacién electromagnética le correspondia, en media, una energia ()

igual a kT'. Asi

w2

u(w, T) = (e)dn, = ET. (2.1.2)

m2e3

El préoximo paso lo dio Max Planck. Desde el punto de vista de la fisica clasica la deduccién
de Rayleigh y Jeans era impecable, por tanto Planck asumié que debia haber alguna “ley”
importante sin descubrir. En octubre de 1900 Planck encontré empiricamente una férmula que
describia perfectamente la ley experimental para la radiacion del cuerpo negro. Dicha féormula
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' e Curva experimental
! --- Ley de Rayleigh-Jeans
Ley de Wien

'
! .
e
1
e
'
e
’
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w

Figura 2.4: Gréafica de la intensidad u(w,T") contra la frecuencia de onda w.

para la energia media de la onda era la siguiente:

. (Zﬁ

kT

=

donde & era cierta constante desconocida. Si hw/kT < 1, entonces la férmula de Planck daba
(e) = kT. Ademas, si hw/kT > 1, Planck recuperaba la férmula de Wien.

Max Planck

Para explicar su formula Plank, rompiendo la concepcién clasica,
lanza la idea de que los “osciladores” que componen los atomos absor-
ben o emiten luz no de forma continua, como era habitual en la fisica
clasica, sino mediante porciones aisladas proporcionales a la frecuencia,
es decir la energia se emitia o absorbia mediante “quantas” de energia

FE = hw.

Hay varias razones que justifican su audacia. La primera es que
Planck consideré su hipétesis como un artificio matemaético pues le per-
mitia deducir su féormula empirica. En efecto, anos antes en gran fisico
austriaco Ludwig Boltzmann habia demostrado que la probabilidad de
que un sistema en equilibrio tuviese una energia E era proporcional

. Si F so6lo puede tomar valores que sean

a la cantidad exp (_k_T

multiplos enteros de Aw, F, = nhw, entonces la probabilidad p,, de cada uno de estos valores

de energia es p, = exp (—

nhw

ﬁ) y por tanto la energia media es

(-7

que es justamente la férmula que Plank habia encontrado empiricamente. Si ahora multiplica-
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2

mos por dn,, = C:—g obtenemos
T2
fws? 1
u(w,T) = (e)dn,, = oy — 1, (2.1.3)
P\ gT

conocida como férmula de Planck para la densidad de energia de un cuerpo negro.

La segunda razoén fue que los quanta de Planck eran absorbidos o emitidos por la materia
que componia al cuerpo negro: es decir sus atomos. Y la estructura atémica era algo desconocido
a principios del siglo XX, incluso muchos modelos de la materia consideraban a ésta como un
conjunto de osciladores, por lo que no era del todo descabellada la idea de Planck de que estos
osciladores s6lo pudiesen absorber la energia o emitirla mediante porciones individuales —podria
ser una especie de resonancia, o algo parecido—. No obstante para Planck la luz seguia siendo
una onda perfectamente continua y perfectamente descrita por las leyes de Maxwell.

Antes de continuar nuestra historia debemos hacer un breve paréntesis para explicar cuales
fueron las principales causas de que la hipdtesis de Planck calara tan hondo el la fisica de
principios de siglo.

El primer hecho importante es que, como ya hemos mencionado, la férmula de Planck se
correspondia exactamente con la curva experimental para el cuerpo negro obtenida en los labo-
ratorios. Pero ademéds permitia resolver una de las paradojas de la fisica clasica: la denominada
“catastrofe ultravioleta”, consecuencia de la férmula de Rayleigh-Jeans. Si la férmula (2.1.2)
era correcta entonces la densidad de equilibrio de la energia u(T") de la radiacién (2.1.1) da-
ba infinito, es decir que nunca se alcanzaria el equilibrio termodindamico entre la materia y la
radiacién. Si usamos (2.1.3) tenemos

U(T) = /000 w(w, T)dw = ———

donde o es una constante conocida también como constante de Boltzmann para la densidad
o luminosidad de la energia de radiacion. Planck calculé ademés el valor de la constante h
en su formula para que se correspondiera con los valores experimentales obteniendo el valor
aproximado 1,05 x 1073* Jules por segundo?. Cuando sustituyé este valor el la férmula para o
obtuvo exactamente el valor numérico de ésta. Es decir, Planck resolvié de forma brillante la
segunda de las nubecillas de Lord Kelvin.

Estos resultados fueron publicados por Planck el 14 de octubre
de 1900, dia oficial del nacimiento de la teoria cuantica. jQuién iba a
imaginar que este trabajo iba a revolucionar la fisica por completo!

El segundo hecho, que ademas fue crucial en la historia de la
mecdnica cuantica, fue la prueba de Henri Poincaré (en el otono de
1911) de que la distribucién

- (;Z)

2Muchas veces en vez de h se usa el valor h = 27h = 6,62 x 10734 julios xradianes por segundos.

Henri Poincairé
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Figura 2.5: Efecto fotoeléctrico

solo se podia obtener bajo la suposicién de que la energia esta cuanti-

zada (véase el magnifico articulo de Hendrik Lorentz Deux Mémoires

de Henri Poincaré sur la Physique Mathématique escrito en 1914 y
publicado en Acta Mathematica Vol. 38, (1921) péags. 293-308), es decir desde el punto de
vista matematico la formula de Planck sélo puede ser deducida bajo la suposicion de que la
energia se emite y absorbe en porciones discretas de energia algo que era totalmente distinto a
la concepcién clasica del mundo que se tenia hasta la fecha.

2.2. Einstein y el efecto fotoeléctrico

El siguiente paso lo dio Einstein en 1905 en un ensayo titulado Sobre un punto de vista
heuristico acerca de la produccion y la transformacion de la luz que recibié el mismo Max Planck
para su publicacién en los Annalen der Physik.

Einstein, totalmente seducido por los quanta de Planck, lanza la
hipdtesis de que no sélo los “osciladores” materiales emitian energia
cuantificadamente, sino también los “osciladores” luminicos. Einstein
retomando las ideas corpusculares sobre la luz —Newton ya habia desa-
rrollado una teoria corpuscular a finales del siglo XVII- considera la
luz formada por particulas de masa cero y energia hw: los fotones.
Utilizando estas hipotesis dio una explicacién sencillisima al efecto fo-
toeléctrico que habia descubierto Hertz en 1887 y que seguia sin tener
una explicacién satisfactoria.

Hertz habia descubierto que una placa metdlica sometida a una luz
ultravioleta —altas frecuencias— emitia electrones. Anos mas tarde se
, ! comprobd que el nimero de dichos electrones aumentaba proporcional-
Albert Einstein mente a la intensidad de la radiacién pero “incomprensiblemente” la

velocidad de éstos no dependia de la intensidad sino de la frecuencia

de luz: a mayor frecuencia, mayor velocidad. Ademas si la frecuencia
era lo suficientemente baja —o la longitud de onda muy grande— ya no se emitian electrones
independientemente de lo intensa que fuese la luz incidente.

Para resolver el problema Einstein razoné como sigue: Supongamos que usamos una luz
monocromatica compuesta por quantas de energia luminosa Aw, es decir que estamos bombar-
deando la lamina metdlica con particulas luminosas cada una de las cuales tiene una energia
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hw. Si denotamos por W la energia necesaria para extraer un electrén del metal, entonces la
energia cinética de los electrones, F., se expresara mediante la férmula

E.=hw—W. (2.2.1)

iTodas las observaciones descritas anteriormente son una consecuencia de la formula anterior!
Anos maés tarde, el fisico estadounidense Robert Millikan comprueba experimentalmente la
férmula de Einstein (2.2.1) y encuentra que £ es la misma A de Planck. Esta fue la gota que
colmo el vaso, pues al parecer la luz, que era aceptada unanimemente por todos como un
fendmeno continuo, tenia al parecer cierta naturaleza corpuscular.

2.3. Bohr y el modelo atémico

El préximo paso en la historia lo dio el danés Niels Bohr.

Era un hecho aceptado en 1913 que el atomo estaba constituido por un nicleo “pesado”
y “denso” que contenia toda la materia del atomo y electrones girando a su alrededor. Es-
te modelo, una especie de sistema solar en miniatura, sencillo y funcional fue propuesto por
Rutherford a partir de los resultados de experimentos de dispersién.? Sélo tenia un “pequeiio”
problema: como toda carga en movimiento acelerado emite ondas electromagnéticas, los elec-
trones que giraban alrededor del ntcleo debian perder energia y caer al nicleo —ademéas en un
tiempo récord: 107° segundos—. Por tanto, tenia que haber alguna forma de poder “retener” a
los electrones en sus érbitas.

Otro hecho curioso tiene que ver con la forma en que radian energia los elementos quimicos.
Ya sabemos que al calentar un cuerpo este emite energia en todo el espectro electromagnético.
Sin embargo, al observar la luz que pasa a través de ciertos elementos en estado gaseoso se
velan ciertas franjas negras muy finas (lineas de absorcién) en el espectro de la misma, es
decir como si faltaran ciertas frecuencias (o longitudes de onda). Algo similar ocurria al excitar
ciertos elementos y observar la luz que desprendian: aparecian ciertas lineas brillantes (lineas
de emisién) en determinadas longitudes de onda. De hecho para cada elemento habia una
unica secuencia de dichas lineas. Ese es el principio basico de la espectroscopia y es lo que ha
permitido, entre otras cosas, saber la composicion quimica de las estrellas, que de otra forma
seria imposible de determinar.

En el caso del Hidrégeno era un hecho conocido experimentalmente sus lineas espectrales
respondian a una férmula conocida como férmula de Balmer (para k = 2 se tiene la conocida
serie de Balmer en el espectro visible) y sus generalizaciones que establecia la siguiente expresion
para el inverso de la longitud de onda

1 1 1
X:RH(E—E), n,k:1,2,3,...,n#kf,

siendo Ry la constante de Rydberg que tomaba el valor 1,0976776534 x 107 1 /metros. Llamaba
tremendamente la atencion de que los valores que n y k eran nimeros enteros.

3Rutherford bombardeaba dtomos de oro con nticleos de helio (particulas alpha) cuando descubrié que para
dngulos muy bajos (es decir cuando se disparaban las particulas alpha frontalmente contra los nicleos de oro)
habia una gran cantidad de ellas que rebotaban en sentido contrario, como cuando una bola pequena ligera
contra una muy pesada. Eso llevé a Rutherford a deducir que la estructura del atomo era parecida a un sistema
solar en miniatura: un nicleo muy denso y pesado en el centro con electrones ligeros girando a su alrededor.
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Figura 2.6: La serie de Balmer del atomo de hidrégeno

El razonamiento de Bohr fue bastante 16gico: obligar al electréon que
se mantuviera en ciertas érbitas permitidas (estables) y para pasar de una
de estas orbitas a otra este deberia “saltar” por encima de todas aquellas
no permitidas. Dichas orbitas, que Bohr consider6 circulares, debian ser
tales que

g
% 4 = De todas las infinitas érbitas posibles s6lo son posibles aquellas en
m la que su momento angular L. = mur, siendo m la masa del electron,
v, su velocidad y r el radio de la érbita, fuesen multiplos enteros de

Niels Bohr h, i.e. mrv = nh.

= La energia que absorbe o emite un atomo al saltar un electron de
una orbita permitida a otra es igual a hw, es decir para saltar de
una orbita a otra el atomo absorbe o emite un quanta de luz.

Veamos las consecuencias de las hipdtesis cuanticas de Bohr.

Si usamos la ley de Newton F' = ma, tenemos

2 ke |
m— = K m
r 72 Nf;;\ /\~
! / > N\ U \\
Utilicemos que L = mwvr = nh para eliminar la velocidad v. Ello " P
nos da el valor de los radios r, de las érbitas permitidas
h*n?
Ty = L e T
La energia de la érbita es, por tanto?, Figura 2.7: El 4tomo de
1 ke koe? B2t 1 Bohr
E, = —mo? — b€ _ _Re€ e 1 (2.3.1)
2 r 2r 2h? n?

Entonces, el salto entre dos érbitas daba para la frecuencia del fotén emitido el valor:

_En—Em_mk:364 1 1 E— 193
W = 7 — 2R3 L2 n2 ) n,R=1,24,9,....

Cuando Bohr sustituyé en su formula el valor de m, e y h, tomando para esta tultima el valor
de encontré Planck, obtuvo justamente el valor de la constante de Rydberg Ry (recordemos

4Hemos sustituido el valor de v que nos da la ley de Newton.
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que A = (2m¢/w) donde ¢ es la velocidad de la luz. Es decir, i era mas que una simple cons-
tante introducida artificialmente por Planck: era una de las constantes mas importantes de la
naturaleza.

Aunque el modelo de Bohr era muy funcional y explicaba muchos fenémenos, este conti-
nuaba siendo muy incompleto y ademas tenia demasiados interrogantes. ;De dénde salia ese
extrano postulado sobre las orbitas? Este era quiza el punto méas “obscuro” de toda la teoria.
No obstante, en su articulo Bohr sienta las bases de lo que luego se denominé el Principio de
correspondencia de Bohr. El dicho trabajo Bohr postula cémo debia ser la teoria cudntica: ésta
tenia que ser tal que, para nimeros cuanticos grandes, por ejemplo n en las formulas anteriores,
se transformase en la teoria clasica.

Anos mas tarde, Bohr junto a Sommerfeld mejoran mucho el modelo atémico inicial in-
cluyendo orbitas elipticas, entre otras cosas. Pero no es hasta 1925-1926 que no nace la nueva
teorfa cuantica a manos de un joven fisico aleman: Werner Heisenberg y un fisico austriaco:
Erwin Schrodinger.

2.4. El nacimiento de la Mecanica Cuantica

2.4.1. La dualidad onda-particula

Antes de poder describir los fundamentos de la Mecanica Cuantica tenemos que detenernos
en un personaje singular: el francés Louis de Broglie. Luis de Broglie era el hermano pequeno
del Marqués Maurice De Broglie, un afamado fisico experimental francés que dedicaba gran
parte de su tiempo y dinero a la investigacién experimental —varias veces fue propuesto para el
Nobel de Fisicas—. Un dia de 1923 Louis, influenciado por el trabajo de Einstein sobre el efecto
fotoeléctrico, postula que la dualidad onda-particula que Einstein habia proclamado para la luz
también habia de ser cierta para las particulas materiales, como por ejemplo, el electron: Sus
palabras fueron

“En la Optica durante siglos ha sido demasiado despreciado el método corpuscular de
estudio en comparacion con el ondulatorio. ;No se habrda cometido el error inverso
en la teoria sobre la materia?”.

Nucleus

Louis de Broglie Las orbitas del atomo de Bohr segiin De Broglie
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Si Einstein habia recuperado la propiedad corpuscular para la luz, De Broglie la postulo la
propiedad ondulatoria para la materia. Al enterarse Einstein de las afirmaciones y trabajos
de De Broglie afirmé: “De Broglie ha levantado un extremo del gran velo”. Aunque Louis no
consiguié convencer a ninguno de los fisicos del laboratorio de su hermano para que verificase
su hipdtesis —éstos estaban enfrascados en otros muchos proyectos, como los rayos X—, en 1927
C. Davisson y L. Germer® publicaron un articulo donde explicaban el descubrimiento de una
figura de difraccion al estudiar la dispersiéon de electrones en un cristal de niquel que luego fue
corroborada independientemente por G.P. Thompson y por P. Tartakovsky.

La genialidad de De Broglie fue equiparar un electrén a una onda plana. Por ejemplo, si
tenemos un electrén de masa m y velocidad v, De Broglie postulé que el momento (impulso) p
del electron era

B _E  hw  h2w h27r

T
de esta forma De Broglie daba un significado fisico a las érbitas de Bohr: éstas eran justo
aquellas orbitas tales que el cociente entre su longitud y la longitud de onda del electrén era
un numero entero, es decir era una analogia completa a las ondas estacionarias sobre un anillo

(circulo).

2.4.2. La Mecanica matricial de Heisenberg

La hipétesis de De Broglie fue la clave para una de las dos formulaciones de la Mecéanica
cuantica: La mecénica ondulatoria de Schrodinger. Pero antes debemos comentar la primera
version de la Mecénica cuantica, la mecdnica matricial, nacida en 1925 de la mano del joven
fisico aleman Werner Heisenberg.

En opinién de Heisenberg, una teoria fisica correcta ha de hacer uso
Unica y exclusivamente de cantidades o magnitudes observables. Luego ha-
ciendo uso del principio de correspondencia de Bohr se lanzé a entender los
estados estacionarios del atomo. Su razonamiento era, aproximadamente
el siguiente: Una carga en movimiento con una determinada frecuencia
debia emitir radiaciéon con dicha frecuencia —como en la teoria clasica—.
Este hecho era una consecuencia matematica del analisis de Fourier que
Heisenberg aplicaba al mundo cuantico. Como las frecuencias del espectro
dependian de dos indices wy, ,, (véase la férmula de Balmer), Heisenberg
postulaba que debia haber tantos indices como estados estacionarios —no
so0lo como niveles de energia, pues se sabia que las series espectrales se
modificaban al introducir los dtomos en fuertes campos magnéticos—. A
continuacién da un salto cualitativo al afirmar que toda magnitud fisica
clasica a(t) debe transformarse en el conjunto A,,,(t). Asi, por ejemplo la posicién del electrén
x(t) debia ser sustituida por una tabla X, (t). A continuacién Heisenberg razona como habria
de calcularse X? () hasta obtener la férmula

Xr%m(t) = Z Xnk(t)ka(t)a
k

Werner Heisenberg

5Curiosamente Davisson y Germer llevaban haciendo experimentos con electrones desde 1921. En 1925 de
forma casual descubrieron al bombardear con electrones cristales de niquel un cuadro de difracciéon que probaba
la dualidad onda particula.



2.4. EL NACIMIENTO DE LA MECANICA CUANTICA 23

es decir, las cantidades X,,,, eran matrices. Finalmente, deduce, siempre razonando sobre el
principio de correspondencia de Bohr que la dindmica que rige las magnitudes cudnticas ha de
ser: v .

dd—t - %(HX —XH) = %[H, X], i=+v—1, (2.4.1)
donde H representaba la matriz del Hamiltoniano del sistema. Como H, representa el Hamilto-
niano, es decir la energia, y obviamente [H, H] = 0, entonces, de (2.4.1) se tenia la conservacién
de la energia. En particular Heisenberg, junto a dos colegas alemanes de Gotinga, M. Born y P.
Jordan, desarrollan toda una Mecanica matricial que se ajustaba muy bien a las observaciones
—pocas, por cierto— de la época. Aparte de sus “aberrantes” matrices —como les llamaban los
fisicos de la época, especialmente Schrodinger— Heisenberg descubrié, o més bien postuld, un
principio tremendamente polémico: el principio de incertidumbre de Heisenberg. De hecho en
sus primeros razonamientos para construir la mecénica matricial Heisenberg descubre la impo-
sibilidad de conocer al mismo tiempo y con una precisién arbitraria la posicion y la velocidad
del electrom.

Obviamente ese cambio radical no fue bien recibido por la mayoria de los fisicos. En primer
lugar representaba un cambio drastico de pensamiento —no se podia medir con presiciéon arbi-
traria al mismo tiempo ciertas cantidades como la posicion y la velocidad de una particula—
en segundo, su aparato matematico —esas “aberrantes” matrices— era lo suficientemente com-
plicado para que no estuviera al alcance de cualquier fisico en aquella época. Por eso no es de
extranar que pronto apareciera una formulacién alternativa.

2.4.3. La Mecanica ondulatoria de Schrodinger

En efecto, en 1926, Erwin Schrédinger andaba buscando una teoria que acabase con esa
“aberracion” de las matrices que Heisenberg intentaba introducir en la fisica, cuando, a sugeren-
cia de P. Debije, estudia el trabajo de De Broglie publicado 1924. Segtin el mismo Schrodinger,
un simple vistazo le fue suficiente para dar con la idea: asociar a cada particula una onda y
construir la ecuacién diferencial que gobierna dicha onda. Al principio Schrodinger intenté cons-
truir una teoria ondulatoria para un electréon atrapado en un atomo. Comienza con un modelo
relativista pero no le sale bien y decide estudiar qué ocurre en el caso no relativista.

La idea de Schrodinger era muy simple: Supongamos que tenemos una
onda ¥(x,t) asociada a un sistema clasico cuya energia viene dada por
la funcién de Hamilton, el Hamiltoniano, H (z, p), siendo x la coordenada
y p el impulso. Entonces, después de un “largo” proceso de prueba y
error, y usando el principio de correspondencia de Bohr asi como distintos
elementos de la mecanica analitica—las ecuaciones de Hamilton-Jacobi,
por ejemplo—, Schrédinger postulé que la ecuacién para una onda V(x, t)
debia ser, en el caso estacionario, es decir cuando no hay dependencia del
tiempo,

0

I ox’

Erwin Schrédinger donde F era la energia del sistema asociado a la onda V. Es decir, en el
caso cuando tenemos un Hamiltoniano estandar,

H(z,p)V(z,t) = EV(x,t), p=—ih

Hiz,p) = 2 1 v(),
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siendo V' (z) la funcién potencial (energia potencial), se tiene la ecuacién de diferencial

h? 0?

Una de las pruebas de fuego de su ecuacion fue el caso V(z) = 0, es decir cuando se tenia el
movimiento de una particula libre. Si consideramos el caso unidimensional, y hacemos V' (x) = 0,
la solucion debia ser una onda plana del tipo

2
U(z,t) = Acos(kz + wt), k= Tﬂ
Si sustituimos este valor en la ecuacion de Schrédinger tenemos el valor
h2k?
E = :
2m

que igualado con el valor de la energia cinética —recordemos que V(x) = 0— nos da
2mh
)\ Y

que justamente era la formula que habia postulado De Broglie.

Pero su mayor éxito estaba por llegar. Schrodinger decidié aplicar su ecuacién al atomo de
hidrégeno. Como en este caso el potencial era

Vi) =—"=,  r=V2 gt

r
obtuvo la ecuacion
h? 0? 0? 0? e?
“om (@ + B + @) U(z,y,2) — 7‘11(%.% z) = EV(z,y, 2). (2.4.3)

A esta ecuacion volveremos més adelante. Lo importante era que Schrodinger sabia como tratar
este tipo de ecuaciones y la resolvié. Primero la escribié en coordenadas esféricas y luego aplico la
., . . 52 52 52
separacién de variables. La parte angular del laplaciano, A := £ + 57 T o2 en coordenadas
esféricas era muy sencilla de resolver apareciendo las funciones o arménicos esféricos de Laplace.
En particular Schrodinger obtuvo para los valores de la energia en el estado estacionario del
atomo de hidrégeno la férmula
met 1
En = _Wﬁa

que era la misma de Bohr (2.3.1).

Finalmente Schrodinger, igual que hizo Heisenberg, “dedujo” una ecuacién para la dinamica
de un sistema, que en el caso unidimensional tiene la forma

L, 0 0
H <:1:, _Zha_x) U(z,t) = zha\lf(x,t).

Si tenemos un Hamiltoniano estandar, ésta se transforma en

h* 9? .0
En particular, de (2.4.4) se podia deducir ficilmente la ecuacién (2.4.2), para los sistemas

estacionarios, introduciendo la factorizacién

U(z,t) = U(x) exp (-ZE%) .
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2.4.4. Una “deduccion” de la ecuacion de Schrodinger

La ecuacién de Schrodinger no se puede deducir, es sencillamente un postulado impuesto,
o mejor, descubierto. No obstante, existe un razonamiento muy sencillo que permite dar con la
forma de esta ecuacion.

Supongamos que tenemos una particula libre y le asociamos cierta onda plana

_27T

U(x,t) = Aellthe—wt), k )\.

Segun De Broglie p = 27h/\, asi que k = p/h, y ademés, usando la férmula de Planck w = F//h,
U(z,t) = Aen®r=B1)

Ahora hacemos,

62 p2 ) h2 62
@\If(:p,t) = —ﬁllf(x,t), por tanto p° = ) @\If(x,t),
pero
2 2 2 2 92
P I3 0 h* 0
E=— F=——+———U(z,t — ———=V(z,t) = EV(z,1).
om 2mV (x,t) Ox? (x,8), o 2m Ox? (z,¢) (z,4)

Si en vez de una particula libre tenemos una ligada mediante un potencial V' (x), entonces

p2 h2 62
E=1 E=— -
24 V(a), S 92 V) V@),

0, equivalentemente,
h? o2
——————V(x,t) + V(z)V(2,t) = EV(x,1).
(1) + V() (1) = BV, 1)
Del razonamiento anterior en particular se deduce que al momento p de una particula le co-

rresponde el operador

0
p——zh%.

2.5. La interpretacién de la Mecanica cuantica

La ecuacion de Schrodinger trajo cierta paz y tranquilidad a la Fisica Tedrica pues aparen-
temente dejaba de lado la infame” mecanica matricial de Heisenberg asi que no es de estranar
que la serie de trabajos que publicé Schrodinger en 1926 calaron muy hondo en los fisicos de la
época. En particular, aparentemente se perdia la cualidad discreta del modelo de Bohr al apa-
recer nuevamente las “ondas”, en este caso la onda W. En problema ahora era ;qué significado
fisico tenfa esta nueva funcién? El mismo Schrédinger intenté darle un significado a la onda ¥
de su ecuacion usando ciertas analogias con la mecénica de fluidos —ecuacién de continuidad
para el “fluido electrénico”—, pero no tuvo éxito en su intento.
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Fue Max Born, colega y amigo de Heisenberg —¢l mismo ayudé a
Heisenberg a construir la Mecénica matricial-, quién rapidamente in-
tuyé una interpretacién plausible. Basandose en los resultados expe-
rimentales sobre la dispersion de ondas planas —recordemos que el
electrén libre se consideraba como tal en la mecénica ondulatoria de
Schrédinger— Born asegurd que la funcién de onda W(z) daba la pro-
babilidad de que una particula fuese detectada en la posicién x y que
dicha probabilidad era proporcional a |¥(z)|?, es decir la Mecanica on-
dulatoria, al igual que la matricial como se veria més tarde, era una
teoria estadistica incluso para describir una tinica particula.

Max Born

Este trabajo publicado en julio de 1926, apenas un mes después del
articulo de Schrodinger sobre la ecuacion no estacionaria abrié una de
las polémicas mas grandes de la historia de la ciencia en los 1ltimos 100 anos: La fisica cuantica
es, por principio, no determinista. El mismo Born escribié al final de su articulo:

Aunque el problema del determinismo ha aparecido [...] yo mismo me inclino a
dejar a un lado el determinismo en el mundo de los dtomos. Pero esto es una
cuestion filosdfica para la cual los argumentos fisicos no son concluyentes.

El problema filoséfico de Born se agudizé todavia mas cuando Dirac por un lado, y el
mismo Schrodinger por el otro probaban que las dos formulaciones de la Mecanica cuantica, la
matricial y la ondulatoria, eran equivalentes:

A cada funcidn de la posicion y el momento [en la mecdnica ondulatoria] se le
puede hacer corresponder una matriz de forma que en cada caso dichas matrices
satisfacen las reglas formales de cdlculo de Born y Heisenberg [...]. La solucion
del problema de contorno de la ecuacion diferencial [en la mecénica ondulatoria| es
completamente equivalente a la solucion del problema algebraico de Heisenberg

escribié Schrédinger en 1926.

El problema de la interpretacién de la Mecdnica Cuantica terminé en una “pelea” abierta
entre los que la defendian y la consideraban una teoria completa —Bohr, Heisenberg, Born,
Pauli, etc— y la que la consideraban incompleta —Schrodinger, Einstein, etc—. Como ejemplo de
esta polémica es representativa la carta que escribe Einstein a Born el 7 de septiembre de 1944:

Nuestras expectativas cientificas nos han conducido a cada uno a las antipodas del
otro. Tu crees en un Dios que juega a los dados, y yo en el valor unico de las leyes
en un universo en el que cada cosa existe objetivamente [...]. El gran éxito de la
teoria de los quanta desde sus comienzos no puede hacerme creer en el cardcter
fundamental de ese juego de dados [...]. Algun dia se descubrird cual de estas dos
actitudes instintivas es la buena.

Parte importante para entender esta polémica viene del hecho de ambas teorias, la mecénica
matricial y la ondulatoria, describian rigurosamente muchos de los fenémenos del micromundo,
pero ambas tenian un gran problema ;Cémo definir si una particula cuantica estaba en un
estado determinado o en otro?
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\Ijla El \1127 E2

v = alllll + QQ\IIQ, E ="

Figura 2.8: ; Como sabemos en que estado cuantico se encuentra una particula?

Un sencillo ejemplo de lo que ocurre es lo siguiente. Imaginemos que definimos los estados
mediante la funcién ¥ usando la ecuacién de Schrédinger y supongamos que nuestro sistema
puede encontrarse en dos estados A y B definidos por la funcién W, y Ws, respectivamente, y
que al primero le corresponde una energia F; y al segundo Es, entonces siempre tenemos que
un estado posible es el estado ¥ = a;V; + ay Wy (pues la ecuacién de Schrodinger es lineal).
Resulta entonces que si tenemos un instrumento que nos mide la energia de nuestro sistema
éste nos dard unas veces F) y otras Fs, y justo la probabilidad de que nos dé una u otra es
proporcional a |ai|? y |as|?, respectivamente. Esta era la interpretacién probabilistica que tan
poco gustaba a Einstein.

2.5.1. El gato de Schrodinger

Para explicar problema descrito al final del apartado anterior (y apoyar la interpretacién
de Born), Bohr junto a otros propuso lo que hoy dia se conoce como la interpretacion de
Copenhagen y que consiste en la suposicion de que al hacer la medicion la funcién de onda
“colapsa” y el estado queda determinado por la mediciéon. Por ejemplo, cuando medimos la
energia en nuestro sistema representado 2.8 la interaccion del aparato con el sistema se decanta
por una de las dos posibilidades.

Von Neumann intenté dar una explicacion logica a la interpretacion de Bohr de la Mecanica
Cuantica introduciendo una teoria de mediciones. Como ejemplo, supongamos que tenemos dos
posibles estados A y B de un sistema definidos por las funciones de onda ¥, y W,, respecti-
vamente. ;Coémo saber en cual de los estados esta el sistema? Este dilema se resolvia al hacer
el experimento. De la interaccion del aparato de medicion con el sistema se concluia en que
estado estaba (o mas bien, se quedaba) el sistema (ver figura 2.9)°.

Esta teoria estaba plagada de efectos “curiosos”. Uno de los méas famosos es el hecho de
que al medir una cantidad fisica f(a) de un sistema fisico microscépico (cudntico) A debemos
usar un instrumento que es, en si mismo otro sistema fisico M y que obviamente es cldsico,
es decir, su comportamiento se puede explicar con las leyes de la fisica clasica. Pero entonces
puede ocurrir que la interaccién entre A y M, necesaria para poder saber el valor de f(a) cree
una interferencia que se transfiera al mundo macroscépico. Es decir, si tenemos un sistema en
el estado

U = 61\1’1 + 02\112,

entonces, al realizar la medicién en vez de tener el sistema A + M en un estado ¥ ® ® donde
no se mezcle el estado ¥ de nuestro sistema cudntico con el estado ® de nuestro instrumento

6Este efecto se denomina comtinmente el colapso de la funcién de onda.
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AT, B U, A B

A+B VU = a1V + aglVy | AFBF—a7%—F ao¥>s
’ 0
Figura 2.9: Las mediciones selectivas. Un sistema que originalmente puede estar en dos estados

Ay B (izquierda), se decanta por uno de ellos al realizar la medicién (derecha). El aparato de
medicién interfiere en el sistema acabando con la incertidumbre del mismo.

clasico, tendremos una superposicion mas complicada
Varn =¥ @ @1+ Wy @ dy,

donde se han mezclado estados cuanticos y clasicos. Esto no esta de acuerdo con el principio
de correspondencia de Bohr, ya que éste insistia que la fisica cuantica debia estar aparte de la
cldsica. Obviamente podemos pensar que para resolverlo basta con usar otro aparato M’ que
mida lo que mide M, pero entonces la interferencia pasa a M’ y asi sucesivamente terminamos
en una cadena infinita. Von Neumann intenté resolver esta paradoja introduciendo en la cadena
al observador humano que “no se deja interferir” por el sistema cuantico.

Figura 2.10: La paradoja del Gato de Schrodinger. Arriba se muestra lo que ocurre a puerda
cerrada: una dualidad gato vivo-gato muerto que sélo se resuelva al abrir la caja cuando el
observador descubre o que el gato esta vivo (1), o que estd muerto (2).

Esto llevé Schrodinger en 1935 a proponer su famosa paradoja del gato (ver figura 2.10),
conocida hoy dia como el Gato de Schrodinger. En ella Schrédinger usa como fenémeno cuantico
la desintegracion radioactiva. Las posibilidades son dos: tiene lugar la desintegracion del atomo
o no tiene lugar. El instrumento de medicion es un detector que activa un diabdlico martillo
que, en caso de que ocurra la desintegracion, golpea un recipiente de cristal con veneno y lo
rompe. Y ahora Schrodinger mete su instrumento dentro de una caja negra sin ventanas ni
puertas, junto con ...un pobre gato. La funciéon de onda W, ), representarda entonces una
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superposicion de los estados gato vivo—gato muerto y sélo un observador “humano” sobre el
cual no interferira el estado cudntico del a&tomo sera capaz de resolver esa paradoja de gato vivo-
muerto al mismo tiempo pues al abrir la caja se encontrard con una apacible o cruda realidad
—en funcién del amor que profese a los gatos— Hemos traspasado una propiedad microscépica (la
superpocisién de estados aomo desintegrado—no desintegrado) de la desintegracién radioactiva,
cuantica, al mundo macroscopico, clasico, lo cual estd en abierta contradiccion con el principio
de correspondencia del que ya hemos hablado. Lo que estd claro de todo lo anterior es que la
interpretaciéon de Copenhagen’ de la Mecdnica Cudntica es algo para meditar y pensar: “es una
cuestion filosofica para la cual los argumentos fisicos no son concluyentes’, como dijo Born en
su ya mencionado articulo.

2.5.2. Los universos paralelos de Everett

La interpretacién de Copenhagen de la Mecdnica Cuédntica implica el colapso de la funcion
de onda al interaccionar con el aparato de medicién lo que, como hemos comentado, conduce
a no pocas paradojas. Entre los muchos intentos de remediar estos problemas se propusieron
una infinidad de teorias como las famosas variables ocultas. No es el objetivo de estas notas
tratar aqui de todo ello. El lector interesado puede consultar la bibliografia clasica al respecto,
en particular [5].

Figura 2.11: Los universos paralelos de Everett. Cada decisiéon que tomamos o medicién que
hacemos desdobla nuestro universo en dos o mas, de forma que siempre hay alguno donde ocurre
cada uno de los sucesos probables.

Por supuesto que existen otras posibles interpretaciones. Una de ellas, que ademés a dado
lugar a muchisimas novelas de ciencia ficcién (por ejemplo La llegada de los gatos cudnticos, de
Frederik Pohl) es la de los universos paralelos propuesta por Hugh Everett en 1957. La idea,
grosso modo, es la siguiente: Al hacer la medicién (o simplemente al haber més de una opcion)
hay dos posibilidades (aqui estamos considerando de nuevo el ejemplo de dos mediciones de
la figura 2.9), entonces en el momento de la medicién no hay colapso de la funcién de onda
sino que de forma continua en el tiempo, en ese instante en universo se divide en dos, en uno
el resultado ha sido el univesro donde ha pevalecido la medicién A (como en la figura 2.9), y
en el otro, por el contrario, ha sido la medicién B la que ha prevalecido. Aunque esto parezca
una broma “pesada” no lo es. En [23, §3.7] hay varios ejemplos donde se muestra cémo esta
interpretacion es plausible y nada descabellada.

"Hoy dfa no hay unanimidad en como interpretar la teoria cudntica. Un magnifico libro sobre el tema es Lo
decible y lo indecible en mecdnica cudntica de John S. Bell (Alianza Universidad, 1990).
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2.6. El principio de incertidumbre de Heisenberg

Uno de las consecuencias mas importantes y controvertidas de la Mecanica Cuantica fue
el principio de incertidumbre descubierto por Heisenberg descubre en 1926 (aparentemente
descubierto durante una de sus tantas visitas a Borh en Copenhagen cuando paseaba por los
bosques de las afueras de la ciudad).

Usando el formalismo ondulatorio, Heisenberg comprobd que debia existir un principio de
incertidumbre al medir ciertas cantidades fisicas como la posicién y el momento. En 1926,
Heisenberg consideré una onda “gaussiana” normalizada del tipo

@=z0)® ; (oeg)?
¥(a,0) = ¥ F e, e = [
R

es decir®

/R\If(x,())mdx :/R\xp(x,())\?dx _1

Si una particula venia descrita por dicha onda, entonces usando la idea de Born, el valor
medio para la posicion de la particula era

(x) :/R\If(:p,O)xm:/Rx|\11(x,0)|2dx:x0,

y para la posicién, usando que el operador correspondiente al momento era p = —ih—, tenemos

or
) = / ¥ (, 0)pT(x, 0) = po.

es decir que nuestra particula tiene un momento pg y esta en la posicion zy. Si ahora intentamos
determinar con que precision estamos calculando los valores de estas dos magnitudes tenemos
que calcular las varianzas o, y oy,

v? 12
o / Vo, 0w —20) (@, 0) =5, 75 = / (i, 0)(p — p0)"¥(2,0) = 5.
- 2 R 2b2
de forma que
72
0a0p =5 O, equivalentemente, AxAp = 5

con Az = /o, y Ap = ,/0,. Es decir, no podemos nunca medir con una precisién tan grande

h
como se quiera las dos magnitudes Ax y Ap. De hecho, resulta ser que Ax/Ap > o 8 decir,

Heisenberg descubrié justo la onda que minimizaba el principio que lleva su nombre.

. De donde sale esta incertidumbre que no existe en la mecanica clasica?

2.6.1. El experimento de difraccién y el principio de incertidumbre

Consideremos el siguiente experimento imaginario. Supongamos que tenemos una pared con
un agujero en el centro de didmetro d y lanzamos un electron cuya trayectoria es perpendicular
a la pared y que pasa por dicho orificio.

8La operacién @ denota el complejo conjugado de a.
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Diffraction pattern of X-ray Diffraction pattern of electron
beam passing through Al foil beam passing through- Al foil

Figura 2.12: Esquema de difraccién de rayos X y electrones (izquierda) y de luz monocromatica
(derecha)

Supongamos que el electron efectivamente se comporta como una onda monocromatica
de longitud A. Entonces al pasar el electron por el agujero obtendremos la conocida figura
de difraccion® (ver figura 2.12) formada por circulos concéntricos alrededor del punto O. Nos
interesa estimar el radio del primer circulo de dicho patron.

A

DO |
@

gsen@

(VS

Figura 2.13: Esquema de difraccién (izquierda) y detalle del mismo (derecha)

Para ello vamos a utilizar la representacion esquemaética del experimento que se puede
ver en la figura 2.13. Para describir la difraccién se suele dividir la rendija en 2N partes
iguales. Nos interesa conocer donde aparece el primer minimo por lo que escogerenos N = 1,
i.e., dividiremos el agujero a la mitad y consideraremos los rayos que salen del centro y los
extremos, respectivamente, tal y como se representan en la figura 2.13 (cualesquiera otros dos
que escojamos nos dan un resultado similar). De la figura 2.13 se deduce que en el punto A
habrd un minimo si la diferencia del camino recorrido por ambos rayos (el que sale del extremo
superior y el del medio del agujero) es un ntimero entero m de veces la mitad de la longitud de
onda de la misma (tendran una interferencia negativa), luego

gsen@ :m% — dsen©® = m,

y por tanto el primer minimo se obtendra cuando dsen © = .

9Vamos a asumir que tanto la fuente de electrones como el plano donde aparece la figura de difraccién estan
lo suficientemente alejados del agujero y de esta forma usaremos el método de Fraunhofer
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El experimento de la difraccién de electrones nos permite comprobar la veracidad del prin-
cipio de incertidumbre de Heisenberg. Ante todo notemos que para nuestro electrén Ap, es
cero ya que el electrén se mueve en el eje de las x. Ahora bien, cuando pasa por la ranura
sabemos que se difracta, es decir que puede cambiar su trayectoria inicial ya que vemos su
grafica de dispersion. Por tanto, la indeterminacion Ay del electrén en el momento de pasar
por el orificio es del orden Ay = d (pues sabemos que el electrén ha pasado). Ahora bien, como
tenemos una grafica de dispersion, resulta que el electrén tiene que haber ganado cierto impulso
py en la direccion perpendicular a su eje, eso nos da una cierta indeterminacién del orden Ap,,.
Para calcularla usamos la teoria ondulatoria de de Broglie para el electrén, Ap, = p, sen®,

P = 2wh/\.

Para calcular # asumiremos que el electrén va a
parar dentro del circulo que define el primer minimo
en la grafica de dispersién —los otros ciculos los des-
preciamos al ser la intensidad de éstos bastante més
pequena que la del primero tal y como se ve en la
figura de la izquierda—. Ahora bien, como sabemos,
- el primer minimo tiene lugar cuando dsenf = X\, de

d-sin(6)/x donde se deduce sen = \/d, y por tanto
Intensidad normalizada del cuadro de difraccion

Normalized intensity
COOO0O000O
OFHNWEARUIDN00© -

4 3 2 1 0 1 2 3 4

A 2rh A h
Ap, Ay = <p$3> Ny = %Ed = 2mh > > > 0.

El principio de incertidumbre como ya hemos dicho es un pilar de la Mecanica cuantica.
Por ejemplo, es el causante de que los electrones no caigan al nticleo pues en ese caso tanto p
como z valdrian cero. Otra consecuencia del principio de incertidumbre es la desaparicién del
concepto clasico de trayectoria.

2.7. Las matematicas de la Mecanica Cuantica

Las matematicas de la Mecanica Cuantica estan estrechamente ligadas al problema de la
interpretacion. La principal razon se debe a que una misma teoria no puede contener dos tipos
de postulados, principios o axiomas: los clasicos y los cuanticos. Por tanto los principios de
la fisica clasica deben obtenerse de los axiomas de la Mecédnica cuantica al pasar al mundo
macroscopico donde la fisica cldsica es aplicable.

La construccién matematica impuso el “orden” en el aparente caos de la interpretacion. Los
principales axiomas o postulados de la Mecanica Cuédntica se pueden resumir en los siguientes:

[. Cualquier magnitud fisica se describe a través de un operador lineal “hermitico” A de-
finido sobre un espacio de Hilbert H, cuyos vectores W definen los posibles estados del
sistema fisico.

II. Los valores f(a’) que puede tomar una magnitud fisica son aquellos que corresponden al
espectro del operador lineal hermitico A que caracteriza dicha magnitud.



2.8. SOBRE LA BIBLIOGRAFIA 33

ITI. El valor esperado de una magnitud fisica z cualquiera de un sistema en el estado ¥, es
(V|zW¥), donde (-|-) representa el producto escalar en el espacio de Hilbert.

IV. La funciéon de onda ¥ del sistema esta gobernada por la ecuacion de Schrodinger HU =

th——, donde H es el operador de Hamilton del sistema.

ot

Un espacio de Hilbert —que denotaremos aqui por H— es un espacio lineal donde esté definido
un producto escalar (a|b), cualesquiera sean los vectores a,b € H y que es completo'? respecto a
la norma ||z|| inducida por el producto escalar'! ||z|| = \/(z|x). Los operadores lineales definidos
sobre H se pueden representar mediante matrices —finitas o infinitas— de forma que las matrices
de Heisenberg, Born y Jordan se pueden identificar como ciertos operadores lineales sobre .
Ademds, las funciones de onda de Schrodinger pertenecen al espacio de Hilbert L2 el espacio
de las funciones de cuadrado integrable. Un operador A se dice hermitico si (a|Ab> (Aalb).
Una propiedad fundamental de estos operadores hermiticos era que para ellos existia una base
ortonormal de autovectores y ademas los correspondientes autovalores eran reales. En especial
esta ultima propiedad era decisiva a la hora de identificar los operadores con las magnitudes
fisicas medibles, que son cantidades reales.

Es decir, la matematica de la Mecanica Cudntica, es la mateméatica de los operadores en
los espacios de Hilbert. Parte de esa teoria era conocida a principios del siglo XX pero gran
parte de la misma se desarrollé en Gotinga impulsada por David Hilbert pero fundamental-
mente desarrollada por John Von Neumann cuya obra quedaria plasmada en el magnifico libro
Fundamentos Matemdticos de la Mecanica Cudntica publicado en 1932.

2.8. Sobre la bibliografia

Mas detalles histéricos los puedes encontrar en [3, 8, 12, 15, 18, 24].

Como introduccién a nivel elemental de fisica cudntica se pueden consultar [10, 19, 25].
Textos mas avanzados lo constituyen [4, 9, 15, 17, 20, 22, 23]. Una magnifica introduccién de
lo que pretende la fisica y de su interaccién con las mateméticas se tiene en [11].

10Es decir que toda sucesién de Cauchy en H es convergente.
HPara el que usaremos la notacién de Dirac: el producto escalar de z e y se denotard por (x|y).
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Capitulo 3

Mecanica Cuantica I: “Movimiento” de
una particula material

Vamos a comenzar describiendo el sistema cudntico méas sencillo: una tnica particula some-
tida a un potencial externo V(7). Comenzaremos describiendo los principales postulados. Una
magnifica introduccién se puede consultar en [4].

3.1. Los postulados de la Mecanica Cuantica

Postulado 3.1.1 FEl estado de una particula de masa m en el instante de tiempo t viene biunivo-
camente determinado por la funcién de onda (7, t). La densidad de probabilidad de encontrar
la particula en el instante t en la region del espacio de volumen d*7 alrededor del punto T es
dP(7) = |V (7, t)|2d>r.

Proceden algunos comentarios.

1. Para que el postulado 3.1.1 tenga sentido debe ocurrir que para cada t fijo
[ le@opar=1
Q

donde € es aquella region accesible a la particula, es decir, la regién donde con certeza absoluta
puede estar la particula (en general dicha regién serd R?). Lo anterior indica que, para cada t,
la funcién ¥ es de cuadrado integrable y esta normalizada a la unidad. Al espacio vectorial de
las funciones de cuadrado integrable lo denotaremos por L?(€2) o simplemente L?.

Mas aun, como veremos mas adelante, ¥ ha de satisfacer una ecuacion dinamica, asi que es
natural que V(7 t) sea una funcién continua y diferenciable (al menos). Luego, ¥ ha de ser tal
que ¥(7,t) tiende a cero si ¥ — 0o en caso contrario ¥ no serfa de cuadrado integrable en R3.
Obviamente si €2 es finito, del postulado 3.1.1 se sigue que ¥(7,¢) = 0 en la frontera y fuera de
(), ya que en caso contrario existiria una probabilidad finita de que la particula estuviese en el
exterior de 2 lo cual seria una contradiccién.

2. Obviamente el estado de una particula en cada instante ¢ queda determinado a excepcion
de una fase ¢, a € R. Es decir, las funciones de onda W(7,t) y W(, t)e' describen el mismo
estado del sistema. De lo anterior se sigue ademas que la fase a no es un observable.

35
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Una cuestion fisica de vital importante que surge inmediatamente es: ; Como vamos a medir
nuestros observables?

Supongamos que vamos a medir la posicién 7 de la particula. Para ello asumimos que

1. La medicién se hace con un aparato cldsico, i.e., el aparato no precisa una descripcion
cudntica (por ejemplo una regla o un metro).

2. La precisién del aparato es, en principio, tan alta como se quiera.

3. El resultado de la medicion es: En el instante t la particula estaba en la posicion 7"+ o7
donde 07 es el error del aparato.

., Cémo entender entonces la descripcion probabilistica del postulado 3.1.17

Para ello imaginemos que tenemos N cajas idénticas y N particulas idénticas de forma que
en cada caja hay una unica particula. Asumamos ademads que todas las particulas estan en el
mismo estado, i.e., U(7,t) es la misma para cada una de ellas en el instante de la medicién. Si
medimos las posiciones de cada particula independientemente obtendremos los valores 7, 75,
..., Ty, no necesariamente iguales, que estaran distribuidos de acuerdo a la ley de probabilidad
| U (7, t)|>d®7. El valor esperado de r es, por tanto

<F>:/QF1\1/(ﬁt)ldTT o <xi>=/gasi|\1/<m>|da

x; =x,y,z para i = 1,2, 3, respectivamente. Su dispersién es

Ay = 1 (22) — (@) = \/ / (7 — ()2 U (7, 1) 27

La dispersién Az tiene un significado muy preciso: si Az es pequeno, entonces |V(7,t)
estd muy concentrada alrededor de su valor medio (z), lo que indica que la particula se en-
cuentra con probabilidad alta muy cerca de la posicién (x). Por el contrario, si Az, entonces
| U (7, t)|* estd muy dispersa y la particula tiene una probabilidad baja de estar cerca de (z).!

| 2

Para explicar los fenémenos de interferencia y difraccion de electrones que mencionamos en
el apartado anterior se ha de introducir un segundo postulado fundamental.

Postulado 3.1.2 Para cada t el espacio de las funciones de estado es un subespacio vectorial
del espacio L*(Y). Es decir, para cada t, si U1 y Wy son funciones de onda, entonces

VOél, Qg € (C, ¥ = Oél\I/l + 042\1’2,

es una posible funcion de onda, es decir, U puede representar un posible estado del sistema.’

'Un ejemplo muy ilustrativo es el siguiente. Supongamos que W (7, t) = x[4.4)(x)/(b — a), donde x[44)(z) es la
funcién caracteristica del intervalo [a, b], i.e., vale 1 si « € [a,b] y 0 en otro caso. Entonces, (z) = aTer y Az =
(b—a)?/12. Como vemos si a y b estdn cercanos entonces la dispersién es pequeiia y tenemos que la particula
estd muy cerca de la posicién media. Por el contrario si a y b difieren mucho la particula estd equiprobablemente
dispersa en el intervalo [a, b] (muy grande). Este ejemplo se lo debo a de Francisco J. (Pacho) Ruiz Blasco de la
Universidad de Zaragoza.

2Nétese que si a; = ap = 0, se tiene ¥ = 0, es decir la particula no estd en ningin sitio. Aunque formalmente
esta es una posibilidad en la practica se asume que ¥ # 0 en todo © (9 es la regién donde podria estar la
particula, luego en algiin punto de 2 la funcién ¥ ha de ser distinta de cero). Si ¥; y ¥y estdn normalizadas a
la unidad, entonces para que ¥ lo esté basta que |a|? + |ag|? = 1.
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Lo anterior indica que, para cada t, cualquier combinacién lineal de funciones es una (posible)
funciéon de onda. Ello implica ademas que la ecuaciéon de evolucion que gobierne o determine
las funciones de onda ha de ser lineal.

Postulado 3.1.3 (Ecuacién dinamica) La funcidn de onda viene determinada por la ecua-

cion de Schréodinger

Lov(rt) R . . .
th = —%A\If(r,t) + V(rt)W(r,t), (3.1.1)

donde A es el laplaciano® en R?, y V es el potencial al que esta sometida la particula.

La ecuacién anterior se suele escribir de la forma

% = HU(F, ), (3.1.2)

ih
donde H es el operador correspondiente al hamiltoniano del sistema. En nuestro caso esté claro

que es
2

. I3 .
=——A+V(r t)L.
=~ A+ V(Y

Antes de continuar debemos destacar que aqui solo trataremos el caso cuando el potencial V'
es independiente del tiempo.

Nuevamente proceden una serie de comentarios.

En primer lugar si V' := 0 (particula libre) una solucién de la ecuacién viene dada mediante
una onda viajera

\I,<7:” t) — \Iloei(lgffwt)’

donde k es el vector de onda. Sustituyendo dicha onda en (3.1.1) y usando que la energia de
una onda es, segin ya vimos, F = hw, obtenemos

R

h2 k>
hw = =

— E =
2m 2m

Y

de donde, al no haber (energfa) potencial E = T' = p?/2m, por tanto se sigue que p = hk, que
es precisamente la formula de De Broglie para expresar la dualidad onda-particula. Es decir, la
ecuacion de Schrodinger tiene como solucion posible la onda de materia de De Broglie.

Un simple vistazo a la expresién para la onda de De Broglie nos revela un problema:
esta funcién no es de cuadrado integrable y por tanto no puede describir de acuerdo con el
postulado 3.1.1 ningtn estado real de una particula. Para resolver esta aparente contradiccién
se introducen los paquetes de ondas.

Formalmente un paquete de ondas es un conjunto de ondas planas monocromaticas super-
puestas. Usando que p = hk y E' = hw tenemos, para cada onda la ecuacion

U, (F, 1) = D(F)erPED,

3En coordenadas cartesianas es A = — + — + —.
T
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luego la superposicion de todas sera
i A3y ~ i d3p
U(rt)= [ @ zWEt)i:/ U(p, t)ent ——— 3.1.3
(T7 ) /[R;3 (ﬁ)e (27Th)3/2 RS <p7 )6 (271'77/)3/2’ ( )

donde U(F,t) = ®(p)e” w2, Bs decir, ¥ es la transformada de Fourier de ¥. Ademés, para que
lo anterior tenga sentido ® ha de ser tal que ¥ sea de cuadrado integrable. Lo anterior implica
que ambas V(7,t) y W(p,t) son funciones de cuadrado integrable para todo ¢.

La relacion de V(7 t) y V(p,t) como transformada de Fourier una de la otra tiene una
implicacién interesante:

~ B . _igE
\I]<p7t) _/1%3 \I]<T7t)€ h (271'77,)3/27

|wmwffﬂ=/|@mwffﬁ
R3 R3

Es decir, en principio tanto W(7,t) como U(F,t) valdrian para describir el estado de nuestro
sistema.

Ademas, de la teoria de las transformadas de Fourier tenemos que, si definimos la media y
varianza de las componentes del vector de impulso (p; = ps, py, p. para i = 1,2, 3, respectiva-
mente)

) = [ pRGEOPEE Do= ) - ), (3.1

entonces Ax; Ap; > h/2, y la igualdad sélo tiene lugar cuando ¥(7,t) es proporcional a una
gaussiana en 7, es decir el principio de incertidumbre de Heisenberg.

Para nuestro caso de la particula libre ello implica que si ¥(7,¢) estd muy dispersa en el
espacio, entonces el valor del impulso p' estd muy concentrado y si W(7,t) estd muy dispersa
entonces p esta muy disperso.

En la figura 3.1 se muestra lo que ocurre para el caso unidimensional cuando tomamos en

(3.1.3)
B(p) =
p = — ¢ 2(ho
Vho rt

para los valores ioc = py/2 (p disperso, figura superior) y ho = po/10 (p concentrado, figura
inferior).

Antes de continuar debemos destacar la media y la varianza definidas en (3.1.4) no tienen
por que corresponder con la media y varianza del impulso real p" de nuestra particula. Para

poder hablar de la cantidad observable p’ necesitaremos introducir otro postulado, pero antes
de ello vamos a probar que los postulados hasta ahora introducidos son consistentes.

Test de consistencia

Un test de consistencia de la teoria hasta ahora descrita consiste en probar que la nor-
ma de U(7,t) es independiente del tiempo (en otro caso no podria definir una densidad de
probabilidad). Para ello escribimos la ecuacion de Schrodinger (3.1.1) para W
OU(7,t) n?

= ——AU(F, 1) 4+ V(7 1) U(F, 1)

50U t)
! ot 2m
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W (x,1)] (¥ (p,t)]
0.5 0.5
0.4 0.4
0 0.3
0 0.
0 j
20 10 o 20 % 71 i 3 4P
[V (p, 1)
2
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Figura 3.1: Distribucién de U(z,t) y ¥(p,t) (ho = 1)

y su complejo conjugado*. ¥ (se entiende que V es un potencial real)

L OU(rt) n?
_inl Y Y AR (7
ih P 5 (7, t) + V (7, t) V(7 t)

Y

multiplicamos la primera por ¥, la segunda por ¥, las restamos y tomamos la integral en toda
la region Q (ver postulado 3.1.1)

0
. U(7 ) 2d37 —
zh—at/Q\ (7, t)|*d

. —0U(7, 1) L 0T 4
= zh/ﬂ <\If(r,t) T + U(r,t) ) d°r

ot

_ " ( /Q T OAU(F, ) — U(F AT, t)) &

2m

Si ahora en la ultima de las integrales usamos la férmula de Green obtenemos

h? S A . = 3
“om /. (PFE DAY 1) - W AV ) d'F
G ——— 0V (T, 1) L OU(7t)
= —% o (‘I’(T,t)w — @(T,t)w dS,

donde dS es el elemento de area de la superficie y ag_g) denota la derivada direccional de f

en la direccién del vector normal al elemento de superficie dS.% Si ahora hacemos 7 — oo la

4Como antes denotaremos por Z al complejo conjugado del ntimero complejo z
5En una dimensién vale simplemente la integracién por partes.
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ultima integral se anula pues V(7 t) (y por consiguiente W(7,t)) se anulan cuando © — oo (ver
comentario 1 del postulado 3.1.1). Luego

0
= () 2dPE = 0,
5 |l opar=o

Esto tiene una implicacién fisica inmediata: Dado un estado inicial (7, ty) € L?(QQ), este
evoluciona segin la ecuacién de Schrodinger, i.e., en cada momento de tiempo viene descrito
por la funcién ¥(7,t) solucién de (3.1.1) y ademas,

/|\If(77,t)|2d3*:/|\I/(F,to)|2d377:1,
Q Q

es decir, W(7,t) es normalizada a la unidad. Luego la ecuacién de Schrodinger es consistente
con los postulados 3.1.1 y 3.1.2.

Vamos ahora a intentar convencernos de que para los momentos p’ se tienen las férmulas
(3.1.4). Para ello, como ya comentamos, necesitamos varios postulados que complementen a los
anteriores.

Postulado 3.1.4 A cualquier cantidad fisica medible A le asociaremos un operador hermitico
A que actiia sobre el espacio de las funciones de cuadrado integrable L*(2) a las que pertenecen
las funciones de estado V(T,t). i.e., A L*(Q2) — L*(2). Ademds, dado un estado definido por
una funcion de onda V(7,t) que define cierto estado del sistema, el valor medio de las medidas
de A viene dado por®

(A)(t) = / T D) (A ) ar
0
Un operador A : L*(Q) — L?(Q2) es hermitico” si
/ (0 (A7) dir = / (A0,(7.0)) W )"
Q Q

Nétese que si A es hermitico entonces

ie., (A)(t) e R.

Vamos a definir el operador 7 por R
7i=17L, (3.1.5)

6 Aunque el valor (A)(t) depende de la funcién de onda ¥, no lo vamos a reflejar en la notacién para hacer
esta lo menos engorrosa posible.

"Sobre estos operadores hablaremos con més detalle en el préximo apartado dedicado a la Mecénica cudntica
en espacios de Hilbert.
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donde 7 es el operador identidad. Entonces

(7)) = / TR O U (7, )07 = / AU (7, 6T,

que estd en concordancia con el postulado 3.1.1.

Definiremos el operador impulso ﬁ por la expresion
P = —ihV, (3.1.6)

donde V denota al operador gradiente® de R3.
Es facil comprobar que ambos operadores son hermiticos.

Otros operadores importantes son

1. El operador energia cinética T .= —%A, donde A es, como antes, el laplaciano en R3.
2. El operador energfa potencial V (7) := V(7)Z.

3. El operador energia total E=T +\7(F) Este ademas constituye el operador de Hamilton
o hamiltoniano del sistema.

-~

4. El operador momento angular £ = 7 x p := —throt, donde rot denota el vector rotor en
R3.

~
—

Postulado 3.1.5 El resultado de cualquier medicion de una cantidad fisica medible A debe ser
un autovalor del operador asociado A y el estado correspondiente a dicha medicion estard de-
finido por su correspondiente autofuncion.

Es decir, tenemos la ecuacién

Entonces, por el postulado 3.1.4,

<A):/QW(A\IJ(M r—a/|\I' & = a,

que, como ya hemos visto, es real® Ademds,
(42) = / T (AAu( ) dr=a =
Q

AA? = /(A2) — (A)?* = 0, es decir, el resultado de la medicién, en caso de que el sistema

se encuentre en el estado W, (7, t) correspondiente al autovalor a, es exacto. Este resultado lo
discutiremos con més detalle en el marco de los espacios de Hilbert.

010, 105, A1)
Ox Oy 0z

9Esta propiedad es en realidad una consecuencia de la hermiticidad de .A como veremos més adelante.

8En coordenadas cartesianas es el operador V f(7) =
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3.2. El principio de incertidumbre

Noétese que los operadores 7 y ﬁ cumplen con las siguientes relaciones:
[/.T\i, EL’\]] — O — []/)\271/)\]]7 [/.T\Z,]/?\J] — ihéi,jI,
donde [./T, [3\] es el conmutador de los operadores A y B definido por [A, B] = AB — BA.

Lo curioso es que a partir de esta relacion de conmutacion se puede probar que si definimos
las varianzas de 7; y p; mediante las expresiones (acordes con los postulados descritos), i.e.,

Dwi = (@ — @)D, Ap= (5 - ) D2,

entonces

Arx; Ap; > 5
es decir, obtenemos el principio de incertidumbre de Heisenberg que ya vimos antes.

Demostremos la formula anterior. Por simplicidad escogeremos el caso unidimensional (o
equivalentemente nos restringiremos a probar el principio para las componentes en el eje x, por
ejemplo).

Definamos los operadores

AT :=T— ()T y Ap:=p— (p)T.
Dichos operadores cumplen con la propiedad
[AZ, AD] = [7,7] = ihZ.

Obviamente Az = /((AZ)2?) y Ap = /((Ap)?), ahora bien, por la desigualdad de Cauchy-

Schwarz
\/ /Q AT (2)Pde \/ /Q APU(2)[2dz > /Q ARU(2) APY(2)de
y
| /QA/ZL‘\\I/(I‘) ApY(z)dz| > (/Q AzV(x) A@D(w)dw) =1,
ie., o 5 T
Pero
1 —
L., = ( [ EF@) s - [ BTN
—5; ([ - [ (e @)
—5; ( [@En@espuns - [ @ @pave))
5 [ @@(27 878w = 5 | @@ T = 5.
Luego
h
Az Ap > bR

que es justo lo que queriamos probar.
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3.2.1. Los estados estacionarios de la ecuacion de Schrodinger
Supongamos que V' no depende del tiempo. Entonces si hacemos el cambio
() = U, (i) i et (3.2.1)
lo sustituimos en (3.1.2) obtenemos la ecuacién
HU,(7) = BV o (7). (3.2.2)

Es decir, ¥, son las autofunciones de H correspondientes a los autovalores F,, que por el
postulado 3.1.5 corresponden a los posibles valores de energia del sistema.

Noétese que los estados definidos por (3.2.1) son estados con una energia constante (con-
servada) en el tiempo, ademads, la funcién W(7, ) es periddica en el tiempo con una frecuencia
wo = E,/h. Los estados con estas caracteristicas se denominan estados estacionarios.

Los estados estacionarios cumplen dos propiedades muy importantes (que los hacen de
especial relevancia):

1. La densidad de probabilidad es independiente del tiempo: [¥(7,t)|> = | U, (7)[>.

2. Si cierto observable A no depende el tiempo, entonces su media
) = [ WD (Avwo) @7 = [ T (Ava@) ¢
Q Q
tampoco depende del tiempo.

Es decir, los estados estacionarios tienen la energia prefijada y ademdas no evolucionan en el
tiempo. Lo anterior es muy 1til para resolver la ecuaciéon de Schrodinger general.

Supongamos que

Ut =0)=Y oWl (3.2.3)

«

entonces, la funcién de onda (estado) se escribe como

TPt = cae™ #0, (7).

«

La pregunta de cudndo el desarrollo (3.2.3) tiene lugar y como calcular los coeficientes ¢, lo
vamos a dejar para més adelante. En realidad lo que tiene que ocurrir es que las autofunciones
del hamiltoniano # constituyan un conjunto completo (y a ser posible ortonormal) de L*(2).

3.3. Ejemplos

Vamos a estudiar dos ejemplos representativos unidimensionales.
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V(%)

Uo

Figura 3.2: Pozo potencial.

3.3.1. Una particula en un pozo de potencial

Sea una particula que se encuentra en un pozo potencial como el que se muestra en la figura
3.2.

La solucion de la ecuacién de Schrodinger estacionaria

B2 2 UQ, x <0,
————V(z)+ V(x)V(z) = EV(z), Vie)=¢ 0, 0<z<L,
2m Ox?
Uo, T > L,

para E < U la buscamos de la forma

Uy (z) = Ajeb™ + Ape™, 1 <0,
\I/(l‘) = \IIQ(.T) = Bleiqx + BQe—iqx’ << L,
Wg(l‘) = Cleikx + Cgekm, x> L,
donde k = £1/2m(Uy — E), ¢ = :V2mE.
Como V¥ ha de ser de cuadrado integrable, entonces Ay = Cy = 0.
Ademds, ¥ y ¥’ han de ser continuas en R asi que tenemos las siguientes condiciones
Uy (0) = W2(0),  Wi(0) = W5(0), Wo(L) = Ws(L), Wy(L) = W5(L),

que nos conducen al sistema

Ay = By + By,
kAl = Zq(Bl — Bz),
BleiqL + BQ@iiqL = CleikL,

iq(B1e" — Bye "t) = —kChe .
De las dos primeras ecuaciones eliminamos A; y de las dos segundas (1, asi

(k—1iq)Bi + (k +iq)Bo =0,  (k+iq)e' ™ By + (k —ig)e™"" By = 0,
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Para que este sistema homogéneo tenga solucion su determinante ha de anularse

k_iq /{Z"—Zq - 2iql k—Zq 2
det (k +iq)et  (k —iq)e b =0 = "= P i) (3.3.1)
Como
k+1iq k+iq
k=g 2kq
COS¢:k2+q2’ Sen¢:_k2+q2'

Combinando lo anterior con (3.3.1) se tiene ¢ = gL, de donde se sigue que los valores de energia
FE permitidos corresponden a la solucién de la ecuacién trascendental

k? — ¢? 2kq
cosqL = m 0 senqL:—m,
0, equivalentemente,
2kq
Sea x = +/E/Uyy a =+/2mUyL/h, entonces la ecuacion anterior se escribe como
z(1—x)
t = 21— 3.3.3
an ax o ( )

Es fécil comprobar que para todo « esta ecuacién tiene al menos una raiz real en (0, 1) por lo
que nuestro sistema tiene al menos un estado estacionario. A medida que a es mas grande el
nimero de estados aumenta (véase la figura 3.3).

6 6

6 6

3 3
s 0,4 10,6 0,8 1 s 0,4 /376 03 1
_6 —6
_9 -9

Figura 3.3: Soluciones de la ecuacién (3.3.3) para a = 1 (derecha) y o = 10 (izquierda).

Noétese que si tomamos el limite Uy — oo en (3.3.2) obtenemos los valores de energia

h2m2 n?

que coinciden con los valores de energia para un pozo infinito (ver problema 3.3.1).
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V(¥)

Uo

Figura 3.4: Pozo potencial.

3.3.2. El efecto tunel

Consideremos ahora el movimiento de una particula en un potencial del tipo de la figura

3.4

La solucion de la ecuacién de Schrodinger estacionaria

h2 62 07 r < 07
———V(z) + V(2)¥(z) = EV(x), V(z)=q Uy, 0<z<L, (3.3.5)
2m 02 0 z>1

Vamos a comenzar considerando el caso E > Uy. La solucion tiene la forma

Uy () = Are™ + Age™™ 2 <0,
U(z) =< Uy(x) = Bie'™ 4+ Bye ™", 0 <z <L,
Uy(x) = Cre*™ + Coe™™, x> L,

donde ¢ = %\/Qm(E —Uy) y k= %\/QmE.

Ante todo notemos que esta solucion es de tipo onda viajera, similar a la de una particula
libre, por lo que no es de cuadrado integrable y por tanto no puede describir ningin estado
real (véase la discusién del postulado 3.1.3) por lo que habria que definir los correspondientes
paquetes de ondas. No obstante podemos considerar nuestra particula como una onda descrita
por la ecuacién (3.3.5) y determinar su comportamiento en funcién de las amplitudes A, ...,
(5 de las mismas. Ante todo notemos que si ¥ es una solucion correspondiente a la energia F,
W también lo es. Dado un valor de energia podemos considerar dos tipos de soluciones: una W
cuando Cy = 0 (la onda incidente va de izquierda a derecha) y la otra W_ cuando A; = 0 (la
onda incidente va de derecha a izquierda). La solucién general serd una combinacién lineal de
ambas. Asi pues nos centraremos en la solucién'’

U, (z) = et + Ae~the, x <0,
Uy (2) = Wa(z) = Bie'% + Boe ™, 0 < <L,
Us(z) = Cetke, x> L.

10Por la linealidad podemos tomar sin pérdida de generalidad 4; = 1.
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Los valores R(E) = |A|? y T(E) = |C|? definen los coeficientes de reflexién y transporte (o
paso) de la onda. Usando la continuidad de ¥ y W’ obtenemos las siguientes condiciones

Uy (0) = W5(0),  Wy(0) =W5(0),  Wa(L) = Ws(L), Wy(L) = Ws(L),
que nos conducen al sistema

1 + A = Bl + BQ,
k(1 — A) =q(B1 — Ba),
Bye't 4+ Bye b = C’leikL,

q(B1e"* — Bye ") = —kCie™.

(3.3.6)

Multiplicando por k la tercera y sumandole y restandole la cuarta se obtienen, respectivamente,
las ecuaciones

k iL(k—q) — k)etl(k+q)
(k+q)e C. p,= A=k
2q 2q
Multiplicando por k la primera ecuacién de (3.3.6) y suméandole y restandole la segunda obte-
nemos

By =

Si sustituimos en la primera de estas ecuaciones los valores de By y By anteriores obtenemos
para C' el valor
4]{?(]67“?[/ 4]{?(]67“?[/

C = A — — : 3.7
(k+ q)?etal — (k — gq)%et (k2 4 ¢?) sen(qL) + 2kqi cos(qL) (8:37)

Resolviendo respecto a A obtenemos

_ (k? — ¢*)sen(qL)
4= (k% + ¢?) sen(qL) + 2kqi cos(qL) (3.3.8)

De lo anterior se deduce que

T(E) = 4k2q> B 1
(k24 ¢?)2sen2(qL) + 4k2q% cos?(qL) m ((k2 — ¢*)sen(qL) ) 2
2kq

v R(E) = 1 — T(E).

De la expresién anterior se deduce que T'(E) > 0. Ademas, si sen(qL) = 0, entonces T'(E) =
1y R(F) =0, es decir, la particula pasa como si no existiese la barrera: la barrera es transpa-
rente. Esto ocurre para los valores de ¢L. = nm, por tanto como ¢ = %\/Qm(E —-Uy) =

h*r?n?

E=U, .
0+2mL2

Supongamos ahora que F < Uj. Para obtener el resultado basta hacer el cambio ¢ — ix.

Asi, obtenemos
1

- ((k2 +/i2)senh(/-€L))2’

T(E) =

2kk
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Noétese que T'(E) > 0, es decir, jla particula siempre traspasa la barrera!

Este efecto, imposible en la mecanica clasica, se conoce como efecto tunel. Su gran im-
portancia quedd reflejada en el hecho de que en 1973 L. Esaki, I. Giaever y B.D. Josephson
recibieron el premio nobel de fisica por sus descubrimientos relacionados con este efecto y mas
trade en 1986 G. Binnig y H. Rohrer por su diseno de un microscopio electrénico basado en el
efecto tiunel.

Para terminar este apartado notemos que, para E < Uy, en el limite kL > 1

16k%¢*

T~ gy

es decir, el coeficiente de transporte decae exponencialmente a cero con L. Este limite corres-

ponde al caso \/2m(Uy — E)/h > 1, i.e.,

1. m > h?/(2(Uy — E)L?), masas muy grandes (limite de la mecdnica cldsica),
2. L? > h?/(2(Uy — E)m), barrera muy ancha,

3. Uy — E > h?/(2mL?), barrera muy alta.

3.3.3. Problemas

Problema 3.3.1 Encuentra los autoestados de la ecuaciéon de Schrodinger estacionaria para
un pozo potencial infinito

0o, <0,
V(ie)=¢ 0, 0<z<lL,
oo, x> L,

y compara el resultado con los valores obtenidos en (3.3.4).

Problema 3.3.2 Resuelve la ecuacion de Schrodinger estacionaria para el potencial escalén

0, x<0,
V(ZL‘)—{ Uo, x> L.

Compara el resultado con el del caso de la barrera potencial de anchura infinita.



Capitulo 4

Mecanica Cuantica II: Espacios de
Hilbert

En este capitulo desarrollaremos la Mecanica Cuantica sobre un espacio de Hilbert gene-
ral. Aunque el capitulo es autocontenido, es recomendable consultar el Anexo A donde se da
una breve introduccién a la teoria de espacios funcionales (métricos y normados), asi como se
desarrolla con mas detalles las propiedades de los espacios de Hilbert separables.

4.1. Espacios euclideos y espacios normados
Comenzaremos este apartado recordando algunas definiciones generales.
En adelante asumiremos que [ es un espacio vectorial complejo!.

Definicién 4.1.1 Se dice que un espacio vectorial E es un espacio euclideo si dados dos ele-
mentos cualesquiera x,y € E existe un numero denominado producto escalar y que denotaremos
por (x,y) tal que

1. Para todo z,y € E, (z,y) = (y,x).
2. Para todo x,y,z € E, (zv,y+ z) = (x,y) + (x, 2).
3. Para todo x,y € E y A € C, (z, \y) = Xz, y)

4. Para todox € E, x #0, (z,x) >0 y si (xr,z) =0, entonces x = 0.
Una consecuencia de la definicién anterior es que

1. Para todos z,y,z € E, (x + vy, 2) = (x, 2) + (y, 2).

2. Para todos z,y €Ey A € C, (\z,y) = Mx,9)

'En adelante denotaremos por Zz al complejo conjugado del nimero complejo z

49
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El ejemplo mas sencillo de espacio euclideo es el espacio C" con el producto escalar estandar.
Otro ejemplo sencillo es el espacio Cla, b] de las funciones continuas en [a, b] cerrado y acotado
con el siguiente producto escalar

b
(f.g) = / F@)g(x)dz. (4.1.1)

Una propiedad importante de los espacios euclideos es la desigualdad de Cauchy-Schwarz

19012 < (f. f){g. 9)- (4.1.2)

Para demostrarla basta usar que para todo A € Cy f,g € E, (A\f + ¢, A\f + g) > 0, o equiva-
lentemente,

INPCF )Y+ Mgy + Mg, £ + (9, 9) = NP F) 4+ 2RO, 9)) + (g, 9) > 0.

Escojamos A = a(f, g)/|(g, )|, @ € R. Entonces, como

0 < IAP(S ) + 2R(N(f. 9) + (9. 9) = |al*(f, ) + 2|al{f, 9)| + (9. 9).

el discriminante de la ecuacién cuadratica en a, |o|*(f, f) + 2|al|{f, g)| + (g, 9) = 0, ha de ser
negativo, luego se tiene |(f, g)|?> — (f, f){g,g) <0, de donde se sigue (4.1.2).

Definicién 4.1.2 Un espacio vectorial X se denomina espacio normado si para todo r € X
existe un nidmero real denominado norma, que denotaremos por ||z||, que cumple con las con-
diciones

1. Para todo x € X, ||z|| > 0 y si ||z]| = 0 entonces x = 0.
2. Para todo x € X y A € C, || z]| = M|z

3. Para todo z,y € X se tiene la desigualdad triangular

Iz +yll < llzll + vl (4.1.3)

Teorema 4.1.3 Todo espacio euclideo E es normado si en él definimos la norma mediante la

formula ||| = \/(f, f). Ademds, | f]| - lgll = [(f, 9]

La demostracién se deja como ejercicio.? Por ejemplo, en el espacio Cla,b] podemos definir la
norma por

1l = / \f (@) P

Definicién 4.1.4 Un espacio euclideo E completo® respecto a la norma inducida por un pro-
ducto escalar se denomina espacio de Hilbert y lo denotaremos por H.

*Es suficiente ver que ||f +g|* = (f + g, f +g) = (£, /) + 2(f,9) + {9.9) < (£, /) +2/{f. )/ {9.9) + (9, 9)
=({f, )+ {g,9)% = (Il + llgl)?. El resto de los axiomas es inmediato.

3Un espacio E es completo si cualquier sucesién de Cauchy en E converge a un vector de E.
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En adelante nos interesaran los espacios de Hilbert H separables, es decir, aquellos espacios
de Hilbert que contienen un subconjunto numerable denso.

Definicién 4.1.5 Sea el sistema de vectores {¢,}22, de H linealmente independiente —es de-
cir, que cualquier subsistema finito es linealmente independiente—. Diremos que {¢,}22, es un
sistema ortogonal dos a dos si

<¢na gbm) = 5n,m||¢n||2, ‘v’n, m € N. (414)

Si ademds ||pn|| = 1 para todo n diremos que el sistema es ortonormal.

Por ejemplo, el sistema de funciones {1} U {sennz,cosnz}>?, es un sistema ortogonal dos a
dos respecto al producto escalar

(f,9) = /7r MQ(x)dx.

Definicién 4.1.6 Dado un vector x € H definiremos la serie de Fourier respecto al sistema
ortonormal {¢,}5° a la serie s := > 7 ¢,bn, donde los coeficientes vienen dados por las
expresiones ¢, = (x, ¢,), para todo n > 1.

Definicién 4.1.7 Dada f € H y una sucesion s,, se dice que s,, converge en norma a f i

lim || f — su|| = 0.
n—o0o
Es facil ver que si los vectores (no nulos) ¢y, . .., ¢, de un espacio euclideo son ortogonales,

entonces son linealmente independientes.

Teorema 4.1.8 En un espacio de Hilbert H de cualquier conjunto de vectores linealmente
independiente se puede construir un conjunto de vectores ortogonales (ortonormales).

Demostracion: Para probar el teorema tomamos un sistema de vectores linealmente indepen-
diente (¢,,), de H cualquiera y definimos un nuevo sistema de vectores (1,,)22 ; de la siguiente
forma:

1. Tomamos ;1 = ¢1/]|é1]|-
2. A continuacién escogemos 1 de la forma
1/;2 = ¢ + 9191,

donde aw; es tal que 1;2 sea ortogonal al vector ¢y, i.e. (11,19) = 0, de donde se deduce que
as1 = —(11, o). Entonces 1y = 15/ ||1)2]| es ortonormal a ¢;.

3. Paso n. Escogemos 1/~Jk, k > 3, de la forma

n—1
wn = ¢n + Z O‘n,kwkv
k=1
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donde los coeficientes oy, ,, n € N, k= 1,...,n — 1 son tales que QZJn sea ortogonal a todos
los vectores ¢, k =1,2,...,n — 1, anteriores. Usando la ortogonalidad es facil comprobar que
g = —(p, dn), k=1,2,...,n— 1. Finalmente definimos v, = ¥, /|| || que es ortonormal a
todos los vectores anteriores ¢, k =1,2,...,n — 1. Y asi sucesivamente. O

El proceso anterior se denomina proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt.

Notese que del proceso anterior se sigue ademas que, para cada n > 1,
n—1 n—1
k=1 k=1

Luego,
(Vb)) =0, YE=0,1,..n—1 < (¢, ) =0, Yk=0,1,...n—1.

Usando lo anterior es facil ver que 1, admite la siguiente expresion explicita:

<¢17¢1> <¢17¢2> e <¢17¢n71> (bl

~ (P2, 01) (P2,02) - (P2, Pn-1) P

U = (4.1.5)

Para ello basta notar que el producto escalar (qbk,zﬁn) =0, k=12,....n—1, ya que el
determinante resultante tiene dos columnas iguales. Notese ademas que

<77Z~)na 'J)n> = Ana

donde A,, son los determinantes de Gram

(P1,01) (D1,02) -+ (d1,0n-1) (91, 0n)

A — (G2, 01) (2, 2) -+ (P2, Pn1) (P2, Pn)

(G 61) (Burd) (G br) (Dr )

De lo anterior deducimos también que los ), son un conjunto linealmente independiente de H
si y sélo si los A, # 0 (en nuestro caso A,, > 0), para todo n € N.

Nétese que los subespacios generados por los vectores (¢,,)n v (), coinciden.

Teorema 4.1.9 Si el espacio euclideo E es separable, entonces cualquier sistema ortogonal
(ortonormal) de E es numerable.

Demostracién: Asumamos sin pérdida de generalidad que el sistema (¢,),, es ortonormal. En-
tonces |9, — Um|| = V2 si n # m. Sea el conjunto de las bolas de radio 1/2 y centro en cada
U, B(¢n,1/2). Estas bolas no se interceptan, luego en casa bola hay un tnico vector 1, de
nuestro sistema ortonormal. Sea ahora (¢y), un conjunto numerable denso en E (pues éste es
separable). Entonces, en cada bola B(1,,1/2) habrd al menos un ¢, luego el nimero de bolas
y por tanto de elementos 1, es numerable. O
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4.2. Operadores en H

Definicién 4.2.1 Un operador L es una aplicacion de H en Hy, dos espacios de Hilbert, L:
H — ]H[l .

Definicion 4.2.2 El operador 0 se denomina operador nulo si V¥ € H, 0V = 0. El operador
7 se denomina operador identidad st YV € H, U = .

En adelante asumiremos que H; C H.

Definicién 4.2.3 Un operador L es lineal si Vaj,a € C, y ¥y, Uy € H,
E(Oél\lfl + 062\112) = 0412\1’1 + 0622\1/2.

Definicién 4.2.4 Definiremos el producto L= AB de dos operadores A Yy B al operador C que
obtiene al actuar consecutivamente los operadores B y luego A i.€.,

o=BV, L[U=A0 =— LU=ABD)

En general AB # gﬁ, i.e., la multiplicaciéon de operadores no es conmutativa.

Definicién 4.2.5 Llamaremos conmutador de dos operadores A Y B al operador

~

(A, B] := AB — BA.
Asi pues, dos operadores conmutan si y sélo si su conmutador es el operador nulo.

Definiciéon 4.2.6 El operador L1 se denomina operador tnverso de L si
LLY=L'L=T.

En adelante vamos a usar la notacion de Dirac para los vectores, los operadores y los
productos escalares.

Asi, un vector de H lo denotaremos por |¥) (ket vector) y su correspondiente conjugado
(U| (brac vector)?. Asi, denotaremos el producto escalar (¥, ®) por(¥|®) y ademas

(U|L|®) := (V|LD).

A los productos anteriores les denominaremos elementos matriciales del operador £. En adelan-
te, a no ser que se especifique, asumiremos que los vectores ¥ estan normalizados a la unidad,
e, ||[U] =1.

Definicién 4.2.7 El operador L* se denomina conjugado o adjunto de L s,
(W|Z]D) = (B[Z+|D), (4.2.1)

e., (U|LD) = (LTU|D) = (B|L+T)

4Estos nombres vienen de la palabra inglesa bracket.
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De la definicion anterior se deduce facilmente que

L (Lh)*

2. (aL)* =alt, Va €C,

3. (CN)* = N+L+y

4. (U|ZN|®) = (LHU|ND), VI, € H.

Un ejemplo especialmente importante es el caso cuando H es de dimensién finita. En este
caso si (¢,)Y_, es una base (en particular, una base ortogonal) de H, entonces

N
Lén = Loidn:
k=1

y por tanto a L se le puede hacer corresponder una matriz (L; ;)2 \j—1- Si denotamos por L+ la

matriz asociada al operador £, entonces ij =Lj;.

Otro ejemplo son los C que admiten una representacién integral. Por ejemplo, supongamos
que H=L*(R) y

£U(x) = / L(z,y)¥(y)dy.

donde L(x,y) es el nicleo del operador, entonces, si denotamos por Lt (z,y) al ntcleo de 2,
L¥(z,y) = L(y, ©).

Definicién 4.2.8 Si £ = E/\*, se dice que el operador es hermiltico o autoadjunto.
q p

Por ejemplo, si H es de dimensién finita, L es hermitico si su correspondiente matriz satisface
L;; = L;;. St H = L*(R), los operadores definidos por

av(z) 4

oV (z) =2V (x), p¥(x)= —ih o PY(x) =V (—x),

son hermiticos. En el caso de operadores con representacion integral, éstos seran hermiticos si
su nucleo es tal que L(z,y) = L(y, ).

Proposicién 4.2.9 El producto § AB de dos operadores A Yy B hermiticos es hermitico si
y solo si A y B conmutan, i.e., A, B] =

Demostracién: Sea L = AB. Entonces £+ = Bt A+ = BA, luego L = L si y s6lo si AB = BA,
ie., [A,B]=0. O

-~

Proposicion 4.2.10 El conmutador [./T, B] de dos operadores hermiticos A Y B es tal que

~

— L,

D)

4,

con L hermitico.
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~

Demostracion: Supongamos que [.,Zl\, B = N'. Entonces
Nt =(AB)" =—[4,B8 =-N = N=iL,
con L hermitico ((iL)t = —iLt = —iL). 0
Definicién 4.2.11 Sea |V) € H con |||V)|| # 0. Si existe A € C tal que
L|0) = A[W),

entonces se dice que |V) es un autovector de L y A es su correspondiente autovalor.

Nota: En ocasiones es cémodo denotar a un autovector asociado a A por |¥,) (suponiendo que
A es un autovalor simple). Si ademés el conjunto de autovalores es numerable entonces se suele
simplificar atin méas la notacién: |n) := |U, ).

Proposicién 4.2.12 Si L es hermitico, entonces sus autovalores son reales.

Demostracion:

LIW) = A|T) = (U|L|T) = \(¥|T) = A
Por otro lado de (4.2.1) se sigue que
(U|LFT) = (W[L]W) = N(P|W) =,
luego, como L es hermitico £ = L+ por tanto A = \. O

Proposicion 4.2.13 Si L es hermitico, entonces los autovectores correspondientes a autova-
lores distintos son ortogonales.

Demostracion: Sea E|\I/1) = A\ |Uy), E|\I/2) = A\o|Ws), entonces

(Us|L]T1) =\ (Vo] Ty) =
(Wo|LH[ W) = (1| L]Ts) = Mo (W[ Ts) = Mo (Wo|Ty),

i.e. ()\1 — )\2)<\I/2|\I/1> = 0, luego como )\1 7é )\2, <\I/2|\I/1> = 0. O

Definicién 4.2.14 Un opemdorljl se denmomina unitario si
ai- — i -7
Proposicién 4.2.15 5@ U es unitario, entonces todos sus autovalores son tales que |A| = 1.

Demostracién: Sea U|¥) = \|U), entonces

1= (UUTUT) = MUUT|T) = MU|U|T) = AN(T|T) = Al
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Definicién 4.2.16 Sea U un operador unitario. La transformacion
) — [¢) =UTY), L (=ULU,

la denominaremos transformacion unitaria de |¥) y L y la denotaremos por {U}.

Proposicion 4.2.17 Las transformaciones unitarias conservan

1. Las relaciones de conmutacion de los operadores.

2. La propiedad de hermiticidad de un operador.

3. Los autovalores.

4. Los productos escalares y elementos matriciales de un operador.

Demostracién: 1. Sean A, By L tres operadores tales que [.A B] Ly sea {U } una transfor-

macién unitaria. Denotemos por @, b y A 7 los operadores correspondientes a A B y L después
de la transformacién. Entonces como [A, B] = £L =

A~

AB-BA=F — @*AB-G BAH=0"Ei=T,

pero
(U AU BU) — (B (U A =ab—ba = [a,0] = 0.

2.Sea L= L*. Sea [ = Z;{\JFEAZ;{\, entonces
Ct=UTLUYY =ULTU=UTLU = 1.
3. Sea 2|\If) = A\|¥), entonces

UTLUYUD)|T) = NUTID)) = (o) = AlY).

AN AN A~

4. (UL |L|Wo) = (U [UUF LUU Vo) = (U U LU D) = (1] 0is). O

Definicién 4.2.18 Sea F(z) una funcion analitica en un entorno de z = 0 y sea F(z) =
> w0 fn2" su desarrollo en serie de potencias. Definiremos al operador (L) mediante la serie

L) =" fuL"

n>0

Definicion 4.2.19 La derivada operacional 8F(£A)/6£A es el operador que se obtiene mediante
la formula

(4.2.2)
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Por ejemplo R
oLr ~
— =nL""
oL

Sean A y A* tales que [./T, = 7. Entonces es fécil comprobar que
[A, (A = k(AT k>1 (4.2.3)

Proposicién 4.2.20 Si F'(z) es una funcion analitica en un entorno de z =0 y sean A Yy A+
tales que [A, AT] = Z. Entonces

~ e dF(AY
[A, F(AT)] = ¥
dA*
Demostracién: Basta escribir la serie de potencias de F'y usar la propiedad (4.2.3). O

Nota: Si F' admite un desarrollo en serie de Laurent el resultado también es valido.

Antes de continuar con nuestro analisis procede hacer un breve comentario sobre un tipo
especial de operadores unitarios: los operadores unitarios cercanos a la unidad. Sea ¢ > 0 tan
pequeno como se quiera, y supongamos que . admite el desarrollo

U =T +ied+O(&).
Entonces su conjugado es, a primer orden,

Ut =T —ieA" + O0(e).
Como Z = UU =T + ie(A — A*) + O(e?), deducimos que A = A", es decir A ha de ser un
operador hermitico. Si elegimos € = a/N, con N € N entonces se puede comprobar que

N\ N
U~y = <f+ WTA> %eiaﬁ:i{\(a).

Se dice entonces que A es un generador de la transformacién U.

Los operadores que nos van a interesar son aquellos operadores hermiticos cuyo conjunto
de autovectores constituyan un sistema completo de H, es decir que todo vector |¥) € H
se puede ezpresar biunivocamente en funcién de dicho sistema. Este problema (de encontrar
dichos operadores y el conjunto de sus autovalores y autovectores y comprobar que constituyen
un sistema completo) es muy complicado y requiere de la potente maquinaria de la teorfa de
operadores en espacio de Hilbert, el teorema espectral de Riesz, etc. Basta mencionar que si H es
separable, entonces en H existe una base ortonormal completa y si £ es un operador autoadjunto
(hermitico) y compacto, entonces sus autovectores constituyen un sistema ortogonal completo.
Para mas detalles véase el Apéndice A. Conviene no obstante destacar que muchos operadores
importantes de la mecénica cuantica no son siquiera acotados.

En adelante, por sencillez, nos vamos a restringir a considerar aquellos operadores que
tengan asociados un conjunto numerable de autovectores y que dicho conjunto sea un sistema
completo.
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Supongamos que L es uno de tales operadores y denotemos por (|V,)), su conjunto com-
pleto de autovectores. Si todos los autovalores son simples entonces, como ya hemos visto, los
correspondientes autovectores son ortogonales. En el caso de que tengamos autovalores multiples
sus correspondientes autovectores se pueden ortogonalizar usando el método de Gram-Schmidt
que describimos antes. Asi pues asumiremos que (|¥,,)), es un sistema ortonormal (ortogonal
con |[[Wy)[| = 1).

Sea |®) un vector cualquiera de H, entonces |®) se puede desarrollar en serie de Fourier
respecto (|¥,)),

(@) =D falWa)s o= (Va|®).

En otras palabras, (|¥,,)), es una base ortonormal completa de H.

Las bases juegan un papel fundamental. En particular, las bases asociadas a operadores
hermiticos.

Sea (|W,,)), una base ortonormal completa de H y sea A un operador lineal, entonces

AW,) e H= AW,) = Apa|V0) = Ay = (U, [AT,).

A la cantidad (\Ifm|¢zl\|\11n) la denominaremos elemento matricial del operador A en la base
(1))
Si (|W,,)), es la base asociada a cierto operador hermitico £ se dice que la matriz A = (Amn)

es la matriz del operador A en la L-representacion. Nétese que la matriz del operador £ en
su propia representacién (la L-representacién) es una matriz diagonal con los autovalores en la
diagonal.

Mas atn, asi como el conjunto de ntimeros (f,,), define biunivocamente el vector |®), la
matriz A define biunivocamente al operador A (en la base correspondiente se sobrentiende).

Asi pues, el operador A serd hermitico si su matriz A es autoconjugada, i.e., A, , = Apm, A
serd unitario si su matriz A es unitaria, i.e., >, Ay pAnk = Omn, etc.

Nota: Nétese que si H es de dimensién finita, las correspondientes matrices son matrices
cuadradas N x N donde N es la dimension de H, pero si H es de dimension infinita, entonces
las correspondientes matrices son infinitas.

Proposicién 4.2.21 Si dos operadores L Y N tienen un sistema completo de autovectores
(|,))n comin, entonces [L,N] = 0.

Demostracién: Sean A, los autovalores de £ correspondientes a los autovectores |V,,) y v, los del
operador A correspondientes al mismo autovector (son comunes). En las premisas del teorema
tenemos

LNTW,) = v L1W,) = M| W) = MN|W,) = N\ ,)) = NL|D,,).
Sea |®) € H cualquiera. Entonces
LNI®) =LN D ful @) =D f LN = [ NLT,)

=NLY  fulVa) = NL|®) = [L,N]=0.
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El reciproco también es cierto:

Proposicion 4.2.22 Si dos operadores L Y N con sistemas completos de autovectores conmu-
tan ([L,N]=0), entonces tienen un sistema completo de autovectores (|W,,)), comain.

Demostracion: Para demostrarlo vamos a probar que ambos se pueden diagonalizar al mismo
tiempo. Supongamos que conocemos el conjunto (|¥,,)), de los autovectores de L. En esa base la
matriz de L es diagonal: Ly, ,, = A0, . Como [EA, ./V] = 0 entonces las matrices correspondientes
a LN y NL son iguales

(LN)m,n = (NL)m,n - Z Lm,ka,n = Z Nm,k:Lk,n -
k k

Z )\mém,ka,n - Z Nm,k>\n5k,n — Nm,n()\n - Am) =0.
k k

Si todos los autovalores son distintos, entonces V,,,, = 0 si m # n, es decir la matriz de N es
diagonal. Resta probar qué ocurre si hay autovalores multiples. Lo que dejaremos como ejercicio
al lector®. O

En adelante asumiremos que el espacio de Hilbert H es separable.

4.3. Los axiomas de la Mecanica Cuantica

Postulado 4.3.1 A cada sistema fisico se le hace corresponder un espacio de Hilbert separable
H apropiado. Ademds, para cada t € R (parametro correspondiente al tiempo) el estado queda
completamente caracterizado por un vector |¥) normalizado a la unidad de H.

Es decir, para cada t el estado estd determinado por un vector de H tal que ||¥| = 1. De
aqui también se sigue que, dados los estados |Uy), ..., |¥x), la combinacién lineal |®) =
> on_, x| ¥y) también es un (posible) estado®.

Postulado 4.3.2 A cada magnitud fisica medible (observable) L se le hace corresponder un
operador linear hermitico L que actia en H.

Postulado 4.3.3 Sea |V) el estado del sistema en el momento t justo antes de la medicion de
la magnitud (observable) L (asociada al operador L). Independientemente de cudl sea el estado
original W), el resultado de la medicion solo puede ser un autovalor de L.

®Supongamos que la multiplicidad de cierto autovalor g es g y sean ¥y, ;, j = 1,2,..., g, los correspondientes
autovectores asociados. Entonces, como mucho hay g(g — 1) elementos matriciales Ny, , no diagonales distintos

de cero, los correspondientes a <\Ilkz|./\A/'|\I/k]>, donde i # j, 4,7 = 1,2,...,g. Basta probar que existen ciertas

combinaciones lineales @y, ; de los correspondientes autovectores | Uy, ;), 7 = 1,2,. .., g, tales que (<I>k7i|/\7|<l>k7j) =
0.
6Para cada t € R el vector |¥) siempre se puede normalizar a la unidad (a no ser |¥) = 0).
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-~

Este postulado requiere una aclaracion y es que al hacer una medicién de L el sistema cambia
(las mediciones interfieren en el sistema). Asi pues, antes de medir L el sistema puede estar en
cualquier estado W, pero al realizar la medicion, ésta cambia al sistema y lo deja en el estado
determinado por el vector |W,) que pertenece al autoespacio de £ correspondiente al autovalor

AT

Postulado 4.3.4 FElvalor esperado (L) de una cantidad fisica L cuando el sistema se encuentra
en el estado |V) viene dado por el elemento matricial

(L) = (U|L|D).

Notese que, como L es hermitico, entonces

(U|L|W) = (B|LF0) = (P|L]¥) = (L)€ER.

Postulado 4.3.5 Los elementos matriciales de los operadores T; de la posicion (coordenadas)
x; y D; de los momentos p;, i = 1,2,3, donde los indices i = 1,2,3 corresponden a las proyec-
ciones en los ejes x, y y z, respectivamente, definidos por (®|z;|V) y (®|p;|V), cualquiera sean
|®) y |¥) de H satisfacen las ecuaciones de evolucion

d, . .
w> @<<1>|pi|\v>:—<<b

donde H es el operador asociado a la funcion de Hamilton del correspondiente sistema cldsico
(si es que lo hay).

OH
Op;

a
dt

(D7) T) = <<1> \p> (4.3.1)

oz;

Este postulado tiene un significado fisico evidente pues nos indica que el promedio de las canti-
dades medibles posicién, impulso y energia (hamiltoniano) satisfacen las ecuaciones dindmicas
de la mecénica hamiltoniana (1.1.1), i.e, en el limite apropiado (h — 0) la Mecdanica cudntica
se transforma en la cldsica (principio de correspondencia de Bohr).

Proceden unas aclaraciones. En general el Hamiltoniano H de un sistema clasico depende de
las coordenadas z; y los impulsos p;, ¢ = 1,2, 3, por lo que el operador H se obtiene cambiando
las 2; por los correspondientes operadores Z; v p; por p;. Esto, aunque en apariencia es trivial,
en general no lo es pues H debe ser hermitico (ya que corresponde a la magnitud fisica energia).
A esto regresaremos en breve, pero antes introduciremos nuestro ultimo postulado.

Postulado 4.3.6 Los operadores posicion T; e impulso p;, i = 1,2, 3, satisfacen las relaciones
de conmutacion R

[Tk, T;] = 0= Dk, Dj], [Tk, Dj] = 1Ay ;Z, (4.3.2)
donde h es una constante e i = /—1.
En particular, de lo anterior se sigue que los operadores Z; y pr no pueden tener un conjunto

completo de autovectores comunes. Este postulado es el andlogo de las relaciones (1.1.4) (llaves
de Poisson).

"Los operadores cuanticos se postulan en la teoria. En el capitulo 3 vimos varios ejemplos de los mismos.
Tres operadores esenciales son el operador posicién o coordenadas Ty, impulso py, y el hamiltoniano del sistema

H.
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4.4. Discusién e implicaciones de los postulados

1. Supongamos que tenemos una magnitud fisica clésica L que depende en general de z; y p;.

Para construir el operador mecano-cuantico correspondiente sélo tenemos que cambiar los x;

por los correspondientes operadores T; v p; por p;. Por ejemplo, la energia cinética viene dada

por

pi+ps+ 13 ~ D2+ DR+ Dy
2m 2m

T =

Y

y la potencial V(xy,xq,z3) por V= V (%1, 79, 73), donde en ambos casos los operadores son
hermiticos. Esto no siempre ocurre. Por ejemplo imaginemos que el hamiltoniano cldsico con-
tiene el término W; = x;p;. Entonces, el operador W; = Z;p; no puede representar al corres-
pondiente operador cudntico ya que no es hermitico (ver Proposicién 4.2.9) pues Z; y p; no

conmutan. En este caso hay que definir W por
— 1 PN
Wi = 5(3%‘2% + Pii).

2. Supongamos el sistema fisico se encuentra en el estado definido por |¥,,), autovector corres-

pondiente al autovalor A\, de cierto operador L asociado a la magnitud fisica L. Entonces®

(| L|W,) = An, (W, | L8| W) = AR

Supongamos ahora que el sistema se encuentra en el estado |®) que es en una superposicién de
los estados |Wy), k =1,2,..., N, entonces como |®) = >, fi|V) tenemos
(D|L|®) = Z | fe* A

Lo anterior indica, en virtud de postulado 4.3.4, que la cantidad | fx|? es la probabilidad con que
se observa el valor A\ al hacer una medicién. Lo anterior implica ademas que tras la medicién
el sistema va a parar al estado definido por un vector del espacio generado por los autovectores
correspondientes a \,. Asi pues, en el caso de que el autovalor A\, sea simple la probabilidad
de que el sistema estando en un estado original definido por el vector |®) termine en el estado

definido por |¥y) es

Prob(|®) - [W4)) = [fil? = [(0[@)[2
Nétese que esta probabilidad es por tanto invariante ante transformaciones unitarias: Wy,
UV, = Uy, |®) — U|D) = |®) pues Prob(|®) — |T))) = Prob(|®) — |¥,)). Luego el sistema
fisico es invariante frente a cualquier transformacién unitaria.
3. Dada cualquier cantidad fisica clésica L le podemos adicionar la cantidad z;p; — p;x; sin
cambiarla. Si transformamos L en su operador L ya no le podemos adicionar el correspondiente

operador Z;p; — p;; pues éste no es nulo (ver postulado 4.3.6).

Ahora bien, tomando las derivadas funcionales

o . o .
%(fﬁzpj — pix;) = a—ﬁ@ipj — p;z;) =0,

i.e., Z;p; — p;@; es proporcional al operador identidad z;p; — p;z; = oZ. Si ademés Z; y p; son
hermiticos entonces, necesariamente, o = ih (ver la Proposicién 4.2.10) donde i € R que no es
mas que la relaciéon de conmutacién del postulado 4.3.6.

8Recuérdese que los estados estdn normalizados a la unidad.
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4.4.1. Los proyectores ortogonales y la teoria de mediciones

Como hemos visto en el punto 2 del apartado anterior cuando en un sistema en cierto estado
|W) hacemos una medicién para saber el valor de cierto observable L asociado un operador
hermitico £ el resultado es uno de los autovalores A de dicho operador y el estado después de
la medicién pasa a ser un vector |¥;) del autoespacio (recordemos que todos los autovectores
estdn normalizados a la unidad) asociado al autovalor ;. Ademds en el caso de que Ay sea
simple sabemos que la probabilidad de que ello ocurra es |fi|* = |(¥:|¥)|?. Todo lo podemos
escribir usando los proyectores ortogonales.

Para ello comenzaremos asumiendo el caso mas simple. Imaginemos que tenemos la magni-
tud L y que el resultado de la medicién es en valor \; que asumiremos simple. Tras la medicion
el sistema estara en el estado |¥y), donde |¥y) es el autovector asociado a \.

Definamos el operador de proyeccién Py sobre el subestacio generado por |¥y) de la siguiente
forma

el cual formalmente podemos escribir como Py = | W) (Wil
De la definicién anterior es evidente que ﬁ,f = 7/5k o ﬁk = 73k y que 7/5k es hermitico, i.e.,
P = P°. Ademas, claramente sus autovalores son o bien 0 o bien 1. En efecto

P) =AT) = P =NW) = (B - P)|¥) = (V- M)|¥) =0,

luego A2 — X = 0 de donde se sigue el resultado. Por otro lado ﬁk|\lf> es un autovector asociado
al autovalor 1 (Py(Py|¥)) = 1(P;|¥))) mientras que (Z — P;)|¥) es el autovector asociado al
autovalor 0. Luego cualquiera sea el vector |U) € H, los vectores Py|¥) v (Z — Py)|¥) son
ortogonales (jpor qué?).

., Qué ocurre si el autovector A\, es degenerado, i.e., tiene asociado un subespacio de dimen-
sion K > 17

En ese caso el projector P es la suma de los proyectores asociados a cada uno de los
vectores de la base ortonormal (\Ilk])]K:l del autoespacio asociado a A. Es decir,

K
Pr= D Wk (Wl
j=1

Es facil comprobar que en este caso se tiene las mismas propiedades que en el caso cuando K = 1.
También es facil comprobar que en este caso la probabilidad de obtener el valor A\ vuelve a ser
|(T|W)|? donde ahora Wy, es el projector ortogonal sobre todo el subespacio asociado a Ay.

Supongamos que tenemos dos autovalores distintos Ay y Ax. Entonces los autoespacios
correspondientes Ly v L son ortogonales, luego

ﬁk o) ﬁk/ = 0, VEk 75 /{3/.

Si ademas el operador £ asociado a la magnitud L tiene un sistema de autovectores que con-
forman una base de H entonces el operador

7/5L ::Zﬁk:i-
k

NP @) = (| W) (U4 | @) = (W[ W) (BT} = (B[P ).
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La identidad anterior se denomina descomposicion de la identidad. Ademas de dicha identidad
se sigue que para todo |¥) € H se tiene

|¥) = Zﬁk|‘1’> = Z(‘I’k|‘1’>|‘1’k>-
P P

Por otro lado, Lo ﬁk = )\kﬁk, de donde se sigue que (EA— )\kf) o 73k = 0. Entonces, usando la
descomposicion de la identidad, tenemos que

E:ZEOﬁkZZ)\kﬁk.
k k

Es decir, todo operador hermitico cuyo conjunto de autovectores es completo estd completa-
mente determinado por sus autovalores y autovectores. Este es el conocido Teorema espectral
de operadores hermiticos en espacios de Hilbert.

Asi pues, si tenemos un sistema en cierto estado W y sobre el medidimos el valor de cierta
magnitud L obtendremos como resultado un autovalor del operador £ asociado a la magnitud
L con probabilidad Prob(|®) — |¥})) = ||Px|¥)||* siendo el estado final del sistema el definido

por el vector Pi|¥), donde Py es el projector ortogonal al subespacio asociado al autovalor A\
obtenido.

4.5. Representacion de los operadores r; y D;

Escojamos como espacio de Hilbert de nuestro sistema el conjunto de las funciones de
cuadrado integrable H = L*(Q), |¥) = W¥(z). Definiremos el operador Z; en L*(f2) como el
operador T; := x,Z. Luego 7°¥(x) = 2FW(z).

. Quién es p;? Por simplicidad vamos a trabajar solamente en dimensién 1 (sélo la proyeccién
en el eje de las z). Nuestro objetivo es encontrar un operador p tal que cumpla las relaciones
de conmutacién (4.3.2).

Del postulado 4.3.6 se sigue que

A~

1. pz]=pr —xp= —ilZ,

2. [p, 7% = pa? — 3% = —2ih7,

_ I 9
3. [p,3"] = P — 2P = —niha" ! = —ihee

or
Luego, para cualquier funcién analitica F'(z) tenemos

OF(7)
oz

que en nuestra representacion se puede reescribir como

. F(@)] = ~ih

(4.5.1)

OF (7)
0%

PF(@)¥(z) — F(2)p¥ () = —ih W (),
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o equivalentemente, usando que T8W(z) = 2%V (z),

OF ()
or

PIF (2)¥(z)] — F(z)p¥(x) = —ih W(x),

de donde escogiendo!® ¥(x) = 1 obtenemos, sustituyendo pl = ¢(z) la expresion

~ L OF
77(2) = —in2E9 4 p)e).
ox
En general
A L OF (x1, 29, x
Pl (1, 72, 73) = —’LHM + F(w1, 22, 23) P11, T2, T3).

Oxk
Pero [py,p;] =0, k =1,2,3, luego
06, 06 00y Obr  0tn s

8x1 8@ 8902 8903 8x3 8x1
Las ecuaciones anteriores son ciertas si ¢, = g—m‘i, k=1,2,3, siendo ® una funcién lo suficien-

temente buena.

Asi pues, los operadores py, deben tener la forma

0 0D ~
D = —th— + —1.
Pk ! 83% + 83%

Hagamos ahora la transformacion unitaria
Br = U, U = exp(—i®(x1, 2, 23)/R)I, U = exp(i(x1, v, 73)/h)T

que, como sabemos, no cambia ni los elementos matriciales, ni las relaciones de conmutacion, ni
los autovalores, ni la hermiticidad de los operadores (i.e., éstos mantendran el mismo significado
fisico de antes):

. 0 0P ~ . ~ 0
~ _ z<I>/ﬁ _h_ —I _ZCD/EIZ _h_
Pr c ( ! &rk + 8l‘k ) c ! 8l‘k

Como ejercicio al lector dejamos que pruebe la identidad

OF ()

7. F(®)] = ih=

(4.5.2)

4.6. Las ecuaciones de Heisenberg y de Schrodinger

En este apartado vamos a discutir las representaciones de Heisenberg y de Schrodinger
para las ecuaciones dindmicas de la Mecédnica cudntica. Supongamos que tenemos el sistema
en cierto estado |®) y sea ¢ el operador de cierta magnitud fisica que queremos estudiar. Si,

10Por el momento sélo nos interesa encontrar la expresién del operador independientemente de que luego éste
vaya actuar en el espacio L*(Q).



4.6. LAS ECUACIONES DE HEISENBERG Y DE SCHRODINGER 65

en general, |®) es independiente del tiempo y 7 1o 1o es diremos que estamos trabajando con
la representacién de Heisenberg. Si por el contrario, |®) depende de tiempo y ¢ no, entonces
diremos que estamos considerando la representacién Schrodinger de la Mecénica cuantica.

Por sencillez, en adelante asumiremos que el Hamiltoniano del sistema se expresa mediante
la férmula

3. =2
H=T+V, —
T
y V= V(x1, T2, 73) = V(x1, 29, :Eg)f sélo depende de las coordenadas x, v, z.'!
Por simplicidad trabajaremos sélo con la proyeccion en el eje OX.
Como [p,T] = 0, tenemos, usando (4.5.1) que

oV (7) OH

[57 H] = [ﬁv V(/l‘\)] = —ih a7 = — h% (461)

Supongamos ahora que los vectores de estado no dependen del tiempo pero los operadores
si que pueden, en principio, depender del tiempo (es decir consideremos la representacion de
Heisenberg). Entonces del postulado 4.3.5 se tiene que

dp __ oA
a 07
de donde se sigue que
dp VISP
— = —— : 4.6.2
L p A (46.2)

De forma andaloga, pero usando (4.5.2), se deduce la segunda ecuacién de Heisenberg

dz (A
&~ R

—

(4.6.3)

Las ecuaciones anteriores se conocen como ecuaciones dindmicas de la Mecanica cuanti-
ca en la representacion de Heisenberg: es decir, cuando las funciones de onda son vectores
independientes del tiempo pero los operadores dependen del tiempo.

Obviamente hay otra posibilidad y es que los operadores no dependan del tiempo y | las

funciones de onda si. En este caso usando el postulado 4.3.5 y la férmula (4.6.1) (2% o= = 1/hp, 'H])
obtenemos

~

oH

or

%@mxy) :—<q> \I/> =—%<¢>Hﬁﬁ]l‘1f>-

00| _|ow\ /00 ow
Car )+ (olar ) = Carpe) 2 o)

HRecordemos que estamos usando indistintamente la notacién 1, 2, 23 v 2, y, 2 para denotar las coordenadas
espaciales.

Luego, por un lado,
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N RPN i~
- ((0lpA1o) — (olpio)) = (poliAv ) + (Aalpv ),

oY i~ od i~ |
<p(I) 8t ﬁ >+<E+ﬁ7{®p\ll>_0,

cualquiera sean los vectores ® y W. Por tanto, necesariamente tenemos la ecuacion

y, por otro,

(][5, 7| w) =

St |

de donde se sigue que

)

5 — H|D). (4.6.4)

La ecuacién anterior se denomina ecuacion de Schrodinger y es la ecuacion de evolucién de la
Mecéanica cuantica.

Veamos ahora cémo se relacionan las representaciones de Heisenberg y de Schrodinger.

4.6.1. Equivalencia de las representaciones de Heisenberg y de Schro-
dinger

Las ecuaciones dinamicas del postulado 4.3.5 han de cumplirse independientemente de que
escojamos la representacion de Schrodinger (S) o la de Heisenberg (H) discutidas en el apartado
anterior. Ademas, los observables que medimos deben tener los mismos valores medios en ambas
representaciones. Eso implica que ha de existir una transformacién unitaria {U} que pase de S
a H y viceversa.

Sean |¢) v ¢ la funcién de estado y el observable en la representacién de Heisenberg y |¥)
y L en la de Schrodinger. Entonces entre ambas existe la relacién:

O) =Ut),  L=Utid, U=

donde H es el operador hamiltoniano del sistema que se asume independiente del tiempo.

En efecto, si [¢) no depende del tiempo, entonces

T |1/1> 7—17’16 V) = —7—17’”‘1’%

i.e., la ecuacién de Schrédinger (4.6.4).

Supongamos que ahora L no depende de ¢ (estamos en la representacion de Schrodinger).
Entonces,

ca % g ar™ it - L (4.6.5)
ot Ot ot ot h ’ e
~

St |

Si escogemos ? como el operador p y T recuperamos las ecuaciones de Heisenberg (4.6.2) y
(4.6.3), respectivamente.
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4.6.2. Integrales de movimiento

De lo anterior se sigue que en la representacion de Heisenberg una cantidad fisica es inde-
pendiente del tiempo si el operador asociado a dicha magnitud conmuta con el Hamiltoniano.
Esta propiedad es ademas muy significativa desde el punto de vista fisico como veremos a
continuacion.

Definicién 4.6.1 Se dice que una cantidad observable A es una integral de movimiento si

d d, -~
—r{a) = (W A[w) = 0.

Es decir, una magnitud es una integral de movimiento si dicha magnitud se conserva en media.

Calculamos la derivada del elemento matricial

o2 = (57 ) (o[l - (ofa55)-

Supongamos ahora que estamos en la representacion de Schrodinger, i.e., A no depende de
t y |U) satisface la ecuacién de Schrodinger (4.6.4). Entonces, usando (4.6.4) tenemos

%(qf\ﬁ\\p) = < \If> (4.6.6)

-~

LA A

>t |

Entonces, E<\II|A|\II) = 0'siy solo si [A,H] = 0.
Si ahora escogemos la representacion de Heisenberg entonces (|¥) no depende del tiempo,

pero Asi puede) tenemos

e T R )

donde hemos usado la ecuacién de Helsenberg (4.6.5). Es decir, también en la representacién

de Heisenberg dt(\If|A|\I/> = 0siy solosi [A,H] = 0.

El test de consistencia

Probemos que también tenemos aqui el test de consistencia d/dt(||[¥)[|?) = 0. Sea la ecua-
cién de Schrodinger (4.6.4) y sea su conjugada

g
ot

Tomando el producto escalar de esta tltima por |¥) (por la derecha) y de (4.6.4) por (¥| (por
la izquierda) obtenemos, respectivamente

(WIH W) = —m<%—f’@>, (| flw) —m<\p a@‘f>

—ih L = (U|HT.

de donde, restando ambas y usando la hermiticidad de H tenemos

_Jov v\ _ 0 ol
0_<6t \D>+<\I] 8t> at@'\m ot
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4.6.3. Los estados estacionarios del sistema

Toda la discusién anterior nos conduce a que el estado de un sistema viene dado por un
vector de estado |¥) que evoluciona segun la ecuacién de Schrodinger. Vamos a suponer que el
operador hamiltoniano (que es hermitico) H es independiente del tiempo y tiene un conjunto
de autovectores |®,,) (independientes de t) completo en H, i.e.,

H| D) = En| @),
donde los autovalores F,, del hamiltoniano H representan los posibles valores de la energia del

sistema.

Supongamos ahora que tenemos un estado del sistema correspondiente a la energia E,,, que
tiene la forma |¥,) = a(t)|®,). Nétese que H|V,,) = E,|¥,). Como los |V,,) son estados del
sistema, entonces han de satisfacer la ecuaciéon de Schrodinger, i.e.,

o\,
1Y)
ot

Resolviendo con respecto al tiempo la ecuacién anterior tenemos

= ’}/-Z‘\I/n> = En‘\pn>

“I]n> — €7iE"t/h‘(I)n>,

donde |®,,) no depende explicitamente del tiempo.

Comtnmente a los estados |¥,,) anteriores se les denominan estados estacionarios del sis-
tema. Ademads, de lo anterior se deduce que la tnica dependencia del tiempo de los estados
estacionarios es el factor e~*£nt/h,

4.6.4. Los operadores unitarios y la evolucién temporal

La discusion del apartado anterior nos da una pista de una transformacién unitaria de
especial interés. Concretamente la trasformacion que define el operador U(t) = e~ iHL/h , donde
H es el Hamiltoniano del sistema.

Como los sistemas son invariantes frente a las transformaciones unitarias ello implica que
si definimos el estado |¥(t)) = U(t)|¥(0)), ambos han de describir el mismo estado. De lo
anterior se deduce que para todo to, |V(t + o)) = U(t)|¥(to)), es decir, que los estados fisicos
son invariantes frente a las traslaciones temporales. Como tomado derivadas respecto a ¢ en
|W(t)) = U(t)|¥(0)) nos conduce a la ecuacién de Schrodinger podemos deducir que esta es una
consecuencia de la invarianza respecto a las traslaciones temporales de los sistemas fisicos.

4.7. El principio de incertidumbre

Sean dos operadores hermiticos A y B. Definamos los operadores

AA=A— (NI, AB=B-(B]I,

donde (A) y (B) son los valores medios de A y B en el estado |¥). Entonces, como [ﬁ B] =
con L hermitico, se sigue que [AA, AB| = iL.
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Las dispersiones de las cantidades A y B en el estado |V) vendran dadas por

AA =\ (U|(AA2|T) = || AAT||, AB:=\/{V|(AB)2|V) = | ABY||.

Si usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz (4.1.2)
IAAT||ABY| > (AAT|ABY)| > |S(AAY|ABD)|
Calculemos la parte imaginaria de
(AAY|ABYY = (U|AAAB|T)

—recordemos que A es hermitico, luego AA también lo es pues (A) es real-. Obtenemos

S(U|AAAB|D) :% (@mm\m - <111|A,ZA1§|\1/>)

:2%, (A ADBIY) — (¥ ABT AX|W))
1
2

1 AR Loz
=5 (VLA ABJY) = S(P|L]P).

(@mmam - <111|A1§Af1|\1/>)

Como L es hermitico, (V|£|¥) es un ntmero real que denotaremos por [; as,

ANAANB > %

Lo anterior aplicado a los operadores p y T (ver postulado 4.3.6) nos conduce al principio

de incertidumbre de Heisenberg
h
AxAp > 5

4.8. La mecanica matricial

Supongamos que tenemos una base (|V,)), completa de vectores de H. Entonces, todo
vector |¥) de H lo podemos escribir, como ya hemos visto, de la forma

O) = fal¥a)y  fu = (WD),

Es decir, a cada vector de H le podemos hacer corresponder su vector f = (fi, fo,...)7.
Anélogamente, a cada operador £ le podemos hacer corresponder una matriz L con entra-

das Ly, , = (U,,|L|W,). Luego la ecuacién (4.6.5) se puede escribir en la forma
oL 1
ot h
donde H es la matriz correspondiente al hamiltoniano del sistema, i.e., recuperamos la también
antes mencionada mecdnica matricial de Heisenberg.

H, L.
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4.9. La ecuaciéon de Schrodinger y el postulado 4.3.5

Supongamos que la cantidad observable L es independiente del tiempo y |¥) es la solucién
de la ecuacion de Schrodinger (4.6.4), donde H es el operador hamiltoniano

~ PI+D5+D3

H = F V(31 B, T) =T + V.

2m

Entonces, la ecuacién (4.6.6) nos da

Loy = L) (49.1)

~ ~ OH
(H,Zx] = [T, 7] Zh@ﬁk

Sustituyendo lo anterior en (4.9.1) obtenemos

Ay (7
at " T\ |

Sea L = py. Entonces, usando (4.5.1) tenemos

de donde, usando (4.9.1), se sigue que

Aoy (9
at' T T\ g )

Es decir, si la funcién de estado evoluciona segin la ecuacién de Schrodinger (4.6.4), entonces
las medias de las coordenadas e impulsos se comportan como en la mecanica hamiltoniana
clasica.

En las mismas condiciones de antes se puede probar (de forma totalmente andloga) que,
partiendo de la cantidad

4
dt

se obtienen las formulas de evolucién del postulado 4.3.5.

(|| D),

4.10. Problemas

Problema 4.10.1 Dado tres operadores D, q y 7, prueba la identidad de Jacobi

[[ﬁvzﬂaﬂ + [[vaﬂ?ﬁ] + [[ﬁﬁ]va\] = 0.
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Problema 4.10.2 Probar que

elaeh =a+

~
A~

[L,a] +

1 1 ~ ~ _

Ayuda: Encuentra la EDO que satisface el operador a(t) definido por a(t) = etLZie_tE, donde @ no
depende del tiempo y desarrolla la funcion a(t) en potencias de t.

Problema 4.10.3 Para el caso unidimensional encuentra los operadores hermiticos conjugados
a los siguientes operadores:

d d d d

dz’ dz’ pm%, xdaz'

L

Problema 4.10.4 Prueba que si L es hermitico, entonces e es unitario.

Problema 4.10.5 Prueba que el producto de dos operadores hermiticos L Y M siempre se
puede escribir como R

LM =A+ B,

donde A es hermitico Yy B es antihermitico: BY = —B.
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Capitulo 5

Resolviendo la ecuacién de Schrodinger

5.1. EIl método de Nikiforov-Uvarov

5.1.1. La ecuacién hipergeométrica generalizada
La ecuacion hipergeométrica generalizada es una ecuacion lineal de segundo orden de la

forma =) 5(2)
" 7(2) , o(z
W)+ D8 + 52
siendo 7(z) un polinomio de grado a lo mas uno y o(z) y &(z) polinomios de grado a lo més
dos.

u(z) =0, (5.1.1)

Hagamos el cambio u(z) = ¢(2)y(2),

, GE) T L (P SRR | FEY
y<2>+(2¢(z)+g<z))y<>+(¢(z)+¢(z>0(2)+02(2))y<> 0

El objetivo del cambio es convertir la ecuacién anterior en una més sencilla —o por lo menos
menos complicada— que (5.1.1), asi que al menos debemos tener

Q) ) 1) ) 1) -TE) _ () (5.1.2)

¢(z) o(z)  o(z) ¢(2) 20(2)  o(2)

siendo 7 un polinomio de grado a lo mas uno y, por tanto, m polinomio de grado a lo mas uno.
Lo anterior transforma nuestra ecuacién original (5.1.1) en la siguiente

7(2) = 7(2) + 2n(2), (5.1.3)

(2) = 5(2) + 7°(2) + 7(2)[F(2) — 0'(2)] + 7'(2)o(2).

Q|

Como @ es un polinomio de grado dos a lo sumo, impongamos que sea proporcional al propio
o, es decir que @(z) = Ao(z). Ello es posible pues & tiene dos coeficientes indeterminados
—los coeficientes del polinomio 7— y A es una constante a determinar, lo que nos conduce a

73
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tres ecuaciones —al igualar los coeficientes de @ y o— con tres incégnitas. Hecho esto, nuestra
ecuacién se transforma en la ecuacién hipergeométrica

a(2)y" +7(2)y + Ay = 0. (5.1.4)
Pasemos a calcular 7 y A. Como & = Ao (z), entonces
5(2) + 72(2) + 7(2)[F(2) — 0'(2)] + 7 (2)0(2) = Ao (2),
0, equivalentemente,
m(2) + [7(2) — o' (2)]m(2) + {5(2) — [\ — 7'(2)]o(2)} = 0.

Supongamos que k = A — 7/(2) es conocido, entonces tenemos una ecuacién de segundo orden
para m(z), luego

IOELOM \/ (ZELTE) 500+t (5.15)

pero 7(z) ha de ser un polinomio de grado a lo sumo uno, por tanto el polinomio

T(z) = <M) —5(2) + ko(2) (5.1.6)

ha de ser un cuadrado perfecto, es decir su discriminante debe ser cero, lo que nos conduce a
una ecuacion para encontrar k. El k encontrado lo sustituimos en (5.1.5) y obtenemos 7(z), el
cual nos conduce directamente a A = 7'(2) + k.

Obviamente el método anterior da distintas soluciones en funcién del k que escojamos y del
convenio de signos en (5.1.5).

5.1.2. La ecuacion diferencial hipergeométrica

Como hemos visto en el apartado anterior el estudio de la ecuacién (5.1.1) se puede reducir
al de la ecuacién hipergeométrica (5.1.4) por lo que nos centraremos en el estudio de ésta tltima.
Aqui nos restringiremos a estudiar las soluciones polinémicas de (5.1.4). Para el caso general
remitimos al lector [16].

La propiedad de hipergeometricidad y la formula de Rodrigues

Pasemos a continuacion a estudiar la ecuacion diferencial
o(z)y" + 7(x)y + Ay =0, (5.1.7)

donde o y 7 son polinomios de grados a lo sumo 2 y 1, respectivamente.

La ecuacién (5.1.7) usualmente se denomina ecuacion diferencial hipergeométrica. La razén
fundamental de esta denominacion esta en la denominada propiedad de hipergeometricidad que
consiste en que las soluciones y de la ecuacién (5.1.7) son tales que sus m-ésimas derivadas
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y™ = y,, satisfacen una ecuacién del mismo tipo. En efecto, si derivamos (5.1.7) m veces
obtenemos que y,, satisface una ecuacion de la forma

a(x)yy, + Tm(2) Yy, + tmlYm = 0,

Tm(2) = 7(x) + mo’ (), (5.1.8)

m—1 "
o = A+ T'(az):)\+mr'(x)+m(m—1)02(x)

)

Es evidente que gradoT,, < 1y que p,, es una constante. Ademds, toda solucién de (5.1.8)
es necesariamente de la forma g, = ™ siendo y solucién de (5.1.7). La demostracién es por
induccion y la omitiremos.

Vamos a intentar encontrar las soluciones polindmicas de (5.1.7). Para encontrarlas comen-
zaremos escribiendo (5.1.7) y (5.1.8) en su forma simétrica o autoconjugada

[o(z)p(x)y'] + Ap(2)y = 0,

[0(2) prn(2) ) + 1 (%)Y = 0, (5.1.9)

donde p y p,, son funciones de simetrizacién que satisfacen las ecuaciones diferenciales de primer
orden (conocidas como ecuaciones de Pearson)

lo(z)p(x)] = T(x)p(z),

Si p es conocida entonces, utilizando las ecuaciones anteriores, obtenemos para p,, la expresion
pm(x) = o™ (x)p(z). (5.1.11)

Teorema 5.1.1 Las soluciones polindmicas de la ecuacion (5.1.8) se expresan mediante la
formula de Rodrigues

Ay B, AV
P (z) = = n 5.1.12
(o) = S o) (5.1.12)
donde B,, = P,g")/Ann y
Apm = A () = Lﬁl[7,+ L(n+k—1)0"] (5.1.13)
T e (n—m)! i 2 ' o

Ademdas, el autovalor p,, de (5.1.8) es

pm = tm(An) = —(n—m)[7" + (n+m —1)o"]. (5.1.14)

Demostracion: Para demostrar el teorema vamos a escribir la ecuacion autoconjugada para las
derivadas de la siguiente forma

%w%;—fwmmwwﬂ

m

/
)
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luego
B Am qr—m
A, dxnm

)y o)l A= (1" [ Ao=1

Como estamos buscando soluciones polinémicas, y := P,,, tenemos que P,g") es una constante;
las derivadas de ord ™, ob 1 i
por tanto, para las derivadas de orden m, P, ’, obtenemos la expresién

 AymB,

(@],

pim)
(z) pm(x) dzn—m

n

donde A,,,,, = A, (N) y B, = PT(L") /Apn. Como P es una constante, de (5.1.8) obtenemos

que p,, = 0, luego, usando la expresion (5.1.8)
tn = A +n7'(2) + n(n —1)0”"(x)/2 = 0,

deducimos que el valor de ), en (5.1.7) se expresa mediante la férmula'

—1

A=\, =—n7 — %0”. (5.1.15)

Sustituyendo (5.1.15) en (5.1.8) obtenemos el valor de finm = fim(An)
tm = pm(An) = —(n —m)[7" + L(n+m — 1)o"], (5.1.16)
de donde, usando que A, = A,,(\,) = (=)™ H;”:_Ol Lnk, deducimos el valor de la constante
Anm~ U
En la prueba hemos asumido que p,x # 0 para k = 0,1,...,n— 1. De la expresion explicita
(5.1.16) deducimos que para que ello ocurra es suficiente que 7" + no”/2 # 0 para todo n =
0,1,2,.... Nétese que esta condicién es equivalente a A, # 0 para todo n € N. Ademés, de ella

se deduce que 7/, # 0 para todo n € N. Esta condicién se conoce como condicién de regularidad
o de admisibilidad. Nétese ademds que pinpe = Ay — Mg, luego pp # 0 para k=0,1,...,n—1
implica que A\, # A\, si n # k.

Cuando m = 0 la férmula (5.1.12) se convierte en la conocida férmula de Rodrigues para
los polinomios clasicos

B, d*

Bl = Sy da

[0"(z)p(x)], n=0,1,2,... (5.1.17)

La férmula (5.1.15) determina los autovalores A, de (5.1.7) y es conocida como condicién de
hipergeometricidad.

Ortogonalidad y relacién de recurrencia

Veamos ahora cémo a partir de las ecuaciones diferenciales simetrizadas (5.1.9) podemos
demostrar la ortogonalidad de las soluciones polinémicas respecto a la funciéon peso p.

m—1 Apik

'Usando la expresién (5.1.15) podemos obtener una expresién alternativa Ay, = (—n)m [[1 -
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Teorema 5.1.2 Supongamos que

=0, para todo k > 0. (5.1.18)

Entonces las soluciones polindmicas P, de la ecuacion (5.1.7) constituyen una sucesion de
polinomios ortogonales (SPO) respecto a la funcion peso p definida por la ecuacion [o(x)p(x)] =
T(z)p(z), 0 sea, se cumple que

/b P () P () p(x)dx = 6y pd?, (5.1.19)

donde 0y, ,, es el simbolo de Kronecker y d,, denota la norma de los polinomios P,.

Demostracién: Sean P, y P, dos de las soluciones polindmicas de (5.1.7). Partiremos de las
ecuaciones simetrizadas para P, y P,

[o(2)p(x) Py (2)]" + Anp(x) Pa() =
o (2)p(x) By ()] + Amp(x) P, (x)

Multiplicando la primera por P, y la segunda por P,, restando ambas e integrando en |a, b]
obtenemos

O =) [ Pulo)Pu(a)ple)ds =
= [ (1o@p) P @) Palo) ~ lo()pla) P )] Po(2) d

= o(@)p(a) [P (0) Pl (2) — o) P
= () ()W [Pa(w), Pul@)]]

Pero el Wronskiano W (P, P,,) es un polinomio en z; por tanto, si imponemos la condicién
(5.1.18) obtendremos (A, # An) que los polinomios P, y P, son ortogonales respecto a la
funcion peso p. Usualmente los valores de a y b se escogen de forma que p sea positiva en el
intervalo [a, b]. Una eleccién puede ser tomar a y b como las raices de o(x) = 0, si éstas existen.
O

De forma andloga, utilizando la ecuacién (5.1.9) para las derivadas y; := Prgk), se puede
demostrar que las k—ésimas derivadas de los polinomios hipergeométricos también son ortogo-

nales, es decir, que
b
/ P¥ (@) PP (@) pe(2)dx = Gl (5.1.20)

Finalmente, para calcular la norma d,, de los polinomios podemos utilizar la férmula de
Rodrigues. En efecto, sustituyendo (5.1.17) en (5.1.19) tenemos

n

b
=B, / Pu(2)2 (o7 (@) pla))dz,

dx™

(n)

de donde integrando por partes y usando que P, ’ = nla, concluimos que

d? = Bn(—l)”n!an/ o"(x)p(z)dz. (5.1.21)
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Teorema 5.1.3 Los polinomios ortogonales satisfacen una relacion de recurrencia a tres térmi-
nos de la forma

2P, (x) = anPri1(x) + BuPp(x) + 4 P11 (), (5.1.22)
donde
n bn bn n ~— WUntn bn n— d2
Qp = ¢ ) ﬁn: +17 n — ¢ OnCntl — Bn: On—1 2n R (5123)
Api1 Qp, Anit1 Ap—1 Ap—1 G, dnfl
donde a,, b, y ¢, son los coeficientes del desarrollo P,(x) = a,z"™ + bt F e E Ay

d,, es la norma de los polinomios.

Generalmente se impone que P_i(x) = 0y Py(x) = 1, con lo que la sucesiéon de polinomios
ortogonales queda determinada de forma tnica conocidas las sucesiones (,)n, (Bn)n ¥ (Vn)n-

Demostracion: Utilizando que la sucesiéon (P, ), es una base del espacio de los polinomios,
tenemos que el polinomio =P, (x) de grado n + 1 se puede desarrollar en la base (P,),

n+1 b
vPy(x) = chkpk($)> Cnk = Ju Fu(2) [$§§(x)] ;0($)dx.
k=0 2

Pero como el grado de xPy(x) es k + 1, entonces ¢, = 0 para todo 0 < k < n — 1, de donde
se concluye que la SPO satisface una relacién (5.1.22). Ademas, los coeficientes av,, B, ¥ Y s€
expresan mediante las formulas:

1 b 1 b
= e / Py () Poya (z)p(z)dz,  Bn = 2 / ©P,(x) P, (x)p(x)dz,
L (5.1.24)

Para probar (5.1.23) basta sustituir la expresién P, (z) = a,2"+b,2" ' +c, 2" 2+ - - en (5.1.22)

e igualar las potencias 2™, 2™ y 2"~ 1. Finalmente como 2P,_1 = otp—1Pp+Bn—1Ppr_1+Vn_1Pn_2,
1 [ 1 b
= [ PP lpla)ds = Zan [ P,
n—1 Ja n—1 a
de donde se sigue el resultado. [ ]

Nétese que del resultado anterior se deduce que o, # 0 para todo nN U {0} asi como que
Yo 7 para todo € N. Ademds, si p(x) > 0 en (a,b), entonces a,_17, > 0 para todo n € N.
Resulta que el reciproco también es cierto.

Teorema 5.1.4 Sea (8,)0% 0 vy (1) dos sucesiones cualesquiera de nimeros reales con vy, >
0 para todo n € N y sea (P,)5, una sucesion de polinomios mdnicos definidos mediante la
relacion

P.(x) = (x — B,) Pu(x) — v Po(x), n=€N, (5.1.25)

donde P_y = 0 y Py(x) = 1. Entonces, dichos polinomios P, son ortonormales para cierta
medida positiva sobre la recta real.
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El teorema anterior se conoce como Teorema de Favard, aunque habia sido demostrado antes
por O. Perron (1929), A. Wintner (1929) y M. H. Stone (1932), J. Sherman (1935) y I. P.
Natanson (1935) indistintamente.

Una consecuencia inmediata de la RRTT es el siguiente teorema cuya prueba dejamos como
ejercicio al lector

Teorema 5.1.5 Si (P,), es una sucesion de polinomios ortogonales que satisface la relacion
de recurrencia a tres términos (5.1.22). Entonces se cumple que

Kel“n(l’, y) = Z W — %P"‘H(x)Pn(ya); : yPn+1(y)Pn(x)’

m=0

n>1.  (5.1.26)

Si hacemos tender y — x en la férmula anterior obtenemos la formula confluente de Christoffel-
Darboux:

Ker(z,z) = b ’22@3) - %[P,;H(x)zan(x) — P (2)P(z)] n>1. (5.1.27)

Una propiedad muy importante de los polinomios ortogonales esté relacionada con los ceros
de los mismos. Asi, se tiene el siguiente teorema fundamental cuya demostracién omitiremos

(ver e.g. [1]):
Teorema 5.1.6 Supongamos que p(x) es positiva en el interior del intervalo (a,b). Entonces:

1. Todos los ceros de P, son reales, simples y estdan localizados en (a,b).
2. Dos polinomios consecutivos P, y P,+1 no pueden tener ningun cero en comun.

3. Denotemos por z, ; a los ceros del polinomio P,, (consideraremos en adelante que x, 1 <
Tpo < -+ < Tpn). Entonces:

Tntlj < Tnj < Tntljtl,
es decir, los ceros de P, y P,y1 entrelazan unos con otros.
Calculemos ahora la relacién de recurrencia (5.1.22) a tres que satisfacen los polinomios

clasicos. Para calcular los coeficientes usando las expresiones de (5.1.23) tenemos antes que
encontrar una expresion general para los coeficientes principales a,, y b, del polinomio P,.

Para calcular a,, usamos que, por un lado PT(L") (x) = nla, y por el otro, utilizando la férmula
de Rodrigues (5.1.12) pm (x) = By Ay, por tanto,

=B, ||I7 +in+k—-1)0"]. (5.1.28)

Para calcular b, utilizaremos la férmula de Rodrigues para la n — 1-ésima derivada de Py:
P,gn_l)(x) = Apn_1Bn7m—1(x), de donde obtenemos la igualdad

Pr(bnfl) (.T) = n!anx —'— (n — 1)'bn - AnnlenTnfl('r)'
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Luego,

by = w . (5.1.29)

Th-1

Obsérvese que, al ser 7/, # 0, b, estd definido para cualquier n.
Usando las expresiones (5.1.23) asi como (5.1.29) deducimos
ay, B, + (n — ) By M 2n2n41

an = = 77

ny1 B (77 <2n—1>%)< +(20)%)  Bast 1 Aan Aanpt

5, = nt,—1(0)  (n+ 1)rn(0).

/
Tn 1 Tn

Vamos a dar una expresion alternativa para -, sin usar la norma de los polinomios. Para
ello igualamos los coeficientes de "2 en la ecuacién diferencial (5.1.7). Ello nos conduce a la
expresion
(n = D[(0) + (n = 2)0’(0)]bn + n(n — 1)o(0)an

(n—=2)[7" + (n—3)%] + A\

Ch = —

= DI 2(0)71(0) + 0 ()75 ] (5.1.30)
T 1(An — An2) "

Luego nos resta sustituir la expresién anterior en la férmula® (5.1.24)

- Cp — OpCpy1 bn
Tn = - Bn-

Consecuencias de la formula de Rodrigues

La primera consecuencia inmediata de la férmula de Rodrigues es que 7(z) debe ser nece-
sariamente un polinomio de grado exactamente uno. En efecto, si calculamos el polinomio de
grado 1 utilizando la férmula de Rodrigues (5.1.17) obtenemos

——[o(z)p(x)] = Byr(x), (5.1.31)

y por tanto 7 es un polinomio de grado exactamente uno. Nétese que esta formula es equivalente
a la féormula de Pearson (5.1.10).

Si escribimos la férmula de Rodrigues (5.1.12) para las derivadas® P,(L +7)n con n = 1 tenemos

() () = Amiim T r = Amiim () pm(z)] = T (T
P1+m< T) = o) [Py ()] o) [0(2) pm ()] Ami1mTm (),

es decir, 7, es de grado exactamente uno (pues los polinomios P,E +,)n son ortogonales). Por tanto
7/ # 0 para todos m € N lo cual es la condicién de regularidad (existencia de la SPO) que ya

mencionameos.

2Recordar que P, (z) = apz™ + bpa™ L+ cpa™ 2 4 - - -,
3Hemos usado Pé Jﬂ)n en vez de P,Sm) pues estos son polinomios de grado exactamente n en x mientras que los
dltimos no. Obviamente ellos también son solucién de la ecuacién (5.1.8) y satisfacen la férmula de Rodrigues

(5.1.12) cambiando n por n + m.
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Tomemos ahora m = 1 en la férmula (5.1.12). Realizando unos calculos directos deducimos
que

A B, d*! B, d*1
Pl(z) = _ < .
n(x) ,01(1‘) dxn_l[pn(x)] P1($) drn—1 [pln—l(x)]
Luego
—\By =
Pl(2) = =222 p (), (5.1.32)
n—1

donde P,_; denota al polinomio ortogonal respecto a la funcién peso p;(x) = o(z)p(z). O sea,
si P, es ortogonal P/ (x) también lo sera.

Si escribimos la féormula de Rodrigues (5.1.12) para el polinomio de grado n + 1, utilizando

la ecuacién de Pearson [o(x)p,(z)] = 7,(x)pn(z) vemos que
B 41 dn+1 B 4 dnr
P _ ntl & o ppl _ “ntl @
_ Bun d" pu () /dn_lpn(x)
 ple) {n(x) dx™ T dxn=1 |-

M Bn A", (2)

o(x)p(x) dznt
comunmente denominada caracterizacion de Al-Salam & Chihara,

Utilizando ahora que P, (z) = , obtenemos la férmula de diferenciacion,

An B,
0, equivalentemente,
An Aon
[n—ml — a(x)D] P,(z) = ianpnﬂ(x). (5.1.34)
Sustituyendo (5.1.22) en (5.1.34) obtenemos
)\n )\Qn )\Qn
— —(x — I D| P, = —~,P_1(x). 1.
[( - + o (x 5n> + o(x) } () 5, Ynln 1(2) (5.1.35)

Si ahora en la férmula (5.1.33) desarrollamos 7, y utilizamos la relacién de recurrencia
(5.1.22) para descomponer los sumandos de la forma x P, obtenemos el siguiente teorema

Teorema 5.1.7 Los polinomios ortogonales P, (x), soluciones de la ecuacion (5.1.7), satisfacen
la siguiente relacion de estructura

o(2) P (x) = GpPoi1(2) + BpPo(2) + FuPor(z), n >0, (5.1.36)
donde

~ )\n Bn > )\n ~ )\nf)/n
0y = —— {anﬂl - Bn+1:| . B = ”—7'7/1 1But +712(0)], An = p £ 0. (5.1.37)
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Las expresiones (5.1.37) anteriores para los coeficientes de la relacién de estructura pueden
reescribirse usando las férmulas explicitas para los coeficientes de la relacion de recurrencia de
la siguiente forma

n >\n ~ )‘n’Yn
EOén, /Bn = 7-1/17-7271 [T(O)O’H — T/O'/<O)] = n—Tr/LTn<6n), Yn = o . (5138)

Finalmente enunciaremos un teorema de gran importancia en lo que sigue.

Teorema 5.1.8 Los polinomios de tipo hipergeométricos (cldsicos) p,(x) son las unicas so-
luciones de la ecuacion hipergeométrica o(z2)y” + 7(2)y + Ay = 0, tales que las funciones
Un(x) = /p(x)pa(z), donde p(x) es la funcidn peso con respecto a la cual los p, son orto-
gonales, son acotadas y de cuadrado integrable en (a,b), siendo (a,b) el soporte de la funcion
peso.

Nota 5.1.9 Si queremos que la funcion peso sea positiva e integrable en el interior del intervalo
de ortogonalidad y suponemos que o(x) > 0 en dicho intervalo se puede comprobar que el
polinomio T ha de cumplir dos propiedades importantes:

1. En primer lugar la derivada de T ha de ser negativa. Esto es particularmente importante
en los casos cuando 0 = 1 y o = x, que corresponden a intervalos de ortogonalidad no
acotados —véase el proximo apartado—,

2. T ha de anularse en el interior del intervalo de ortogonalidad. Ello es consecuencia de
(5.1.31) y del teorema 5.1.6 que asegura que Py ha de anularse en el interior del intervalo
de ortogonalidad.

5.1.3. Los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi
Parametros principales

Comenzaremos escribiendo los principales parametros de las sucesiones de polinomios or-
togonales moénicos clésicos (SPOMC). Como ya hemos visto los polinomios ortogonales en la
recta real, solucién de una ecuacién del tipo (5.1.7), se pueden clasificar en tres grandes familias
en funcién del grado del polinomio ¢ (7 siempre es un polinomio de grado 1). Cuando o es un
polinomio de grado cero los polinomios correspondientes se denominan polinomios de Hermite
H,(z), cuando o es de grado 1, polinomios de Laguerre L(x) y cuando o es de grado 2 con
dos rafces simples, polinomios de Jacobi P%"(z), respectivamente. En las tablas 5.1 y 5.2 estén
representados los principales pardmetros de dichas familias, en las cuales (a),, denota al simbolo
simbolo de Pochhammer

(a)o=1, (a)y=ala+1)---(a+k—-1), k=1,2,3,... . (5.1.39)

Para los polinomios ¢ se han escogido las llamadas formas candnicas.
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Cuadro 5.1: Clasificacion de las SPO Clasicas.

Pox) || Ho(z) | Ly(x) P (x)
o(x) 1 x 1— 22
T(x) | -2z | —v4+a+1|—(a+F+2)2+0—«
An 2n n nn+a+p+1)
p(z) || e %" (1—-2)(1 +2)°
a>—1 a, > -1
pn () e e (1 — z)" (1 + o)+’

Representacién hipergeomeétrica

De la férmula de Rodrigues? (5.1.12) se puede obtener la representacién de los polinomios
de Hermite, Laguerre y Jacobi en términos de la funcion hipergeométrica de Gauss o F definida
en el caso mas general de forma

- (al) (az) "'(ap) T
) =S e e 5100

F a1,0a2,...,0p
p-q
by, bs, . ... b,

De esta manera encontramos que

H,(z) = (5.1.41)

0
—_
~—r
3
N
DO W
N———
3
8
!
—
7~ N
I
N
3

N . (=D)'T(n+a+1) -n
Li(x) = Mo+ 1) 1 1<a+1

x), (5.1.42)

P (x)

2"+ 1), JF, —n,n+a+pf+1|1—x (5.1.43)

(n+a+p5+1 a+1 2
Como consecuencia de las férmulas anteriores podemos obtener los valores de los polinomios

en los extremos del intervalo de ortogonalidad. Estos valores pueden ser obtenidos también a
partir de la férmula de Rodrigues (5.1.12) aplicando la regla de Leibniz para calcular la n-ésima

4Para ello basta usar la regla de Leibnitz para calcular la n-ésima derivada de un producto (f - g)(™ =
Zzzop;nkf(k) - g("=k) Otra posibilidad es usar series de potencias y el método de coeficientes indeterminados
de Euler (ver e.g. [6, 21]).
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Cuadro 5.2: Parametros de las SPO Ménicas (a, = 1).

Po(z) | Ha() L2(x) PP ()
(—1)" . (~1)"
b 2n =1) (n+a+B+1),
bn, 0 —n(n+ «) %

204 B+2nH 1P (nta+1)T(n+5+1)
I'(n+a+p+1)(2n+a+p+1)(n+a+B+1)2

d? niy/ I'(n+a+1)n!

Ol 1 1 1
2_ .2
Br 0 2n+a+1 CrFat BT rat)
dn(nta)(n+p)(n+a+p)
Tn 5 n(n+ a) GntatB—1)2n+atB)22nratBrD)
ay, 0 0 -n
g 0 . 20— pB)n(n+a+ B +1)
" Cn4+a+p8)(2n+2+a+ )

dn(n+a)(n+B)(n+a+B)(n+a+pf+1)
Cn+a+B8-1)2n+a+B)22n+a+8+1)

Yn n n(n + a)

derivada de un producto de funciones.

(=1)™(2m)!

— , n=2m 1T 1
mo)={ 2 - o) = SRS,

0, n=2m-+1 (5.1.44)
Pr?’ﬁ(l) — 2n<a + 1)” pﬁv,ﬁ(_w — (_1)n2n<ﬁ + 1)n

n+a+p+1),’ m+a+8+1),

Casos particulares

1. Los polinomios de Legendre P,(z) = P2%(z).
2. Los polinomios de Chebyshev de primera especie T,,(x)

1
= onoi cos|n arc cos(z)].

3. Los polinomios de Chebyshev de segunda especie U, (z)

1 sen[(n + 1) arc cos(z)]
27 senlarccos(z)]
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1
4. Los polinomios de Gegenbauer G (z) = P, " %(z), A > —1.

Utilizando la féormula (5.1.32) se obtienen las ecuaciones (v =1,2,3,..., n =0,1,2, ...):
(H,(2))®) = (n ﬁ!y)!Hn_V(x), (5.1.45)
(L)) = s L), (5.1.46)
(P2B ()W) = ﬁpﬁjﬁm(m), (5.1.47)

donde (P,(z))® denota la v—ésima derivada de P,(z).

5.2. Resolucion de la ecuacion de Schrodinger

Veamos ahora algunos ejemplos sencillos de como se usa el método de Nikiforov y Uvarov
para resolver algunas ecuaciones de la Mecanica cuantica.

5.2.1. El oscilador armodnico cuantico unidimensional

Como ejemplo apliquemos la técnica anterior al caso del oscilador arménico cuantico.

Partimos de la ecuacién de Schrodinger para el oscilador arménico

1
——— 0" (x) + §mw2:p2\lf(:p) = EV(z), r€R.
Haciendo el cambio x = x¢&, xg = \/h/(mw), E = hwe /2, se transforma en la ecuacion
() + (= €)T() =0,
que obviamente es del tipo (5.1.1) con 7(£) = 0, 0(§) = 1y 5(¢) = ¢ — €. Para 7(€), (5.1.5)
nos da
m(§) = £V + (k—e).

Como el polinomio &2 + (k — ¢) ha de ser un cuadrado perfecto, entonces k = ¢ y, por tanto,
7(€) = +€, luego

m(§) =&, (&) =1, A=e+1l,  7(§) =2,
W(S) = —¢, 71J(g) =—1, A=e—1, T(g) = —2¢,
que nos conducen a las ecuaciones
YO +28y() + (e +Dy(€) =0,  y"(§) —28y'(§) + (e — Dy(§) =0,

respectivamente. En cada caso la funcién ¢(€) es la solucién de las ecuaciones ¢'/¢ = £ y
¢' /o = =&, que conducen a las funciones

o) =€y p6) =
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respectivamente. Finalmente, la ecuacién y”(§) — 26y'(€) + (¢ — 1)y(§) = 0 corresponde a
la ecuacion hipergeométrica de los polinomios de Hermite, por tanto tenemos ¢ — 1 = 2n,
n=20,1,2,... y las soluciones normalizadas de nuestra ecuacién original seran

(&) = N €72H,(8), e=2n+1, n=0,12,.... (5.2.1)

Para calcular NV,, notamos que

/OO \I/(g)wdf = Ns /OO Hz(f)e_§2 d¢ = erzdzw di _ \/En!.

o0 2"

Entonces de la condicién de normalizacién

1= [ @Pds = o [ v,

2n
luego N,, = Hm, o = \/h/(mw).

Es fécil ver que la otra ecuacién tiene como soluciones los polinomios H,(—¢), por lo que
sus soluciones W(§) = e£*/2H,, (=€) no son de cuadrado integrable en R, y por tanto no tienen
sentido fisico (esto se podia predecir si tenemos en cuenta la nota 5.1.9 del apartado anterior).
De esta forma las tinicas soluciones estacionarias del oscilador arménico son las funciones (5.2.1)
anteriores.

2 2
[Wo| |y
0,5
4
0)3
07
07
“% 67 G - R
2
|10
0,5 0,5
0,4 0,4
0,3 0,3
b 072
, 1
e, g ) R w— 6 4 -2 I w—

Figura 5.1: Estado fundamental ¥, y excitados ¥,,, n = 1,2 y 10 del oscilador armoénico.

Asi pues, a diferencia del oscilador clasico, el oscilador cuantico tiene una energia discreta
definida por la expresiéon E, = hw(n + 1/2), n =10,1,2,... correspondiente al estado

2" _l<L)2 X /
\I] = Ee— 2\ H —_— = 1 2 . - m .
(SU) xoﬁn!e 0 n (I'O) ) n 07 ) 4y ) o h’/( w)

Finalmente, mencionemos que las autofunciones del oscilador definen una base ortogonal
completa en el espacio de las funciones de cuadrado integrable y por tanto las podemos usar
para desarrollar en la misma cualquier funcién de este espacio.
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5.2.2. La ecuacién de Schrodinger en un potencial central

Partiremos de la ecuacién de Schrodinger estacionaria para el atomo de hidrégeno en coor-

denadas esféricas®

2

_ng@me¢»+vvwwna¢y:Em@ﬁwm, (5.2.2)

donde m es la masa del electrén (que se supone despreciable respecto a la masa del nicleo),
¢ €0,27), 6 € [0, 7], y el laplaciano en coordenadas esféricas tiene la forma

10 0 1 1 0 0 1 0
AL (pl) 2 < ) R 2.
r2 or (T 6r> iR <sen«96«9 <sen969) - sen298¢2> ’ (5:2:3)
o bien
A=A, LA
r
donde

10 0 1 0 0 1 02
A= —=—(r= A, = — 0— —
r2 or <T 87“) Y senfod (sen 80) T enzo 0¢p?
denotan a los laplacianos radial y angular respectivamente.

Por simplicidad vamos a reescribir la ecuacion anterior en la forma
1
|:A7" + §A<I:| \I/(T’ 07 gb) + [E - U(T)]\I/(Tv 07 gb) - 07 (524)

donde v(r) = 2m/h*V (r) y e = —2m/h*E.

Separando las variables W(r, 0, ¢) = F(r)Y (0, ¢) obtenemos las ecuaciones

AY(0,¢) +uY(0,6) =0,

1 (5.2.5)
A F(r)+ [e —o(r) — = F(r)=0,
donde p es cierta constante a determinar.
Notese ademas que la condicién de normalizacién
o] 2m ™
/ / / U (r, 0, ¢)*r?*sen OdOdedr = 1,
o Jo Jo
se transforma en
2m ™ 00
/ / V(0, 8)|? sen 0dBdg = 1 / \F(r)Prdr = 1. (5.2.6)
o Jo 0

Al ser el potencial de interaccién V(r) un potencial central, i.e., sélo depende del radio, es més sencillo
resolver la ecuacién en coordenadas esféricas r, 6, ¢.
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5.2.3. Los armodnicos esféricos

Comencemos por la primera de las dos ecuaciones anteriores. Separando variables Y (6, ¢) =
O(0)P(p) obtenemos las siguientes dos ecuaciones

"(¢) +ve(¢) =0,
) 90(0)

_ _— 2 —_ =
sen@ae (sen@ 50 )+[,usen 0 —v]O(f) =0,

(5.2.7)

donde v es cierta constante.

Asumamos que la funcién ® es univalente, entonces, de la condicién de periodicidad ®(¢ +
21) = ®(¢) se sigue que v = m?, m € Z. Luego

®,,(¢) = Cne™, mcZ.

Noétese que las funciones ®,,(¢) son ortogonales

21
/O B (0) Dot (8)db = Enpuy,

con 2, = 2rC?%. Si queremos que sean normalizadas a la unidad entonces C,, = 1/v/2m.
Asi tenemos las soluciones 1
(@) = ——e™, meZ (5.2.8)

V2r

La segunda ecuacién en (5.2.7) se transforma entonces en

0 00(6) 9 : B
sen 9% (sen HW) + [usen® 6 —m?1O(0) = 0,
Haciendo el cambio z = cos  obtenemos®
d 00(x)
N 2 2y 2 _
(1—=z )dSL’ ((1 z°) P ) + [u(l = 2%) = m*|O(z) = 0, (5.2.9)

0, equivalentemente,

e (L Ky B e R

1— 22
" _ 2z / :u(l - :E2) —m’
0" (z) 1_$2@(:1:)—|— 1= 222 () =0

Esta ecuacién del tipo (5.1.1) con

7(z) = —2x, o(x)=p(l—2*) —m? o=1-2?

luego el polinomio (5.1.6)
Y(x) = (u—k)z* + (k — p) +m?

es un cuadrado perfecto si:

6Nétese que si z = cos 6, entonces d/df = dz/df - d/dx = —senfd/dx, y sen = /1 — x2.
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lL.k=p = 7lx)=tm = 71(z)=-2(xFm),m=0,1,2,...,
2. k=p-m?* = wl@)=4mzr = 71(x)=-2(Fm+1z,m=0,1,2,....

Si ahora tenemos en cuenta la nota 5.1.9 tenemos que de las cuatro opciones debemos escoger
7(x) = —2(m + 1)z correspondiente a m(x) = —mx, k=p—m?* A=k+7' =pu—m(m+1).

Para calcular” ¢ usamos (5.1.2) que nos da

%’:—1”_1—22 —  g(x)= (1 -2

La ecuacion de tipo hipergeométrico que obtenemos es, por tanto,
(1—2?)y" —2(m+ 1)zy' + \y =0,
que tiene soluciones polindmicas segin (5.1.15) cuando A = n(2m + n + 1), luego
w=m+n)(n+m+1), n,m=0,1,2,....
En adelante definiremos [ =m +n, [ =0,1,2,.... Entonces, n =1 —m > 0, y por tanto®

y(z) = B0 (),

donde P™™ son los correspondientes polinomios de Jacobi. Asi. para m > 0 la solucién de
(5.2.9) tiene la forma
Orm(7) = Cim(1 — xz)m/QPlT;ZL(x)

Notese que

1

1
/ O (2)Op p(x)dx = ClmCl/m/ PPl (2) (1 — o) "de =0, [#1,
_ 1

1 —

ademas, si [ = ', y haciendo n =1 —m

luego si queremos que ©;,,(x) sean ortonormales, es decir que se cumpla la segunda condicién

de (5.2.6) basta definir
21)! 20+1
C(lm - ( ) \/

I\ 224 —m)l (I +m)!
Asi

(2l)' 2l+1 2\m/2 pm,m
Oum(w) = = 221+1(l—m)!(l+m)!<1_x) 2pmme), 1>0, m=0,1,...1. (5.2.10)

"No confundir la funcién ¢(x) con el dngulo ¢ en coordenadas esféricas. Abusando de la paciencia del lector
y para no introducir otra notacién diferente hemos optado por mantener la notacién original de [16].
8Nétese que [ > m > 0. Es decir, si fijamos I, entonces m = 0,1,2,...1.
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Sélo nos queda pendiente analizar qué ocurre si m < 0 (ver (5.2.8)). Para ello escribiremos
(5.2.10) usando la expresién analitica de R@;’Tm) (z) mediante la férmula de Rodrigues (5.1.17)

_ (=D @+ D+ m)! 2y—my2 A" 2,1
Om(z) = I (] — )] (1—2z%) dl—mx[(l —z°)'] (5.2.11)
Si ahora usamos la ecuacién (5.1.47) tenemos
m,m (l - m>' "
Pt = S R

donde Pj(x) son los polinomios de Legendre de grado [, expresados analiticamente mediante la
formula de Rodrigues
(=D N
P(x) = 1-—
) = G gl = o))
Combinado las dos expresiones anteriores con (5.2.10) tenemos otra representacion de las fun-
ciones Oy, ()

Orm(z) = CY \/@l FDE=mly gy dr (1 — 2. (5.2.12)

il 22+1(] +m)! d+my
Comparando (5.2.11) y (5.2.12) se deduce que
O_m(z) = (—1)"On(2), m=0,1,2,...,1

La expresién anterior permite definir la funcién ©;,,(x) para m < 0. Asi, para p = (I + 1),
[=0,1,2,... ym=—Il,—l+1,...,1, tenemos que las funciones Y (0, ¢) := Y},,(0, ¢) se define
por la expresion

1 .
Yim (0, 6) = Eem@lm(cos ), 1=01,2..., m=—l,—l+1,...,1L (5.2.13)

Estas funciones se denominan armdnicos esféricos.

5.2.4. Resolviendo la parte radial de la ecuacién de Schrodinger

De los resultados del apartado anterior se sigue que (5.2.5) se transforma en
Il + 1) }

A F(r)+ [5 —

Para resolver esta ecuacién hacemos el cambio? F (r)/r que nos conduce a la ecuacién

R'(r) + {g .

donde ahora la primera de las condiciones de contorno (5.2.6) se transforma en

/0 |R(r)|2dr = 1.

La ecuacién (5.2.14) serd nuestro punto de partida para resolver dos casos de extrema
importancia en las aplicaciones: el &tomo de hidrégeno y el oscilador armoénico tridimensional.

(
H D } (5.2.14)

9La razén fundamental es que = 2- (r26g—y)) = %%[TF(T)].
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El atomo de hidrégeno

Puesto que para el dtomo de hidrégeno V (r) = —a/r, (5.2.14) tiene la forma
2m o I(1+1)
R//<7’) + [ﬁ (E + ;) - 2 :| R(T) =0.

Haciendo el cambio ¢ = r/ag, donde ag = h*/(ma), y € = agE/a, la ecuacién anterior se
transforma en la ecuacion adimensional

R + [2 <5 " 3) .

: R

Esta ecuacién es del tipo (5.1.1) con

o(()=¢ ) =2eC+20-1(+1), T()=0.

Por tanto, tenemos

W(C):%i\/i—2eg2—2r+l(l+1)+k§.

Como Y(¢) =1/4 —2e¢* —2r +1(l + 1) + k¢ a de ser un cuadrado perfecto (en la variable (),
tenemos que k = 2 £+ v/—2¢(2[ + 1), luego para m({) tenemos las siguientes cuatro opciones

w(g):%+\/——25¢i<z+%), w({):%—\/——%gi<l+%).

Como 7(¢) = 27(¢), tenemos, usando la nota 5.1.9 que 7" < 0, luego 7’ < 0 de donde elimina-
mos las dos primeras. De las dos posibilidades restantes para el polinomio 7 ({) seleccionamos,
siguiendo nuevamente la nota 5.1.9, la que conduce a una funcién 7 que se anule para algin
¢ > 0, es decir

m(¢) = —vV=2eC+ (1 +1).

Dicha solucién corresponde a k = 2 —/—2¢(2] + 1), luego —la otra posibilidad, como se puede
comprobar, conduce a una funcién no integrable en (0, +00)—

Q) =2(l+1—-vV-2¢) = A=k+7(()=2(1—-(+1)V—2e).
Usando (5.1.2) tenemos

¢(¢) _1+1- V=2

_ A —v=2e¢
0 ¢ = HO=cTem

Entonces la solucién de nuestra ecuacién es del tipo R(¢) = (!Tle™V=2¢y((), siendo y la solucién
de la ecuacion

Cy"(¢) + 201+ 1) — vV=2eC]y'(¢) + My(¢) = 0.

El cambio lineal x = 21/—2¢( nos transforma la ecuacién anterior en la ecuacién

oy (x) + [(20+ 1) + 1 — z]y/(x) + Xy(x) =0, X = 2\/);—267
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que corresponde a los polinomios de Laguerre L2*+1(z). Ademéds, como A= n, entonces A =
2n+/—2¢. Por otro lado, A = k + 7'((), luego

1
= ==, J1=0,1,2,...
T T i "
Asi, fijados ny [, n,l =0,1,2,... la solucion es

Roi(C) = Nzt tte @2 L2 (1), x = 2v/—2,.C,

con N, ; tal que

~ > I+1) [*
[ rei=1 = w [ m@a=1 = 2D R -
0 0 0

’Rn,l‘Z
0,5
0.4
0,3 —— |Rool?
0,2
0,1
X
5 10 15 20 25
| Ry, |? —— |Rip)?
0,5 4“"‘]%L1|2
0.4
0 —— |Ri2f

10 20 30 40 50

Figura 5.2: Estado fundamental (arriba) y excitados n = 1, [ = 0,1,2 (abajo) del d4tomo de
Hidrégeno.

Ahora bien,

[e o]

/0 R (2)dz = N7, / e (L ()2 = N2, / p(@)e(L2H (2))2da

= N2,3,d2 = N2,2(n + 1+ 1)niT(n + 20 + 2),
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donde hemos usado la relacién de recurrencia (5.1.22) para el producto z L2*1(x) y luego la
ortogonalidad. Por tanto

1
Ny, = .
! \/ao(n+l+1)2n!(n+2l+1)!

Entonces teniendo en cuenta que la parte radial es F(r) = R(r)/r, las autofunciones de la
ecuacion de Schrodinger para el atomo de hidrégeno (5.2.2) tienen la forma

Byl 0, 6) 2l 2 ()Y (6, 6), 7l = 0,1,2
n,,mra ) = n X m\Y, ) n,t=Vu,1,4,...
: ao(n + 1+ 1)2y/agn!(n + 21 + 1)! :
donde z = m, ap = h*/(ma) y sus correspondientes autoenergias E son por tanto
2 1 |
Epy = —22 - n =123, ..

TR (n+l+1)2 0 2m2

que, teniendo en cuenta que o = €%, nos conduce a la misma expresién'® de Bohr (2.3.1).

5.2.5. El oscilador armonico tridimensional

Para el oscilador arménico tridimensional V (r) = $mw?r?, asi que (5.2.14) se convierte en

R'(r) + [2}1—? <E — %mwQTZ) — l(l; 1)} R(r) =0.

Haciendo el cambio ¢ = r/rg, donde ry = \/h/(mw), y E = (hw/2)e la ecuacién anterior se

transforma en la ecuacion adimensional

I(l+1
R0+ e - ¢ - LD R —o.
Para convertir esta ecuacién en una del tipo (5.1.1) hacemos el cambio z = (2, asi tendremos
ez—22—1(l+1)
4¢?

R'(2) + iR’(z) + R(C) = 0.

donde tendremos
0(2) =22, 0(2)=ez—22—1(1+1), 7()=1.

Por tanto, tenemos

W(z):%i\/T(z), T(z):22+(2k—5)z+(l+%) :

y para que este sea un cuadrado perfecto en z, k debe tomar los valores k = ¢/2 + (l + %),
luego para 7(z) tenemos las siguientes dos opciones

m(z) =tz +1+1

10FEn nuestra férmula n no representa al niimero cudntico principal. Este corresponderia al valor n’ = n-+1+1.
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Como 7(z) = 1+ 27(z), tenemos, usando la nota 5.1.9 que 7 < 0, luego 7’ < 0 de donde
deducimos que
m(z) = —z+1+1,

que corresponde a k =¢/2 — (l + %), luego
3

Usando (5.1.2) tenemos
P'(z) —z+1+1
p(z) 2z
Entonces la solucién de nuestra ecuacién es del tipo R(z) = 2(+1/2e72/2y(2), siendo y la solucién
de la ecuacion

<Z5(Z) — z(l+1)/2efz/2.

/(2) + -2+ L+ 3/2 () + Ju(z) = 0.

que corresponde a los polinomios de Laguerre Lﬁfl/ 2(2). Ademads, como A\/2 = n,y A =k +

m(z) =5 —1— 3, luego
3
5::5n,l:2<2n+l+§), n,l=0,1,2,...
Asi, fijados n y [, la parte radial es F,,;(r) = R,,;(r)/r donde
2
Roi(2) = N, 20222 [ 14172 ) = (2= (L)
) n ? TO )

con N, ; tal que

/mRil(r)dr: 1 — ro/meLl(Q)dQ: 1,
0 0

o] [e%e) 2 N2 0o N2
/ Ril(C)dC = Nil/ R(Z) dz = o / ZHI/QG*Z(LLH/z(z))de _ n7l’
0 ’ 0 2z 2 0 9

B2 e, d? = n!T'(n +

pero

donde d? es el cuadrado de la norma de los polinomios de Laguerre L
[+ 3/2). Luego

2
Ny, = .
wl \/ronlf‘(n +1+43/2)

5.3. El método de factorizacion de Schrodinger

5.3.1. Introduccion

El objetivo de este apartado es estudiar un método sencillo que permite resolver ecua-
ciones diferenciales de Sturm-Liuville. El método debe su “popularidad” fundamentalmente a
Schrodinger que lo usé para resolver la ecuacion de Schrodinger para muchos sistemas fisicos
reales.

Actualmente el método se le conoce como método de factorizacion de Infeld y Hull debido
al estudio detallado que estos autores hicieron en [13].
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|Rypal? —— |Rool?
0.8 —— |Ryp)?
0,6
—— [Raol?
0,4
0,2
1 2 3 4 5 *
|Rn,l‘2
08
0,6
0.4
0,2
- 1 2 3 4 5 ©

Figura 5.3: Estado con [ = 0, n = 0,1,2 (arriba) y [ = 2, n = 0,1,2 (abajo) del oscilador
cuantico tridimensional.

5.3.2. El oscilador armonico

Sea la ecuacion de Schrodinger para el oscilador armoénico
HU,\(z) = =W () + 27Ty (2) = A\, (z), (5.3.1)

que escribiremos convenientemente en la forma

—(D? — 2’)Wy () = AV, (z), donde D := di’ (5.3.2)

x
e I es el operador identidad.

Si operamos “formalmente” podemos sustituir 22 — D? por la correspondiente diferencia de
cuadrados (x — D)(x + D) o (x + D)(x — D). En la practica esto no es del todo cierto pues
22 — D? es un operador y obviamente no tiene por que tener lugar las expresiones anteriores
como de hecho ocurre. No obstante

(z = D)2 + D)Us(z) =(2I — D)(xPx(2) + Vi(x)) = —Vi(2) +2”Vy(z) — Vx(2)
“HU,(2) — W (1) = (A — 1)¥x(a),

(2 + D) (2 — D)Wy (2) =(al + D) (€ Wx(2) — W}(2)) = ~W{(2) + 2V () + Up(2)
—H(2) + Ty (2) = (A + 1) (2).
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Lo anterior nos conduce a definir dos operadores
H =x2+D, H_:=z2-D

para los que se cumple

H_H Uy(z) = (A= 1)T,(2), (5.3.3)
H. H_W\(z) = (A+1)Ty(2), (5.3.4)
’ W\ (z) = (H_H, +1D)Ty(z) = A\Ty(2). (5.3.5)

Aplicando H, a (5.3.3) tenemos
(H H_)H Vi (z) = (A = 1)H  W)\(2),
que al compararla con (5.3.4) nos conduce a'!
HoU\(2) = a(\) Ty _(2). (5.3.6)
Analogamente, aplicando H_ a (5.3.4) tenemos
(H-H )H_V,(z) = (A +1)H_V,(z),
que al compararla con (5.3.3) nos da
H_W(2) = BOND ). (5.3.7)

De lo anterior se deduce que H_ es un operador “ascenso”(raising) y H, es un operador
“descenso” (lowering).!?

Sea ahora el conjunto de las funciones ¥(z) tales que ¥(a) = ¥(b) =0 (a,b € RU+o0) y
definamos en dicho espacio el producto escalar'

(T, ®) = /\If(x)@d:c.

Nétese que Hy = H.

Los operadores H, y H_ son uno el adjunto del otro. En efecto,

b b b
/\If(:p)H+<I>(x)dx :/\If(:p)xq)(:p)d:er/\If(x)@(x)dx

b — / b\p’(x)Mdaz

a

= / (x — D)¥(2)®(z)dr = / H_U(z)®(z)dx

_ / U (2)2®(@)dz + U (x)B(z)

HN6tese que de (5.3.4) se deduce que el operador Hy H_ tiene como autovectores ¥ y sus correspondientes
autovalores son A 4 1, por tanto la expresién anterior indica que H, ¥y son los autovectores correspondientes a
A — 2 de donde se sigue que han de ser proporcionales a Wy _s.

12Pyes aumentan o disminuyen el valor del autovalor, i.e., suben o bajan por el espectro de H.

1B Aqui la operacién @ denota al complejo conjugado de a. En general trabajaremos en el espacio de funciones
reales.
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es decir (H_W¥, ) = (U, H, D).

Como consecuencia de lo anterior se sigue que H := —D? +2? = H_H, +1 es autoadjunto
y por tanto (ver Proposicion 4.2.12) sus autovalores son reales. Ademds, si A # 7 entonces W,
es ortogonal a ¥, (ver Proposicion 4.2.13).

Supongamos que |¥,|? es integrable. Calculemos

[Or—2]|? :=(Tr2, Uro) = a2 (N)(H Ux, Hy W) = a7 2(N)(Uy, H-H, V)

—a 2 (AN (A = 1)(T,, 1,) = a2 (A\) (A — 1|0, |2, (5.3.8)
luego
A-1 (A=2) (A —n)

||\II)\—2n||2: D) ) Y
a?(\) o?(A—=1) a?(A—n+1)

(A2

Obviamente para cada A fijo, existirda un n tal que A—n+1 >0, A —n < 0, por tanto el
proceso H --- H, U, debe de culminar en algin momento, i.e., debe existir una funcién que
denotaremos por Wy(z) tal que

HyWo(z) =0,

o, equivalentemente, para cierto Ag, a(Ag) = 0.
En este caso la ecuacién (5.3.5) nos da H¥y = \gWo,
(H_H, +1)¥g(x) = A¥o(x) = A=1
Asi pues aplicando H_ consecutivamente a ¥, obtendremos los valores Wy para A = 1,3,5,...,2N+
1,.... En general tenemos A\, =2n+1,n=0,1,2,....

Analogamente
[xsal* =BV + 1[5 (5.3.9)
Lo anterior nos indica que conviene escribir la funcién ¥, como V¥, (¥, _, se convierte en
U, 1y W, 12 se convierte en W, ;). Luego tenemos las ecuaciones
H Vo(x)=0, HV,=0a,¥V, 1, HVY,=05Y,, n=012...,

donde hemos denotado por «,, 1= a(\,) v B := B(A\n).

Ademas (5.3.8) implica || ¥,, 1> = 2na,, 2|V, ||? y (5.3.9) implica || ¥, 1]|* = (2n+2)3; 2| V,.||.
Si queremos que los operadores H, y H_ mantengan invariante la norma de las funciones ¥,
entonces de las férmulas anteriores se deduce que «a,, = v2n y 5, = v/2n + 2. Asi tenemos

HVY,=v2nV¥, 4, HVY,=vV2n+2¥,,y, n=0,1,2,....

Finalmente, usando que H;W¥y(z) =0, ||¥y|| = 1, obtenemos las soluciones normalizadas

1
2Wo(x) + Vo(z) =0 =  Yy(z) = %612/2,

y [H_]"Wo(z) = /(2n)N1V,,(x), luego

1 2 1 2
U, (2) = 1= H ]"e " /? = [zl - D|"e /2.
miy/(2n)!! miy/(2n)!

Esta forma de resolver el problema del oscilador arménico cuantico es totalmente analoga
a la del apartado 5.2.1.
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5.3.3. El método de factorizacion

En este apartado vamos a generalizar el ejemplo anterior a ecuaciones algo mas generales.
Partiremos de la ecuacién diferencial lineal de segundo orden (de Sturm-Liouville)

y"(z) + r(x,m)y(z) + Ay(xz) =0, m=0,1,2,... (5.3.10)
0, equivalentemente'#,
H™y(z,m, \) = \y(x,m,\), H™:=—-D?—r(x,m)L (5.3.11)

La funcién r(x,m) se suele denominar funcién potencial y a H™, hamiltoniano. Aqui m es
un parametro y A es el correspondiente autovalor. En adelante asumiremos que A y m son
independientes.

Definicién 5.3.1 Diremos que la ecuacion diferencial ordinaria (EDO) (5.5.10) es factorizable
st la podemos cambiar por cada una de las siguientes ecuaciones

HIF Uy, A, m) = [\ — Lim + Dy(z, A, m), (5:312)
HPHYy(w, \m) = [\ — Lim)Jy(z, A, m), (5.3.13)
donde L(m) son ciertas constantes y
m d m d
H™ = k(z,m)l — = HY = k(z,m)I + o (5.3.14)

Los operadores H" se conocen como operadores “escalera”. Notese ademas que ambos opera-
dores H" son de orden 1.

Teorema 5.3.2 Si y(z, \,m) es solucion de y”"(x) + r(x,m)y(z) + A\y(x) = 0, entonces
H"™y(z, \,m) = a(\, m)y(z, \,m + 1), (5.3.15)
Hy(z,\,m) = B\, m)y(x, \,m — 1). (5.3.16)

Demostracién: Aplicando H™! a (5.3.12), obtenemos
H™LHP H? (A m)] = [ = L(m + D][H™ 'y (A, m)],

y comparando el resultado con (5.3.13) deducimos (5.3.15). Andlogamente, si aplicamos H'"*!
a (5.3.13), obtenemos

H P [Ty m)] = (A — Lim)|[H”y (O, m),
que al compararlo con (5.3.12), nos conduce a (5.3.16). O

En adelante, denotaremos «,, := a(\,m), B, := (A, m).

Como en el caso del oscilador armoénico vamos a considerar el conjunto de las funciones
U(z) tales que ¥(a) = ¥(b) =0 (a,b € RU=+00) y en dicho espacio definiremos el producto
escalar

(T, ®) = /\If(x)@dx.

4 Hemos decidido mantener en la medida de lo posible la notacién original de [13], por lo que aqui H™ denota
al operador j—; + r(z,m)I, y no a la potencia m-ésima de H.
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Teorema 5.3.3 Los operadores HY' y H™ son adjuntos entre si, i.e.,
b b
(H0.0) = [0 vds = [ o HPvdo = (0, H7) (5.3.17)

Demostracién: Ante todo notemos que si k(x,m) es una funcién real entonces HY* = H'. En
adelante asumiremos que k(x,m) es real. Entonces

/a bmx)de — / b\y(x)k(x,m)wdx _ / bg,@)q),(x) I

b _ - b -
— [ W@k, m)3)ds — V@] + [ V@B

— / (k(z,m) + D)U(z)®(x)dx = / H7(2)®(x)dz,

es decir (H"V, @) = (¥, H}'®). O

Noétese también que el hamiltoniano H™ es un operador autoadjunto. Ello se deduce de las
expresiones

H™ = H' H™ + L(m+ 1)l = H"H™ + L(m)I

o directamente de (5.3.11). Ademds, como es autoadjunto, entonces sus autovalores son reales
y las autofunciones correspondientes a diferentes autovalores son ortogonales.

El objetivo fundamental del método es poder resolver EDOs de una forma sencilla y “razo-
nable” obteniendo soluciones “buenas”. Asi, seria deseable que si partiésemos de una funcién
y(z, A\, m) de cuadrado integrable las operaciones H™ 'y (x, A\, m) y H7y(x, A\, m) dieran como
resultado funciones de cuadrado integrable.

Esta condicién la asumiremos (su demostraciéon es bastante engorrosa), no obstante en los
ejemplos veremos facilmente que se cumple, es decir que partiendo de una y(x, A\, m) de cuadrado
integrable y(z, A\, m+1) también lo serd. Ademds, nos restringiremos a EDOs cuyos coeficientes
tienen singularidades a lo sumo en el extremo del intervalo (a, b) lo cual reduce el andlisis de la
integrabilidad cuadratica de las soluciones a su comportamiento en dichos extremos.

Teorema 5.3.4 (Clase I) Sea L(m) una funcion creciente en 0 < m < M (M puede ser
+00), m € Z y supongamos que

A < méx[L(M), L(M + 1)].

Entonces para que la EDO y"(x) + r(z,m)y(x) + A\y(x) = 0 tenga una sucesion de soluciones
integrables es necesario que exista un | € N tal que

A=XN=L(l+1).
Ademds para ese l, y denotando !, (z) := y(z, L(l + 1), m) tenemos

H¥ () =0 = gh(a) = o/ Mets0ie
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y, entonces param =0,1,...,1 — 1,1,

HY'y,(2) = /LU +1) = L(m) y,,_y (), (5.3.18)

Yy, por tanto,

l
1
l m~+1 rym—+2 [ 1
Ym(2) = HME™ 2 H N e), m<L (5.3.19)
klm_[H VIO+) =Lk |+ 7 i

Nétese que, si ||y!|| = 1, entonces las funciones y!, son ortonormales.

Demostracién: Asumamos que y(z, A, m) es de cuadrado integrable en (a, b). Entonces, y(z, A, m+
1) también lo serd. En efecto como

Hi”“y(x, A,m) = apy(z, \,m+ 1),
tenemos

b b
/wmmewwqﬁ/M@%@mmwx

b
ZamQ/ y(z, \, m)HT T H™ oy (2, A\, m)]dz

A—Lim+1) [°
- e
Luego para [ > m,
b A—=Lm+1) X—=L{I+1) [P
[wteon i P = 22 ERE D AZBED [y

Ahora bien, como L(m) es creciente entonces existird un [ tal que L(I + 1) > A, lo cual implica
que A= L(I+1) o y(z,\,l+1) = 0. En caso que y(z,\,l + 1) =0, usando (5.3.15) tenemos

H™y(z,\,1) =0,
y por tanto, asumiendo que y(z, A, [) # 0, (5.3.12) nos da

H H Yy (o, N ) = A= LI+ D]y(z,\ 1) = A—L(I+1)=0.
N’ N——

=0 #0

Ademss, si queremos que el operador H™™ mantenga la normalizacién entonces a,,, = \/ L(l+1)—L(m+1
De forma andloga pero usando (5.3.16) y (5.3.13) tenemos que

A — L(m)
32
de donde se sigue que 3, = \/L(l +1) — L(m).

Asf pues, denotando por y! (z) := y(x, L(l + 1), m) tenemos que (5.3.15) se transforma en

L(l+1)— L(m)
s

ly(z, A,;m = 1)||* = ly(, A, m)||* = ly (e, A, m)|%,

H™" Myl (2) = LI+ 1) — Lim + 1)yl 1 (2), m <1, (5.3.20)
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y, en particular,

H*yy(z) = 0,
asi que usando (5.3.16)
H7yl (v) = LI+ 1) — Lim) ', (), (5.3.21)
de donde, por induccién se deduce (5.3.19). O

De forma totalmente analoga se tiene el siguiente

Teorema 5.3.5 (Clase II) Sea L(m) una funcion decreciente en 0 < m < M (M puede ser
+00, m € Z y supongamos que X < L(0). Entonces para que la EDO y"(x) 4+ r(z,m)y(x) +
Ay(z) = 0 tenga una sucesion de soluciones integrables es necesario que exista un | € N tal que

A=\ = L(D),
Ademds, denotando por y! (z) := y(z, L(I),m), tenemos

= V) — L(m) o}, (2), (5.3.22)

y, en particular,
Hiyj(x) =0 = yj(x) =e JH=DE

Ademds, para m =1,1+1,... tenemos

H™ Myl (2) = /L) — Lim + 1) ¢, (@), (5.3.23)

y por tanto,

H"H™ Y HF YY), mo> 1L 5.3.24
H T Y () ( )

La demostracion es andloga y la omitiremos.
Veamos ahora bajo que condiciones podemos factorizar la ecuacién (5.3.10).

Partimos de la expresién (5.3.12)

(k(x,m+ 1)+ D)(k(z,m+1) = D)y(z) = [N\ — Lim + D]y(z) =
(k(z,m+1)+D)(k(z,m+ Dy(z) —y'(z)) = A= Lim+ D]y(z) =
K2 (z,m + Dy(x) + K (2, m + Dy(x) —y"(x) = [A = Lm + 1)]y(z).

Si eliminamos y” usando la ecuacién diferencial (5.3.10) y cambiamos m por m — 1 obtenemos
E*(z,m) + K (x,m) + L(m) = —r(z,m — 1). (5.3.25)

Si ahora usamos (5.3.13)
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y nuevamente eliminamos y” usando la ecuacién diferencial (5.3.10) obtenemos
E*(x,m) — k' (x,m) + L(m) = —r(x,m). (5.3.26)
Restando y sumando (5.3.25) y (5.3.26) obtenemos, respectivamente

Lim) = _r(z,m) +72“(x,m -1 K2z, m),

r(x,m) —r(x,m—1)
2

Derivando la primera de las expresiones respecto a x y sustituyendo el resultado en la segunda
15

K (x,m) =

deducimos que
r'(x,m) +r'(z,m—1)
2(r(z,m) —r(z,m — 1))

k(x,m)=—

Ahora bien, para que la EDO (5.3.10) sea factorizable L(m) ha de ser independiente de x.
Asi pues hemos probado el siguiente

Teorema 5.3.6 La EDO y"(x) + r(x,m)y(z) + A\y(x) = 0 es factorizable en el sentido de la
definicion 5.3.1 si y solo si
r'(x,m) +r'(z,m —1)

k(x,m) = (e m) — r@m 1))’ (5.3.27)

Lim) = —"&m) + g(x’m =D 2(zm), (5.3.28)

es independiente de x.

5.3.4. Ejemplos

Antes de pasar a ver algunos ejemplos debemos destacar que el método descrito es valido
para una gran cantidad de ecuaciones diferenciales. Es facil comprobar que si tenemos la EDO

% (0 E2) + 4=t + 2ot .

entonces el cambio

la transforma en una ecuacién del tipo (5.3.10)
y' (@) +r(z,m)y(r) + Ay(z) = 0.

En el razonamiento anterior se supone que p(x)p(x) > 0 en el intervalo a considerar.

15Nétese que si r(x,m) es una funcién real, entonces k(x,m) también lo sera.
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Los armonicos esféricos

Comenzaremos por los arménicos esféricos Y (). Estos satisfacen la ecuacién

1 d ay m?
— — || - Y+ AY = <0<m.
p— (d@ <sen9 )) onZ0 + A 0, 0<0<mn

Hacemos el cambio y(z) = Vsen0Y (6), x = 0 y obtenemos la forma candnica (5.3.10)

2

1
n M 4
sen? x

y+uy=0, p=A+7

por tanto

k(z,m) = <m— %) cotd,  Lim)=mlm 1)+ 7 = (m—%)Z.

Como L(m) es creciente tenemos el caso I, asi que el teorema 5.3.4 nos da

1
p=Atg=L0+1) S A=+, =012, m=012....1

Usando (5.3.20) tenemos

1 d
Hljlyzl(@):O :>[<l+§)cot8—@}?/zl(9)zo =

Y (0) = C'sen't1/2 9,
Calculamos C' para que ||yf|| = 1:

21+

1= (2 T a1 _ 2
C /0 sen”"" 0do C<2[+1)!!,

luego
(20 + 1!
yH(0) = o sent1/2 9.
Finalmente, como L(I+1)—L(m) = (I+m)({—m+1) y L(I+1)—L(m+1) = (I—-m)(l+m+1),
entonces (5.3.20) y (5.3.21) nos dan

:(m — %) cot @ — di; Yl (0) = \/(l —m)(l+m+ 1)yfn+1(9),

:(m _ %) cot 0+ d% ya0) = VT E M) —m T a1 (6),

respectivamente.
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Potencial de Poschl-Teller 1

Sea

St P mtg)mtg+l) a*m—g)im—g-1) Ay =0,
sen? a(x — zp) cos? a(x — xg)

con x € (g, o + m/(2c0)). Entonces el teorema 5.3.6 nos da

k(z,m) =2a(g +m cos2a (z — xp) ) csc 2 (z — o)

=(g+m)acota(z—x9)+ (g —m)atana (x — zo),
L(m) = 4m*a’.
Al ser L(m) creciente usamos el teorema 5.3.4 y por tanto
A =4a*(l+1)% 1=0,1,2,..., m=0,1,2,...,L

En este caso
HY () =0 = [k(z,l+1)=Dly/(z) =0 =

l—g+1 I+g+1

yi(z) = C cos a(x — xo) sen a(x —xo).

Calculamos C' para que ||yf|| = 116

T+ 50
1 =C? / cos? 9t o (2 — ) sen® I o (2 — 2) d
To

_ ol —g+ 3T +g+3)
2al'(2++3)

luego

2al(21
yi(z) = \/F(l i ?E)F(j; ? ey cos' ™9 o (z — x) sen I o (2 — 1)
973 g2

Finalmente, como
Ll+1)—Lim+1)=4a*1—m) (I +m+2),

Ll+1)—Lm)=4*(l-m+1)({+m+1),

entonces (5.3.20) y (5.3.21) nos conducen a las expresiones

<k:(x,m+ 1) — %) Y () = 2ay/(1—m) ([ +m+2)yl (), 0<m<I,

d
(k:(x,m) + d_) yfn(x) = 2a\/(l —m+1){+m+ 1)yfn_1(x), 0<m<l,
x
respectivamente.
6Hemos usado que
3 L)

/ cos® zsen® x dr = Ra > —1, b > —1.
0
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Potencial de Poschl-Teller 2

Sea

St (_OzQ(m+g)(m+g+ 1) a¥(m—g)m=g+1)

oy =0,
senh? a(z — ) cosh? a(x — ) ) vy

con x € (19, 00). Entonces el teorema 5.3.6 nos da
k(z,m) =2a(g +m cosh2a (z — x9) ) csch 2a (z — o)
=(g+m)acotha (z —x9) + (m — g) atanh a (z — o)
L(m) = —4m?a®.
Al ser L(m) decreciente usamos el teorema (5.3.5) y por tanto

A\ = —4a??, 1=0,1,2,..., m=0L1+1,1+2,....

En este caso
Huyl(x)=0 = [k(z,) +D]y(x) =0 =

y por tanto!'” para todo g < % —1

2aT(1 — g+ 3 _ o
yi(z) = \/F(—l _( = l)I‘z()Zl) cosh?' o (x — xg) senh ™9 o (x — 2¢) .
2

Finalmente, como
L(l) — L(m) = 40 (m — 1) (m + 1),
L) —Lm+1)=4a*>(m+1-0)(1+m+1),
entonces (5.3.20) y (5.3.21) nos dan

(k(a:,m+ 1) — %) Y (x) = 2a\/(m+ 1-0)(l+m+ 1)y,ln+1(:c), m >,

(o) + 50 ) shle) = 20T =) T D).

respectivamente.

Potencial de Morse

Sea ahora la ecuacion

y'+ (ae +be ™) y+Ay=0, abeC, 0<u<+oo.

2

Si hacemos el cambio u = x + « de forma que e**a = —1/4, m = be® — % obtenemos

"Hemos usado que

o0 r
/ cosh® zsenh® z dz = Rb > —1, Ra+ Rb < 0.
0
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1 (R D))y =0

con x € R. Entonces el teorema 5.3.6 nos da

Al ser L(m) decreciente usamos el teorema 5.3.5 y por tanto
A= 17 1=1,2,..., m=0L1+1,1+2,....

En este caso
Hyyl(x)=0 = [k(z,)) +Dly/(x) =0 =

y por tanto'®

Finalmente, como

L(l) = L(m) = (m = 1) (m + 1),
L(l)—Lm+1)=m+1-0)(I+m+1),
entonces usando (5.3.20) y (5.3.21) tenemos

. d
(—62 —l—m—l—l—%) yfn(a:):\/(m+1—l)(l—|—m+1)yfn+1(:c), m > 1,

(_e: +m + %) ?/fn@) = \/(m—l) (mJFl)?/fnq@), m > 1,

respectivamente.

La ecuacién de Whittaker & Watson

Sea . .
W”+ _1+m+§+z+)\
4 z 22

)W:O, 0< 2z < +o0.
Haciendo el cambio z = e*, W (z) = e2y obtenemos
y'+ (=56 + (m+3)€") y+ Ay =0,

que esencialmente la misma ecuacion diferencial del ejemplo anterior pero cambiando x por
—z. También corresponde al caso II con

8Hemos usado que
/ e~ o(2) 2T gy — T(21),  1>0.
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asi que

A= 12 1=0,1,2,..., m=0L1+1,1+2,...,
Hiy(x) =0 = [k(z,1)+ D]y;(z) = 0

1 —expl(T x
= yi(z) = @ p(a)/2He.
Finalmente, (5.3.20) y (5.3.21) nos dan
e’ d
e m=1—=—14
( 2 " da:) Ym

(:c):\/(m+1—l)(l+m+1)yfn+1(x), m > 1,

respectivamente.

(2) =V (m 1) (m + 1)y, (),

m >,

La ecuacién de Bessel

Sea

ninguna expresion para A. No obstante si podemos seguir usando las expresiones (5.3.20) y
(5.3.21) que en este caso dan

m+%_i
T dx

) inle) = VR
("

=) nle) = VR,

Ambas expresiones dan sendas relaciones de recurrencia para las funciones de Bessel.

Como L(m) es constante no podemos usar ninguno de nuestros resultados por lo que no tenemos

Para resolver la ecuacién tenemos que usar el método de Frobenius (ver e.g [6, 21]). L
solucion general en este caso da

y(z) = Vo <01 Jm(\/X:c) + ¢y Ym(\/Xa:)> ,

donde J,,,(2) ¥ Y, (2) son las funciones de Bessel de primera y segunda especie, respectivamente.

107
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El atomo de hidrégeno

Sea la ecuacion radial de Schrodinger para el dtomo de hidrégeno

m(m + 1)

2 2
R'+-R +-R— s——R+AR=0, r>0.
T T T

Si hacemos el cambio y(r) = rR(r), tenemos

2 1
y <__m(m2+ ))y_'_)\yzo’ TZO
r r

Aplicando el teorema 5.3.6 obtenemos

m 1 1
k(r,m) = Pl L(m) = s
Como L(m) crece tenemos el caso 1. Asi,
)\:—# [=0,1,2,..., m=1,2...,1
1+ 1) Y Y
En este caso
H"yl(r)y =0 [ltl _H%_ (r)=0 =
ylz) = Ortle i,
Calculamos C' para que ||yf| = 11°

1 T
Loy FE——
yi(r) = \/(l+ g+ ¢ o

Finalmente, como

LU+1)— Lim +1) = (miw _ (z+11)2’
L(l+1)—L(m):%—ﬁ,

entonces de (5.3.20) y (5.3.21) obtenemos

m"—l 1 d I 1 1 .
- A = - 1<m<lI
( ’ m+1 d’f’) ) \/(m+1)2 (I+1)? U (), 1=m <,

respectivamente.

YHemos usado que

/ ey =T(F+1)a 7P, Ra>0, RB>-1.
0
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5.4. Factorizacion de la EDO hipergeométrica

109

En este apartado vamos a probar que la ecuacién hipergeométrica (5.1.7) admite una fac-

torizacién tipo Infeld-Hull. Vamos a seguir el trabajo de Lorente [14]

5.4.1. El hamiltoniano y los operadores escalera

Sean las funciones
wn(s) =/ p(s)/d Pa(),
Usando (5.1.22) y (5.1.7), obtenemos las expresiones

d, dp_
Qp = 90n+1(3) + Vnd—lgpnfl(s) + (Bn - x(5>>90n(3) =0,

d,
o(x)gn(x) + o' ()¢, (2) + v(T)pn(x) + Anipn(z) = 0,
donde

En particular la EDO anterior induce a definir el siguiente operador H(z,n) orden 2
H(z,n) = o(x)D* + o' (2)D + [v(z) + MJI, H(z,n)e,(x) = 0.

En adelante diremos que H(x,n) es el hamiltoniano asociado a la EDO (5.1.7).

Si ahora usamos las expresiones (5.1.34) y (5.1.35) obtenemos

)\2n dnJrl

L*(x,n)pn(s) == [f(z,n) — o(x)Dlpn(z) = an%d—nwnﬂ(x),
donde . ) ﬁTn(l‘) 1 o )
L*(z,n) ( 2D 4 S (@) a(x)))l o()D,
) f@m) ’
' . Non dn1
L (@, m)gn(a) i= [yl ) + () Dla(z) = 7052 B @)
donde
ey = (<228 ) L) - @) )1+ 0.
g(;:,rn) ’

(5.4.1)

(5.4.2)

(5.4.3)

(5.4.4)

(5.4.5)

(5.4.6)

(5.4.7)

(5.4.8)

Los operadores anteriores L™ (x,n) y L™ (x,n) constituyen los operadores “escalera”de ascenso

(raising) y descenso (lowering), respectivamente.

Si usamos las expresiones explicitas de 7, y A, (ver apartado 5.1.2)

Ap = —1 (7" +(n— 1)%”) , Ta(z) = 7(2) + no'(x),
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y
nt-1(0)  (n+1)7,(0)
ﬁn = 7 ; ’
Th—1 Tn
se comprueba que
flx,n—1) =g(z,n). (5.4.9)

Ademés, para todos n, k € NU {0},

| el @men@lde = [ L @ men(elonta) da,

en particular

| enn @I (@) de = 0, 25,

b _ >\ 7 dn
/a (L™ (2,0 + D (@)]on(z) dv, = Y1 275 I22 dpi1

De lo anterior se sigue que L™ y L~ son el adjunto el uno del otro respecto al producto escalar?’

b J—
(U, d) = /\If(:p)@(x) dz.

Nétese que el operador H(z,n) es autoadjunto.

5.4.2. Factorizacién de H(x,n)

Si ahora calculamos

L (z,n+ 1)L (z,n) =g(x,n+ 1) f(x,n)] + o(x) [f(x,n) — g(x,n+ 1)] D

(. >
~~

=0

+o(x)[f (z,n) — o'(2)D — o(2)D?

0, equivalentemente,

L™ (@n + 1)L () = g(a, n -+ 1) (@1) + 0 (@) (f/(2,n) + v(@) + AT
—o(z)H(x,n).
Ahora bien,
gx,n+1)f(x,n) +o(@)(f'(z,n) +v(x)+ \,)
B (n+1) (7" + 7',’171) (7(0)20” —27(0)d’(0)7" + 20(0)7‘,’12 — na’Q(O) (7" + TT’L))

72
4r!

no depende de z. Dicha cantidad la denotaremos por pu,. Ademas, si aplicamos el operador

L (z,n+ 1)L (z,n) = pu,I — o(x)H(z,n)

20Estamos usando que las funciones (), son una base ortonormal completa del espacio de las funciones de
cuadrado integrable y que ¢, (+a) = 0.
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a o, () y usamos (5.4.5), (5.4.7) y (5.4.4) obtenemos la expresién

ﬁ Aont2
2n 2n + 2

Hn = OnYn+1-

Analogamente se tiene
Lt (z,n— 1)L (z,n) =g(x,n) f(z,n — 1)+ o(z) [f(z,n—1) = g(z,n)] D

-~

—o(a)lg(x.n) + o' (1D + o(x)D?]

0, equivalentemente,
L™(z,n— 1)L (z,n) =[g(z,n) f(z,n — 1) — o(z)(¢'(z,n) — v(z) — \y)]1
—o(z)H(x,n).
Ahora bien, como antes,
g(@,n)f(z,n—1) —o(z)(g'(z,n) — v(z) — An)
n(r'+7,_,) (T(O) o"—27(0)0’ (0)7 + 20(0)72 , — (n—1)a’*(0) (7' +7,4))
47‘n71

no depende de x. Nétese que la expresién anterior coincide con pi,,_1. Otra forma de comprobarlo
es aplicar el operador

LT (z,n— 1)L (z,n) = M(n)I — o(z)H(z,n)
a pn(z) y usar, como antes (5.4.5), (5.4.7) y (5.4.4). Lo anterior nos conduce a la expresién

@ )\2n72

M(n) =
") =5 =2

Op—-1Yn = Hn—1-
Asi, hemos probado el siguiente

Teorema 5.4.1 Para la ecuacion hipergeométrica (5.1.7), haciendo el cambio (5.4.1), se ob-
tiene la ecuacion (5.4.4), para la cual se cumple la siguiente factorizacion del tipo Infeld y

Hull
L (z,n+ 1)L (z,n) = pu,I — o(x)H(z,n),
LT (z,n — 1)L (z,n) = pn_11 — o(x)H(z,n),
donde los operadores LT (x,n) y L™ (x,n) son los operadores de ascenso (raising) y descenso
(lowering), respectivamente definidos por

Lt (z,n) = f(z,n)l —o(x)D, L (z,n)= f(z,n— 1)+ o0o(x)D,

flem) = 2270 L) — o' (a)

(5.4.10)

Ademas,

Lipn(r) = _Trlz\/an%z—i—l Pni1(T), L_pn(z) = _Trlz\/ Qn—1Vn Pn—1(2).
1y, por tanto,
L™ (2,0)po(x) =0 = wo(x) = Noexp (—/f(x,n - 1)dx) , leoll® =1,
1

pn(T) = = LT (z,n—1)--- L (z, 1)L (2,0)po(x), n>1.
50 (— THOK Vi41)
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5.4.3. Ejemplos

Como ejemplo consideraremos el caso correspondiente a los polinomios de Hermite y La-
guerre.

Caso Hermite

En el primer caso como o(z) =1y 7(z) = —2x tenemos*

on/2 2
on(T) = e " /QHn(x)a

;_

H(z,n) =D*+ (1 -2+ )\, A, =2n,

entonces f(z,n) = g(x,n) = z, luego
LT (z,n)gn(z) = (21 = D)pn(x) = v/2(n + 1) s (2),

L™ (z,n)¢n(x) = (a1 + D)gu(r) = V20 pua(2).

De lo anterior se sigue

Finalmente

Lt (z,n— 1)L (z,n) =2nl — H(z,n), L (x,n+1)L"(x,n) = (2n+ 2)I — H(z,n).

Caso Laguerre

En este caso o(x) =z y 7(z) = —x + a + 1 tenemos

1 2
H(z,n) = 2D* 4+ D + (5 — u)\n> I, M\, =n,

4x
22 1
_ —x/2 a/2La
nlx) = e T oz

on() Vrll(a+n+1) (@)

Entonces n 9 o 5
r—oa—2—2n r—a—2n
" r—oa—2—2n
L (3:, n)(pn(x) = 9 [—-2D @n(x) = \/<n + 1)(” + o+ 1) (anrl(x)a

L~ (e, n)pn(a) = (#1 n w) oul) = /(0 T @) (1)

2lEstamos usando polinomios ménicos de Hermite.
22Estamos usando polinomios ménicos de Laguerre.
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De lo anterior se sigue

1
_ —x/2, .a/2
T) = e 202
o) = T
1
on(z) = LY (z,n—1)--- LT (x, 1)Lt (z,0)e 2/ 222,

V!l (a+n+ 1)

Finalmente

Lt (x,n—1)L" (x,n) = (n)(n + a)I — H(z,n),

L (z,n+1)LT(x,n) = (n+1)(n+ 1+ )l — H(z,n).

5.5. Problemas

Problema 5.5.1 Prueba la relacién de ortogonalidad (5.1.20) y calcula una expresion para la

norma de las derivadas P,Sk’.

Problema 5.5.2 Calcula todas las caracteristicas de los polinomios cldasicos que aparecen en
la tabla 5.2.

Problema 5.5.3 Prueba que los polinomios ortogonales monicos P,, soluciones de la ecuacion
(5.1.7), satisfacen la siguiente relacion de estructura

PVL(x) = Qn + 511@1171 + EnQn727 (551)

donde Qn(x) = P, (x)/(n + 1). Encuentra una expresion de los coeficientes en funcion de los
coeficientes calculados en el apartado 5.1.2.

Problema 5.5.4 Probar que para los polinomios cldsicos se tienen las siguientes identidades.

o 2" p2at—t? S _ e 1
> ()t aZ n! ST (5.5.2)
n=0 n=0
= (—=1)" 1 2045
Z( ) (O‘f6+ In n PO ()t , (5.5.3)
o n! R(1—2t+R) (14+2t+ R)A

con R=+/1+4t(t+ ).

Problema 5.5.5 Sea la ecuacion de Schriodinger estacionaria unidimensional

h? Uy
~ly - 0 - FEU, zeR,
2m cosh?(ax)

con E < 0. Hacer el cambio s = tanhx y obtener la EDO
2s (L —s%) - B

\I]/
e T Qs

2mE 5 2mU

1 —
- h2a?2’ v= h2a2’

/82:_ 776>O

Resuelve la EDO anterior y calcula las soluciones estacionarias de la ecuacion. El potencial
anterior se conoce como potencial de Posch-Teller y modeliza la interaccion molecular.
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Problema 5.5.6 Resolver la ecuacion de Schrodinger tridimensional

2

K _
— LAY 4 D(e7%T — 27 = B, g= -0
2m 70
Pasa a unidades adimensionales y haz el cambio y = %’e*‘” donde ~* = th?g. Resuelve

primero el caso | = 0. El potencial anterior se conoce como potencial de Morse y también
modeliza la interaccion molecular.

Problema 5.5.7 Para el dtomo de hidrogeno calcula el valor medio de la posicion del electron
en el estado definido por los valores n, Il y m (r)p1m = (Rni|7|Rni). Prueba que sin =1=0,
entonces (r)oo0 = ap = h?/(2a). Prueba ademds que en el estado definido por los valores n,
y m la media de la energia potencial

V() ngm = BtV (r)| Ru1)

es la mitad de la energia total E,, ;.

Caleula (rYynim y (V(r))nim para el oscilador arménico tridimensional.
Problema 5.5.8 La ecuacion de Klein-Gordon
[\ 2
Age + (EKG’ + ;) — 1| Yre =0,
se puede resolver usando el método de separacion de variables obteniéndose para sus soluciones

la expresion Vig(r,0,¢) = R(r)r='Y;,.(0,¢), siendo Y, los armdnicos esféricos y R(r) las
soluciones de

,u>2_1_l(l+1)

R”%KE+; > }R:O

Demuestra usando el método descrito al final de capitulo que las soluciones se expresan mediante
la formula

T 1 1 2
R(z) = Nl,ne_ﬁru+1Liu+1 (2ar), V= —5 + \/(l + 5) — u2,

donde LS son los polinomios de Laguerre y determina el factor de normalizacion Ni,,.

Problema 5.5.9 Aplica el método de factorizacion de Schrodinger para resolver las siguientes
EDOs

1. Los esféricos armonicos generalizados®, definidos por la expresion y(0) = sen” 0(6)
donde y satisface la EDO

y  (m+y)m+y-1)
vy = 2
sen? @

y+A+97)y=0.

2. La ecuacion de onda para una “peonza” simétrica. La funcién de onda V(0,p,v) =
O(0)e'Eee™MY  donde la funcién © es tal que y(0) = senz 0 O(0), e y satisface la EDO

(M —-H(M+1)+ K> —2MK cosd

sen2 6

"N

1
y+(A+K¢+Z)y:Q
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3. La parte radial de la ecuacion de Schrodinger para s osciladores de Plank unidimensionales

\I]// _'_

5—1\1[,_ [n(n—l—s—Q)

3 +7’2]\Il+)\\ll:(), n=0,1,2,...,

r

donde r*> =3 ";_, x2. Si hacemos el cambio V(r) = r1=5)/2y(r), y satisface la EDO

y//_ [(n+§_%)(n+§_%)

2 +r2}y+)\y20.

4. El problema de Kepler generalizado. En este caso R satisface la EDO

2 2 (1440 1 1
QN N it e 0 FYS VR S (S QL S
r r (n+7)

r2

Problema 5.5.10 Usando el método de factorizacion del apartado 5.4 obtén las soluciones
para el caso de los polinomios de Legendre, Gegenbauer y Jacobi.
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Anexo A: Breve introduccion al
analisis funcional

A.1. Introduccion: Estacios métricos y espacios norma-
dos

Definicién A.1.1 Un espacio métrico es un par (X,7) donde X es un conjunto y 7 := 7(x,y) es una
funcién real (univaluada) no negativa definida para todos x,y,z € X tal que

1. Mz,y) =0<=2x =y,
2. #(x,y) =7y, x),

3. M, z) < 7w, y) + 7y, 2).

Normalmente se dice que X es el espacio y 7 su métrica.

Por ejemplo, el espacio X = R™ de las n-tuplas z = (x1,x2,...,x,) con la métrica

n 1/p
", y) = (Z rwk—ykrp> L op>1,
k=1

es un espacio métrico. Otro ejemplo de especial importancia es el espacio de todas las sucesiones reales
(o complejas) © = (21, Z2,...,%n,...) tales que Y o |zx[P < 400 con la métrica

[e%¢) 1/p
Fa,y) = (Z rwk—ykrp> L op>1
k=1

Dicho espacio lo denotaremos por IP. Un caso particular de estos espacios corresponde al caso p = 2
que conduce al espacio métrico (% de Hilbert.

Como ultimo ejemplo consideraremos el espacio X = CJ, 4, es decir, el espacio de las funciones
continuas definidas sobre el segmento [a, b]. Definamos en X la métrica

o= ( | ) - o)) R

El par obtenido Cp([a, b]) es un espacio métrico. Como caso particular (de especial relevancia) tenemos
el caso p =2, i.e., X = Clgy v 7 es la funcién

b
p(f,9) = \// |f(x) — g() %

119
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El espacio L?(a,b) de las (clase de equivalencia de las) funciones de cuadrado integrable en [a, b] que
vimos el el capitulo 3 es una generalizacion de este espacio.

Definicién A.1.2 Sea X un espacio métrico, xo € X y r > 0. Definiremos la bola abierta B(xo,r) al
conjunto
B(zg,r) = {z € X; #(xg,x) <1},

bola o esfera cerrada S(xo,r) al conjunto

S(zg,r) ={x € X; #(xg,x) <1}

Definicién A.1.3 Se dice que el conjunto M C X es abierto en X si todos sus puntos (elementos) se
pueden encerrar en una bola abierta contenida completamente en M. Un conjunto M C X es cerrado
en X si es su complementario en X, X\M es abierto.

Las bolas abiertas B(xzg,¢) se suelen denominar e-vecindades (o entornos) de xy. Es evidente que
toda e-vecindad de x( contiene al propio zg.

Definicion A.1.4 Un punto xg se denomina punto interior del conjunto M C X si existe un € > 0
tal que B(zo,e) C M.

De lo anterior se deduce que el conjunto M C X es abierto si y sélo si todos sus puntos son interiores.

Definicién A.1.5 Por aplicacion (operador) o funcion entenderemos una regla T que le hace corres-
ponder a cada elemento del subconjunto D(T) C X un unico elemento del espacio métrico Y. Ast,
T:X—=Y,y=Tzr oy=T(x), dondex € D(T) C X ey € Y. Al conjunto D(T) C X se le denomina
dominio de la aplicacion. Si a cada x € D(T) le corresponde un valor y = Tx € Y diremos que Tx es
la imagen de x sequn T. Al conjunto de todas las imdgenes Tx le denominaremos imagen de T y le
denotaremos por 1(T).

Definicién A.1.6 Una aplicacion T : D(T) C X — Y se llama sobreyectiva si todo elementoy de Y
es imagen de algin elemento x del dominio. Una funcion se llama inyectiva si todo elemento y de la
imagen de T es imagen a lo sumo de uno y sélo un elemento x del dominio. Una aplicacion inyectiva
y sobreyectiva se denomina biyectiva.

Es decir una aplicacion es sobreyectiva si, para todo y € Y, la ecuacion T'r = y tiene al menos una
solucion, e inyectiva si la ecuacion anterior tiene o bien una tnica solucién, o bien no tiene solucién.
Asi mismo, T es biyectiva si para todo y € Y, la ecuacién Tx = y tiene una y sélo una solucién.

Para las funciones inyectivas se puede definir la aplicacion inversa.

Definicién A.1.7 SeaT : D(T) C X — Y una aplicacion inyectiva. Definiremos su aplicacion inversa
T ala aplicacion T~ : I(T) C Y +— D(T) C X tal que a cada elementoy € I(T) le hace corresponder
un unico x € D(T) tal que Tz = y.

Definicién A.1.8 La restriccion de una aplicacion T : D(T) C X — Y a un subconjunto B C D(T)
es la aplicacion T|p que se obtiene de T' cuando = se restringe al conjunto B C D(T).
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Definicién A.1.9 La extension de una aplicacion T : D(T) C X — Y a un subconjunto C' D D(T')
es la aplicacion T tal que T|pry =T, i.e., Tx = Tx para todo v € D(T).

Definicién A.1.10 Una aplicacion T : D(T) C X — Y es continua en xg € D(T) si para todo
e >0, existe un § > 0 tal que Vx € D(T) con 7(z,70) < es tal que®® o(Tx, Txg) < €. Se dice que T
es continua en todo M C D(T) si T es continua en todo x € M.

Definicién A.1.11 La imagen inversa de y € Y es el conjunto de todas las x € D(T) tales que
Tz =y. La imagen inversa de un subconjunto N C'Y es el conjunto de todas las x € D(T) tales que
Tz =y para todos y € M.

La imagen inversa de un elemento y € Y puede ser el conjunto vacio, un unico punto (elemento) de
D(T) o un subconjunto M C D(T).

Proposicién A.1.12 Una aplicacion T : D(T) C X — Y es continua si y solo si la imagen inversa
de cualquier subconjunto abierto (cerrado) de Y es un subconjunto abierto (cerrado) de X.

Demostracién: = Sea T continua y sea S C Y un abierto. Sea Sy la imagen inversa de S. Si Sy = () la
proposicién es trivial asi que asumiremos que Sy # 0. Sea xg € Sy cualquiera y sea yo = Txg € S su
imagen. Como S es abierto existe una bola B(yg,e) C S. Pero T es continua asi que existe una bola
B(xg,9) tal que T(B(x,d)) C B(yp, ). Pero como B(yg,e) C S, entonces necesariamente B(zg,d) C
So, luego xg € Sy es interior y en virtud de que xg € Sy es arbitrario, Sy es abierto.

< Sea T una aplicacién tal que imagen inversa de cualquier subconjunto abierto de Y es un subconjunto
abierto de X. Sea xy € Sy cualquiera e yg = Tzy € S. Sea B(yp,e) C S una bola de radio ¢
arbitrario. Sea Sy la imagen inversa de dicha bola B(yp, &) que es un abierto. Entonces existe una bola
B(zg,6) C Sy tal que T(B(x0,9)) C B(yo,e) C S, i.e.,, T es continua en xy. Como x( era arbitrario,
entonces T es continua en D(T)). O

Definicién A.1.13 Sea M C X. Diremos que x € X es un punto de contacto (o adherente) de M
st en cualquier bola B(x,e), € > 0 hay al menos un elemento de M. Asi mismo, diremos que x es
un punto de acumulacion (o punto limite) de M si en cualquier bola B(z,e), € > 0 hay al menos un
elemento de M distinto de x, o equivalentemente, en cada bola B(x,€), € > 0 hay infinitos elementos
de M. Un punto x se denomina aislado de M si existe una bola B(z,¢€), € > 0 que no contiene ningin
elemento M excepto el propio x.

Es facil ver que si M solo contiene puntos aislados entonces M es cerrado (pues X\ M es abierto).
De lo anterior se deduce ademas que los puntos de contacto de M o bien son puntos limites, o bien
son aislados.

Definicién A.1.14 Dado un subconjunto M € X, se denomina clausura de M al conjunto M de los
elementos de M y sus puntos de contacto.

De lo anterior se sigue que M = M U {conjunto de sus puntos limites}.

Por ejemplo, si X = Q, entonces Q = R pues todo z € R es un punto limite de Q (;por qué?).

23 Aqui 7 denota la métrica de X y o la de Y.
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Proposicién A.1.15 Un subconjunto M € X es cerrado si y sélo si M = M. Asi, como M C M,
entonces M es el menor conjunto cerrado que contiene a M.

Demostracién: = Sea M cerrado. Como M C M basta probar que M O M. Como M es carrado,
entonces X \ M es abierto asi que para todo z € X\ M existe una bola B(z,r) completamente
contenida en X \ M, i.e., B(x,r) no contiene puntos de M, luego = ¢ M, es decir, z € X\ M, asi que
X\M CcX\ M, ie McC M.

< Asumamos que M = M. Probaremos que X\ M es abierto. Sea = ¢ M, entonces z ¢ M. Entonces
x € X\ M. Como 2 ¢ M entonces x no es un punto adherente de M asi que debe existir al menos
una bola B(z,r) que no contiene a ningin elemento de M, es decir z € X\ M es un punto interior
del conjunto € X'\ M. Como =z es arbitrario, X \ M es abierto luego M es cerrado. O

Definicién A.1.16 Un subconjunto M C X es acotado si su didmetro d(M) = sup, ) 7(z,y) es es
finito.

Definicién A.1.17 Dada una sucesion (xy), de elementos de X, diremos que (x,), es acotada si
existe un subconjunto M C X acotado tal que x, € M para todo n € N.

Lo anterior es equivalente a que exista un z € X y un nimero K > 0 tal que 7(x, z,,) < K para todo
n € N.

Definicién A.1.18 Una sucesion (x,), de elementos de X es convergente, y lo denotaremos por
limy, 00 T, = x, si existe un x € X tal que para todo € > 0 existe un N € N tal que para todo n > N,
7z, xy) < €. En caso contrario diremos que () es divergente.

Noétese que en la propia definicién de limite esta explicito que el limite ha de ser un elemento de X.
Por ejemplo, sea X el intervalo abierto (0,1) con la métrica habitual de R. La sucesién z,, = 1/(n+1)
no tiene limite en X ya que claramente 1/(n 4+ 1) =3 0 pero 0 & (0, 1).

Definicién A.1.19 Una sucesion (x,), de elementos de X se denomina de Cauchy o fundamental si
eziste para todo € > 0 existe un N € N tal que para todo n > N y todo p € N, 7(xy,, Xnip) < €.

En R toda sucesion es convergente si y solo si es de Cauchy. Esta propiedad fundamental de R no
es cierta para cualquier espacio métrico X. Por ejemplo, si escogemos nuevamente X como el intervalo
abierto (0, 1) con la métrica habitual de R, la sucesién x,, = 1/(n + 1), que es de Cauchy (;por qué?)
no tiene limite en X.

Definicion A.1.20 Un espacio métrico X se denomina completo si y solo si toda sucesion de Cauchy
de elementos de X converge (a un elemento de X).

Por ejemplo, el espacio X = R con la métrica usual de R, es completo. También lo es X = C con la
métrica usual de C. Sin embargo Q, el conjunto de los nlimeros racionales, es incompleto (por qué?),
y el conjunto X = (0,1) de antes también lo es. El espacio métrico (de Hilbert) [? es completo no asf el
espacio Cs([a, b]).

Teorema A.1.21 Un subespacio M de un espacio métrico completo X es completo si y solo si es
cerrado en X.
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Demostracién: = Sea M completo. Probaremos que M = M. Sea x € M cualquiera, entonces existe
(;por qué?) una sucesion de elementos de M que converge a x. Entonces (x,,), es de Cauchy (pues es
convergente) pero M es completo, luego z € M, ie., M = M.

< Sea M cerrado (i.e., M = M) y (z,), una sucesién de Cauchy en M. Entonces lim,, oo T, = T
con z € X (X es completo). Pero entonces € X es un punto de acumulacién de M, ie., z € M y
como M es cerrado x € M, i.e., toda sucesion de Cauchy en M tiene limite en M, i.e., M es completo.
O

Definicién A.1.22 Un subconjunto M C X es denso en X si su clausura M = X.

De la definicién anterior se infiere que si M es denso X entonces cualquiera sea la bola B(z,e) (por
pequenio que sea € > 0) siempre contiene puntos de M. En otras palabras, cualquiera sea z € X,
siempre tiene elementos de M tan cerca como se quiera.

Por ejemplo Q es denso en R pues como ya hemos visto Q = R.

Definicién A.1.23 Un espacio métrico X es separable si contiene un subespacio numerable®* M C X
denso en X.

Asi pues, R es separable pues Q es numerable y denso en R. Usando la separabilidad de R se puede
probar que % también es separable.

Definicién A.1.24 Un espacio métrico X se denomina compacto si cualquier sucesion (x, ), de ele-
mentos de X tiene una subsucesion convergente.

Entenderemos que M C X es compacto si M es compacto como subconjunto de X, i.e., cualquier (x,),
de elementos de M tiene una subsucesion convergente en M.

Lema A.1.25 Si M C X es compacto, entonces M es cerrado y acotado.

Demostracién: Sea M compacto y sea & € M cualquiera. Como = € M entonces existe una sucesién
(zn)n en M tal que x, "% 2 € X. Como M es compacto, entonces z € M, luego M = M por lo que
M es cerrado.

Supongamos que M es no acotado. Entonces existe al menos una sucesién (z,,), de elementos de
M tal que, fijado un b € M arbitrario, se tiene que 7(x,,b) > n (;por qué?). Dicha sucesién obvia-
mente no puede tener ninguna subsucesién convergente (pues caso que la tuviera ésta fuese acotada)
y por tanto M no puede ser compacto. d

El reciproco es falso. Por ejemplo escojamos X = [2 y sea el conjunto M de los vectores ej, = Ok i
i.e., vectores que todas las coordenadas son cero excepto la k-ésima que es 1. Obviamente |leg| = 1.
Ademas todos los puntos de M son aislados (;por qué?), por tanto M es cerrado. Ahora bien, como
M solo tiene puntos aislados, M no tiene ningin punto de acumulacion por lo tanto ninguna sucesién
que escojamos de elementos distintos de M contiene una subsucesién convergente.

24Un conjunto M cualquiera se denomina numerable si se puede poner en correspondencia biunfvoca con
N = {1,2,3,...}. Es decir, existe una correspondencia biunivoca entre los elementos de M y los niimeros
naturales. Por ejemplo, Q es numerable, pero R no lo es.
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Definicion A.1.26 Un espacio vectorial X se denomina espacio normado si para todo x € X existe
un nimero real denominado norma, y que denotaremos por ||x||, que cumple con las condiciones

1. Para todo x € X, ||z|| > 0 y si ||z]| = 0 entonces z = 0.
2. Para todo x € X y A € R, || \z|| = |\|||=]|,

3. Para todos x,y € X se tiene la desigualdad triangular

[z +yll < ] + [yl (A.1.1)

Es evidente que si en un espacio normado X definimos la funcién 7(z,y) = ||z — y||, esta satisface los
axiomas de la definicién A.1.1, i.e., todo espacio normado es un espacio métrico. La funcién 7 anterior
se denomina métrica inducida por la norma.

Definicién A.1.27 Un espacio normado completo (en la métrica inducida por la norma) se denomina
espacio de Banach.

Asi, el espacio 12, de todas las sucesiones x = (21,72,...,Zn,...) reales (o complejas) tales que

> rey |zk* < 400 con la norma ||z]| = (372, \xk\Q)l/z, es un espacio de Banach, pero el espacio de
1/

las funciones continuas en [a,b] con la norma | f| = < fab lf (x)\Q) es un espacio normado pero no

de Banach (;por qué?).

Esté claro que todo espacio normado es un espacio métrico con la métrica inducida por la norma,
pero no a la inversa (construir un contra ejemplo como ejercicio).

Obviamente en los espacios normados podemos definir la convergencia de sucesiones, sucesiones
de Cauchy, etc.. Basta considerarlos como espacios métricos con la métrica 7 inducida por la norma:

ma,y) =z —yl.
Consideremos ahora un caso particular de las aplicaciones introducidas en la definicién A.1.5.
Definicién A.1.28 Una aplicacion (operador) es lineal si

1. El dominio de T, D(T), y la imagen de T, I(T'), son ambos espacios vectoriales sobre el mismo
cuerpo K (R o Z).

2. Va,p €K, Va,yeD(T), T(az 4 By) = oT(x) + BT (y).
Definicién A.1.29 Sean X e Y dos espacios normados y sea el operador T : D(T') — Y lineal. T es

acotado si existe ¢ > 0 tal que®®

ITx| < cllz|, Vo € D(T). (A.1.2)

25Se sobrentiende que ||z|| es la norma en X y || Tz es en Y.
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De lo anterior se sigue que si T es acotado, entonces para todo x # 0,

<cg, Ve € D(T), x # 0. (A.1.3)

El menor valor de ¢ para el cual (A.1.2) se cumple lo denotaremos por ||T’|| y se denomina norma del
operador lineal T'. De hecho se tiene que

Tx
I = sup 1220
sex\(oy 17|l

(A.1.4)

Si T'= 0 obviamente ||T']| = 0. Ademés de (A.1.2), tomando infimos en ¢ obtenemos

[Ty
vyeX, = <|Tl <= Tyl <[Tlllyll-

Iyl

Es fécil probar que ||T'|| es una norma, es decir se cumplen los axiomas de la definicién.

Teorema A.1.30 Sea T : D(T) C X — Y wuna aplicacion lineal de un espacio normado X a otro
espacio normado Y. Entonces

1. T es continuo si y sélo si T es acotado.

2. Si T es continuo en algin xo € D(T), T es continuo en D(T).

Demostracién: Asumiremos que 1" no es el operador nulo.

1. = Sea T acotado y sea xy € D(T) cualquiera. Como 7" es lineal y acotado, entonces
T2 — Txol| = |T(z — xo)l| < [Tz — zoll.

Entonces, para todo ¢ > 0, existe un § = ¢/|T|| > 0 tal que, para todo = con ||z — z¢| < J,
|Tax — Txo| < e, ie., T es continuo en D(T).

< Sea T lineal y continuo en z¢ € D(T') cualquiera. Entonces para todo € > 0, existe un § > 0
tal que, para todo x con ||z — x| <, ||Tz — Tzo|| < €. Sea y # 0 en D(T') cualquiera. Escojamos z
tal que

= |z—axo||<d = ||Toz—Tx| <e.

o o
T=20+ 7Y — T—To= 57 Y
2yl 2yl

Ademads, para dichos x tenemos, usando la linealidad de T', que

1)
| T — Tao| = |7 — o) | = HT y
20y

2¢e
= 1Tyl <e = [Tyl <yl
H 2llyll 9

luego T es acotado.

2. Nétese que en la prueba anterior se probé que si T' era continuo en un punto xg € D(T),
entonces era acotado en D(T'). Pero entonces por 1, al ser acotado en D(T'), es continuo en D(T). O

Finalmente concluiremos con una seccién sobre los espacios de Hilbert separables que complementa
los apartados 4.1 y 4.2.
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A.2. Espacios de Hilbert separables

Definicion A.2.1 Dado un vector x € H definiremos la serie de Fourier respecto al sistema ortonor-
mal ()02, a la serie

o
5 = Z Cndns (A.2.1)
n=1
donde los coeficientes vienen dados por las expresiones
cn = {(x,¢pn), VYn>1. (A.2.2)
Teorema A.2.2 Sea H el subespacio lineal de H generado por los vectores ¢p1,¢p2 ..., ¢0n, n € N, i.e.,

H = span (¢1,¢2...,¢n). Entonces
n
. N2 — 2 2
gg}!\x q||” = [|z| ;!%\

donde ¢y, son los coeficientes definidos en (A.2.2) y se alcanza cuando q es la suma parcial de la serie

de Fourier (A.2.1)
= ckon.
k=1

Demostracién: Sea g, = Y ,_; axPr. Calculamos

n

(@ = giw—gi) = 2> =Y Gllorl® +D_(ar —c)lloxl>

k=1 k=1

Obviamente la expresién anterior es minima si y sélo si ar = ¢ para todo k € N, i.e., g, = sp. O

Noétese que

o2 ~ (z, ) N (@), N\ 2 4 = |(z, or)|?
I = sl < 2 g " Zrmu2‘f’k> Il =22 S

= (A.2.3)
kN [(z, )| <¢m,¢k 2 |(x 2 s 2
+2 3 (IRt e - 5 R o= S
k=1m=1 m k=1
Como corolario de lo anterior tenemos que
n
L= llo = sall> = 2l = Yl 2 0, ¥neN,
k=1
luego
oo
D lerl < =), (A.2.4)
k=1

por lo que la serie 32 | |cx|? converge (;por qué?) y por tanto

nh_)rgo e =0 = nh_)rgo(x,qﬁw = nli)rr;()(tbk,@ =0. (A.2.5)
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La desigualdad (A.2.4) se conoce como desigualdad de Bessel. Notese que una condicién nece-
saria y suficiente para que la serie de Fourier (A.2.1) converja a x (en norma) es que

Il = i e |* = i [, bn) .
k=1 k=1

Esta igualdad se denomina comunmente igualdad de Parseval y es, en general, muy complicada de
comprobar.

Definicién A.2.3 Se dice que un sistema de vectores linealmente independientes (¢n)n €s completo
en X C H si para todo vector x € X C H y cualquiera sea € > 0 existe una combinacion lineal

n
l, = Zakqﬁk tal que |z —1,|| <e.
k=1

En otras palabras cualquier vector x € X C H se puede aproximar en norma tanto como se quiera
mediante alguna combinacién finita de vectores del sistema (¢, ),. Esta definicién es equivalente a
decir que H es el menor subespacio vectorial cerrado que contiene al conjunto ¢1, ¢o, ... ((¢,), genera
a todo H).

Definicién A.2.4 Un sistema ortogonal (ortonormal) completo de X C H se denomina base ortogonal
(ortonormal) de X C H.

Por ejemplo, los sistemas (ex); definidos por (A.2.6) y (A.2.7) son bases ortogonales completas de C"
y lz, respectivamente

er = (1,0,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0), ..., en = (0,0,0,...,1), (A.2.6)

er = (1,0,0,0,...), es = (0,1,0,0,...), e, = (0,0,1,0...), ... . (A.2.7)

Teorema A.2.5 Sea H un espacio de Hilbert y sea el sistema ortonormal de vectores (¢n)52, de H.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. (¢n)n es completo en X C H.

o0

2. Para todo x e X CH, z = Z(x,¢k>¢k.
k=1

3. Para todo x € X C H, se cumple la igualdad de Parseval
o0
21> = {2, ) >
k=1

4. Si(x,¢r) =0 para todo k € N entonces x = 0.

Demostracién: 1)<» 2) Cualquiera sea z € H construimos la serie de Fourier (A.2.1) y sean s, =
> h_1 Ck¢k sus sumas parciales. Usando 1) y el teorema A.2.2 tenemos

Ve >0, 3N €N tal que ||z — sy <e.
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Pero como para todo n > N, ||z — s,|| < ||xr — sy|| (basta usar la identidad (A.2.3)), entonces para
todo n > N, ||z — sy| <, es decir, lim,,_o s, = = de donde se sigue 2). Obviamente 2) implica 1)

(;por qué?).
2)—3) Tomando el limite n — oo en (A.2.3) y usando 2) (lim, o ||z — s,|| = 0), se sigue 3).
3)—4) Si para todo k € N (z, ¢x) = 0, entonces de 3) se deduce que ||z|| = 0, luego x = 0.

4)—2) Por sencillez consideremos que el sistema (¢,), es ortonormal. Sea y, = 22:1 CLPr,
cx = (z,¢r) . Usando la desigualdad de Bessel (A.2.4) se sigue que la serie Y oo, |cn]? es una serie
convergente y por tanto la cantidad

n-+p

llyn — yn-i-pH2 = Z ’ck“27

k=n-+1

se puede hacer tan pequena como se quiera, i.e., la sucesion y, es de Cauchy, luego es convergente.
Sea y su limite. Probemos que y = .

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz
(Y &%) — (Yns B = (¥ — Y, @) < Mlym — yllll k],

deducimos que limy,—, oo (Yn, ¢x) = (y, ¢) para todo k € N. Pero

n

(Un: 0) = D (00 (brs &5) = (3, 0k), VE <,

j=1

luego (x — yn, o) = 0 para todo k < n de donde, tomando n — oo deducimos que (z —y, ¢r) = 0 para
todo k € N, luego por 4) x —y = 0. O

Nota A.2.6 La equivalencia entre 1 y 2, asi como las implicaciones 2 — 3 — 4, son también ciertas
para espacios euclideos cualesquiera (no necesariamente completos).

A partir del apartado 4 del Teorema A.2.5 se sigue el siguiente corolario:

Corolario A.2.7 Sea el sistema ortonormal completo (¢n)n y sean z,y € X C H tales que (x, ¢x) =
(y, o) para todo k € N, entonces x = y.

En otras palabras, dos elementos de H con iguales coeficientes de Fourier son iguales, por tanto
cualquier vector de H queda biunivocamente determinado por sus coeficientes de Fourier.

Definicién A.2.8 Se dice que un sistema ortonormal (¢p,), es cerrado en un espacio euclideo E si
para todo vector x € E se cumple la igualdad de Parseval

oo oo
Dol = e o) = ll=>.
k=1 k=1

De la definicién anterior y el Teorema A.2.5 se sigue que un un sistema ortonormal (), es
completo en un espacio de Hilbert H si y s6lo si (¢y,), es cerrado en H.
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Teorema A.2.9 Todo espacio de Hilbert H separable tiene una base ortonormal.

Demostracién: Como H es separable, existe un conjunto numerable de vectores (¢, ), denso en H. Si de
dicho conjunto eliminamos aquellos vectores ¢; que se pueden obtener como combinacién lineal de los
anteriores ¢;, j < k obtenemos un sistema completo de vectores linealmente independientes de H. La
base ortonormal se obtiene al aplicar a dicho sistema el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidst.
O

El teorema anterior se puede generalizar a cualquier espacio euclideo separable.

Teorema A.2.10 (Riesz-Fischer) Sea (¢n,)n un sistema ortonormal en un espacio de Hilbert H y
sean los nimeros ci, ca, ..., Cp, ...tales que

o0
Z len]? < +o0.
n=1

Entonces, existe un elemento x € H cuyos coeficientes de Fourier son precisamente los niumeros ¢y,
€2y «ovy Cpy ovny €.,

)
Z ‘cn‘z = ”.%'HQ, Cpn = <x7¢n>
n=1

Demostracién: Sea z,, = zzzl ¢ ¢r. Como vimos en la prueba del Teorema A.2.5 la sucesién anterior
es de Cauchy y como H es completo entonces x;, "Z% » € H. Probemos que entonces ¢ = (x, Pg),
k=1,2,.... Para ello notemos que

<$,¢k> = <xn,¢k> + <$ - xn,¢k>

Pero entonces si n > k, (x — x,,¢r) = 0y, por tanto, cx = (z,¢r) = (zn, Pk), de donde se sigue,

tomando el limite n — oo y usando la continuidad del producto escalar que para todo k =1,2,3,...,
’ n—oo .

¢k = (x, ¢). Ademas, como x,, — x, usando (A.2.3), se tiene que

n
22 = 3" fexl? = [|lz — zal? "= 0,
k=1

de donde se sigue el teorema. O

Definicion A.2.11 Una aplicacion U entre dos espacios de Hilbert H y H* se denomina unitaria si

U es lineal, biyectiva y preserva el producto escalar, i.e.S,

<$,y> = <U1’,Uy>* = <.%'*,y*>*

Los espacios H y H* son isomorfos si existe una aplicacion unitaria U : H — H* tal que x* = Ux,
donde r € H y x* € H*.

Como consecuencia de los Teoremas A.2.5, A.2.9 y A.2.10 se tiene el siguiente resultado:

Teorema A.2.12 (del isomorfismo) Cualquier espacio de Hilbert separable H es isomorfo a C™ o
al?.

26Se entiende que (-, -), denota el producto escalar en H* que no tiene por que ser el mismo que en H.
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Demostracién: Como H es separable, en H existe una base ortonormal numerable (ver Teorema A.2.9)
que denotaremos por (¢, )ner, donde I es un conjunto numerable (finito o infinito). Asumiremos que
I es infinito, (I = N) i.e., probaremos el caso cuando H es isomorfo a I? (el caso finito es totalmente
andlogo). Sea z € H y sea la aplicacién U : H ~ [? definida por z* = Uz = Y okerl® dr)er =
Zke 1 TReR € 12, donde (en)n denota la base ortonormal candnica de 12 que ya hemos visto antes. Esta
claro que U es biunivoco, pues dada cualquier sucesién (), de I? por el Teorema de Riesz-Fischer
existe un z € H cuyos coeficientes de Fourier coinciden con dichos valores x,, y por el Corolario A.2.7
dicho elemento es tinico. Ademas, como el producto escalar (x,y) es linear respecto al elemento de la
izquierda (i.e., =), esta claro que U es lineal (probarlo como ejercicio). Finalmente, para probar que
U es unitario usamos, por un lado, que

(z,y) = <Z$k¢k, > ym¢m> => 2Tk,

kel mel kel

y, por el otro, que el producto escalar en I? viene dado por (x*,4*)2 = > ker TkUk, de donde se sigue
que (z,y) = (%, y")z2. O

Definicién A.2.13 Sea M C H un subespacio®” cerrado del espacio de Hilbert H. Denominaremos
complemento ortogonal de M, y lo denotaremos por ML, al conjunto

Mt ={zeH; (x,9)=0, Vye M}.

Nétese que al ser M+ cerrado, es completo (pues H es completo, y todo subespacio M de un
espacio métrico completo H es completo si y sélo si es cerrado en H).

Teorema A.2.14 Sea M C H un subespacio cerrado del espacio de Hilbert H y M* su complemento
ortogonal. Entonces, todo vector x € H admite una wnica representacion de la forma x = y—+y* donde
yeMeyte M.

Demostracién: Como H es separable y M es cerrado en H, entonces M es completo (recordemos
nuevamente que todo subespacio M de un espacio métrico completo H es completo si y sélo si es
cerrado en H) y separable, i.e., M es a su vez un espacio de Hilbert separable por lo que existe una
base orthonormal completa (¢y,), de M. Definamos y = )", (z, ¢,,)¢p,,. Obviamente y € M. Definamos
y+ = z — y. Entonces, para todo n (y*, ¢,) = 0. Ahora bien, cualquiera sea § € M, § = > on Onbn,
luego (y*,4) = 0, es decir y= € M*. Luego cualquiera sea 2 € H, existen y € M y y* € M~ tales
que z = y + y-. Probemos que esta descomposicién es unica. Para ello supongamos que no, i.e.,
supongamos que existen un y' € M,y #y tal que z =y + ¢/, y'* € ML (y obviamente distinta de
y1). Entonces

1
<y,, ¢n> = <x - y, ,¢n> = <xa ¢n> = <ya ¢n> - y/ =Y,
lo que es una contradiccién. O

Si todo elemento de H se puede escribir en la forma z = y+y* donde y € M e y- € M=+, entonces
se dice que M es suma directa de M y M~ y se escribe como H = M @ M. Es facil ver que la nocién
de suma directa se puede extender al caso de un nimero finito o contable de subespacios My, Mo, etc.
Nétese ademés que del teorema anterior se sigue que (ML)+ = M.

Para terminar mencionaremos un teorema sobre funcionales lineales acotados.

27Se entenderd, como el caso de los espacios normados que M es un subespacio lineal de H.
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Teorema A.2.15 (Riesz) Cualquier funcional lineal acotado T : H — K (K es C o R) se puede
representar en términos de un producto escalar, i.e.,

Tz = (x,z),
donde z depende de T y esta univocamente determinado por T y su norma satisface la ecuacion

2]} = 1.

La prueba de este importante teorema se puede encontrar en [E. Kreyszig. Introductory Functional
Analysis with Applications, pag. 188].

A.2.1. Operadores en espacios de Hilbert

Definicién A.2.16 Sea la aplicacion (operador) linear A : E — E', E, E' espacios euclideos. Si existe
el operador lineal A* : E — E tal que para todo v € E ey € E

(Az,y)' = (z, A"y),

lo denominaremos adjunto de A.

Por sencillez asumiremos E' = E.

Por ejemplo sea el operador S : [? — [2
S(.%'l,.%'g,m‘g, .. ) = (0,.%'1,1‘2, .. .),

comunmente denominado operador desplazamiento (shift). Entonces su adjunto S* es el operador
S0
S*(.%'l, L9, T3, .. ) = (.%'2, I3, .. .),

Para los espacios euclideos la existencia del operador adjunto no estd garantizada en general, no
obstante si que lo estd en el caso de los espacios de Hilbert. De hecho, como consecuencia del Teorema
de representacion de Riesz A.2.15 se tiene el siguiente resultado:

Teorema A.2.17 Sea la aplicacion (operador) linear A : H — H', H, H' espacios de Hilbert. Entonces
existe un inico operador A* : H' — H adjunto a A. Ademds, A* es lineal y ||A*|| = || A]|.

Demostracién: Definimos el funcional T,z : H — K, T,z := (Az,y)’. Obviamente, para cada y fijo
Tyx| < [[Az|lllyll < 1AMyl < Kll«ll, vy €',

i.e., T), es un funcional acotado, asi que el teorema de Riesz A.2.15 nos asegura que existe un tnico
vector y* tal que Tyx = (z,y*), para todo € H. Asi, el operador A : H — H’ induce un operador
A* . H' — H con A*y = y*, pues (Azx,y) = (z,y*) = (x, A*y). La linealidad de A* se sigue de la
linealidad de A. Probemos ahora que ||A*|| = ||A||. De la igualdad (Ax,y)" = (x, A*y) y usando que A
es acotado tenemos

[(z, A"y)| = [(Az,y)’| < [[All[lz]l]lyll-
Escogiendo x = A*y obtenemos

. . | A%y .
A y|* < A A*yllllyl = Tl <Al = A" < [A].
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De lo anterior se sigue que A* es acotado. Pero entonces podemos aplicar el mismo razonamiento inter-
cambiando A y A* lo que nos conduce a la desigualdad contraria ||A|| < ||A*|| por tanto ||A|| = ||A*||. O

En adelante asumiremos que H = H’'. Supongamos que H es un espacio de Hilbert de dimensién
finita. Entonces como ya hemos visto, H es isomorfo a C". Sea (ex)r una base de H. Entonces para
todo z € H

n n
x = Zxkek = y=Ax= ZxkAek.
k=1

k=1

Si

n n n n

Aej, = § ajpe; = Y= E a; kT | € = § yiei =
=1 i=1 \k=1 i=1
n
Y = E A Tl 1:1,2,...71.
k=1

Es decir, si consideramos los vectores x,y € C™ con coordenadas x;, y;, ¢ = 1,...,n, respectivamente,

entonces el operador A se puede representar como una matriz (a; ;) i.e., tenemos la aplicacién

A:C"— C", y= Az, donde A es una matriz n X n

n
i,j=1’

ail ai2 ais3 - Gin
a1 az2 a3 - A2n
A= asi1 as2 azs ‘- G3n
Gp1 An,2 an3 - Gpn

Obviamente la matriz de la aplicacion identidad es la matriz identidad.

Notese que lo anterior se puede generalizar al caso de dimensién infinita, sélo que en este caso la
matriz seria una matriz infinita

a1 air2 ai3 ai,n

a1 az2 a23 a2.n

asl agz2 ass3 asgn
A=

an,1 An2 Gang3 an,n

Definicion A.2.18 Sea el operador lineal A : X — Y, X e Y espacios de Banach. Diremos que A es
invertible si existe un operador B, A : Y — X tal que AB = Iy, BA = Ix.

Esta claro que para el caso de dimensién finita, existird el inverso de A si dimX = dimY y la
matriz correspondiente serd la matriz inversa de A. En dimensién infinita la situacién es algo més
complicada. Por ejemplo, el operador desplazamiento S cumple con S*S = I pero SS* # I, luego S
no tiene inverso.

Teorema A.2.19 Sea el operador lineal A : X — X, X espacio de Banach. Si ||Al| < 1, entonces
I — A es invertible y (en norma)

(I—A)~= ZAk, donde A° := 1.
k=0
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Demostracién: Sea la sucesion de operadores (A, ), definida por A,z := X,, = (I+A+ A%+ -+ A"z,
x € X (cualquiera). Obviamente A,, es un operador acotado (probarlo como ejercicio). Probemos que
(Xn)n es de Cauchy (en la norma de X):

Xntp = Xoll = Xns1 + -+ Xnpll = [A a4+ A P2 <A™ o] + -0+ [|A™FPa]|
<[l (A" + -+ AP < fl2ll (AT + -+ AP)

n+1 n—+p HAHnJrl n—aqo
<[zl A" 4+ AP A ) < ||90H1_7HA|| — 0.
Como X es completo (es de Banach) entonces, para cada x € X la sucesién A,z converge a un y € X
que denotaremos por y = Tx. Asi, tendremos el operador T : X — X bien definido. Como A es
lineal, A, lo serd y por tanto T también. Para ello basta tomar el limite cuando n — oo en la igualdad
Ap(ax+Py) = aApx+ LAz, o, € Ky z,y € X. Si tomamos ahora el limite p — oo en la desigualdad
de antes y usamos que X,,4, = A, 1, — Tz, obtenemos
|A]"+
1Tz — Anz|| < ||zl -—777

" 1— [l A]
de donde se sigue que T — A,, es un operador lineal acotado, luego T' lo serd (;jpor qué?). De la
desigualdad anterior se sigue ademas que

Tz — Az _ I+
[zl — 1= [A]

w"i’f’o:h’mfx =T
1—||A] n—oo”

= ||IT = Anll <

Probemos ahora que T' = (I — A)~!. Ante todo notemos que I — A es un operador lineal y acotado y
por tanto continuo?®. Calculemos el producto
(I —A)Tz=(—A) lim Ayz = lim (I — A)A,z = lim (A2 — A- A,z) = lim (z — A" 'z).
n—o0 n—o0 n—oo n—oo
Pero || A" x| < ||A[" |z =30, luego A"z "=5 0, y por tanto (I — A)Tx = z para todo . La
prueba de que T'(I — A)x = z para todo x es andloga y la omitiremos. O

Definicién A.2.20 Denotaremos por L(X) el conjunto de todos los operadores lineales A en X, i.e.,
A: X=X,

Nétese que la prueba del Teorema A.2.19 se puede adaptar para probar que toda sucesiéon de
Cauchy de operadores T), € L(X) es convergente. Si T, es de Cauchy entonces Ve > 0, existe un N € N
tal que Vn e N, n > N y Vp € N, ||T;,4p, — T},|| < e. Luego la sucesiéon X,, := T,z es de Cauchy

1 Ttpz = Tzl < [Tty = Tullllz]| < ellall = [Tatpr — Tuz|] =3 0.
Como X es completo T,z tendra un limite y para cada x, i.e., podemos definir el operador 7" : X — X
por Tx = y. De la misma forma que en la prueba del Teorema A.2.19 se sigue que T es lineal. Para
probar que es acotado usamos la desiguladad anterior:

ITasp = Tuzll _ Tz =Tyl
E- ol =

donde hemos tomando el limite p — oo y usado la continuidad de la norma. I.e., T'— T}, es acotado y

por tanto 7" lo es (7, es acotado). Ademas, de lo anterior se sigue también, tomando el supremo en z,
que |T — Ty, | < e para todo n > N, i.e., T,, "=3° T. Lo anterior nos conduce al siguiente teorema:

1 Tn+pz = Toz|| < [ Toip = Tallllz]] =

28 Aqui usamos el hecho conocido de que toda aplicacién lineal T : D(T) C X +— Y de un espacio normado
(Hilbert) X a otro espacio normado (Hilbert) Y tiene las propiedades: 1. T es continua si y sélo si T es acotada
y 2. Si T es continua en algin zo € D(T'), T es continua en todo su dominio D(T).
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Teorema A.2.21 FEl espacio L(X) es un espacio de Banach respecto a la norma de los operadores.

Una aplicacién directa del Teorema A.2.19 es el siguiente resultado:

Teorema A.2.22 Sea X un espacio de Banach y sea L(X) el conjunto de todos los operadores lineales
A: X+ X. El conjunto E C L(X) de los operadores invertibles en X es abierto en L(X).

Demostracién: Sea A € £(X) un operador invertible. Definamos la bola B(4,1/||A7!]|). Cualquiera
sea B € B(A,1/||A71]) tendremos que

1 _ _
1B — A < A I(B = A)ATH < [|B - A[|A <1,

luego el operador I + (B — A)A~! = BA~! es invertible, por tanto el operador B = (BA™!)A lo ser4,
i.e., todo operador B € B(A,1/||A71||) es invertible, por tanto para cualquiera sea A € E existe una
bola B(A,1/||A7Y||) C E centrada en A, luego E es abierto. O

Definicién A.2.23 Un operador lineal A : X — Y, X e Y espacios de Banach es compacto si para
toda sucesion acotada (xy,), de X, la sucesion (Axy), de Y tiene una subsucesion convergente.

Notese que si A es compacto, A es acotado pues en caso contrario existiria una sucesién acota-
n—oo . 2 ’ s
da (xy,), tal que ||Ax,|| — ooy entonces la sucesién (Az,), no tendria una subsucesién convergente.

Se puede probar que cualquier operator A : H — H, siendo H un espacio de Banach de dimensién
finita es compacto, no obstante la compacidad no es trivial en el caso infinito tal y como muestra el
siguiente ejemplo: El operador identidad I : H — H, H espacio de Hilbert de dimensién infinita no
es compacto. Para probarlo, escojamos una sucesiéon orthonormal (z,,), en H. Como ||z, — z,,|* = 2
para todos n, m € N, entonces la sucesion Iz, = z, no contiene subsucesiones de Cauchy y por tanto
no tiene subsucesiones convergentes.

Teorema A.2.24 Sea A € L(H) un operador compacto y B € L(H) uno acotado, H espacio de
Hilbert. Entonces los operadores AB y BA son compactos.

Demostracién: Sea (z,,), una sucesién acotada de H. Como B es acotado, entonces la sucesion (Bxy, ),
es acotada y como A es compacto, de la sucesiéon (ABz;,), se puede extraer una subsucesién conver-
gente, luego AB es compacto.

Sea ahora (), una sucesién acotada de H. Como A es compacto, existe una subsucesién (Azy, )k
de (Axy,), que converge. Ahora bien, B es acotado, luego es continuo (ver Teorema A.1.30), por lo
que la subsucesién (BAx,, ) converge, luego BA es compacto. O

Definicién A.2.25 Un operador A : H — H, H espacio de Hilbert, se llama hermitico o autoadjunto
si A= A*, i.e.,
(Az,y) = (z,A%y),  Vo,y e H.
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A.2.2. Teoria Espectral de operadores compactos autoadjuntos

En un espacio de dimension finita podemos definir el espectro de un operador como el conjunto
de los autovalores de su correspondiente matriz (en alguna base??), i.e., es el conjunto de los niimeros
complejos A tales que

Az =Xz, x#0. (A.2.8)

Puesto que para cualquier matriz n x n existen n autovalores, en el caso finito es relativamente simple
de estudiar. No asi el caso infinito.

Por ejemplo el operador desplazamiento ya visto antes S : [2 +— (2, S(x1, 22, 23,...) = (0,21, 22, ...),
no tiene autovalores pues la igualdad Sz = Az implica x = 0.

Asfi se precisa de una definicién mas general.

Definicion A.2.26 Sea X un espacio de Banach y A una aplicacion lineal A : X — X. El espectro de
A, que denotaremos por o(A) es el conjunto de nimeros complejos tales que el operador (A — A) es
no invertible, i.e., no existe (\[ — A)~1.

De la definicién anterior se sigue que en dimensién finita o(A) es el conjunto de todos los autova-
lores de A.

Teorema A.2.27 o(A) es un compacto de C (conjunto cerrado y acotado de C) contenido en el
interior del disco cerrado D = {z; |z| < ||Al|}.

Demostracién: Sea £(X) el conjunto de todos los operadores lineales de X en X, X espacio de Banach.
Definamos el operador F' : C — L(X), F'(A\) = A\ — A. Esta claro que F es lineal. Como para todo
w, A€ C, ||F(u) — F(N)| = | — A, entonces F' es acotado y por el Teorema A.1.30 F' es continuo (en
A) en la norma de los operadores.

Sea E C L(X) el espacio de las aplicaciones invertibles. Si A € o(A), entonces Al — A no es
invertible, luego para A € o(A) no existe el inverso de F, i.e., 0(A) es la imagen inversa F~! de
LX)\ E, 0(A) = F7Y(£L(X)\ E). Como FE es abierto (Teorema A.2.22) entonces £(X) \ E es cerrado,
y como F es continua entonces por la Proposicién A.1.12, F~1(£(X) \ E) es cerrado, luego o(A) lo
serd. Escojamos ahora A tal que |A| > ||Al|, entonces [[A"1A|| < 1 asf que (I — A"t A) es invertible y
por tanto AI — A lo serd. Entonces para dichos A tendremos que A € o(A), i.e., o(A) € B(0,||4]|). Es
decir, o(A) es cerrado y acotado, por lo tanto es compacto (en dimensién finita cerrado y acotado es
equivalente a compacto) contenido en el interior de la bola cerrada B(0, || A4]|). 0

Teorema A.2.28 Sea H un espacio de Hilbert y A una aplicacion lineal A : H — H hermitica
(autoadjunta). Entonces todos los autovalores de A (si los tiene) son reales. Ademds los autovectores
correspondientes a autovalores distintos son ortogonales.

Demostracién: Sea A un autovalor de A y x su correspondiente autovector, que sin pérdida de ge-
neralidad asumiremos normalizado ||z|| = 1. Entonces, usando que Az = Az y que A es hermitico,

tenemos _ _
(Az,z) = (x, Az) = A|z|| = A|z]| = A= A= e R.

Sea Axy = AMx1 y Axe = Aaxs. Entonces como A es hermitico
(Az1,29) = (21, Axe) =  Ai(x1,22) = (1, 22) = (A1 — Ao){(x1,22) =0,

de donde se sigue que si A\; # Ay entonces x1 y 2 son ortogonales. |

29Es un hecho conocido del dlgebra lineal que los autovalores de un operador no dependen de la base escogida.
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Teorema A.2.29 Sea A un operador compacto en un espacio de Hilbert y (¢n)n una sucesion orto-
normal de H. Entonces lim,_ o A¢p, = 0.

Demostracién: Supongamos que el teorema es falso, entonces para algin £ > 0 ha de existir una
subsucesién (¢, )n tal que ||A¢y, || > € para todo n € N. Como A es compacto y la sucesioén (¢, )n €s
acotada, entonces hay al menos una subsucesién convergente (¢, )n tal que lim,, oo Aoy, = 1 # 0.
Entonces

0 # [9* = (¥,9) = lm (A, v) = lm (¢, A"¥) =0,

pues A*y € H y por tanto (¢, , A*1) es, escencialmente, el m,, coeficiente de Fourier ¢,,, de A*y el
cual sabemos que tiende a cero si n — 0o (A.2.5). 0

Como hemos visto en dimensién infinita un operador lineal A en general puede no tener autova-
lores. No ocurre asi con los operadores compactos y autoadjuntos.

Teorema A.2.30 Sea H un espacio de Hilbert y A un operador lineal A : H — H autoadjunto
(hermitico) y compacto. Entonces A = ||A]| o A = —||A|| es un autovalor de A.

Demostracién: Ver, por ejemplo, L. Debnath & P. Mikusinski - Introduction to Hilbert spaces with
applications, Academic Press, 1990. Teorema 4.9.8 pag. 182.

a

Del teorema anterior se sigue que todo operador compacto y autoadjunto tiene siempre al menos
un autovalor. De hecho se tiene el siguiente teoremas:

Teorema A.2.31 Sea H un espacio de Hilbert separable y A una aplicacion lineal A : H — H
autoadjunta (hermitica) y compacta. Entonces A tiene un nimero finito de autovalores A, reales

distintos o si es infinito, entonces, es numerable y si lo ordenamos de mayor a menor A, — 0.

Demostracién: Del teorema A.2.30 se sigue que el conjunto de autovalores no es vacio, luego estd com-
puesto por un numero finito o infinito de elementos (que son nimeros reales por el Teorema A.2.28).
Sea A1 tal que |A\1] = ||A]| y sea x1 el correspondiente autovector (normalizado a la unidad, i.e.
|z1|| = 1). Sea Hy = H y definamos Hj el espacio de todos los vectores ortogonales a x1, i.e.,

Hy = {CE € H| <$,$1> = 0},
es el complemento ortogonal de x;. Pero, para todo x € Ho,
(Az,x1) = (x, Az1) = M {x,21) =0

es decir, Hy es invariante respecto a la acciéon de A. Sea Alp, la restriccién de A al espacio Hy. Si
Alg, no es el operador nulo, entonces podremos aplicar el mismo razonamiento de antes, por lo que
existird Ao y z2 tales que || = ||A|m, ||, donde ademds es obvio que |A2] < |A1]. Asi podemos seguir
hasta que en cierto paso k Alg, = 0 obteniendo la sucesién finita de autovalores (A)}_; con sus
correspondientes autovectores normalizados®® (z;)7_, tales que

Al = [[Afg | = Aol = Al | = - = Al = [[Als, [l

30Es importante destacar que para cada Ag, k =1,2,3,... puede haber més de un autovector.
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Si Alm, # 0 para todo k € N, entonces existen infinitos autovalores distintos A,, con sus corres-
pondientes autovectores x,, normalizados (que pueden ser mas de uno), que son numerables pues H es
separable (jpor qué?). Ahora bien, por el Teorema A.2.29 tenemos

0= lim ||Az,|? = lim (Az,, Az,) = lim |\,|?
n—00 n—00 n—00
de donde se sigue que A\, %00, O

Existe otra forma de probar que A, "Z30. En efecto, supongamos que hay infinitos \,, distintos
n—o0

pero que A, —~ 0. Entonces existe un e > 0 tal que infinitos \,,, son tales que |\,, | > ¢. Construyamos
con dichos elementos una sucesién que denotaremos por (A;)x. Como todos los elementos de (Ag) son
distintos, el Teorema A.2.28 garantiza que sus correspondientes autovectores son ortogonales xy, i.e.,
(g, Tk,) = 0. Si calculamos ahora la norma

Az — Ag]* = [Nespirp — Mewrl* = [Aerpl® + A? > 267, Vh,p €N

es decir, la sucesién (Axy), no contiene ninguna subsucesién de Cauchy y por tanto no contienne
ninguna sucesién convergente (;por qué?) lo que contradice que A sea un operador compacto.

Del teorema anterior se sigue ademés que los espacios ker(Ayl — A), para cada \g, K =1,2,3,...
n—oo

son de dimension finita, pues en caso contrario A, —~ 0.

Teorema A.2.32 (Teorema espectral) Sea H un espacio de Hilbert y A una aplicacion lineal A :
H — H autoadjunta y compacta. Eziste una sucesion numerable (finita o infinita) de autovectores
ortonormales (xy,), de H cuya correspondiente sucesion de autovalores denotaremos por (A,)n tales
que,

Ax = Z AT, Tp) Ty, YV € H, (A.2.9)
donde se tiene que:

1. En (A.2.9) aparecen todos los autovalores de A.
2. Sila sucesion (), es infinita se puede reordenar de forma que A\, 0.

3. Los correspondientes espacios ker(A\,I — A), para todo n = 1,2,3,... son de dimension finita,
siendo la dimension de estos el nimero de veces que aparece un mismo A\ en la formula (A.2.9).

Demostracién: Utilizando la misma construccién que usamos en la prueba del teorema A.2.31 obtene-
mos una sucesién de autovalores (A;)j_, con sus correspondientes autovectores normalizados (xy)}_,
(para cada A\; puede haber mds de un autovector, en funcién de la multiplicidad del mismo) tales que

ALl > Xo| > - > A
Durante el proceso hemos construido ademas la cadena de subespacios invariantes respecto a A
H=H, 2H; 2 :--- 2 H,
donde Hyyq = {x € Hy | (z,2;) =0, j=1,2,...,k}.

Supongamos que Alg, ., = 0, entonces el proceso acaba (caso finito). Sea, en este caso, y, =

z — Y p_y (@, zg)x). Entonces

n

(Ynsx5) = (2, 25) — ;@079@ (Th, Tj) = (T, 25) — (waxﬁ@ﬂ = 0.

55 -1
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Luego, y, € H,11 y por tanto Ay, =0, i.e.,
n

0= Ay, = Az — Z(x,xk>Axk = Az = Z AT, )y,
k=1 k=1

como se queria probar.

El caso infinito es similar. Ante todo notemos que en este caso tenemos una sucesién N\, tal
que A, =3 0 (ver Teorema A.2.31). Definamos nuevamente el vector y, = = — > opy (@, xR T
Usando (A.2.3) se sigue que |ly,||*> < ||z]|?>. Ademés, como ya vimos v, € H, .1, luego, usando que
Ayn = Alg, 1 Yns ¥ [|AlH, 11 || = [Ans1]| obtenemos

n—oo

[AYnll < Anpallle] —0 = lim Ay, =0,
n—oo

de donde se sigue la iguladad buscada

Ax = Z A, T ) Ty, Vz € H.

n=1

Comprobemos ahora que todos los autovalores de A estédn presentes en la férmula (A.2.9). Esta
cuestién es de suma importancia pues en la prueba hemos usado los autovalores obtenidos gracias al
Teorema A.2.30 por lo que procede preguntarse si existen otros autovalores de A no nulos distintos
a los anteriores. Comprobemos que eso es imposible. Supongamos que existe un autovalor A # 0
distinto de los autovalores A\ que aparecen en la suma (A.2.9), i.e., A # A, para todo k, y sea x su
correspondiente autovector normalizado a la unidad. Por el Teorema A.2.28 x es ortogonal a todos
los zy, i.e., (x,z) = 0 para todo k. Pero entonces, aplicando la férmula (A.2.9) a dicho autovector =
tenemos

A = Az = i)\n@c,xnmn = i)\nOxn =0,
n=1 n=1

lo que es una contradiccién. Lo anterior tiene una implicacién importante: Formalmente el proceso de
encontrar los autovalores de A basado en el Teorema A.2.30 permite encontrarlos todos.

Probemos finalmente que, en caso de que Ay # 0, k = 1,2,3,..., la dimensién de ker(Ap — A) = p,
donde p es el nimero de veces que aparece i, en la férmula (A.2.9). Por simplicidad denotemos por x§1),
) p autovectores linealmente independientes asociados a A;. Supongamos que dimker(\;7—A) >

(1)

p, entoces existe al menos un = € ker()\jI — A) que es linealmente independiente de los vectores x e

. :cg»p ) y que asumiremos, sin pérdida de generalidad, que ortogonal a ellos (;por qué?). Entonces
estd claro que dicho z es ortogonal a todos los vectores xj que aparecen en la férmula (A.2.9) (ya sea
porque los x;, corresponden a autovalores distintos a A; o bien sean los acg-l), ey xg»p ) de antes), i.e.,

(x,zx) = 0 para todo k, luego usando (A.2.9) obtenemos

0 #ij = Ax = Z)\k<x,xk>xk :Z)\kOxk :O’
k k

(p
s T

lo cual es una contradiccién. O

Corolario A.2.33 Sea H un espacio de Hilbert separable y A una aplicacion lineal A : H — H auto-
adjunta y compacta. Entonces existe un sistema ortogonal completo (base ortonormal) de autovectores
ortonormales (), de H consistente en los correspondientes autovectores de A. Ademds,

Ax = Z An (T, en)en, Ve € H,

donde () es la correspondiente sucesion de autovalores asociados a (ep)n.



Demostracién: Del Teorema espectral A.2.32 se sique que existe un conjunto de autovectores (finito o
infinito) (), tal que

Az =) (2, dn)pn, Yz e H (A.2.10)

Asumamos que A, # 0 (si hay algin A\, = 0 este se puede omitir de la suma). Como el nicleo de A,
ker A C H (que coincide con el subespacio vectorial generado por los autovectores correspondientes
a A = 0) es a su vez un espacio de Hilbert separable (;por qué?) existird una sistema (numerable)
ortogonal completo que denotaremos por (¢, ). Dicho sistema de vectores son autovectores correspon-
dientes al autovalor 0. Sea ahora un autovector cualquiera ¢, correspondiente al autovalor A, # 0.
Entonces ¢, serd ortogonal a todos los 1, y el sistema (¢, ), serd ortogonal a (¢,),. Ademds de
(A.2.10) se tiene que para todo = € H

A <x — Z(x, ¢m>q§m> = Az — Z(x, Gm)Adm =0,

m m

ie, x—> (x,0m)dm € ker A, luego podemos desarrollarlo en serie de Fourier en la base de ker A
(), de forma que obtenemos

L= Z<x’ Pm) pm = Z(xa¢n>¢n = T= Z(xa ) Om + Z@ﬂ/)nw)n Vr € H,

m n

i.e., el sistema (¢n,)m J(¥n)n es completo (Teorema A.2.5) que podemos ortogonalizar utilizando el
método de Gram-Schmidt obteniendo el sistema ortonormal (numerable) (ey,), (recordemos que pa-
ra autovectores correspondientes a autovalores distintos ya teniamos la ortogonalidad, asi que sélo
es necesario aplicarlo a los autovectores correspondientes a un mismo autovalor), luego tendremos
x =) (z,e,)e, de donde se sigue el teorema. O

Como consecuencia del teorema anterior tenemos que todo operador lineal A : H — H autoadjunto
y compacto en H, espacio de Hilbert separable, se le puede puede hacer corresponder una matriz (finita
o infinita) que ademés es diagonalizable y en cuya diagonal aparecen los correspondientes autovalores.
Ademads se tiene el siguiente resultado:

Teorema A.2.34 Sean A y B dos operadores autoadjuntos y compactos en un espacio de Hilbert
separable. Si A y B conmutan, entonces tienen un sistema completo de autovectores comun.

Demostracién: Sea A un autovalor de A y sea S el correspondiente subespacio lineal generado por los
autovectores de A. Para todo x € S tenemos ABx = BAx = ABux, i.e., Bx es tambien es un autovector
de A correspondiente a A\, Bx € S, asi que el espacio S es un subespacio vectorial de H invariante
respecto a B y es a su vez un espacio de Hilbert. Como B es autoadjunto y compacto, el Corolario
anterior A.2.33 nos asegura que S tiene una base orthonormal de autovectores de B, que ademads son
autovectores de A pues estdn en S. Repitiendo en proceso para cada uno de los subespacios S de A
obtenemos para cada uno de dichos subespacios la correspondiente base de autovectores. La unién de
todas ellas es la base comun buscada. O
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7 Upa??

31Se recomienda para el tema de espacios métricos, normados y de Hilbert los libros marcados con “m”, “n
y “h”, respectivamente.
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