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2 de julio

Las representaciones irreducibles de GL(n, C) como espacios de
tensores

Productos tensoriales

Definicién 1. Sean
a:G— GL(V), B:G— GL(W)

dos representaciones del grupo G. Su representacién producto
tensorial es la representacion p : G — GL(V ® W) definida por:

p(g)(ve@w) =a(g)(v) ® B(g)(w) para todos v € V, w € W.

Con notaciones mads relajadas:

g(vew)=g(v)®g(w).

Se generaliza de manera evidente esta definicién a productos tenso-
riales con més de dos factores.

Sea ahora G un grupo de Lie con representaciones en V y en
W ;Cual es la accién asociada de su dlgebra de Lie g? Sea A € g,
consideramos v € V, w € W. Se tiene:

exp(tA)(v @ w) = exp(tA)v @ exp(tAw)
=(I+tA)v® (I+tA)w+o(t)
=oQuw+H{AvR@w+v® Aw) +o(t)

Por tanto, en la representacién asociada del dlgebra de Lie, A € g
acttia como:
VRQW— AvQ W+ v @ Aw.

Para un producto tensorial de tres factores, serfa:

URIVRW = AURVRW+URAVR W+ 1R Aw.

Descripcion de las representaciones irreducibles

Construimos la representacion irreducible V) de GL(n,C), de
méximo peso A = (Aq,Ap,...,Ay), cuando todos los A; son > 0.

Las otras representaciones irreducibles V}, con y con algunas
componentes negativas, se obtienen trivialmente a partir de estas,
multiplicando por una representacién “determinante a la potencia
k”:

V= Vi@D ¥ para A = p+ (kk,--- k)

Para k suficientemente grande, A tendrd todas sus componentes
> 0.

SeaV=C"yeey,...,e, subase candnica.

Plano de esta leccion:

Bases canénicas de representacio-
nes irreducibles, cadenas de grupos
y élgebras.

Restriccién a un subgrupo.

Productos tensoriales de represen-
taciones.

Coeficientes de Clebsch-Gordan.
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La representacién V), se construye como un subespacio de un
espacio de tensores

N
QRV=VeV®- @V (producto tensorial de N copias de V)

donde N=A1+ A+ ---+ Ay
Introducimos el diagrama de Young de A: el conjunto de los puntos
a coordenadas enteras (7,]) que cumplen:

1<j<n, .
{1 <i<h para todos (i, )

La j-ésima fila de este diagrama (contando desde abajo) tiene longi-
tud A;. Los puntos son convenientemente sustituidos por cajas, que
a continuacién vamos a rellenar con datos adicionales.

Ejemplo 1. El diagrama de Young de A = (5,3,1,1) es:

[ |

Representamos los vectores de base de @V por diagramas de

Young rellenados por ntimeros del 1 al # (el diagrama rellenado es
un fableau de Young). Estos ntimeros 1, 2 ... representan los vectores
e1, ez .... Leyendo el tableau (en el mismo sentido que una péagina
de libro: de arriba hacia abajo, y en cada fila de la izquierda a la
derecha) obtenemos una sucesion de vectores de base de V. Dan un
vector de base de @V V.

Ejemplo 2. Aqui estd un tableau que representa un tensor de @'° V:

tableau lectura vector de base
4
4
BERE 4411234121 epRepRe1 Ve Ve RVez3RVes®e; @er e
3l4af1]2 | 1 \

Aplicamos a continuacién el siguiente operador T — X(T),
que asocia a cada tableau de Young T un tensor X(T). Los tensores
X(T) generaran una representacion irreducible isomorfa a V.

= Simetrizamos con respecto a cada fila (sustituyendo cada tableau
por la suma de los tableaux obtenidos permutando las cajas de la
fila) .

= Luego antisimetrizamos con respecto a cada columna (sustitu-
yendo cada tableau por la suma de los tableaux obtenidos per-
mutando las cajas de la columna, con el signo de la permutaciéon
aplicada).
Si un tableau tiene coeficientes repe-
tidos en una columna, su antisime-

trizacion respecto de esta columna es
0.



Ejemplo 3. Aplicamos este proceso con el tableau siguiente:

213

T =
113\

Se obtiene el elemento (ver el detalle del calculo en el cuadro 1):

«r— o213 ,13]2 ,13]2 ,12]3
(T) = 113\+113\+131\+311\
NEE NEE ,[1]2 ,13]3
) 3] “[s]1]s] “[3]s]1] “[2]1]1]
NEIE NEIE ,[3]3 NEIE
B 33\_123\_121\_331\
Ak 2 ol 13 213
+233\+323\+321\+231\

Definicién 2. Sea T un tableau de Young. Es semi-estdndar si cum-
ple las condiciones siguientes:

= Cada fila, leida desde izquierda hacia derecha, es débilmente
creciente.

= cada columna, leida desde abajo hacia arriba, es estrictamente
creciente.

Ejemplo 4. Los tableaux de Young siguientes son semi—estdndar:

3]3 33
22 ,
111|1\ 112|3
y estos no los son:
303 23
202 ,
112|1\ 111|2

Teorema 1. Sea A = (A1, Ay, ..., Ay) una sucesién decreciente de enteros
>0.SeaN=A+---+ A,

1. Los tensores X(T) para T tableau de Young de forma A, rellenado
con ocurrencias de 1,2, ..., n, cuando no son nulos, son vectores de
peso. El peso de X(T) es (p1, 42, - - -, hn) donde y; es el numero de
ocurrencias de i en el tableau T.

2. Generan un subespacio de N V invariante bajo la accion de GL(n,C).

3. Este subespacio es la representacion irreducible V), (la representacion
irreducible de mdximo peso A).
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Tableau inicial:
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Cuadro 1: Calculo del simetrizador de
Young para

T 2|3
1]1]3] 23
1113
1. Simetrizacién con respecto a la primera fila (6 permutaciones, (Ejemplo 3)
pero dan dos veces la misma cosa):
203 213 203
2 +2 +2
3] “[1]3|1] “[3]1]1]
2. Simetrizacién con respecto a la segunda fila (2 permutaciones):
223 +232 +223 +232 +223 +232
1[1]3] "[1]1]3 1)1 “lafs|1] “[s]1]1] "[3]1]1

3. Antisimetrizacion con respecto a la primera columna (2 permu-

taciones):
,12]3 +232 +223 +232 +223 +232
113\ 113\ 131\ 131\ 311\ 311\
1]3 1]2 13 12 3]3 3]2
-2 ) ) ) ) )
213\ 313\ 231\ 331\ 211\ 311\
(los dos términos maés a la derecha se cancelan)
4. Antisimetrizacién con respecto a la segunda columna:
213 3|2 23 3]2 23
2 +2 +2 +2 +2
113\ 113\ 131\ 131\ 311\
13 12 13 12 3[3
-2 -2 ) -2 -2
213\ 313\ 231\ 331\ 211\
2[1 3[1 2103 3]3 1
-2 -2 -2 -2 )
133\ 123\ 131\ 121\ 331\
1 1)1 113 1]3 3
+2 +2 +2 +2 +2
233\ 323\ 231\ 321\ 231\

(los términos entre paréntesis se cancelan).

5. La antisimetrizacién con respecto a la tercera columna es trivial.




4. Una base de este subespacio es proporcionada por los X(T) con T
tableau de Young semi—estdndar de forma A.

Ejemplo 5. Consideramos la representacién V3, de GL(2,C). Se
obtiene como el subespacio de ®°(C?) con base:

Son vectores de peso, con peso respectivamente (3,2) y (2,3).

Ejercicio 1. Demostrar que para las representaciones de GL(n,C),

= la representacion V111, 10,,.,0) con N ocurrencias de “1”, es
de dimension (y), y su soporte es el espacio de los tensores

antisimétricos.

= la representacion Viny,.0) donde Ay = N, A, = A3 = ... =

n+N-1

4 ),y susoporte es el espacio de

Ay = 0 es de dimension (
los tensores simétricos.

Para acabar la descripcién de V). harfa falta describir la accién
de los generadores infinitesimales del grupo de Lie (=generadores
del algebra de Lie). Lo vamos a hacer a continuacién con SL(2,C).

Ejercicio 2. Estudiar las representaciones Vo), V(0), V(1,1) y de
GL(2,C):

1. hallar explicitamente las matrices que representan los genera-
dores infinitesimales (generadores del dlgebra de Lie gl(2,C)) en
estas representaciones.

2. ¢Como actda, por ejemplo, el elemento E ﬂ del grupo de Lie

en estas representaciones?

Representaciones de SL(2,C)

Las representaciones irreducibles no equivalentes de SL(2,C)
son las representaciones Vo con N > 0. Una base de Vi es
proporcionada por los tensores X(T(k|N — k)) con T(k|N — k)
tableau de una sola fila, de longitud N, rellenado por k ocurrencias
de 1 seguidas de N — k ocurrencias de 2.

A continuacion consideramos el caso N = 3. Una base de V(3
es formada por:

x((a]a]1])=e[1]1]1]
x((1]1]2]) =2[1]1]2]+2[1]2]1]+2[2]1]1]
X(\1|2|2D:2\1|2|2\+2\2|2|1\+2\2|1|2\
x ([2]2]2]) =¢[2]2]2]

Para determinar la representacién Vy o de SL(2,C), basta deter-
minar la accién de sus generadores infinitesimales (una base del

representaciones: bases 5



representaciones: bases

dlgebra de Lie). Podemos elegir, como lo hacen los fisicos, los si-
guientes generadores:

01 0 0 11 o
]+:lo 0]’ ]_:ll 0]’ ]2:2[0 11’

a los cuales afiadimos, si pretendemos estudiar V| o) como repre-
sentacion de GL(2,C),

1,110

272100 1|°

Sea V = C2. En vez de notar e, e, los vectores de la base canénica
de V, encontraremos beneficio en notarlos x e y.

Cualquier elemento A de sl(2,C) actua sobre ®* V de la manera
siguiente:

Aluvew) = (Au)@vw + u® (Av) Qw + UR Vv Aw

Esta regla nos recuerda la de la derivaciéon de un producto (regla de
Leibniz),
Por otra parte, ]+ actua sobre V (con base x = ej, y = ey) dela
manera siguiente:
J+x=0, Jyy=x

Vemos que el operador J; se comporta absolutamente como xZ—y

Esto sugiere introducir la aplicacién lineal que asocia a cada
elemento de base u ® v ® w de @3V (donde cada uno de u, v, w es o
bien x o bien y) el producto uvw (un monomio de grado 3 en x e y).
Esta aplicacién lineal manda, por tanto, x @ x ® y en X2y, x @ y @ x
también, x ® x @ x vaen x3 ...y X(T(k|N —k)) estd mandado en un
multiplo de x*y3¥. Precisamente,

X(‘1|1|1D:6‘1|1|1‘»—>6x3

x([1]z]) =2 (2]« [2]21]+[2]1]1]) — 6+,

Esta aplicacién es evidentemente un isomorfismo de espacios vec-
toriales entre V|3 ) y el espacio de los polinomios generado por x3,
x%y, xy?, y°. Ademas, la accién de ] se traduce en el mundo de

los polinomios, como lo hemos observado, a la accién del operador

xg—y. Mas generalemente, ya que hay también una accién de g((2,C),

1 0 . bre | T . )
0 0 actua sobre los pO 1INOomios como .X'ﬂ,
0 1) ) 5
0 0 e
0 0 " 9
10 Yy
0 0 ) 5
01 Yay:




Por tanto, para los generadores considerados,

- )
J- acttacomo y ; ,
“ 1
I 2@ —vay
1 “ 1 9 0
21 2 X7z tVay

Extrapolando, enunciamos:

Teorema 2. El espacio de los polinomios homogéneos de grado N en dos
variables x e y (es decir, de los polinomios cuyos tinicos monomios son de
la forma x*yN=F con 0 < k < N) es una representacion del dlgebra de Lie
gl(2,C) (y por tanto de (2,C)) donde:

SA.‘QJ

X

A-P(x,y) = [x y] A P(x,y)

o
dy
Es equivalente a la representacion irreducible V(y o) de s1(2,C).

Ejercicio 3. Encontrar una representacién simple de GL(2,C), que
induce la representacion de s((2,C) del teorema.

Es mucho més cémodo trabajar con polinomios que con ta-
bleaux.
Para N = 3 calculamos:

Jt =0, Jyxy=2, Jyxy*=2xy, Jyy’=3xy

Por tanto la matriz del operador que representa J; en esta repre-
sentacién, con respecto a la base

x3’ x2y, xyZI y3
es
0100
0020
0 0 0 3
0 0 0O

La matriz que representa J_ es su traspuesta. La matriz que repre-
senta J, es la matriz diagonal

3/2 0 0 0
0 1/2 0 0
0 0o -1/2 0
0 0 0 -3/2

La matriz que representa # es la matriz escalar

Podemos representar estos datos en una figura (Figura 1). Los ope-
radores [+ y J— se llaman “operadores escaleras”.

representaciones: bases 7
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Figura 1: La representacién V3 de
SL(2,C), realizada por medio de
polinomios.
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Representacion de espin |

A los pardmetros N (de la representacién irreducible Vi o de
SL(2,C)) y k (el nimero de “1” en el tableau de una sola fila de
longitud k), los fisicos prefieren j y m, donde j = N /2 (es, por tanto,
un entero o un medio—entero) y m = k — N /2 (un entero cuando
j es entero, un medio entero cuando j es un medio entero, siempre
entre —j y j), ya que aparecen como autovalores de operadores
hermiticos:

Jo - X(T(KIN = K)) = m - X(T(kIN = K),
%1  X(T(K|N —K)) = j - X(T(K|N — k).
La representacion Vo de SL(2,C) se restringe en una representa-
cién, también irreducible, de SU(2), conocida como “representacion
de espin j de SU(2)".

El espacio V = C? es equipado de su producto escalar usual.
El producto tensorial @~ V es equipado del producto escalar que

cumple:

<u1 ®- & MN|U1 ®- & UN> = <M1‘U1> <Z/l2|212> cee <MN|UN>

de manera que la base canénica de @ V es ortonormal.

Entonces la base de los X(T(k|N — k)) es ortogonal, pero no or-
tonormal. Es deseable trabajar con una base ortonormal, porque
en muchas situaciones se requieren representaciones unitarias de
SU(2). Basta normalizar los X(T (k|N — k)). Los elementos de la
base ortonormal obtenida se notan: |j(m)). El j indica la represen-
tacién irreducible considerada, el m es el niimero del elemento de
base de este espacio.

Ejemplo 6. Para N = 3 tenemos j = 3/2. Determinamos facilmente

que X () es de norma 6 (es 6 veces un elemento de la

base canénica de @3 V).

El elemento X () es de norma 2+/3, ya que es dos

veces la suma de tres elementos de la base candnica.
Por tanto tenemos la correspondencia siguiente:

3/2(3/2)) =ix((1]|1]1]) =x°
13/2(1/2)) :21%)(( 1(1]2)=v3x%y
13/2(—1/2)) 2\1—/§X( 1(2|2)=v3xy?

3/2(=3/2))=x(2[2]2) =y

Determinamos facilmente, a partir de los célculos realizados ante-

riormente con los polinomios, como es representada |

0 V3 0 0
0 0 2 0
=10 0 o va
0 0 0 0

La matriz J_ es tiene una representacién muy similar, y la represen-
tacion de J, no cambia (con respecto a la representacién obtenida
con la base de los monomios).



En general, para todo j, los coeficientes no nulos de la matriz que
representa . son los 1/j(j+1) — m(m +1). O sea:

J+ 1j(m \/JJ+1 m(m+1) [j,m+1).

Coeficientes de Clebsch—Gordan

Utilizaremos la notacién alternativa S(j) para la representacion
de espin j. Claro, S(j) = V3. Se plantea el problema siguiente:
descomponer S(j1) ® S(jz) en irreducibles.

Tenemos el teorema:

Teorema 3 (Serie de Clebsch-Gordan para SU(2)).

Sj1 ® S(ja) @s

donde la suma es sobre todos los j que cumplen: |j; — jo| < j < j1 + jo,
con j entero si j; + jo es entero, medio entero si j1 + jo es medio entero.

Ejemplo 7.
5(1/2) ®5(1/2) = 5(0) ® (1),
S(1/2)®S(1) =S(1/2 )@S(B/Z)
S(1)@5(1) = 5(0) @ S(1) @ 5(2),
S(2)®5(3/2) = 5(1/2)@5(3/2) 5(5/2) ®S(7/2).

Observese que la descomposicién es “sin multiplicidad” (cada
multiplicidad vale 1).

Se plantea un nuevo problema: tenemos ahora dos bases ortonor-
males de S(j1) ® S(j2):

» La base-producto de los |j1(m1)) @ |j2(m2)).

= La base obteniendo las bases de las componentes em la descom-
posicion en irreducibles: |j(m)).

;Cuales son las formulas de cambio de base?

Ejemplo 8. Para j; = j, = 1/2, las dos bases son:

HED=R0) (D).
1) A ()

1000)),[1(=1)), [1(0)), [1(1)) -

Los coeficientes de las matrices de cambio de base son los coefi-
cientes de Clebsch—Gordan.

Ejercicio 4. Calcular los coefficientes de Clebsch-Gordan que
corresponden a j; = jp = 1/2.

representaciones: bases 9



representaciones: bases

Bases canonicas (Bases de Gelfand—Tseitlin). Cadenas de subgru-
pos.

Paran > 2, las bases de las representaciones irreducibles de
SL(n,C) formadas a partir de los tableaux de Young no son, en
general, ortogonales. Otro enfoque permite construir bases orto-
gonales. Estd basado en la idea de las “cadenas de subgrupos”.
El grupo GL(n — 1,C) se incluye en GL(#n,C), representando
M € GL(n —1,C) por la matriz por bloques

M 0

0 1
Por ejemplo para n = 4, una matriz
apip a2 43

ar1 4y ax| € GL(?),C)
as1 a3y 4ass
se identifica con
a1 412 413
a1 dxp 4ap3

as1 4d3z2 4ass
0 0 0

€ GL(4,C)

- o O O

Repitiendo el proceso, tenemos una cadena de subgrupos
GL(1,C) c GL(2,€) Cc GL(3,C) C GL(4,C).

Teorema 4. La representacion V), », ., de GL(n,C) se restringe, como
representacion de GL(n — 1,C), en una suma sin multiplicidades de
irreducibles:

@ VVI:}‘Z:-nJ/lnfl

donde la suma es sobre todos los vectores y a coeficientes enteros que
cumplen:
MU 2 Ay 2y > 2 fp1 > Ay

Por tanto, por ejemplo, la representacion Vap; de GL(3,C) se
descompone como representacion de GL(2,C) en:

V3o @ V31 & Vo1 & Vo

Cada uno de estas representaciones se decompone como represen-
tacion de GL(1,C), lo que da:

(VzaWw) e (heWhoW)e (VheV)aW,

Observamos que algunas representaciones irreducibles de GL(1,C)
se repiten. Es conveniente guardar la traza de las representaciones
ambiantes de GL(2,C) y GL(3,C):
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significard: la representacién irreducible V;, de GL(1,C) que se en-
cuentra dentro de la representacién irreducible V,,, ,,, de GL(2,C),
ella misma subrepresentacion de la representacion V), 1, 1, de
GL(3,C). El diagrama que aparece en indice de V es un patrén de
Gelfand—Tseitlin.

Asi, V3p1 se decompone como:

[6V]
N W
—_
W
NN
—_
[6¥]
W
—_
W
NN
—_

oV 3 1 oV 2 1 oV 2 1 oV 2 2
1

N
—_
N

Utilizamos este otro teorema:

Teorema 5. Cualquier representacion irreducible (dimension finita, com-
pleja) de un grupo conmutativo es de dimension 1.

La descomposicién obtenida gracias a la cadena de subgrupos es,
por tanto, una descomposicién como suma directa de rectas. Se elije
en cada una de estas rectas un vector director de norma 1. Es la base
candnica de la representacion.

Ejercicio 5. La dimensién de V) es, por una parte, el ntimero de ta-
bleaux de Young semi-estdndar de forma A rellenados con numeros
hasta n, y, por otra parte el nimero de patrones de Gelfand-Tseitlin
de primera fila A.

Hallar una biyeccién simple y explicita entre el conjunto de
los tableaux de Young semi-estdndar de forma A rellenados con
numeros hasta 7, y el conjunto de los patrones de Gelfand-Tseitlin
de primera fila A.
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