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iCuando una funcién f(x) de una variable tiene extremo?
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iCuando una funcién f(x) de una variable tiene extremo?

Definicién
Seaf: ACR" — R con A abierto o cerrado.
O Sif(x) < f(a) (f(x) > f(a)), Vx € A, x # a, decimos que f alcanza en el punto a el
mdximo (minimo) absoluto en A.
@ Si existe un abierto B C A t.q. Vx € B, x # a, f(x) < f(a) (f(x) > f(a)) decimos que f
alcanza en a un maximo (minimo) relativo.

Si las desigualdades sean estrictas los extremos son estrictos.
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iCuando una funcién f(x) de una variable tiene extremo?

Definicién
Seaf: ACR" — R con A abierto o cerrado.
O Sif(x) < f(a) (f(x) > f(a)), Vx € A, x # a, decimos que f alcanza en el punto a el
mdximo (minimo) absoluto en A.
@ Si existe un abierto B C A t.q. Vx € B, x # a, f(x) < f(a) (f(x) > f(a)) decimos que f
alcanza en a un maximo (minimo) relativo.

Si las desigualdades sean estrictas los extremos son estrictos.

De lo anterior se deduce que todo extremo absoluto es un extremo relativo si este se encuentra
en el interior de A.

# En general, los extremos absolutos no tienen porque ser extremos relativos (si el extremo
absoluto se alcanza en x = a con a € JA no tiene por qué existir ninguna B(a,d) C A) ...
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iCuando una funcién f(x) de una variable tiene extremo?

Definicién
Seaf: ACR" — R con A abierto o cerrado.
O Sif(x) < f(a) (f(x) > f(a)), Vx € A, x # a, decimos que f alcanza en el punto a el
mdximo (minimo) absoluto en A.
@ Si existe un abierto B C A t.q. Vx € B, x # a, f(x) < f(a) (f(x) > f(a)) decimos que f
alcanza en a un maximo (minimo) relativo.

Si las desigualdades sean estrictas los extremos son estrictos.

De lo anterior se deduce que todo extremo absoluto es un extremo relativo si este se encuentra
en el interior de A.

# En general, los extremos absolutos no tienen porque ser extremos relativos (si el extremo
absoluto se alcanza en x = a con a € JA no tiene por qué existir ninguna B(a,d) C A) ...

# Ni los extremos relativos tienen por que ser absolutos (los extremos absolutos pueden alcan-
zarse en OA).
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Condicidn necesaria de extremo relativo

Teorema

Seaf : AC R" — R, A abierto y supongamos que f tiene en a € A un extremo relativo.
of(a)

Entonces, las derivadas parciales de f, si existen, son todas iguales a cero en a, i.e., 3
Xk

f— 0,
k=1,...,n. Si ademds f es diferenciable en a = Df(a) = 0.
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Condicidn necesaria de extremo relativo

Teorema

Seaf : AC R" — R, A abierto y supongamos que f tiene en a € A un extremo relativo.

. . .. . . Of(a
Entonces, las derivadas parciales de f, si existen, son todas iguales a cero en a, i.e., 0( ) =0,
Xk
k=1,...,n. Si ademds f es diferenciable en a = Df(a) = 0.
Demostracion: Sea ¢x(xx) := f(a1,...,ak—1, Xk, dk+1,---,an). Pk es diferenciable y tiene un
extremo en x; = ay. Aplicamos el lema de Fermat a ¢, y obtenemos resultado. O
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Condicidn necesaria de extremo relativo

Teorema

Seaf : ACR" — R, A abierto y supongamos que f tiene en a € A un extremo relativo.

. . .. . . Of(a
Entonces, las derivadas parciales de f, si existen, son todas iguales a cero en a, i.e., (a) =0,

an
k=1,...,n. Si ademds f es diferenciable en a = Df(a) = 0.
Demostracion: Sea ¢x(xx) := f(a1,...,ak—1, Xk, dk+1,---,an). Pk es diferenciable y tiene un
extremo en x; = ay. Aplicamos el lema de Fermat a ¢, y obtenemos resultado. O

Los puntos a donde Df(a) = 0 se denominan puntos criticos de f(x).

a V

f - R? — R con un maximo local, un minimo local y un punto silla
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Tres ejemplos representativos

Ejemplo: Sea f : R? — R, f(x,y) = —(x% + y?).
of

w= f tiene un maximo en (0,0) y E
X

of
0,0) = 0, —(0,0) = 0.
(0,0) ay( )
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Tres ejemplos representativos

Ejemplo: Sea f : R? — R, f(x,y) =
of

w= f tiene un maximo en (0,0) y E
X

—(*+y?).

of
0,0) = 0, —(0,0) = 0.
(0,0) ay( )

Ejemplo: Sea f : R — R, f(x,y) = x> + y°.

v= f tiene un minimo local en (0,0)
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Tres ejemplos representativos

Ejemplo: Sea f : R? — R, f(x,y) = —(x% + y?).
of

f
w= f tiene un maximo en (0,0) y &(0,0) =0, gy(0,0) =0.

Ejemplo: Sea f : R — R, f(x,y) = x> + y°.
of of

v= f tiene un minimo local en (0,0)

of
ox

of
Ejemplo: Sea f : R? = R, f(x,y) = x2—y?y —(0,0) = @(0,0) =0.

v= En cualquier entorno de (0,0), f toma valores positivos y negativos.

# En este caso el punto (0,0) se denomina punto silla de f.
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Existe un teorema similar al del caso de una variable ...



i Cémo saber si un punto critico es un extremo local o un punto silla?

Existe un teorema similar al del caso de una variable . ..

| F(a) = D(a)(x) |

donde D?f(a)(x) es la 22 diferencial de f : AC R" — R, f € CA(A)

n n 2 3
@)= DD oy = 7

# He(a) es la matriz hessiana

0°f(a) 0°f(a)
0?%xy Oxp0x1
He(a) = :
0°f(a) 0°f(a)
Ox10xp 02%x,
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Condicidn suficiente de extremo

Teorema

Sea f : ACR” — R dos veces diferenciable en a € A, A abierto, y sea x = a un punto critico
de f, i.e., Df(a) = 0. Entonces

@ Si la segunda diferencial D*f(a)(x) es definida positiva en a, entonces f tiene un minimo
relativo en a.

@ Si la segunda diferencial D*f(a)(x) es definida negativa, entonces f tiene un maximo
relativo en a.

© Si la segunda diferencial D*f(a)(x) es indefinida, i.e., si existen x,y € R" tales que
D?f(a)(x) > 0 > D?f(a)(y), entonces f tiene un punto de silla en a.
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Condicidn suficiente de extremo

Teorema

Sea f : ACR” — R dos veces diferenciable en a € A, A abierto, y sea x = a un punto critico
de f, i.e., Df(a) = 0. Entonces

@ Si la segunda diferencial D*f(a)(x) es definida positiva en a, entonces f tiene un minimo
relativo en a.

@ Si la segunda diferencial D*f(a)(x) es definida negativa, entonces f tiene un maximo
relativo en a.

© Si la segunda diferencial D*f(a)(x) es indefinida, i.e., si existen x,y € R" tales que
D?f(a)(x) > 0 > D?f(a)(y), entonces f tiene un punto de silla en a.

Demostracion: Usamos la férmula local de Taylor con x = a+ h, h # 0 f(x) = f(a) +
Df(a)(h) + 3D?f(a)(h) + o(||h[|?). Como Df(a) =0 =
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Condicidn suficiente de extremo

Teorema

Sea f : ACR” — R dos veces diferenciable en a € A, A abierto, y sea x = a un punto critico
de f, i.e., Df(a) = 0. Entonces

@ Si la segunda diferencial D*f(a)(x) es definida positiva en a, entonces f tiene un minimo
relativo en a.

@ Si la segunda diferencial D*f(a)(x) es definida negativa, entonces f tiene un maximo
relativo en a.

© Si la segunda diferencial D*f(a)(x) es indefinida, i.e., si existen x,y € R" tales que
D?f(a)(x) > 0 > D?f(a)(y), entonces f tiene un punto de silla en a.

Demostracion: Usamos la férmula local de Taylor con x = a+ h, h # 0 f(x) = f(a) +
Df(a)(h) + 3D?f(a)(h) + o(||h[|?). Como Df(a) =0 =

1 [ f(a)

2 | 4= axdx;
ij=1

f(x) - f(a) = %sz(a)(h) +o([[ll*) = hihj + o([|h[|)
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Condicidn suficiente de extremo

Q(h/7a)7

'=h/llhl

()~ )= 5 I ”2<Z S THITH *"(1))
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Condicidn suficiente de extremo

Q(H,a), H=h/||h|

)~ £(a) = 5 Ih 12<ngfa§f R (1)) Sig(F(x) — £(2)) =sig(Q(H. 2) + o(1)

® Q(H, a) estd definida sobre un cerrado y acotado (esfera de radio 1 pues ||h'|| = 1) = alcanza
méx y min absolutos: m < Q(K,a) < M.

®0(1) 0= Ve>0 Jun Us(a) t.q. —e<o(l) <e
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Condicidn suficiente de extremo

Q(H,a), H=h/||h|

)~ £(a) = 5 Ih 12<ngfaxj R (1)) Sig(F(x) — £(2)) =sig(Q(H. 2) + o(1)

® Q(H, a) estd definida sobre un cerrado y acotado (esfera de radio 1 pues ||h'|| = 1) = alcanza
méx y min absolutos: m < Q(K,a) < M.

®0(1) 0= Ve>0 Jun Us(a) t.q. —e<o(l) <e
w5 Si D2f(a)(x) es definida positiva en a = m > 0. Como o(1) — 0'si ¢ = m/2 =3 un entorno

de a suf. pequefio t.q. o(1) > —m/2 vy, por tanto, Q(H,a) + o(1) > 0 f(x) — f(a) > 0 =
minimo local
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Condicidn suficiente de extremo

Q(H,a), H=h/||h|

)~ £(a) = 5 Ih V(ngfaxj R (1)) Sig(F(x) — £(2)) =sig(Q(H. 2) + o(1)

® Q(H, a) estd definida sobre un cerrado y acotado (esfera de radio 1 pues ||h'|| = 1) = alcanza
méx y min absolutos: m < Q(K,a) < M.

®0(1) 0= Ve>0 Jun Us(a) t.q. —e<o(l) <e

w5 Si D2f(a)(x) es definida positiva en a = m > 0. Como o(1) — 0'si ¢ = m/2 =3 un entorno
de a suf. pequefio t.q. o(1) > —m/2 vy, por tanto, Q(H,a) + o(1) > 0 f(x) — f(a) > 0 =
minimo local

w Si D2f(a)(x) es definida negativa en a entonces M < 0. Como o(1) — 0 tomando ¢ =
IM|/2 =3 un entorno de a suf. pequefio o(1) < |M|/2y, por tanto, Q(H',a) + o(1) < 0 =
f(x) — f(a) <0 = maximo local
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Condicidn suficiente de extremo

Q(H,a), H'=h/||h|

f(x)—f(a>=iuhr2< S T TH (1)) Sig(F(x) — (2)) =sig(Q(K. 2) + o(1)

1= Sean ap, ¥ ay los puntos donde @ alcanza su minimo y maximo absolutos sobre S. Como @
es indefinida m < 0 < M.
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Condicidn suficiente de extremo

Q(H,a), H'=h/||h|

n 2 3
f(x)—f(a)zirw( S T TH (1)) Sig(F(x) — (2)) =sig(Q(K. 2) + o(1)

1= Sean ap, ¥ ay los puntos donde @ alcanza su minimo y maximo absolutos sobre S. Como @
es indefinida m < 0 < M.

Si elegimos h = x—a = tap, con t < 1 tendremos que f(x)—f(a) = %(m—ko(l)) y entonces para
ciertos valores de x en un entorno de a signo(f(x) — f(a)) = signo(m) < 0 = f(x) — f(a) < 0.
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Condicidn suficiente de extremo

Q(H,a), H'=h/||h|

2 a
f(x) — f(a) MR(ZZXI(?XJ II/LII ,’;” (1)> sig(f(x) — f(a)) =sig(Q(H', a) + o(1))

1= Sean ap, ¥ ay los puntos donde @ alcanza su minimo y maximo absolutos sobre S. Como @
es indefinida m < 0 < M.

Si elegimos h = x—a = tap, con t < 1 tendremos que f(x)—f(a) = g(m—ko(l)) y entonces para
ciertos valores de x en un entorno de a signo(f(x) — f(a)) = signo(m) < 0 = f(x) — f(a) < 0.

Repitiendo el razonamiento para h = x — a = tay con t < 1 obtendremos que para ciertos x
en un entorno de a f(x) — f(a) > 0, luego en a no puede haber ningin extremo.
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Condicidn suficiente de extremo

Teorema

Sea f : A CR"” — R dos veces diferenciable en a € A, A abierto, y sea x = a un punto critico
de f, i.e., Df(a) = 0. Entonces

© Si la segunda diferencial D*f(a)(x) es definida positiva en a, entonces f tiene un minimo
relativo en a.

@ Si la segunda diferencial D*f(a)(x) es definida negativa, entonces f tiene un maximo
relativo en a.

© Si la segunda diferencial D?f(a)(x) es indefinida, i.e., si existen x,y € R" tales que
D?f(a)(x) > 0 > D?f(a)(y), entonces f tiene un punto de silla en a.

iCémo saber el signo de D*f(a)(x)?
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Condicidn suficiente de extremo

Teorema

Sea f : A CR"” — R dos veces diferenciable en a € A, A abierto, y sea x = a un punto critico
de f, i.e., Df(a) = 0. Entonces

© Si la segunda diferencial D*f(a)(x) es definida positiva en a, entonces f tiene un minimo
relativo en a.

@ Si la segunda diferencial D*f(a)(x) es definida negativa, entonces f tiene un maximo
relativo en a.

© Si la segunda diferencial D?f(a)(x) es indefinida, i.e., si existen x,y € R" tales que
D?f(a)(x) > 0 > D?f(a)(y), entonces f tiene un punto de silla en a.

iCémo saber el signo de D*f(a)(x)?

El Algebra lineal al rescate ... o
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Teorema:(Sylvester) Sea B(x, y) una aplicacién bilineal simétrica y sea B = [b; j|i j=1,» Su matriz. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

@ B es definida positiva.

@ Todos los autovalores de B son positivos.

© Los menores principales Ay de B son positivos, i.e. Ay >0, k=1,2,...,n donde
bii bio -+ bk
bo1 bap - bk
Ay = det , Vk=1,2,...n.
b1 brko - bk

Anilogamente, para las formas bilineales definidas negativas las siguientes afirmaciones son equivalentes:

@ B es definida negativa.
@ Todos los autovalores de B son negativos.
© Los menores principales Ay de B son tales que (—1)*Ax >0, k =1,2,...,n.
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Corolario (Condicién suficiente de extremo)

Sea f : A CR"” — R dos veces diferenciable en a € A, A abierto, y sea x = a un punto critico
de f, i.e., Df(a) =0 y sea

0°f(a) 0°f(a)
82X1 o axk8x1
Ay = det : - :
0°f(a) 0°f(a)
8X1(9Xk o (92Xk
@ Si todos los menores principales Ay > 0, k = 1,2,...,n, entonces f tiene un minimo
relativo en a.
@ Si todos los menores principales son tales que (—1)kA, > 0, k = 1,2,..., n, entonces f

tiene un maximo relativo en a.
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Corolario (Condicién suficiente de extremo)

Sea f : A CR"” — R dos veces diferenciable en a € A, A abierto, y sea x = a un punto critico
de f, i.e., Df(a) =0 y sea

0°f(a) 0°f(a)
82X1 o axk8x1
Ay = det : - :
0°f(a) 0°f(a)
8X1(9Xk o (92Xk
@ Si todos los menores principales Ay > 0, k = 1,2,...,n, entonces f tiene un minimo
relativo en a.
@ Si todos los menores principales son tales que (—1)kA, > 0, k = 1,2,..., n, entonces f

tiene un maximo relativo en a.

En el caso especial de dos variables se puede ir mas alla:
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Corolario
Sea f : AC R? — R dos veces diferenciable en a € A, A abierto, Df (a) = 0.
0°f(a) 9%f(a)

. 9f(a) 0%x;  Oxo0xq - . -
O Si e > 0 y det 2F(3)  9%F(a) > 0, f tiene un minimo relativo en a.
8X1(9X2 82X2
, 0°f(a) 0*f(a)
. 0°f(a) Px;  Ox0xy : (i ;
Q Si Pxq < 0 y det 9F(a)  0%F(a) > 0, f tiene un maximo relativo en a.

3X16X2 82X2
0%f(a) 0%f(a)

- 62X1 8X28X1 ] ]
© Sidet 02f(a)  0%F(a) < 0, f tiene un punto silla en a.

8X18X2 82X2
@ Si el det He(a) = 0, nada puede decirse.
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1= 1. Calcular los ex
tremos de f = x4
(x,y) = x* + y* + 6x2y? 4 8x3.



= 1. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* + 6x2y? + 8x3.
Puntos criticos: (0,0) (—6,0)



Ejemplos

= 1. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* 4+ 6x%y? + 8x3.
Puntos criticos: (0,0) (—6,0)

_ (12y? +12x% 4+ 48x 24 xy
Hf(x’y)_< 24 xy 1292 4+ 122

Hr(0,0) = <8 8)
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Ejemplos

= 1. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* 4+ 6x%y? + 8x3.
Puntos criticos: (0,0) (—6,0)

_ (12y? +12x% 4+ 48x 24 xy
Hf(x’y)_< 24 xy 1292 4+ 122

Hf(070):<8 8) Hf(_6’0):<1g4 422)
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Ejemplos

= 1. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* 4+ 6x%y? + 8x3.
Puntos criticos: (0,0) (—6,0)

_ [(12y? +12x% +48x 24xy
Hf(X’”‘( 24 xy 122 + 1252

Hf(070):<8 8) Hf(_670):<1g4 422)

S
NN %,
NN S s %7 22474
a 0999 2/
N~
—

N s

S N 27 L1777
N~
\\\\\\ = ‘ =

oot i
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= 2a. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* — (x +y)? + 2.



= 2a. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* — (x +y)? + 2.
Las soluciones reales son tres: A(—1,—1), B(1,1) y C€(0,0).



Ejemplos
= 2a. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* — (x +y)? + 2.
Las soluciones reales son tres: A(—1,—1), B(1,1) y C(0,0).

w5 2b. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* + (x + y)? + 2.
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Ejemplos

= 2a. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* — (x +y)? + 2.
Las soluciones reales son tres: A(—1,—1), B(1,1) y C(0,0).
= 2b. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* + (x + y)? + 2.

Una solucién real: A(0, 0).
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Ejemplos

= 2a. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* — (x +y)? + 2.
Las soluciones reales son tres: A(—1,—1), B(1,1) y C(0,0).

w5 2b. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* + (x + y)? + 2.

Una solucién real: A(0, 0).

w 3. Calcular los extremos de f(x,y,z) = x* + y* + z* — 2(x® 4+ 2%) + y2.
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Ejemplos

= 2a. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* — (x +y)? + 2.
Las soluciones reales son tres: A(—1,—1), B(1,1) y C(0,0).
= 2b. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* + (x + y)? + 2.

Una solucién real: A(0, 0).

w 3. Calcular los extremos de f(x,y,z) = x* + y* + z* — 2(x® 4+ 2%) + y2.

Soluciones (0,0,0) (0,0, +1) (+1,0,0) (£1,0,1) (=1,0,+1).
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Ejemplos

= 2a. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* — (x +y)? + 2.
Las soluciones reales son tres: A(—1,—1), B(1,1) y C(0,0).

w5 2b. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* + (x + y)? + 2.

Una solucién real: A(0, 0).

w 3. Calcular los extremos de f(x,y,z) = x* + y* + z* — 2(x® 4+ 2%) + y2.

Soluciones (0,0,0) (0,0,+1) (£+1,0,0) (£1,0,1) (—1,0,+1).
i Qué hace MAXIMA?

= 4. Calcular los extremos de f(x,y) = xy log(x? + y?).
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Ejemplos

= 2a. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* — (x +y)? + 2.
Las soluciones reales son tres: A(—1,—1), B(1,1) y C(0,0).
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Soluciones (0,0,0) (0,0,+1) (£+1,0,0) (£1,0,1) (—1,0,+1).
i Qué hace MAXIMA?

= 4. Calcular los extremos de f(x,y) = xy log(x? + y?).

v 5. Calcular los extremos de f(x,y) = (x & y)e "
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Ejemplos

= 2a. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* — (x +y)? + 2.
Las soluciones reales son tres: A(—1,—1), B(1,1) y C(0,0).

w5 2b. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* + (x + y)? + 2.

Una solucién real: A(0, 0).

w 3. Calcular los extremos de f(x,y,z) = x* + y* + z* — 2(x® 4+ 2%) + y2.

Soluciones (0,0,0) (0,0,+1) (£+1,0,0) (£1,0,1) (—1,0,+1).
i Qué hace MAXIMA?

w 4. Calcular los extremos de f(x,y) = xy log(x? + y?).

v 5. Calcular los extremos de f(x,y) = (x £ y)e ™"’

w= 6. Calcular los extremos de f(x,y) = xy e Xy
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Ejemplos

= 2a. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* — (x +y)? + 2.
Las soluciones reales son tres: A(—1,—1), B(1,1) y C(0,0).

w5 2b. Calcular los extremos de f(x,y) = x* + y* + (x + y)? + 2.

Una solucién real: A(0, 0).

w 3. Calcular los extremos de f(x,y,z) = x* + y* + z* — 2(x® 4+ 2%) + y2.
Soluciones (0,0,0) (0,0, £1) (£1,0,0) (£1,0,1) (—1,0, £1).

i Qué hace MAXIMA?

w 4. Calcular los extremos de f(x,y) = xy log(x? + y?).

v 5. Calcular los extremos de f(x,y) = (x iy)e—x2—y2_
w= 6. Calcular los extremos de f(x,y) = xy e Xy

i 7. Calcular los extremos de f(x,y) = y3 — 9xy + x> + 27.
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Extremos condicionados
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Extremos condicionados

Pasemos ahora a un problema muy relacionado con el anterior. Imaginemos que queremos
encontrar los extremos de una funcién f : A C R” — R donde las variables no son todas
independientes sino que han de satisfacer m < n condiciones de ligaduras

¢1(X17'.' 7Xn):07 ¢2(X17”. 7Xn):07 q)m(Xl?"‘ 7Xn):0~

Ejemplos representativos

Ejemplo 1: Hallar la distancia minima del origen de coordenadas a la cénica de ecuacidn
x? 4 3xy + y? = 4.

Ejemplo 2: Encontrar en minimo de f(x,y) = xy si x> + y? = 1.
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Extremos condicionados

Pasemos ahora a un problema muy relacionado con el anterior. Imaginemos que queremos
encontrar los extremos de una funcién f : A C R” — R donde las variables no son todas
independientes sino que han de satisfacer m < n condiciones de ligaduras

¢1(X17'.' 7Xn):07 ¢2(X17”. 7Xn):O7 q)m(Xl?"‘ 7Xn):0~

Ejemplos representativos

Ejemplo 1: Hallar la distancia minima del origen de coordenadas a la cénica de ecuacidn
x? 4 3xy + y? = 4.

Ejemplo 2: Encontrar en minimo de f(x,y) = xy si x> + y? = 1.

i Como proceder?
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Un ejemplo para centrar ideas

Queremos encontrar el maximo y/o minimo absolutos de f : A C R? +— R, si sus variables

satisfacen la ecuacién ®(x,y) = 0.

Una forma de resolver el problema es como sigue:
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Un ejemplo para centrar ideas

Queremos encontrar el maximo y/o minimo absolutos de f : A C R? +— R, si sus variables
satisfacen la ecuacién ®(x,y) = 0.

Una forma de resolver el problema es como sigue:

© Resolvemos la ecuacién ®(x,y) = 0 respecto a una variable, digamos y = g(x), y sustituimos
la funcién resultante en nuestra f.
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Un ejemplo para centrar ideas

Queremos encontrar el maximo y/o minimo absolutos de f : A C R? +— R, si sus variables
satisfacen la ecuacién ®(x,y) = 0.

Una forma de resolver el problema es como sigue:

© Resolvemos la ecuacién ®(x,y) = 0 respecto a una variable, digamos y = g(x), y sustituimos
la funcién resultante en nuestra f.

@ Obtenemos una funcién de una variable F(x) = f(x,g(x)) a la que podemos calcularle los
extremos al ser x una variable /ibre.

Por el Teorema de la funcién implicita bastaria que ® (x, y) # 0 en A para tener garantizado
que exista la funcién y = g(x).
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Hallar la distancia minima del (0,0) a la cénica x* + 3xy + y* = 4.

En vez de usar p(x,y) = v/x2 + y2 vamos a usar su cuadrado d(x,y) = x> + y? jpor qué?
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Hallar la distancia minima del (0,0) a la cénica x* + 3xy + y* = 4.

En vez de usar p(x,y) = v/x2 + y2 vamos a usar su cuadrado d(x,y) = x> + y? jpor qué?

Resolvemos x? + 3xy + y? = 4 respecto a "y

2 —3x++v5x2+16

1k y+ = 5
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Hallar la distancia minima del (0,0) a la cénica x* + 3xy + y* = 4.

En vez de usar p(x,y) = v/x2 + y2 vamos a usar su cuadrado d(x,y) = x> + y? jpor qué?

Resolvemos x? + 3xy + y? = 4 respecto a "y

2 —3x++v5x2+16
5 )

1k Y+ =

Sustituimos y. en d(x,y) (repetir para y_):

2F _ £/ 2 1 2
3 1 L L L dJr(X) == X2 + ( 3X + 5X + 6)
-3 -2 -1 0 1 2 3 4
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Hallar la distancia minima del (0,0) a la cénica x* + 3xy + y* = 4.

En vez de usar p(x,y) = v/x2 + y2 vamos a usar su cuadrado d(x,y) = x> + y? jpor qué?

Resolvemos x? + 3xy + y? = 4 respecto a "y

2 B —3x++v5x2+16
- 5 )

1k Y+

Sustituimos y. en d(x,y) (repetir para y_):

2F _ £/ 2 1 2
3 1 L L L dJr(X) == X2 + ( 3X + 5X + 6)
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Calculamos los extremos de di(x) jcémo?
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Hallar la distancia minima del (0,0) a la cénica x* + 3xy + y* = 4.

En vez de usar p(x,y) = v/x2 + y2 vamos a usar su cuadrado d(x,y) = x> + y? jpor qué?

Resolvemos x? + 3xy + y? = 4 respecto a “y"

2 B —3x++v5x2+16
- 5 )

1k Y+

Sustituimos y. en d(x,y) (repetir para y_):

2F _ £/ 2 1 2
3 1 L L L d+(X) == X2 + ( 3X + 5X + 6)
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Calculamos los extremos de d (x) jcomo? d’ (xg) = 0, signo(d”(xo)):

, 9xv5x2+16 —15x% — 24 2
d+(X): =0 = X1 = —, Xo = R
VB x2+16 V5

Solo sirve la primera solucién.
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Hallar la distancia minima del (0,0) a la cénica x* + 3xy + y* = 4.

En vez de usar p(x,y) = v/x2 + y2 vamos a usar su cuadrado d(x,y) = x> + y? jpor qué?
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- 5 )

1k Y+
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3 1 L L L d+(X) == X2 + ( 3X + 5X + 6)
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Calculamos los extremos de d (x) jcomo? d’ (xg) = 0, signo(d”(xo)):

, 9xv5x2+16 —15x% — 24 2
d+(X): =0 = X1 = —, Xo = R
VB x2+16 V5

Solo sirve la primera solucién. Finalmente d”/(x1) = 24/5 = minimo.
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Hallar la distancia minima del (0,0) a la cénica x* + 3xy + y* = 4.

En vez de usar p(x,y) = v/x2 + y2 vamos a usar su cuadrado d(x,y) = x> + y? jpor qué?

Resolvemos x? + 3xy + y? = 4 respecto a "y

2 —3x++v5x2+16
5 )

1k Y+ =

Sustituimos y. en d(x,y) (repetir para y_):

2F _ £/ 2 1 2
3 1 L L L d+(X) == X2 + ( 3X + 5X + 6)
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Calculamos los extremos de d (x) jcomo? d’ (xg) = 0, signo(d”(xo)):

, 9xv5x2+16 —15x% — 24 2
d+(X): =0 = X1 = —, Xo = R
VB x2+16 V5

Solo sirve la primera solucién. Finalmente d”/(x1) = 24/5 = minimo.

iEs "bueno” este método?
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Hallar la distancia minima del (0,0) a la cénica x* + 3xy + y* = 4.

En vez de usar p(x,y) = v/x2 + y2 vamos a usar su cuadrado d(x,y) = x> + y? jpor qué?
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- 5 )

1k Y+

Sustituimos y. en d(x,y) (repetir para y_):

2F _ £/ 2 1 2
3 1 L L L d+(X) == X2 + ( 3X + 5X + 6)
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Calculamos los extremos de d (x) jcomo? d’ (xg) = 0, signo(d”(xo)):

, 9xv5x2+16 —15x% — 24 2
d+(X): =0 = X1 = —, Xo = R
VB x2+16 V5

Solo sirve la primera solucién. Finalmente d”/(x1) = 24/5 = minimo.

.Es "bueno” este método? NO
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Hallar la distancia minima del (0,0) a la cénica x* + 3xy + y* = 4.

En vez de usar p(x,y) = v/x2 + y2 vamos a usar su cuadrado d(x,y) = x> + y? jpor qué?

Resolvemos x? + 3xy + y? = 4 respecto a “y"

2 B —3x++v5x2+16
- 5 )

1k Y+

Sustituimos y. en d(x,y) (repetir para y_):

2F _ £/ 2 1 2
3 1 L L L d+(X) == X2 + ( 3X + 5X + 6)
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Calculamos los extremos de d (x) jcomo? d’ (xg) = 0, signo(d”(xo)):

, 9xv5x2+16 —15x% — 24 2
d+(X): =0 = X1 = —, Xo = R
VB x2+16 V5

Solo sirve la primera solucién. Finalmente d”/(x1) = 24/5 = minimo.

iEs "bueno” este método? NO g(x) ??? y jpor qué no x = h(y) ? etc

Renato Alvarez-Nodarse Extremos de funciones de varias variables U. Sevilla 19



Una forma mas elegante de proceder

Queremos encontrar los extremos de la funcién f(x,y) si sabemos que las variables satisfacen
la ligadura ®(x,y) = 0.

En rojo las curvas de nivel de la funcién f, i.e., f(x, y) = c. Recorramos la curva ®(x,y) =0
en contra de las manecillas del reloj y supongamos que f tiene un extremo a lo largo de la curva
® en P. jQué vemos?
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Una forma mas elegante de proceder

Queremos encontrar los extremos de la funcién f(x,y) si sabemos que las variables satisfacen
la ligadura ®(x,y) = 0.

En rojo las curvas de nivel de la funcién f, i.e., f(x, y) = c. Recorramos la curva ®(x,y) =0
en contra de las manecillas del reloj y supongamos que f tiene un extremo a lo largo de la curva

® en P. jQué vemos?

Si suponemos ademas que tanto la curva f(x,y) = cp como ®(x,y) = 0 son suaves entonces
ambas tienen la misma recta “t” tangente en P.
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Una forma mas elegante de proceder

La pendiente m de dicha recta tangente se calcula, en general, por la férmula (TFI)

P (x0: 0)
&}, (x0, ¥0)

_ _ﬂ(X07YO)

, Obien m=
f}f(XOaYO)
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Una forma mas elegante de proceder

La pendiente m de dicha recta tangente se calcula, en general, por la férmula (TFI)

/ /
_ fx,(Xo7)/0)7 o bien m— _‘D/X(Xo,)/o).
fy(x0, o) @1, (x0, y0)
fio.0) _ ®(0.00) . Kloy) _ Hloy)
f,(x0,y0) ¥} (x0,¥0) @l (x0.y0) ¥} (x0,¥0)
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Una forma mas elegante de proceder

La pendiente m de dicha recta tangente se calcula, en general, por la férmula (TFI)

/ /
_ fx,(Xodfo)’ o bien m— _‘D/X(Xo,)/o).
f;/(X()?yO) ¢y(X07YO)
f(x0, ¥0) _ ®L(x0,0) fi(x0,y0) _ f(x0.50)
= / - / ~ ’ = ; = —)\.
f)(x0,y0) ) (x0, ¥0) L (x0,y0) P (%0, ¥0)

Es decir, que si en P hay un extremo de f cuando nos restringimos a la curva ®(x,y) = 0,
entonces han de cumplirse las siguientes condiciones:

f)!(XanO) + /\q);(XOJ/O) - 07
fy(x0, ¥0) + APy (x0, y0) = 0,
d(x,y) =0,

donde A es cierta constante. O sea, P ha de ser un punto critico de la funcién de tres variables

Loy, ) = F(x,y) +A0(x,y) |
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Una forma mas elegante de proceder

La funcién L se suele denominar funcién de Lagrange y la forma de encontrar el extremo
seglin el sistema anterior es conocido como el método de los coeficientes indeterminados

de Lagrange.
Nétese que lo anterior sélo nos da condiciones necesarias.

= La condicién suficiente implica calcular la 22 diferencial d?L(xg, yo) de L en el punto critico
P pero ...
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Una forma mas elegante de proceder

La funcién L se suele denominar funcién de Lagrange y la forma de encontrar el extremo
seglin el sistema anterior es conocido como el método de los coeficientes indeterminados

de Lagrange.
Nétese que lo anterior sélo nos da condiciones necesarias.

= La condicién suficiente implica calcular la 22 diferencial d?L(xg, yo) de L en el punto critico
P pero ... hay que tener en cuenta que ®(x, y) = 0 = los diferenciales dx y dy de las variables
x e y en P NO son independientes. Usando la condicién de ligadura obtenemos la relacién

dd(x,y) = & (x0, yo)dx + &, (x0,y0)dy =0 = dx = g(dy) o dy = g(dx).
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Una forma mas elegante de proceder

La funcién L se suele denominar funcién de Lagrange y la forma de encontrar el extremo
seglin el sistema anterior es conocido como el método de los coeficientes indeterminados
de Lagrange.

Nétese que lo anterior sélo nos da condiciones necesarias.

= La condicién suficiente implica calcular la 22 diferencial d?L(xg, yo) de L en el punto critico
P pero ... hay que tener en cuenta que ®(x, y) = 0 = los diferenciales dx y dy de las variables
x e y en P NO son independientes. Usando la condicién de ligadura obtenemos la relacién

dd(x,y) = & (x0, yo)dx + &, (x0,y0)dy =0 = dx = g(dy) o dy = g(dx).

Sustituyendo dx (o dy) en la expresién de d?L(xp,yo) obtendremos una forma cuadratica (en
este caso de una Unica variable independiente) cuyo signo determinard el tipo de extremo.

Todo esto quedara mas claro en los ejemplos.
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i Cudndo falla lo anterior?

Antes de continuar conviene observar que el método anterior falla si la curva ® tiene picos pues
puede ocurrir que el extremo se alcance justo en ese punto tal y como se muestra en la siguiente

figura:

fixy)=c

En ese caso no tenemos la recta tangente que vimos antes.
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Problema general: Encontrar los extremos de f bajo las ligaduras (x)

Sea f : AC R" +— R una funcién f(x1,x2,...,Xm—1, Xm, Xm+1, - - - , Xn) CUyas n variables no son
independientes. i.e., satisfacen las ec. de ligadura
¢1(X1,X2, te 7Xn) = 07
(D2(X17X27 to 7Xn) = 07
(%)
q)m(X1;X27 T 7Xn) =0.

Por simplicidad supondremos que dichas ecuaciones de ligadura son independientes. Sea a € A
y supongamos que en un entorno de a se cumple

0P1(x)  0P1(x) 0P (x)
Ox1 Ox2 o OXm
det Jp = det : : : #0 =
OPm(x) 0Pm(x) 0P m(x)
8x1 aXQ o 8xm
Segtin el TFI existen las funciones x1(Xm+1,---sXn), -+ Xm(Xm+1, -+, Xn) - -
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Bajo las condiciones anteriores se tiene

Teorema

Seaf:ACR"— R, f € CU(A) cuyas n variables satisfacen las ecuaciones de ligadura
(Dl(Xla"' 7Xn):07 ¢2(X17"' 7Xn)207 (Dm(Xla"' aXn):Oa

y sea a € A un extremo de f (extremo condicionado de f por las ec. de ligadura). Entonces
existen m constantes A1, \o, ..., Am reales t.q. la funcién de Lagrange L : R"" — R

L(Xt, s Xny Alye ooy Am) = (X1, .oy Xn) + A P1(x1, -y Xn) + -+ AmPm(x1, - - oy Xn)

tiene un punto critico en a.
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Bajo las condiciones anteriores se tiene

Teorema

Seaf:ACR"— R, f € CU(A) cuyas n variables satisfacen las ecuaciones de ligadura
(Dl(Xla"' 7Xn):07 ¢2(X17"' 7Xn)207 (Dm(Xla"' aXn):Oa

y sea a € A un extremo de f (extremo condicionado de f por las ec. de ligadura). Entonces
existen m constantes A1, \o, ..., Am reales t.q. la funcién de Lagrange L : R"" — R

L(Xt, s Xny Alye ooy Am) = (X1, .oy Xn) + A P1(x1, -y Xn) + -+ AmPm(x1, - - oy Xn)
tiene un punto critico en a.

Prueba: Basta notar que L tiene los mismos extremos que f con las ligaduras.

oL of

7 Nétese que | — = — =
a (9Xk 6Xk

0k=1,...
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Un comentario formal

Como el sistema que define las ligaduras tiene solucién en el punto a € A, y el jacobiano det Jy
es distinto de cero, entonces por el teorema de la funcién implicita el sistema que define las

ligaduras es resoluble en las variables xi, ..., xmn, es decir, en un entorno de a € A existen las
funciones xx = g (Xm+1,---,Xn), k=1,2,..., m, tales que
q)k(gl(xm—l—l, .. 1Xn)7 ... >gm(Xm+1> e 7Xn)7Xm+1a .o 7Xn) - O

son identidades en el entorno de a € A.
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Un comentario formal

Como el sistema que define las ligaduras tiene solucién en el punto a € A, y el jacobiano det Jy
es distinto de cero, entonces por el teorema de la funcién implicita el sistema que define las

ligaduras es resoluble en las variables xi, ..., xmn, es decir, en un entorno de a € A existen las
funciones xx = g (Xm+1,---,Xn), k=1,2,..., m, tales que
(Dk(gl(xm—i-l, .. 1Xn)7 ... 7gm(xm+1> e 7Xn)7Xm+17 .o 7Xn) - 0

son identidades en el entorno de a € A.

O sea, en las condiciones dadas el problema del calculo de un extremo condicionado se
puede transformar en el de un extremo libre (sin ecuaciones de ligadura) sustituyendo las
funciones xx, k = 1,..., m asi obtenidas en la expresién de f, i.e, encontrando los extremos
libres de la funcién

F(Xm+17' . ;Xn) = f(gl(Xm+1a s aXn)a s agm(Xm+1a s 7Xn)aXm+17" . aXn)'
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Un comentario formal

Como el sistema que define las ligaduras tiene solucién en el punto a € A, y el jacobiano det Jy
es distinto de cero, entonces por el teorema de la funcién implicita el sistema que define las

ligaduras es resoluble en las variables xi, ..., xmn, es decir, en un entorno de a € A existen las
funciones xx = g (Xm+1,---,Xn), k=1,2,..., m, tales que
(Dk(gl(xm—i-l, .. 1Xn)7 ... 7gm(xm+1> e 7Xn)7Xm+17 .o 7Xn) - 0

son identidades en el entorno de a € A.

O sea, en las condiciones dadas el problema del calculo de un extremo condicionado se
puede transformar en el de un extremo libre (sin ecuaciones de ligadura) sustituyendo las
funciones xx, k = 1,..., m asi obtenidas en la expresién de f, i.e, encontrando los extremos
libres de la funcién

F(Xm+17 AR )XIT) : f(gl(Xm+1) AR 3Xn)’ AR ’gm(Xm+1) AR 7Xn))Xm+17 AR )Xn)'
Esto no es factible
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Un comentario formal

Como el sistema que define las ligaduras tiene solucién en el punto a € A, y el jacobiano det Jy
es distinto de cero, entonces por el teorema de la funcién implicita el sistema que define las

ligaduras es resoluble en las variables xi, ..., xmn, es decir, en un entorno de a € A existen las
funciones xx = g (Xm+1,---,Xn), k=1,2,..., m, tales que
(Dk(gl(xm—i-l, .. 1Xn)7 ... 7gm(xm+1> e 7Xn)7Xm+17 .o 7Xn) - 0

son identidades en el entorno de a € A.

O sea, en las condiciones dadas el problema del calculo de un extremo condicionado se
puede transformar en el de un extremo libre (sin ecuaciones de ligadura) sustituyendo las
funciones xx, k = 1,..., m asi obtenidas en la expresién de f, i.e, encontrando los extremos
libres de la funcién

F(Xm+17 AR )X") = f(gl(Xm+1) A ’Xn)’ M 3gm(Xm+1’ A 7Xn)’Xm+17 R ’Xn)'
Esto no es factible @ jNo siempre podemos resolver el sistema de ligaduras! y @ jEs feo!
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i Cémo proceder? @ Condicién necesaria

Esta claro que los extremos de f con las ligaduras son los mismos que los de la funcién
de Lagrange L , por tanto, tenemos que encontrar los puntos criticos de L, pero considerando
las constantes indeterminadas Ay, Kk = 1,..., m, como variables independientes.
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i Cémo proceder? @ Condicién necesaria

Esta claro que los extremos de f con las ligaduras son los mismos que los de la funcién
de Lagrange L , por tanto, tenemos que encontrar los puntos criticos de L, pero considerando
las constantes indeterminadas Ay, Kk = 1,..., m, como variables independientes.

1= Eso nos conduce a un sistema de n + m ecuaciones, a saber

oL oL

— = k=1,... — = =1 ... B
8Xk 07 9 7”7 a)\l 07 / ) 7m ()
Nétese que las ecuaciones
oL oL oL
— =¢;=0, —=o,=0, ..., —=¢,=0,
) ) VO )W

se transforman en las m ecuaciones de ligadura, que sabemos de antemano, que han de cumplirse.

La solucién del sistema (#) nos proporciona cierta cantidad de puntos criticos.
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i Cémo proceder? ® Condicién suficiente

Supongamos que a = (xp, \g) € R™™ es uno de los puntos criticos. Para saber si dicho punto
critico es un extremo hemos de calcular la segunda diferencial de L en dicho punto:

0°L(a)
Z ax,ax,d ik +Z o, Nt ZZ 8x,6>\ e,

iyj=1 i=1 j=1
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i Cémo proceder? ® Condicién suficiente

Supongamos que a = (xp, \g) € R™™ es uno de los puntos criticos. Para saber si dicho punto
critico es un extremo hemos de calcular la segunda diferencial de L en dicho punto:

Zax,ax,d x; dx; +Z 82A d>\2 Zzax,axd xid ).

ij=1 i=1j=1
oL 02L(a)  OL(a)
- — q)l. ,or,Xn) =0, A = 7 -
= Como A =il ) =0, €A = ST =gy 0 T
" 9%L(a)
PLa) =Y dxidx; = d*f(a) i=1...,m

Lo anterior nos dice que debemos calcular la segunda diferencial en (a, Ag), pero teniendo en
cuenta que las diferenciales de las variables dx,, kK = 1,....n no son independientes.
i Cémo proceder?
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i Cémo proceder? ® Condicién suficiente

Supongamos que a = (xp, \g) € R™™ es uno de los puntos criticos. Para saber si dicho punto
critico es un extremo hemos de calcular la segunda diferencial de L en dicho punto:

Zax,ax,d x; dx; +Z 82A d>\2 Zzax,axd xid ).

ij=1 i=1j=1
oL 02L(a)  OL(a)
- — q)l. ,or,Xn) =0, A = 7 -
= Como A =il ) =0, €A = ST =gy 0 T
" 9%L(a)
PLa) =Y dxidx; = d*f(a) i=1...,m

Lo anterior nos dice que debemos calcular la segunda diferencial en (a, Ag), pero teniendo en
cuenta que las diferenciales de las variables dx,, kK = 1,....n no son independientes.
i Coémo proceder? =  eliminando las dxx que no son independientes.
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Tomando diferenciales en ambos lados de las ecuaciones de ligadura ®;(x), i = 1,..., m ob-
tenemos un sistema lineal que podemos resolver respecto a las variables dxi, ..., dx, pues su
determinante es el jacobiano de las ec. de lig. y es # 0 en un entorno del punto critico x = a

8<D 00; .
= a)dx; + Z 8xk(a)dxk: , i=1,...,m.
j=1 k=m+1
v= Existen ciertas funciones lineales gj : R"™™ — R, j=1,...,m, t.q.

dxj = gj(dXm41, ..., dxn) = Aj1dXmi1 + -+ Ajpemdxn. j=1,...,m.
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Tomando diferenciales en ambos lados de las ecuaciones de ligadura ®;(x), i = 1,..., m ob-
tenemos un sistema lineal que podemos resolver respecto a las variables dxi, ..., dx, pues su
determinante es el jacobiano de las ec. de lig. y es # 0 en un entorno del punto critico x = a

8<D 00; .
= a)dx; + Z 8xk(a)dxk: , i=1,...,m.
j=1 k=m+1
v= Existen ciertas funciones lineales gj : R"™™ — R, j=1,...,m, t.q.

dxj = gj(dXm41, ..., dxn) = Aj1dXmi1 + -+ Ajpemdxn. j=1,...,m.

1= Sustituyendo los valores dxi, ..., dx, en la expresién de la segunda diferencial obtenemos
d?L(a) = d?f(a) en términos de las diferenciales de las variables independientes dxm1,. .., dx,
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Tomando diferenciales en ambos lados de las ecuaciones de ligadura ®;(x), i = 1,..., m ob-
tenemos un sistema lineal que podemos resolver respecto a las variables dxi, ..., dx, pues su
determinante es el jacobiano de las ec. de lig. y es # 0 en un entorno del punto critico x = a

8Xk
k=m+1

UNFLY " 00; _
dP;(a) = 2; 5y (D) + > ——(@dx =0, i=1,....m
J:
v= Existen ciertas funciones lineales gj : R"™™ — R, j=1,...,m, t.q.
dxj = gj(dXm41, ..., dxn) = Aj1dXmi1 + -+ Ajpemdxn. j=1,...,m.

1= Sustituyendo los valores dxi, ..., dx, en la expresién de la segunda diferencial obtenemos
d?L(a) = d?f(a) en términos de las diferenciales de las variables independientes dxm1,. .., dx,

v= Estudiando el signo de la forma cuadratica resultante (Teorema de la Cond. Suf.) podremos
decidir si el punto x = a es un extremo o no de f bajo las condiciones de ligadura.
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Tomando diferenciales en ambos lados de las ecuaciones de ligadura ®;(x), i = 1,..., m ob-
tenemos un sistema lineal que podemos resolver respecto a las variables dxi, ..., dx, pues su
determinante es el jacobiano de las ec. de lig. y es # 0 en un entorno del punto critico x = a

8<D 00; .
= a)dx; + Z 8xk(a)dxk: , i=1,...,m.
j=1 k=m+1
v= Existen ciertas funciones lineales gj : R"™™ — R, j=1,...,m, t.q.

dxj = gj(dXm41, ..., dxn) = Aj1dXmi1 + -+ Ajpemdxn. j=1,...,m.

1= Sustituyendo los valores dxi, ..., dx, en la expresién de la segunda diferencial obtenemos
d?L(a) = d?f(a) en términos de las diferenciales de las variables independientes dxm1,. .., dx,

vz Estudiando el signo de la forma cuadratica resultante (Teorema de la Cond. Suf.) podremos
decidir si el punto x = a es un extremo o no de f bajo las condiciones de ligadura.

iVeamos un ejemplo!
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Calculando los extremos condicionados

de una funcion de varias variables
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Extremos condicionados de una funcién de varias variables

Sea f : AC R" +— R una funcién f(x1,x2,...,Xm—1, Xm, Xm+1, - - - , Xn) CUyas n variables no son
independientes. i.e., satisfacen las ec. de ligadura

¢1(X1,X2, t 7Xn) = Oa

Pa(x1, %2, ,xa) =0,

¢m(X17X27 T ;Xn) =0.

Por simplicidad supondremos que dichas ecuaciones de ligadura son independientes. Sea a € A
y supongamos que en un entorno de a se cumple

0P1(x)  0P1(x) 0P (x)
Ox1 Ox2 o OXm
det Jp = det : : : #0 =
OPm(x) 0Pm(x) 0P m(x)
8x1 aXQ o 8xm
Segtin el TFI existen las funciones x1(Xm+1,---sXn), -+ Xm(Xm+1, -+, Xn) - -
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Condicidn necesaria de extremo

Teorema
Seaf:ACR"— R, f € C(A) cuyas n variables satisfacen las ecuaciones de ligadura

q)l(Xla"' 7Xn):07 ¢2(X1,--- 7Xn):07 ¢m(X17"' aXn):Oa

y sea a € A un extremo de f (extremo condicionado de f por las ec. de ligadura). Entonces
existen m constantes A1, Ao, ..., Am reales t.q. la funcién de Lagrange L : R"™" — R

L(X1y -y Xny Ay ey Am) = (X1, 0oy xn) + M P1(xa, ooy xn) + -+ Am®Pm(xt, ..., xn)

tiene un punto critico en a.
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Condicidn necesaria de extremo

Teorema
Seaf:ACR"— R, f € C(A) cuyas n variables satisfacen las ecuaciones de ligadura

q)l(Xla"' 7Xn)207 ¢2(X1,--- 7Xn):07 ¢m(X17"' aXn):Oa

y sea a € A un extremo de f (extremo condicionado de f por las ec. de ligadura). Entonces
existen m constantes A1, Ao, ..., Am reales t.q. la funcién de Lagrange L : R"™" — R

L(X1y -y Xny Ay ey Am) = (X1, 0oy xn) + M P1(xa, ooy xn) + -+ Am®Pm(xt, ..., xn)

tiene un punto critico en a.

LR
6xk_8xk_

oL

0, k=1,... — =
’ ’ , 1, 8/\,
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Condicién suficiente: Escribimos d?L(a)

02L(a) 02L(a)
Z Do df+z 82)\ s+ ZZ Do, D94 = Z ax,axJ

ij=1 i=1 j= ij=1

;(2)20
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Condicién suficiente: Escribimos d?L(a)

02L(a)
Z ax,ax o df+z 82)\ s+ ZZ Do, D94 = Z ax,aXJ

ij=1 i=1 j= i,j=1

1= Usando las eq. de ligadura ®;(xp), i = 1,..., m obtenemos un sistema lineal

n

oo, .
: Z O (a)dxx =0, i=1,...,m.
= Y k=mt1 K

Encontramos las dxi, ..., dx, en funcién de las dxmi1, ..., dx,:

dxj = gj(dXmy1,-..,dxn) = Aj1dXme1 4+ -+ Ajpemdxs, j=1,...,m
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Condicién suficiente: Escribimos d?L(a)

02L(a)
Z ax,ax o df+z 82)\ s+ ZZ Do, D94 = Z ax,aXJ

ij=1 i=1 j= ij=1 ®;(a)=0
1= Usando las eq. de ligadura ®;(xp), i = 1,..., m obtenemos un sistema lineal
n
0P;
a)dx; + Z 8X'(a)dxk =0, i=1,....m
j:]. k=m+1 k
Encontramos las dxi, ..., dx, en funcién de las dxmi1, ..., dx,:
de :gj(de_H, ce an) = Aj,ldxm+1 + -+ Aj7n,den, j=1...,m
w5 Sustituimos los valores dxi, ..., dx;, en la expresién de la 22 diferencial de d?L(a) = d°f(a)
que nos queda en términos de las diferenciales de las variables independientes dxp.1, .. ., dx,
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Condicién suficiente: Escribimos d?L(a)

02L(a)
Z ax,ax o df+z 82)\ s+ ZZ Do, D94 = Z ax,aXJ

ij=1 i=1 j= ij=1 ®;(a)=0
1= Usando las eq. de ligadura ®;(xp), i = 1,..., m obtenemos un sistema lineal
n
0P;
a)dx; + Z 8X'(a)dxk =0, i=1,....m
j:]. k=m+1 k
Encontramos las dxi, ..., dx, en funcién de las dxmi1, ..., dx,:
de :gj(de_H, ce an) = Aj,lde+1 + -+ Aj7n,den, j=1...,m
w5 Sustituimos los valores dx, ..., dx,, en la expresién de la 22 diferencial de dL(a) = d°f(a)
que nos queda en términos de las diferenciales de las variables independientes dxp.1, .. ., dx,

1= Estudiamos el signo de la forma cuadrética resultante.
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Condicién suficiente: Escribimos d?L(a)

02L(a)
Z ax,ax o df+z 82)\ s+ ZZ Do, D94 = Z ax,aXJ

ij=1 i=1 j= ij=1 ®i(a)=0
1= Usando las eq. de ligadura ®;(xp), i = 1,..., m obtenemos un sistema lineal
n
0P;
a)dx; + Z 8X'(a)dxk =0, i=1,....m
j:]. k=m+1 k
Encontramos las dxi, ..., dx, en funcién de las dxmi1, ..., dx,:
de :gj(de_H, ce an) = Aj,ldxm+1 + -+ Aj7n,den, j=1...,m
w5 Sustituimos los valores dxi, ..., dx;, en la expresién de la 22 diferencial de d?L(a) = d°f(a)
que nos queda en términos de las diferenciales de las variables independientes dxp.1, .. ., dx,
1= Estudiamos el signo de la forma cuadrética resultante. iHora de hacer un ejemplo!
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Hallar la distancia minima del (0,0) a la cénica x* + 3xy + y* = 4.

Resolvamos por este método el ejemplo anterior: Asi hay que encontrar los extremos de la
funcién f(x,y) = x* +y? si ®(x,y) = x> +3xy +y? -4 =0.
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Hallar la distancia minima del (0,0) a la cénica x* + 3xy + y* = 4.

Resolvamos por este método el ejemplo anterior: Asi hay que encontrar los extremos de
funcién f(x,y) = x> + y? si ®(x,y) = x> +3xy + y> —4 =0.

L(x,y,\) = x? +y2 + /\(x2 + 3xy—i—y2 —4)

Renato Alvarez-Nodarse Extremos de funciones de varias variables U. Sevilla

34



Hallar la distancia minima del (0,0) a la cénica x* + 3xy + y* = 4.

Resolvamos por este método el ejemplo anterior: Asi hay que encontrar los extremos de la
funcién f(x,y) = x* +y? si ®(x,y) = x> +3xy +y? -4 =0.

L(x,y,\) = x? +y2 + /\(x2 + 3xy—i—y2 —4)

3
oL
2 7:2 2 =
| o x+A2x+3y)=0
oL
— =2 A2y +3x) =0
0 oy (2y + 3x)
o oL _ , 2 _
2t ﬁ—x +3xy+y —4=0
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Hallar la distancia minima del (0,0) a la cénica x* + 3xy + y* = 4.

Resolvamos por este método el ejemplo anterior: Asi hay que encontrar los extremos de la
funcién f(x,y) = x* +y? si ®(x,y) = x> +3xy +y? -4 =0.

L(x,y,\) = x? +y2 + /\(X2 + 3xy—i—y2 —4)

oL
2r 7:2 2 =
| M x4+ A2x+3y)=0
oL
— =2 A(2 3x)=0
0 3y y + A(2y + 3x)
l 8L_ 2 2 _
2+ ﬁ_x +3xy+y —4=0

Solucién: A = —2/5, A(2/v/5,2/V/5) y B(—2/+/5,—2//5),
f(A) = f(B) = 8/5 json realmente minimos?
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Hallar la distancia minima del (0,0) a la cénica x* + 3xy + y* = 4.

Resolvamos por este método el ejemplo anterior: Asi hay que encontrar los extremos de la
funcién f(x,y) = x* +y? si ®(x,y) = x> +3xy +y? -4 =0.

L(x,y,\) = x? +y2 + /\(X2 + 3xy—i—y2 —4)

oL
2r 7:2 2 =
| M x4+ A2x+3y)=0
oL
— =2 A(2 3x)=0
0 By y + A(2y + 3x)
l 8L_ 2 2 _
2+ ﬁ_x +3xy+y —4=0

Solucién: A = —2/5, A(2/v/5,2/V/5) y B(—2/+/5,—2//5),
f(A) = f(B) = 8/5 ison realmente minimos? d?L(xg, yo, A) ...
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Hallar la distancia max y min del (0,0) a (x —3)*+ (y — 4)* =

Encontrar los extremos de la funcién f(x,y) = x? + y? con la condicién de ligadura (x —3)? +
(y—4)2=a*cona=10ya=2.

L(x,y,2) = x* +y2 + M(x = 3)* + (v — 4)* — 10°)
oL
o = X T 2A(x=3) =0
oL
a——2y+2>\(y 4)=0
g(x—3)2+(y—4)2—102—0
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Hallar la distancia max y min del (0,0) a (x —3)*+ (y — 4)* =

Encontrar los extremos de la funcién f(x,y) = x? + y? con la condicién de ligadura (x —3)? +
(y—4)2=a*cona=10ya=2.

L(x,y,2) = x* +y2 + M(x = 3)* + (v — 4)* — 10°)
oL
o = X T 2A(x=3) =0
oL
a——2y+2>\(y 4)=0
g(x—3)2+(y—4)2—102—0

Solucién: A = —3/2, A(9,12) y A = —1/2, B(—3, —4),

f(A) =225, f(B) =25 = Aes mixy B min.
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Hallar la distancia max y min del (0,0) a (x —3)*+ (y — 4)* =

Encontrar los extremos de la funcién f(x,y) = x? + y? con la condicién de ligadura (x —3)? +
(y—4)2=a*cona=10ya=2.

L(x,y,2) = x* +y2 + M(x = 3)* + (v — 4)* — 10°)
oL
o = X T 2A(x=3) =0
oL
a——2y+2>\(y 4)=0
g(x—3)2+(y—4)2—102—0

Solucién: A = —3/2, A(9,12) y A = —1/2, B(—3, —4),

f(A) = 225, f(B) = 25 = A es max y B min. NO necesito d2L(xg, yo, \)
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Ejemplo: Encontrar en minimo de f(x,y) = xy si x> + y? = 1.



Ejemplos

Ejemplo: Encontrar en minimo de f(x,y) = xy si x* + y? = 1.

Ejemplo: Encontrar el maximo y minimo absolutos de la funcién f(x,y) = x>+ y2 —x —y +1
en la regién definida por x% + y? < 2.

Renato Alvarez-Nodarse Extremos de funciones de varias variables U. Sevilla 36



Ejemplos

Ejemplo: Encontrar en minimo de f(x,y) = xy si x* + y? = 1.

Ejemplo: Encontrar el maximo y minimo absolutos de la funcién f(x,y) = x>+ y2 —x —y +1
en la regién definida por x% + y? < 2.

.Y si ademas x > 07
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Ejemplos

Ejemplo: Encontrar en minimo de f(x,y) = xy si x* + y? = 1.

Ejemplo: Encontrar el maximo y minimo absolutos de la funcién f(x,y) = x>+ y2 —x —y +1
en la regién definida por x% + y? < 2.

.Y si ademas x > 07

Ejemplo: Encontrar todos los extremos relativos y el maximo y minimo absolutos de la funcién
f(x,y) =x%+y? + 2% — 2x + 4y — 3 en la regién definida por x? + y? + 22 = 0.
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Ejemplos

Ejemplo: Encontrar en minimo de f(x,y) = xy si x* + y? = 1.

Ejemplo: Encontrar el maximo y minimo absolutos de la funcién f(x,y) = x>+ y2 —x —y +1
en la regién definida por x% + y? < 2.

.Y si ademas x > 07

Ejemplo: Encontrar todos los extremos relativos y el mdximo y minimo absolutos de la funcién
f(x,y) =x%+y? + 2% — 2x + 4y — 3 en la regién definida por x? + y? + 22 = 0.

.Y si nos restringimos a

0S5 ={(x,y)x*+y*+ 2> <9}
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Ejemplos

Ejemplo: Encontrar en minimo de f(x,y) = xy si x* + y? = 1.

Ejemplo: Encontrar el maximo y minimo absolutos de la funcién f(x,y) = x>+ y2 —x —y +1
en la regién definida por x% + y? < 2.

.Y si ademas x > 07

Ejemplo: Encontrar todos los extremos relativos y el mdximo y minimo absolutos de la funcién
f(x,y) =x%+y? + 2% — 2x + 4y — 3 en la regién definida por x? + y? + 22 = 0.

.Y si nos restringimos a

0S5 ={(x,y)x*+y*+ 2> <9}

© S = {(x,y)X2+y2 + 22 <9, x > 0}
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Ejemplos

Ejemplo: Encontrar en minimo de f(x,y) = xy si x* + y? = 1.

Ejemplo: Encontrar el maximo y minimo absolutos de la funcién f(x,y) = x>+ y2 —x —y +1
en la regién definida por x% + y? < 2.

.Y si ademas x > 07

Ejemplo: Encontrar todos los extremos relativos y el mdximo y minimo absolutos de la funcién
f(x,y) =x%+y? + 2% — 2x + 4y — 3 en la regién definida por x? + y? + 22 = 0.

.Y si nos restringimos a

0S5 ={(x,y)x*+y*+ 2> <9}

© S, = {(x, ) +y? +22 <9, x >0}

Problema. Encontrar los puntos de la superficie (z—2)?+y?+4x? = 1 mds cercanos y alejados
del punto (—1,0,2).

Renato Alvarez-Nodarse Extremos de funciones de varias variables U. Sevilla 36



Mas ejemplos

Problema. Sea la curva definida por la interseccién de las superficies
_ _ 2 2
X+y+z=12, z=x"+y

Encontrar:
@ Los puntos de mayor y menor altura

@ Los punto mds cercanos y mas lejanos al origen
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Mas ejemplos

Problema. Sea la curva definida por la interseccién de las superficies
_ _ 2 2
X+y+z=12, z=x"+y

Encontrar:
@ Los puntos de mayor y menor altura

@ Los punto mds cercanos y mas lejanos al origen

Problema. Sea la curva definida por la interseccidon de las superficies

2

X24y?— 22 —xy =1, X +y?=a%

Encontrar los puntos mas cercanos y mds lejanos al origen cuando a = 1 (deberes a = 8).
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Mas ejemplos

Problema. Sea la curva definida por la interseccién de las superficies
P4+y?4+22=11, x+y+z=3.

Encontrar los extremos absolutos de f(x,y,z) = z? 4+ 2x + 2y + 20 sobre la curva anterior.
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Mas ejemplos

Problema. Sea la curva definida por la interseccién de las superficies
P4+y?4+22=11, x+y+z=3.
Encontrar los extremos absolutos de f(x,y,z) = z? 4+ 2x + 2y + 20 sobre la curva anterior.

Problema. Encuentra los extremos de f(x, y) = log(x? +y?) definida sobre la regién (x —1)% +
y2 <4, x>1.
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Mas ejemplos

Problema. Sea la curva definida por la interseccién de las superficies
P4+y?4+22=11, x+y+z=3.
Encontrar los extremos absolutos de f(x,y,z) = z? 4+ 2x + 2y + 20 sobre la curva anterior.

Problema. Encuentra los extremos de f(x, y) = log(x? +y?) definida sobre la regién (x —1)% +
y2 <4, x>1.

Problema. Calcula los puntos del trozo de paraboloide definido por
z=x>+y? z<3

que son mds cercanos y mds lejanos del punto (3,3, 1).
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