R. Alvarez-Nodarse

Espacios métricos, normados y euclideos

R. Alvarez-Nodarse

Universidad de Sevilla

\
. S
Nl %

Espacios métricos, normados y euclideos 2026






»2 _yz . ,
f(x y): m, si (x,y) # (0,0), l1-«a

Iim f(x,ax) = ——
9 1 2
0, si(xy)=(0,0. *7° e



f:R2 > R, z:f(x,y),( lim  f(x,y) =7

x,y)—(0,0)
X2 )2
o, o Si X,y ;é 0707 7 1_a2
0, si (x,y) =(0,0).
x2y lim f(x,ax) =0
- i x—0
oy | w20,

0, si(xy)=(0,0), Jimf(x,x)=1/2#0

R. Alvarez-Nodarse Espacios métricos, normados y euclideos 2026



f:R2 > R, z:f(x,y),( lim  f(x,y) =7

x,y)—(0,0)
X2 — )2
7 i 1 — a2
f(x,y){ X2+ y?’ si (xy) #(0.0), Il'mof(x,ax): 1+a2
0, si(xy)=(00). “

x2y . lim £(x,ax) =0
f(x,y)= { m’ si (x,y) # (0,0), x—0

0, si(xy)=(0,0), Jimf(x,x)=1/2#0

X2+ y2’
0, si (x,y) =(0,0). Iim f(x,x*) =0, >0

x—0

|X|3/2 . )|<[>‘n f(x,ax) =0
f(xjy){ L s () £ (0,0, <0

R. Alvarez-Nodarse Espacios métricos, normados y euclideos 2026



f:R2 > R, z:f(x,y),( lim  f(x,y) =7

x,y)—(0,0)
X2 — 2
7 i 1 — a2
0, si (x,y) = (0,0).
X%y lim f(x,ax) =0
i x—0
P B T IR NS

0, si(xy)=(0,0, Ilmf(xx*)=1/2#0

13/2y lim f(x,ax) =0
si (x,y) #(0,0), *70

0, si(xy)=(0,0). limFxx)=0a>0

|xy|

il NN A [ 94 /3~
M2

1
< §|x|1/2 —0

R. Alvarez-Nodarse Espacios métricos, normados y euclideos 2026



f:R2 > R, z:f(x,y),( lim  f(x,y) =7

x,y)—(0,0)
x2 —y?
foy) =4 @ty o700 im £(x,0x) = T
0, si (x,y) = (0,0). x— «
x2y . lim £(x,ax) =0
f(x,y)= x4+ y2’ si (x,y) # (0,0), x—0
0, si(xy)=(0,0), Jimf(x,x)=1/2#0
x¥2y lim £(x, ax) = 0
f(Xay): X2+y27 S (Xay)#(O,O), —0
Ix[3/2y 12| Iyl 1
= s r < -
X2—|—y ’X‘ X2+y2 —2|X| —0

iNecesitamos formalizar estos limites!

R. Alvarez-Nodarse Espacios métricos, normados y euclideos

2026



iNecesitamos formalizar estos limites!
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Espacios vectoriales

Definicién
Sea V' un conjunto de elementos (vectores) sobre el cual estdn definidas las operaciones suma
x"“+"y de dos elementos x, y € V' y la multiplicacion a"-" x de un escalar o € R por un vector.
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Espacios vectoriales

Definicién
Sea V' un conjunto de elementos (vectores) sobre el cual estian definidas las operaciones suma
x"“+"y de dos elementos x, y € V' y la multiplicacion a"-" x de un escalar o € R por un vector.

V' es un espacio vectorial s/

@ Vx, y € V, el vector suma, w = x+y € V y se cumple que:

@ x+ty=y+x

@ (x+y)+tz=x+(y+2)

© Existe un elemento “nulo” de V, tal que x+0=0+x = x

@ Cualquiera sea el vector x de V, existe el elemento (—x) ‘“opuesto” a x, tal que

x+(=x) = (—x) +x=0.
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Espacios vectoriales

Definicién
Sea V' un conjunto de elementos (vectores) sobre el cual estian definidas las operaciones suma
x"“+"y de dos elementos x, y € V' y la multiplicacion a"-" x de un escalar o € R por un vector.
V' es un espacio vectorial s/

@ Vx, y € V, el vector suma, w = x+y € V y se cumple que:
@ x+ty=y+x
@ (xty)+tz=x+(y+2)
© Existe un elemento “nulo” de V, tal que x+0=0+x = x
@ Cualquiera sea el vector x de V, existe el elemento (—x) ‘“opuesto” a x, tal que
x+(=x) = (—x) +x=0.

@ Vx eV, el vectorw =« -x € V yse cumple que:
O a-(x+ty)=a-x+a-y
@ (a+pP) x=a-x+p x
© a-(8-x)=(af) x
Q1 x=x
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Ejemplos de espacios vectoriales

= E| conjunto de los vectores de R” cuando la suma de dos vectores y la multiplicaciéon por
un escalar es la estandard.

X1 )% X1+wn X1 axy

Xn Yn Xn + Yn Xn QXp
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Ejemplos de espacios vectoriales

= E| conjunto de los vectores de R” cuando la suma de dos vectores y la multiplicaciéon por
un escalar es la estandard.

iy

X1 Y x1+y X1 axy

Xn Yi

3

Xn + Yn Xn QXp

1= El conjunto R™*" de las matrices m X n cuando la suma de dos matrices y la multiplicacién
por un escalar es la estandard.
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Subespacios vectoriales

Definicién
Sea V' un espacio vectorial. Diremos que un subconjunto H de elementos de V es un subespacio
vectorial de V' si H es a su vez un espacio vectorial respecto a las mismas operaciones suma

“+" y multiplicacién “" que V.
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Subespacios vectoriales

Definicién
Sea V' un espacio vectorial. Diremos que un subconjunto H de elementos de V es un subespacio
vectorial de V' si H es a su vez un espacio vectorial respecto a las mismas operaciones suma
“+" y multiplicacién “" que V.

Ejemplos.

@ Dado un espacio vectorial V/, son subespacios vectoriales “triviales” los subespacios H =
{0} (conjunto que tiene como tnico elemento, el nulo) y H = V (el mismo espacio
vectorial).
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Subespacios vectoriales

Definicién
Sea V' un espacio vectorial. Diremos que un subconjunto H de elementos de V es un subespacio
vectorial de V' si H es a su vez un espacio vectorial respecto a las mismas operaciones suma
“+" y multiplicacién “" que V.

Ejemplos.

@ Dado un espacio vectorial V/, son subespacios vectoriales “triviales” los subespacios H =

{0} (conjunto que tiene como tnico elemento, el nulo) y H = V (el mismo espacio
vectorial).
@ Sea k < n. En conjunto V = {(x1,...,xk,0,...,0) € R" es un subespacio vectorial de R".
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Subespacios vectoriales

Definicién
Sea V' un espacio vectorial. Diremos que un subconjunto H de elementos de V es un subespacio
vectorial de V' si H es a su vez un espacio vectorial respecto a las mismas operaciones suma
“+" y multiplicacién “" que V.

Ejemplos.

@ Dado un espacio vectorial V/, son subespacios vectoriales “triviales” los subespacios H =

{0} (conjunto que tiene como tnico elemento, el nulo) y H = V (el mismo espacio
vectorial).
@ Sea k < n. En conjunto V = {(x1,...,xk,0,...,0) € R" es un subespacio vectorial de R".
© El conjunto de vectores x = (x1,...,x,) de R” tales que para todos ay,...,a, € R,

ai1xy + -+ apx, = 0.
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Subespacios vectoriales

Teorema

Un subconjunto H de elementos de V' es un subespacio vectorial de V' si y solo si

Vx,y € HyVa,B ER = ax+ By € H
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Subespacios vectoriales

Teorema
Un subconjunto H de elementos de V' es un subespacio vectorial de V' si y solo si

Vx,y € HyVa,B ER = ax+ By € H

15 Al vector v = x1vi +xpVvo + -+ XpVp, X1,...,Xp € R, se denomina combinacién lineal de
los vectores vq, vo, ..., Vp.
w Denotaremos por span (vi, v, ..., Vp) al conjunto de todas las combinaciones lineales de los

vectores vi, Vo, ..., V, € V

R. Alvarez-Nodarse Espacios métricos, normados y euclideos 2026 7



Subespacios vectoriales

Teorema

Un subconjunto H de elementos de V' es un subespacio vectorial de V' si y solo si
Vx,y € HyVa,B ER = ax+ By € H

15 Al vector v = x1vi +xpVvo + -+ XpVp, X1,...,Xp € R, se denomina combinacién lineal de
los vectores vq, vo, ..., Vp.

w Denotaremos por span (vi, v, ..., Vp) al conjunto de todas las combinaciones lineales de los
vectores vi, Vo, ..., V, € V

Teorema

span (vi, V2, ..., Vp) €s un subespacio vectorial de V.

Dicho subespacio vectorial cominmente se denomina subespacio generado por los vectores
V1, V2, eny Vp.
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Conjuntos linealmente independientes

Definicién
Un conjunto de vectores vy, va, ..., v, de un espacio vectorial V' se denomina linealmente in-

dependiente si la ecuacion vectorial
xivi+xovo+ -+ Xxvp =0, Xx1,%,-- ,x €ER

tiene como dnica solucion la trivial x; = - -+ = x, = 0.
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Conjuntos linealmente independientes

Definicidn

Un conjunto de vectores vy, va, ..., v, de un espacio vectorial V' se denomina linealmente in-
dependiente si la ecuacion vectorial

xivi+xovo+ -+ Xxvp =0, Xx1,%,-- ,x €ER

tiene como dnica solucion la trivial x; = - -+ = x, = 0.

Definicién
Un conjunto de vectores vi,vs,...,v, se denomina linealmente dependiente s/ existen
X1, X2, -+ ,Xp € R no todos iguales a cero tales que se verifique la ecuacion vectorial

xivi +xovo + -+ Xpvp = 0.
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Importancias de los vectores li: Bases

Definicién
Sea H un subespacio vectorial del espacio vectorial V. El conjunto de vectores B
{b1, b2, ..., by} de V es una base de H si
i) B es un conjunto de vectores linealmente independientes
ii) H=span (b, by, ..., bp), 0 sea, B genera a todo H.
En particular si H coincide con V, entonces B es una base de todo el espacio vectorial V.
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Importancias de los vectores li: Bases

Definicién
Sea H un subespacio vectorial del espacio vectorial V. El conjunto de vectores B =
{b1, b2, ..., by} de V es una base de H si

i) B es un conjunto de vectores linealmente independientes

ii) H=span (b, by, ..., bp), 0 sea, B genera a todo H.
En particular si H coincide con V, entonces B es una base de todo el espacio vectorial V.

Ejemplo 1: Las n columnas ay, ..., a, de una matriz invertible n x n, son li y ademds R" =
span (a1, ..., ap). Por tanto B = a3, ..., a, es una base de R".
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Importancias de los vectores li: Bases

Definicién
Sea H un subespacio vectorial del espacio vectorial V. El conjunto de vectores B =
{b1, b2, ..., by} de V es una base de H si

i) B es un conjunto de vectores linealmente independientes

ii) H=span (b, by, ..., bp), 0 sea, B genera a todo H.
En particular si H coincide con V, entonces B es una base de todo el espacio vectorial V.

Ejemplo 1: Las n columnas ay, ..., a, de una matriz invertible n x n, son li y ademds R" =
span (a1, ..., ap). Por tanto B = a3, ..., a, es una base de R".

Si A = I, es la matriz identidad n X n, las columnas ej, ey, ..., e, de la misma son la base
canonica de R".
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Bases y dimensién del espacio

Teorema

Si un espacio vectorial V' tiene una base de n vectores B = {by, by, ..., by}, entonces cualquier
conjunto con mas de n vectores de V' es linealmente dependiente. Ademads, si un espacio vectorial

V' tiene una base de n vectores B = {by, ..., by}, entonces cualquier otra base de V tendrd que
tener n vectores de V.
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Bases y dimensién del espacio

Teorema

Si un espacio vectorial V' tiene una base de n vectores B = {by, by, ..., by}, entonces cualquier
conjunto con mas de n vectores de V' es linealmente dependiente. Ademads, si un espacio vectorial

V' tiene una base de n vectores B = {by, ..., by}, entonces cualquier otra base de V tendrd que
tener n vectores de V.

El menor niimero de vectores linealmente independientes que generan un espacio vectorial es
una propiedad intrinseca de dicho espacio y se denomina dimensién del espacio vectorial.
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Bases y dimensién del espacio

Teorema
Si un espacio vectorial V' tiene una base de n vectores B = {by, by, ..., by}, entonces cualquier
conjunto con mas de n vectores de V' es linealmente dependiente. Ademads, si un espacio vectorial
V' tiene una base de n vectores B = {by, ..., by}, entonces cualquier otra base de V tendrd que
tener n vectores de V.

El menor niimero de vectores linealmente independientes que generan un espacio vectorial es
una propiedad intrinseca de dicho espacio y se denomina dimensién del espacio vectorial.

i Un espacio vectorial V' es de dimension finita n si V estd generado por una base de n
elementos en cuyo caso dim V = n.
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Bases y dimensién del espacio

Teorema
Si un espacio vectorial V' tiene una base de n vectores B = {by, by, ..., by}, entonces cualquier
conjunto con mas de n vectores de V' es linealmente dependiente. Ademads, si un espacio vectorial
V' tiene una base de n vectores B = {by, ..., by}, entonces cualquier otra base de V tendrd que
tener n vectores de V.

El menor niimero de vectores linealmente independientes que generan un espacio vectorial es
una propiedad intrinseca de dicho espacio y se denomina dimensién del espacio vectorial.

i Un espacio vectorial V' es de dimension finita n si V estd generado por una base de n
elementos en cuyo caso dim V = n.

i El espacio nulo {0} tiene dimensién 0.
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Bases y dimensién del espacio

Teorema
Si un espacio vectorial V' tiene una base de n vectores B = {by, by, ..., by}, entonces cualquier
conjunto con mas de n vectores de V' es linealmente dependiente. Ademads, si un espacio vectorial
V' tiene una base de n vectores B = {by, ..., by}, entonces cualquier otra base de V tendrd que
tener n vectores de V.

El menor niimero de vectores linealmente independientes que generan un espacio vectorial es
una propiedad intrinseca de dicho espacio y se denomina dimensién del espacio vectorial.

i Un espacio vectorial V' es de dimension finita n si V estd generado por una base de n
elementos en cuyo caso dim V = n.

i El espacio nulo {0} tiene dimensién 0.

= Si V' no puede ser generado por una base finita = V es de dimensién infinita: dim V = co.
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Bases y dimensién del espacio

Teorema

Si un espacio vectorial V' tiene una base de n vectores B = {by, by, ..., by}, entonces cualquier
conjunto con mas de n vectores de V' es linealmente dependiente. Ademads, si un espacio vectorial
V' tiene una base de n vectores B = {by, ..., by}, entonces cualquier otra base de V tendrd que
tener n vectores de V.

El menor niimero de vectores linealmente independientes que generan un espacio vectorial es
una propiedad intrinseca de dicho espacio y se denomina dimensién del espacio vectorial.

i Un espacio vectorial V' es de dimension finita n si V estd generado por una base de n
elementos en cuyo caso dim V = n.

i El espacio nulo {0} tiene dimensién 0.
= Si V' no puede ser generado por una base finita = V es de dimensién infinita: dim V = co.

Ejemplos: dimR" = n, dim ([, = oo.
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Definiendo la distancia entre los elementos de un
conjunto
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Espacios métricos

Definiciéon

Un espacio métrico es un par (X, p) donde X es un conjunto y p := p(x,y) es una funcién
real (univaluada) no negativa definida para todos x,y,z € X tal que

O p(x,y) =0« x=y,

@ p(x,y) = p(y, x), (simetria)
O p(x,z) < p(x,y)+ ply, z) (desigualdad triangular)
2026 12
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Espacios métricos

Definicién
Un espacio métrico es un par (X, p) donde X es un conjunto y p := p(x,y) es una funcién
real (univaluada) no negativa definida para todos x,y,z € X tal que

Q p(x,y)=0=x=y,

@ p(x,y) = ply;x),
O p(x,z) < p(x,y)+ ply, z) (desigualdad triangular)

(simetria)

w Sea X =R", ie, x = (x1,X2,...,Xp) y definimos la métrica

n
ply) =D I—wl? =
=1

(R, p) es un espacio métrico. Esta métrica se suele denominar métrica euclidea.
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Espacios métricos

Definicién
Un espacio métrico es un par (X, p) donde X es un conjunto y p := p(x,y) es una funcién
real (univaluada) no negativa definida para todos x,y,z € X tal que

Q p(x,y)=0=x=y,

@ p(x,y) = ply;x),
O p(x,z) < p(x,y)+ ply, z) (desigualdad triangular)

(simetria)

w Sea X =R", ie, x = (x1,X2,...,Xp) y definimos la métrica

n
ply) =D I—wl? =
=1

(R, p) es un espacio métrico. Esta métrica se suele denominar métrica euclidea.  ; Prueba?
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Espacios normados

Definicidon

Un espacio vectorial X se denomina espacio normado si para todo x € X existe un ndmero
real denominado norma, y que denotaremos por ||x||, que cumple con las condiciones

O vxeX, ||x|]| >0 ysi|x|| =0 entonces x = 0.

@ Vx X yAeR, [|Ax|| = |AllIx]-
@ Vx,y € X, se tiene la desigualdad triangular ||x + y|| < ||x]| + |l¥|l-
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Espacios normados

Definicidon

Un espacio vectorial X se denomina espacio normado si para todo x € X existe un ndmero
real denominado norma, y que denotaremos por ||x||, que cumple con las condiciones

O vxeX, ||x|]| >0 ysi|x|| =0 entonces x = 0.

@ Vx X yAeR, [|Ax|| = |AllIx]-

@ Vx,y € X, se tiene la desigualdad triangular ||x + y|| < ||x|| + l|ly|l-

Ejemplo

P, p > 1 es un espacio normado.

X =R" con la norma ||x|| = p

n
D bk
k=1

A lo largo del curso usaremos la norma euclidea: p =2 ...
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Espacios normados

Definicidon

Un espacio vectorial X se denomina espacio normado si para todo x € X existe un ndmero
real denominado norma, y que denotaremos por ||x||, que cumple con las condiciones

O vxeX, ||x|]| >0 ysi|x|| =0 entonces x = 0.

@ Vx X yAeR, [|Ax|| = |AllIx]-

@ Vx,y € X, se tiene la desigualdad triangular ||x + y|| < ||x|| + l|ly|l-

Ejemplo

P, p > 1 es un espacio normado.

X =R" con la norma ||x|| = p

n
D bk
k=1

A lo largo del curso usaremos la norma euclidea: p =2 ... ;por qué?
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i Todo espacio métrico es normado?

Si en un espacio normado X definimos p(x,y) = ||x — y||, el par (X,|| - ||) es espacio métrico

[Todo espacio normado es un espacio métrico}

A p se denomina métrica inducida por la norma.

R. Alvarez-Nodarse Espacios métricos, normados y euclideos 2026
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i Todo espacio métrico es normado? NO

Si en un espacio normado X definimos p(x,y) = ||x — y||, el par (X,|| - ||) es espacio métrico

[Todo espacio normado es un espacio métrico}

A p se denomina métrica inducida por la norma.

Sea X un espacio normado. Entonces, la métrica p inducida por la norma satisface las condiciones

O p(x+z,y+2)=p(xy),
@ p(Ax, Ay) = |Alp(x, y).
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i Todo espacio métrico es normado? NO

Si en un espacio normado X definimos p(x,y) = ||x — y||, el par (X,|| - ||) es espacio métrico

[Todo espacio normado es un espacio métrico}

A p se denomina métrica inducida por la norma.

Sea X un espacio normado. Entonces, la métrica p inducida por la norma satisface las condiciones

O p(x+z,y+2)=p(xy),
@ p(Ax, Ay) = [Alp(x, y).
Dado que estamos interesados en R” que es un espacio normado y por tanto métrico con la

métrica p inducida por la norma p(x,y) = ||[x — y|| en adelante vamos a asumir que X es un
espacio métrico cuya métrica viene inducida por la correspondientes norma.
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R"™ es un espacios métricos y normado.

Ejercicio: Probar que R” con la p-métrica

n 1/p
p(va): Z’Xk*)’k|p ) lea
k=1

es un espacio métrico.
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R"™ es un espacios métricos y normado.

Ejercicio: Probar que R” con la p-métrica

n 1/p
p(va): E \Xk*)/k|p ) lea
k=1
es un espacio métrico.
n 1/p
Idea: Probamos que es normado con la norma ||x||, = g | x4 |P
k=1
R. Alvarez-Nodarse Espacios métricos, normados y euclideos 2026
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R"™ es un espacios métricos y normado.

Ejercicio: Probar que R” con la p-métrica

n 1/p
p(va): Z\Xk*)/kv) ) p=>1,
k=1
es un espacio métrico.
n 1/p
Idea: Probamos que es normado con la norma ||x||, = Z | x4 |P
k=1

1. Probar que para todos u,v >0y 1 < p < +00 se tiene

P= inf {t'PuP+(1—t)"PvPiu,v>0,0<t<1}.
(u+v) tel(rz),l){ uP 4+ ( ) PvPiu v > }
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R"™ es un espacios métricos y normado.

Ejercicio: Probar que R” con la p-métrica

n 1/p
p(va): Z\Xk*)/kv) ) p=>1,
k=1
es un espacio métrico.
n 1/p
Idea: Probamos que es normado con la norma ||x||, = Z | x4 |P
k=1

1. Probar que para todos u,v >0y 1 < p < +00 se tiene
(u+v)P = |'(nf ){tl_pup+(1 — )1 PvPiu,v > 0,0< t < 1}.
te(0,1

2. Usamos 1. |x; + yilP < (|xi| + |yi])P = -+~
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iPara qué sirve la métrica?
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iPara qué sirve la métrica?

Asi, en los espacios normados, como en los métricos, podemos definir la convergencia de suce-
siones, sucesiones de Cauchy, etc.
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iPara qué sirve la métrica?

Asi, en los espacios normados, como en los métricos, podemos definir la convergencia de suce-
siones, sucesiones de Cauchy, etc.

Definicion

Una sucesion (xp)n de elementos de X es convergente, y lo denotaremos por lim x, = x, si
n—o00

existe un x € X t.q. Ve > 0, AN € N t.q. Vn > N, p(x,x,) < €. En caso contrario diremos que
(xn)n es divergente.
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iPara qué sirve la métrica?

Asi, en los espacios normados, como en los métricos, podemos definir la convergencia de suce-
siones, sucesiones de Cauchy, etc.

Definicion

Una sucesion (xp)n de elementos de X es convergente, y lo denotaremos por lim x, = x, si
n—o00

existe un x € X t.q. Ve > 0, AN € N t.q. Vn > N, p(x,x,) < €. En caso contrario diremos que
(xn)n es divergente.

Corolario: Una sucesién (x,), de elementos de R” es convergente a x € R”, si Ve > 0 existe
un Ne Nt.g. Vn> N, ||x — x| <e.
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iPara qué sirve la métrica?

Asi, en los espacios normados, como en los métricos, podemos definir la convergencia de suce-
siones, sucesiones de Cauchy, etc.

Definicion

Una sucesion (xp)n de elementos de X es convergente, y lo denotaremos por lim x, = x, si
n—o00

existe un x € X t.q. Ve > 0, AN € N t.q. Vn > N, p(x,x,) < €. En caso contrario diremos que
(xn)n es divergente.

Corolario: Una sucesién (x,), de elementos de R” es convergente a x € R”, si Ve > 0 existe

un Ne Nt.g. Vn> N, ||x — x| <e.

Ejercicio: Si existe el limite es Gnico.
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iPara qué sirve la métrica?

Asi, en los espacios normados, como en los métricos, podemos definir la convergencia de suce-
siones, sucesiones de Cauchy, etc.

Definicion

Una sucesion (xp)n de elementos de X es convergente, y lo denotaremos por lim x, = x, si
n—o00

existe un x € X t.q. Ve > 0, AN € N t.q. Vn > N, p(x,x,) < €. En caso contrario diremos que
(xn)n es divergente.

Corolario: Una sucesién (x,), de elementos de R” es convergente a x € R”, si Ve > 0 existe
un Ne Nt.g. Vn> N, ||x — x| <e.

Ejercicio: Si existe el limite es Gnico.

Ejercicio: Tanto la norma como la métrica son aplicaciones continuas: Es decir, si x, — x
entonces || x| — [|x]|-
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iPara qué sirve la métrica?

Asi, en los espacios normados, como en los métricos, podemos definir la convergencia de suce-
siones, sucesiones de Cauchy, etc.

Definicion

Una sucesion (xp)n de elementos de X es convergente, y lo denotaremos por lim x, = x, si
n—o00

existe un x € X t.q. Ve > 0, AN € N t.q. Vn > N, p(x,x,) < €. En caso contrario diremos que
(xn)n es divergente.

Corolario: Una sucesién (x,), de elementos de R” es convergente a x € R”, si Ve > 0 existe
un Ne Nt.g. Vn> N, ||x — x| <e.

Ejercicio: Si existe el limite es Gnico.

Ejercicio: Tanto la norma como la métrica son aplicaciones continuas: Es decir, si x, — x
entonces || x| — [|x]|-

Ejercicio: Una sucesién (x,), de R"” converge a x € R"” <= convergen sus componentes a las
componentes del limite.
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Espacios métricos: entornos o “bolas”

Definicién
Sea X un espacio métrico, xo € X y r > 0. B(xp,r) es una “bola” si B(xg,r) = {x €

X; p(x0,x) < rt e {xeX, ||xo—x|| <r}.
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Espacios métricos: entornos o “bolas”

Definicién
Sea X un espacio métrico, xo € X y r > 0. B(xo,r) es una “bola” si B(xp,r) = {x €
X; p(x0,x) < rt e {xeX, ||xo—x|| <r}.

Y1 p=+/a?+a3 Y1 p=méx{|x|, |22} p = |o] + s
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Topologia de los Espacios métricos: Puntos aislados, adherentes, frontera, ...

Definicidon

Diremos que xp es un punto de limite de M C X si

Ve > 0 en la bola B(xg,€), hay al menos un x € M, x # xo

)

Ve > 0 en cada B(x,¢€) hay infinitos elementos de M distintos de x.

X

(&

punto limite

R. Alvarez-Nodarse Espacios métricos, normados y euclideos
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Espacios métricos: Topologia

Definicién
Un subconjunto M C X es acotado si existe una bola de radio finito que contiene a M, i.e.,
dado un xp € X 3r > 0 t.q. M C B(xo, r).
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Espacios métricos: Topologia

Definicién
Un subconjunto M C X es acotado si existe una bola de radio finito que contiene a M, i.e.,
dado un xp € X 3r > 0 t.q. M C B(xo, r).
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Espacios métricos: Topologia

Definicién
Un subconjunto M C X es acotado si existe una bola de radio finito que contiene a M, i.e.,
dado un xp € X 3r > 0 t.q. M C B(xo, r).
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Espacios métricos: Topologia

Definicién
Una sucesion (xp)n de elementos de X es acotada si existe un xo € X y un nimero K > 0 tal

que p(xo, xn) < K para todo n € N.
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Espacios métricos: Topologia

Definicién
Una sucesion (xp)n de elementos de X es acotada si existe un xo € X y un nimero K > 0 tal

que p(xo, xn) < K para todo n € N.
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Espacios métricos: Topologia

Definicién
Una sucesion (xp)n de elementos de X es acotada si existe un xo € X y un nimero K > 0 tal

que p(xo, xn) < K para todo n € N.

Teorema (Bolzano-Weierstrass)
Todo conjunto infinito y acotado de R" tiene al menos un punto de acumulacion jsucesion?
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Espacios métricos

Definicién
Una sucesion (xn)n de elementos de X se denomina de Cauchy o fundamental si para todo
€ > 0 existe un N € N tal que para todo n > N y todo p € N, p(Xp, Xptp) < €.

Una sucesién en R"” es de Cauchy < lo son sus componentes, i.e., en R” toda sucesién es
convergente < es de Cauchy. Esta propiedad de R"” no es necesariamente cierta para cualquier

espacio métrico X.
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Espacios métricos

Definicién
Una sucesion (xn)n de elementos de X se denomina de Cauchy o fundamental si para todo
€ > 0 existe un N € N tal que para todo n > N y todo p € N, p(xp, Xptp) < €.

Una sucesién en R"” es de Cauchy < lo son sus componentes, i.e., en R” toda sucesién es
convergente < es de Cauchy. Esta propiedad de R"” no es necesariamente cierta para cualquier
espacio métrico X.

Definicién
Un espacio métrico X se denomina completo si y sélo si toda sucesion de Cauchy de elementos
de X converge.

Definicién
Un espacio normado completo (en la métrica inducida por la norma) se denomina espacio de
Banach.
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Espacios métricos

Definicién
Una sucesion (xn)n de elementos de X se denomina de Cauchy o fundamental si para todo
€ > 0 existe un N € N tal que para todo n > N y todo p € N, p(xp, Xptp) < €.

Una sucesién en R"” es de Cauchy < lo son sus componentes, i.e., en R” toda sucesién es
convergente < es de Cauchy. Esta propiedad de R"” no es necesariamente cierta para cualquier
espacio métrico X.

Definicién
Un espacio métrico X se denomina completo si y sélo si toda sucesion de Cauchy de elementos
de X converge.

Definicién
Un espacio normado completo (en la métrica inducida por la norma) se denomina espacio de
Banach.

R" es un espacio métrico completo y ademas de Banach.
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Espacios normados de dimension finita

i En cualquier norma en R”, ||x, — x|| — 0?}
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[;_En cualquier norma en R”, ||x, — x|| — 0?]




Espacios normados de dimensién finita

iEn cualquier norma en R”,

|x,,—x||—>O?J

Para responder a la pregunta anterior necesitamos de un resultado auxiliar . ..
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El Lema Técnico

Lema (Lema técnico)

Sean n vectores cualesquiera xi, ..

., Xn linealmente independientes de un espacio normado X.
Entonces, existe un nimero real ¢ > 0 tal que cuales quiera sean los escalares a, . .

'ranr

loaxs + -+ anxpl| = c(Jaa] + - - + ). (%)
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El Lema Técnico

Lema (Lema técnico)

Sean n vectores cualesquiera x1, ..., x, linealmente independientes de un espacio normado X.
Entonces, existe un nimero real ¢ > 0 tal que cuales quiera sean los escalares o, ..., ap,
larxa + -+ anxp|| = c(lea| + - - - + |anl). (*)

Demostracion: Sea s = ||+ -+ + |ap|. Si s = 0 el lema es trivial asi que asumiremos s > 0.
Dividiendo la igualdad (*) por s se sigue que la férmula (*) es equivalente a probar que si xi,

., Xp son linealmente independientes, entonces existe un ndmero real ¢ > 0 tal que cuales
quiera sean los los escalares 1, ..., B, con Y p_;1 |68k =1

||/81X1 +---+ BanH > c.

La prueba serd por reduccién al absurdo.
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Prueba del Lema técnico

Entonces ha de existir (;por qué?) una sucesién (ym)m C X tal que

ym =B 4 -+ B8, Zrﬂk =1,y [lym] =30
k=1

De la condicién S 7 _ (m)) — 1 se sigue que las n sucesiones numéricas (
k=1 1Pk k

son acotadas.
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Prueba del Lema técnico

Entonces ha de existir (;por qué?) una sucesién (ym)m C X tal que

= B B S IB =1,y fyall
k=1
De la condicién Y ) _, \,6’,(("7)\ = 1 se sigue que las n sucesiones numéricas (B,((m))m, k=1,...,n,

son acotadas.
Sea la sucesién ( §m))m acotada, entonces por el T de B-W de ella se puede extraer una

subsucesién convergente
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Prueba del Lema técnico

Entonces ha de existir (;por qué?) una sucesién (ym)m C X tal que

= B B S IB =1,y fyall
k=1
De la condicién Y ) _, \/B,((m)\ = 1 se sigue que las n sucesiones numéricas (B,((m))m, k=1,...,n,

son acotadas.

Sea la sucesién ( (m))m acotada entonces por el T de B-W de ella se puede extraer una
oo
subsucesién convergente Bl )2 B1-

Escojamos de cada una de las sucesiones restantes (ﬂ,((m))m, k = 2,...,n, las subsucesiones
definidas por los indices m;.
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Prueba del Lema técnico

Entonces ha de existir (;por qué?) una sucesién (ym)m C X tal que

= B B S IB =1,y fyall
k=1
De la condicién Y ) _, \/B,((m)\ = 1 se sigue que las n sucesiones numéricas (B,((m))m, k=1,...,n,

son acotadas.

Sea la sucesién ( (m))m acotada entonces por el T de B-W de ella se puede extraer una
) j—oo

subsucesién convergente Bl — f1.
Escojamos de cada una de las sucesiones restantes (ﬂ,((m))m, k = 2,...,n, las subsucesiones
definidas por los indices m;.

Entonces (Bémj))j es acotada y por B-W y podemos extraer una subsucesidon convergente
5(’/’ Dop —— 2. Ademas, si escogemos los indices j; definidos, la subsucesién (/Bg’))j op 15}
(ipor qué?).
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s B By B,

B;™ acotada = 3(my;);



,Blm /Bzm B3m /Bnm,
imj) émj) ﬁémj) . plm) ﬁimj)fif B,

B;™ acotada = 3(my;);



s B By B,

. . . . ) =00 ) J—oo
imj) émj) ,Bgmj) . r(1mj), /Bimj) J_*_> 81, ggj) — B

B;™ acotada = 3(my;);



/31m ﬁzm /83m ,Bnm , ,Blm acotada = El(mj)j
imj) émj) ,Bgmj) . r(1mj), imj) J_’_> 81, ggj) — B

ﬁémj) acotada = (mj,); == (ji),

O A L



Prueba del Lema técnico

/Bgm) ﬁgm) ﬁgm) ,(,m), ﬁ§’") acotada = El(mj)j

(m)gm) g gl gz gy g T,
ﬂgmj acotada = (mj,); == (i),

/BiJI) ,Bgl) Béj/) .. r(;fl), (JI) l%oo ,82, ﬂij/) lﬂf /81

y asi sucesivamente
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Prueba del Lema técnico

/Bgm) Bgm) ﬁgm)

§mj) émj) 6§mj)

8 ij/) l@éj/) Béj/)

i i i
§ ) é ) 5( )

R. Alvarez-Nodarse

2

(m

Ur)

n

()

n

ﬁ§’") acotada = El(mj)j

g 2 g gl DX g,
ﬂgmj acotada = (mj,); == (i),

02 g, a0 By
y asi sucesivamente

existe (/;); subsucecidn
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Prueba del Lema técnico

/8£m) Bém) ﬁgm)

§mj) Bémj) 6:£,mj)

/Bijl) l@éj/) ng/)

>
{ 1 1
B1 B2 B3

2

(m

Ur)

n

()

n

!
B,

5§’") acotada = EI(mJ-)j

i g g T
ﬂgmf acotada = (mj,); == (i),
(J,) I=op 20 5

823

y asi sucesivamente

existe (/;); subsucecidn

tal que i — o0

Dicha sucesién de indices define una subsucesién (y;.); de (Ym)m t.q.

li

R. Alvarez-Nodarse

+ B85, =X Byxq + -

+ﬁnxn =Y.
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Prueba del Lema técnico

Asi, tenemos una sucesién de indices (/;); t.q. ﬁ,((l") e Bk, Yk = 1,2,...,n. Ademas, dicha

sucesion de indices define una subsucesién (y;); de (ym)m t.q.

v, = Zﬁlgi)x’(’ donde 5,((/’) -
k=1

k=1

n n n
i ,
Z\ﬁ;(()le = ZWH:L y i'gg@)//,-:Zﬁka =y
k=1 k=1
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Prueba del Lema técnico

Asi, tenemos una sucesién de indices (/;); t.q. ﬁ,((l")
sucesion de indices define una subsucesién (y;); de (ym)m t.q.

n
Yi, = Zﬁ,((li)Xk, donde B,((l") X8 =
k=1
n | n n
Z\ﬁ;((')le = ZWH:L y [lim YI;:Z/Bka =y
k=1 k=1 e k=1
Luego, no todos los Bx = 0 al mismo tiempo (jpor qué?).
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Prueba del Lema técnico

Asi, tenemos una sucesién de indices (/;); t.q. ﬁ,((l") e Bk, Yk = 1,2,...,n. Ademas, dicha

sucesion de indices define una subsucesién (y;); de (ym)m t.q.

v, = Zﬁlgi)x’(’ donde 5,((/’) -
k=1

n n n
() _ _ ‘ _ i

Z‘Bk ’*1 = Z‘Bk‘*lu y ilrgoy/ilegkxk =Yy

k=1 k=1 k=1

Luego, no todos los Sx = 0 al mismo tiempo (jpor qué?). Como los vectores xi, ..

=y # 0 (ipor qué?).

., Xp son li
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Prueba del Lema técnico

Asi, tenemos una sucesién de indices (/;); t.q. B,((I") e Bk, Yk = 1,2,...,n. Ademas, dicha

sucesion de indices define una subsucesién (y;); de (ym)m t.q.

v, = Zﬁlgi)x’(’ donde 5,((”) -

k=1
= 50 - ”
I ,
Y=1= =1 I .= =
> 1B S Bd=1 'y lim y, > Bexi=y
k=1 k=1 k=1
Luego, no todos los 5x = 0 al mismo tiempo (jpor qué?). Como los vectores xi, ..., x, son li

=y # 0 (ipor qué?). Pero recordemos que la norma es una aplicacién continua =

limy,=y#0 = lim |y, = [yl #0.
1—00 1—00

Por otro lado |ym|| ™=3 0, entonces lim; o ||y;|| = 0, luego |ly|| = 0 de donde se sigue que
y = 0 lo cual es una contradiccién. |
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R. Alvarez-Nodarse

Regresemos a DFVV ...
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Regresemos a DFVV ...

iDependen las propiedades de R” de la norma usada? ...

Para responder a la pregunta anterior usaremos el Lema técnico
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El Lema técnico y los espacios normados de dimensién finita

[ka i, & Yorg, Je > 0 t.q: [lor + - + anxoll = l|e|+ - + |an])
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El Lema técnico y los espacios normados de dimensién finita

[ka 0. & Yo, e > 0t.q: [|lonxt + -+ 4 anxall = o]+ + |oz,,|)J

Teorema (Completitud de los espacios de dimensién finita)
Todo subespacio M de dimensidn finita de un espacio normado es completo. En particular, todo
espacio normado de dimensién finita es completo.
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El Lema técnico y los espacios normados de dimensién finita

[ka 0. & Yo, e > 0t.q: [|lonxt + -+ 4 anxall = o]+ + |oz,,|)J

Teorema (Completitud de los espacios de dimensién finita)

Todo subespacio M de dimensidn finita de un espacio normado es completo. En particular, todo
espacio normado de dimension finita es completo.

Definicién
Una norma || - || en un espacio vectorial X es equivalente a otra norma || - ||" en X si existen
dos niimeros a > 0, b > 0, tales que para todo x € X

allx||” < x|l < blix|"
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El Lema técnico y los espacios normados de dimensién finita

[ Ve 1. & Vo, 36> 0t flaxs + - + ol > cllag] + -+ |oz,,|)J

Teorema (Completitud de los espacios de dimensién finita)

Todo subespacio M de dimensidn finita de un espacio normado es completo. En particular, todo
espacio normado de dimension finita es completo.

Definicién
Una norma || - || en un espacio vectorial X es equivalente a otra norma || - ||" en X si existen
dos niimeros a > 0, b > 0, tales que para todo x € X

allx||” < x|l < blix|"

Teorema (Equivalencia de las normas en dimensién finita)

Sea X un espacio vectorial de dimensidn finita. Entonces cualquier norma ||-|| en X es equivalente
a cualquier otra norma en X.
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El Lema técnico y los espacios normados de dimensién finita

Consecuencia
Si dos normas son equivalentes entonces toda sucesién de Cauchy en el espacio (X, |- ||) también

loesen (X,| -|), y viceversa =
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El Lema técnico y los espacios normados de dimensién finita

Consecuencia

Si dos normas son equivalentes entonces toda sucesién de Cauchy en el espacio (X, |- ||) también

loesen (X,| -|), y viceversa =

iz En R” todas las normas son equivalentes.
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El Lema técnico y los espacios normados de dimensién finita

Consecuencia

Si dos normas son equivalentes entonces toda sucesién de Cauchy en el espacio (X, |- ||) también

loesen (X,| -|), y viceversa =

iz En R” todas las normas son equivalentes.

i R” es completo independientemente de la norma que usemos.
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El Lema técnico y los espacios normados de dimensién finita

Consecuencia
Si dos normas son equivalentes entonces toda sucesién de Cauchy en el espacio (X, |- ||) también

loesen (X,| -|), y viceversa =

iz En R” todas las normas son equivalentes.

i R” es completo independientemente de la norma que usemos.

Sin pérdida de generalidad vamos a usar la norma || - |2 (norma euclidea)
n
Il = | Dbl = ol y) = lIx =yl =
k=1

Six € R, [|x|| = |x|, y si 2= (x,) € B2, 2] = /<2 + 2.
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Un poco de Topologia (desde el Analisis)

1 xp € X es punto interior de M C X si Je > 0 tal que B(xp,€) C M.



Un poco mas de Topologia

Un poco de Topologia (desde el Anlisis)
1= xp € X es punto interior de M C X si Je > 0 tal que B(xp,€) C M.
1 x9 € X es un punto limite de M si Ve > 0 en la bola B(x,€), hay al menos un x € M,

X # Xp
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Un poco mas de Topologia

Un poco de Topologia (desde el Anlisis)

1= xp € X es punto interior de M C X si Je > 0 tal que B(xp,€) C M.
1 x9 € X es un punto limite de M si Ve > 0 en la bola B(x,€), hay al menos un x € M,
x # xo (= hay infinitos x # xp).
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Un poco mas de Topologia

Un poco de Topologia (desde el Anlisis)

1= xp € X es punto interior de M C X si Je > 0 tal que B(xp,€) C M.
1 x9 € X es un punto limite de M si Ve > 0 en la bola B(x,€), hay al menos un x € M,

x # xo (= hay infinitos x # xp).
1w M C X es abierto si todos sus puntos son interiores. M es cerrado si X\ M es abierto.
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Un poco mas de Topologia

Un poco de Topologia (desde el Anlisis)

1= xp € X es punto interior de M C X si Je > 0 tal que B(xp,€) C M.

1 x9 € X es un punto limite de M si Ve > 0 en la bola B(x,€), hay al menos un x € M,
x # xo (= hay infinitos x # xp).
1w M C X es abierto si todos sus puntos son interiores. M es cerrado si X\ M es abierto.

1= Dado M se denomina clausura de M al M formado por todos los puntos de M + puntos
limites <= M = M U {conjunto de sus puntos limites}
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Un poco mas de Topologia

Un poco de Topologia (desde el Anlisis)

1= xp € X es punto interior de M C X si Je > 0 tal que B(xp,€) C M.

1 x9 € X es un punto limite de M si Ve > 0 en la bola B(x,€), hay al menos un x € M,
x # xo (= hay infinitos x # xp).

1w M C X es abierto si todos sus puntos son interiores. M es cerrado si X\ M es abierto.

1= Dado M se denomina clausura de M al M formado por todos los puntos de M + puntos
limites <= M = M U {conjunto de sus puntos limites}

1= Caracterizacion: x € M si y sélo si existe una sucesién (xn)n de elementos de M tal que
liMmp_oo Xn = X.
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Un poco mas de Topologia

Un poco de Topologia (desde el Anlisis)

1= xp € X es punto interior de M C X si Je > 0 tal que B(xp,€) C M.

1 x9 € X es un punto limite de M si Ve > 0 en la bola B(x,€), hay al menos un x € M,
x # xo (= hay infinitos x # xp).

1w M C X es abierto si todos sus puntos son interiores. M es cerrado si X\ M es abierto.

1= Dado M se denomina clausura de M al M formado por todos los puntos de M + puntos
limites <= M = M U {conjunto de sus puntos limites}

1= Caracterizacion: x € M si y sélo si existe una sucesién (xn)n de elementos de M tal que

liMmp_oo Xn = X.

w Caracterizacién: Un subconjunto M € X es cerrado si y sélo si M = M. Osea, un conjunto
cerrado es aquel que contiene a todos sus puntos limite.
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Un poco mas de Topologia

Un poco de Topologia (desde el Anlisis)

1= xp € X es punto interior de M C X si Je > 0 tal que B(xp,€) C M.

1 x9 € X es un punto limite de M si Ve > 0 en la bola B(x,€), hay al menos un x € M,
x # xo (= hay infinitos x # xp).

1w M C X es abierto si todos sus puntos son interiores. M es cerrado si X\ M es abierto.

1= Dado M se denomina clausura de M al M formado por todos los puntos de M + puntos
limites <= M = M U {conjunto de sus puntos limites}

1= Caracterizacion: x € M si y sélo si existe una sucesién (xn)n de elementos de M tal que
liMmp_oo Xn = X.

w Caracterizacién: Un subconjunto M € X es cerrado si y sélo si M = M. Osea, un conjunto
cerrado es aquel que contiene a todos sus puntos limite.

Prueba: Ver proyecto de la asignatura.
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Un poco de topologia

Definicién
Un espacio métrico X se denomina (secuencialmente) compacto si cualquier sucesion (xp), de
elementos de X tiene una subsucesion convergente.

Un subconjunto M C X es compacto si M es compacto por si mismo, i.e., ¥(xp), de M tiene
una subsucesion convergente en M.
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Un poco de topologia

Definicién
Un espacio métrico X se denomina (secuencialmente) compacto si cualquier sucesion (xp), de
elementos de X tiene una subsucesion convergente.

Un subconjunto M C X es compacto si M es compacto por si mismo, i.e., ¥(xp), de M tiene
una subsucesion convergente en M.

Lema
Si M C X es compacto, entonces M es cerrado y acotado.
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Un poco de topologia

Definicién
Un espacio métrico X se denomina (secuencialmente) compacto si cualquier sucesion (xp), de
elementos de X tiene una subsucesion convergente.

Un subconjunto M C X es compacto si M es compacto por si mismo, i.e., ¥(xp), de M tiene
una subsucesion convergente en M.

Lema
Si M C X es compacto, entonces M es cerrado y acotado.

El reciproco, en general, es falso. Pero para R” se tiene

Teorema
En un espacio normado X de dimensién finita (y por tanto en R"), todo subconjunto es compacto
si y sélo si es cerrado y acotado.

R. Alvarez-Nodarse Espacios métricos, normados y euclideos 2026 43



Espacios euclideos

Para terminar esta introduccion recordemos la definicién de espacios euclideos.
Definicién
Se dice que un espacio vectorial E sobre R es un espacio euclideo si dados dos elementos
cualesquiera x,y € E existe un ndmero denominado producto escalar, que denotaremos por
(x,y), tal que

@ Para todo x,y € E, (x,y) = (y,x).

@ Para todo x,y,z € E, (x+y,z) = (x,z) + (y, z).

© Paratodox,y e Ey X eC, (Ax,y) = Ax,y)

Q Paratodox € E, x #0, (x,x) >0y si (x,x) =0, entonces x = 0.
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Espacios euclideos

El ejemplo mds sencillo de espacio euclideo es el espacio R” con el producto escalar estandar:
dados x = (x1,...,xn), ey = (V1,---,¥n)

n
<Xay> = Zxkyk-
k=1
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Espacios euclideos

El ejemplo mds sencillo de espacio euclideo es el espacio R” con el producto escalar estandar:
dados x = (x1,...,xn), ey = (V1,---,¥n)

n
<Xay> = Zxkyk-
k=1

Teorema (desigualdad de Cauchy-Schwarz)

Sea E un espacio euclideo. Entonces para todos f,g € E,

(F,8)> < (f,f){g. &)

n n n
ParaR" = Z X yi| < Z | Xk |2 Z |yil?.
k=1 k=1

k=1
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Espacios euclideos

Teorema
Todo espacio euclideo E es normado si en él definimos la norma mediante la férmula ||f| =

VAF, f). Ademis, |(f,g)| < [If]| - llgll-
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Espacios euclideos

Teorema
Todo espacio euclideo E es normado si en él definimos la norma mediante la férmula ||f| =

VA, f). Ademds, |(f,g)| < ||f]| - [l&]-

Luego, todo espacio euclideo [E es un espacio métrico con la métrica inducida por el producto

escalar mediante la férmula
px.y)=Ilx—yll=V{x—y,x—y).

Asi, en R” el producto escalar escalar induce la norma

n
Ixllz = [ D b2,
k=1
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Espacios euclideos

Teorema
Todo espacio euclideo E es normado si en él definimos la norma mediante la férmula ||f| =

VA, f). Ademds, |(f,g)| < ||f]| - [l&]-

Luego, todo espacio euclideo [E es un espacio métrico con la métrica inducida por el producto
escalar mediante la férmula

px.y)=Ilx—yll=V{x—y,x—y).

Asi, en R” el producto escalar escalar induce la norma

n
Ixllz = [ D b2,
k=1

Un espacio euclideo E completo se denomina espacio de Hilbert.

i R"” es un espacio de Hilbert.
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