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Prefacio

Estas notas contienen el contenido del curso Diferenciacion de funciones
de vartas vartables impartido por el autor en la Facultad de Matematicas
de la Universidad de Sevilla desde hace mas de diez anos. Dicho curso es
una asignatura del segundo curso del Grado en matematicas.

Las notas estan divididas en cuatro capitulos. El primero es un resumen
de algunos de los conceptos necesarios para entender las presentes notas.
Incluye, tanto resultados del andlisis matematico elemental en R, como
propiedades de R"™ como espacio normado de dimensién finita.

El segundo capitulo constituye el niicleo tedrico esencial del curso y en el
se tratan los conceptos fundamentales: limites, continuidad y derivabilidad
para funciones de varias variables. En el tercer y cuarto capitulos discu-
tiremos dos de las aplicaciones mas relevantes de las funciones de varias
variables: el Teorema de la funciéon implicita y el estudio de los extremos de
dichas funciones, respectivamente.

Quiero agradecer-a todos los que de una forma u otra me han ayudado
a que estas notas sean posibles. En primer lugar a mi familia, a los que les
he robado un tiempo precioso y en segundo lugar a los alumnos a los que
iba dirigidos. Sus muchas preguntas y comentarios a lo largo de los anos
me han permitido mejorar la forma de introducir los distintos conceptos y
pruebas de los principales resultados.

También soy deudor de los autores de las monografias mencionadas en la
bibliegrafia. Aunque estas notas no coinciden en su totalidad con ninguna
de ellas (si ese fuese el caso no hubiese considerado necesario escribir este
texto, hubiese bastado usar una de dichas monografias), de cada una de
ellas he tomado prestado, entre otras cosas, demostraciones, ejemplos y
problemas. Para ayudar al lector a la hora de consultar dichos textos en el
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apartado dedicado a la bibliografia se menciona y/o recomiendan algunos
para profundizar en los distintos capitulos de estas notas.

Espero que el estudiante, y el lector en general, le encuentre utilidad a
estas notas y disfrute de su lectura como yo he disfrutado al escribirlas.

Renato Alvarez Nodarse

Sevilla, 1 de septiembre de 2026

Todas las figuras que aparecen en el texto han sido hechas por el autor con el
paquete de ATEX TikZ o con en programa MaxiMa CAS.
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Capitulo 1

Preliminares

El principal objetivo de estas notas es aprender las técnicas de diferenciacién
para las funciones vectoriales de varias variables y sus aplicaciones. No obstan-
te, en un intento de hacerlas autocontenidas, en este primer capitulo vamos a
introducir algunos conceptos que nos seran de utilidad.

Asi, en la seccion 1.1, recordaremos algunos resultados del célculo diferencial
de funciones reales de una variable y, en el resto de las secciones 1.2-1.6, discutire-
mos algunas de las propiedades de los espacios vectoriales, los espacios métricos,
normados y euclideos, con especial hincapié en R".

1.1. Calculo diferencial en R

Recordemos que el conjunto de los nimeros reales, que denotaremos por R,
es el conjunto de todos los nimeros racionales Q e irracionales I, o sea R = QUL

1.1.1. Sucesiones de nuimeros reales

En adelante denotaremos por N = {1,2,3,...,n,n+1,...} al conjunto de los
numeros naturales que es el conjunto infinito més sencillo.

Definicion 1.1.1 La aplicacion o funcion f : N — A que hace corresponder a
cada nimero natural un elemento de cierto conjunto A se denomina sucesion de
elementos de A.



2 Capitulo 1. Preliminares

Por ejemplo, si A = R, diremos que f : N — R define una sucesién de niimeros
reales. Usualmente se usa la notacién z,, := f(n) para denotar a los distintos
términos de la sucesién de forma que (x, ), denotard a la propia sucesién.

Como ejemplo de sucesiones de ntimeros reales tenemos las siguientes: x,, = n
(la sucesién de los nimeros naturales 1,2,3,...), x, = 1/n (los inversos de los
numeros naturales (1,1/2,1/3,...)), o z, = 1 (todos los elementos son iguales
al,1,1,1...). Es importante tener en cuenta que una sucesién siempre tiene
infinitos términos que son x1, x2, 3, ..., los cuales no necesariamente han de ser
distintos. Por ejemplo la sucesién x,, = 1/n tiene todos sus términos distintos,
pero la sucesién definida por z,, = 0 si n es par y 1/n si n es impar tiene infinitos
términos iguales (los correspondientes a m par que valen cero es este caso) e
infinitos desiguales. Andlogamente, la sucesién x, = 1 tiene todos sus infinitos
términos iguales.

Definiciéon 1.1.2 Un conjunto A es numerable si

1. A es vacio.
2. A tiene un numero finito de elementos.

3. Si A tiene un nudmero infinito de elementos, estos se pueden poner en co-
rrespondencia biunivoca con N.

Por ejemplo, P = {2,4,6,...}, el conjunto de todos los nimeros pares es
numerable. En efecto, cualquiera sea n € N existe un tinico p € P tal que p = 2n
y viceversa, cualquiera sea p € P, existe un unico n € N tal que n = p/2, es
decir existe una correspondencia biunivoca entre ambos conjuntos, o lo que es lo
mismo hay tantos numeros pares como naturales. En ejemplo menos intuitivo es
el caso del conjunto de todos los ntimeros racionales Q. Se puede probar que Q
es numerable, sin embargo R no lo es.

En adelante llamaremos d-vecindad o d-entorno de un punto x = a, y lo
denotaremos por Us(a), al intervalo abierto (a — 6, a + 9).

Definicion 1.1.3 Sea S un conjunto infinito de nimeros reales. Se denomina
punto de acumulacion o punto limite de un subconjunto S C R, a un punto
x € R tal que en cualquier entorno Us(a) de x hay al menos un punto de S
diferente de x.!

IEsta definicién es equivalente a decir que en cualquier entorno (vecindad) de z tiene
que haber infinitos puntos de S.
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Segun esta definicién x puede o no pertenecer a S. Por ejemplo, Si S = (a, b),
entonces x puede ser cualquier nimero real del intervalo [a, b], en particular z = a
o0 b (que no pertenecen a (a, b)). Por otro lado, el conjunto S = {1/n,n € N} tiene
como tinico punto de acumulacién el = 0, mientras que el conjunto S ={n? n €
N} no tiene ningin punto de acumulacién.

Definicion 1.1.4 Diremos que un conjunto A C R es acotado si existe un § > 0
tal que, para todo x € A, x € Us(0). En otras palabras si todo x € A es tal que
|z| < 6.

El siguiente resultado es de gran relevancia en el analisis de funciones de una
variable real.

Lema 1.1.5 (Bolzano-Weierstrass) Cualquier subconjunto infinito, es decir, con
un numero infinito de elementos, acotado de R tiene por lo menos un punto de
acumulacion.

Un concepto esencial del andlisis es el concepto de limite.

Definicién 1.1.6 Se dice que una sucesion (xy), tiene limite a € R, y lo deno-

taremos por lim Ty = a, st para-todo € > 0 existe un N € N tal que para todo
n o]

n > N, se tiene que |z, — a| < €O sea,

lim a, =a <= Ve>0,ANeN, Vn> N, |z,—a|<e.

n—oo

Si una sucesién tiene limite diremos que es convergente, en caso contrario
diremos que es divergente.

Las sucesiones'convergentes tienen varias propiedades importantes entre ellas
destacan las dos siguientes:

1. Si (z,)n tiene limite este es dnico.

2. Toda sucesién convergente es acotada, es decir existe un M > 0 tal que,
para todo n € N, |x,| < M. Esto es lo mismo que decir que el conjunto
{x1,29,x3,...} es acotado.

3. Dada dos sucesiones (ay), v (bp)n tales que lim a, = a, y lim b, = b.
n—oo n—oo

Entonces:

a) lim a,+b, =a+b.

n—oo
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b) lim a,-b, = a-b. En particular, para todo « € R, lim aa, = aa.
n—oo n—oo

c) SiVn €N, b, #0, b=#0, entonces, lim an/bn = a/b.

Definicién 1.1.7 Sea N un subconjunto de N, N' = {nq,ngo,...,ng, ..., k¥ € N}
tal que ny, < ngy1 para todo k. Sea (x,,)n una sucesion de nimeros reales. Cons-
truyamos una nueva sucesion cuyos elementos sean los elementos de x, corres-
pondientes a los valores ny, de N'. La nueva sucesion asi obtenida la denotaremos
(ny)n Y la llamaremos subsucesion de (y)n

Por ejemplo, sea z,, = (—1)". Si elegimos N' = {2,4,...,2k,..., k € N} y N =
{1,3,...,2k—1, ..., k € N}, obtendremos las subsucesiones-de los elementos pares
asr, = 1 e impares agr_1 = —1, respectivamente.

A partir de la definicién 1.1.6 se puede probar que cualquier subsucesion
(2, )n de una sucesién convergente (x,,), es convergente y su limite es el mismo.
O sea, si

lim zp, =a = lim -z, = a.
n—00 ng =00

Una consecuencia del Lema 1.1.5 es el siguiente:

Teorema 1.1.8 (de Bolzano-Weierstrass para las sucesiones) De toda sucesion
acotada en R se puede extraer una subsucesion convergente.

Dentro del conjunto de todas las sucesiones las sucesiones de Cauchy juegan
un papel esencial.

Definicién 1.1.9 Una sucesion (zp)n es de Cauchy si para todo € > 0 existe un
N € N tal que para todosn, m > N, entonces |a, —am| < €. O, equivalentemente,
existe un N € N tal que para todon > N € N y todo p € N, |an4p — an| < €.

De hecho se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.1.10 (Criterio de Cauchy para las sucesiones) Una sucesion (n)n
es de Cauchy si y solo si es convergente.

Una de las consecuencias del teorema anterior es el siguiente interesante re-
sultado:

Teorema 1.1.11 Para que una sucesion sea convergente es necesario y suficiente
que cualquiera de sus subsucesiones sea convergente y tenga el mismo limite.
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1.1.2. Funciones reales de una variable real

Recordemos a continuacién algunas de los principales resultados para‘las fun-
ciones de una variable real.

Definicion 1.1.12 Diremos que una funcion f : A C R +— R tiene limite | cuan-
do x tiende a a (punto de acumulacion de A), y lo denotaremos por lim f(x) =1,
T—a

st para cualquiera sea la sucesion (xp), € A que converja a a se tiene que
f(zn) — 1. Si ademds f(a) = I, entonces se dice que f es continua en a. Si
f es continua para todo x de A, se dice que f es continua en A.

La definicién de limite anterior es equivalente a decir que para todo € > 0
existe un 6 > 0 tal que para todo x que satisfaga 0 < |z — a| < J, entonces
|f(x) — ] < e. Graficamente la definicién anterior la podemos ver en la figura
1.1.1.

6 -
a

a+9

Figura 1.1.1: Significado geométrico de la definicién de limite para una funcién
f: R+~ R tal que lim,_,, f(z) = L.

Notese que de la definicién 1.1.12 también se sigue que, si existe el limite,
entonces es inico asi como las siguientes propiedades algebraicas de los limites:
Asi;sean f, g : A+ R dos funciones tales que lim f(z) =1y lim g(z) = m.
r—a r—a
Entonces:

1. lim f(z) + g(x) =1+ m,

r—a

2. lim f(z)-g(x) =1-m,y en particular lim af(z) = al, Vo € R,

r—ra T—a
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3. Si g(x) # 0 en un entorno de a (excepto quizd en el propio punto a) y
m # 0, entonces lim f(z)/g(x) =1/m.
r—a

Para las funciones continuas se tienen ademads las siguientes propiedades:

1. Si f(z) y g(x) son continuas en x = a, entonces f(x) + g(z); f(z) - g(x)
y f(x)/g(x) son continuas en x = a, donde en el tltimo caso se supone
g(x) # 0 en un entorno de x = a.

2. Si f(x) es continua en = = a, existe todo un entorno Us(a) de a, donde f
es acotada. O sea, existe un 6 > 0 tal que si |z —a| < 3, |f(z)| < co.

3. Sea f: A~ R una funcién continua en z = a. Entonces existe un entorno
de x = a tal que si f(a) > 0 entonces f(x) es mayor que cero en todo el
entorno y si f(a) < 0 entonces f(x) es menor que cero en dicho entorno. O
sea, si f es continua en x = a, existe un 6 >0, para todo = € (a —d,a+9),
f(x) tiene el mismo signo (positivo o negativo) que f(a)

Uno de los teoremas mas importantes para funciones continuas es el Teorema
de Bolzano, que mostramos graficamente en la figura 1.1.2.

Teorema 1.1.13 (Bolzano) Sea la funcion f : [a,b] C R — R es continua en
todo [a,b], cerrado y acotado, y sea que los valores en los extremos f(a), f(b)
tienen signos distintos (f(a)f(b) < 0). Entonces existe un punto ¢ en el interior
del intervalo [a,b], ¢ € (a,b), tal que f(c) =0 —ver figura 1.1.2-.

f(b) >0

Figura 1.1.2: Esquema que ilustra el Teorema de Bolzano.

Este teorema se puede generalizar a un abierto (a,b) si los limites laterales
limy oy f(x) y limy_,— f(x) existen y tienen signos contrarios.
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Definicién 1.1.14 Se dice que una funcion f : A C R — R es derivable en
T = a, punto de acumulacion de A, si existe el limite

i f@ D) = fa)
h—0 h

Dicho limite, que denotaremos por f'(a), se denomina derivada de f(x) en x = a.
Si f es derivable para todo x de A, se dice que [ es derivable en’A.

La derivada tiene un significado geométrico muy sencillo: el valor f’(a) no es
mas que la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto x = a,
tal y como se muestra en la figura 1.1.3. Asi, la ecuacion de la recta tangente
y =t(x) ala curva en = = a se escribe como

(L11) y = fa) + f'(a)( — a).

f()

t(x)

Figura 1.1.3: Significado geométrico de la derivada: f’(a) es la pendiente de la
recta t(z) tangente (ver-la ecuacién (1.1.1)) a la curva definida por la funcién
f(z) en el punto z = a.

Es facil comprobar usando la definiciéon 1.1.14 que si f es derivable en z = a,
entonces es continua en x = a, pero no a la inversa. Por ejemplo, la funcién
f:[-1,1] =R, con f(z) = |z| es continua en z = 0 pero claramente no es
derivable en = 0 (;por qué?).

De la:definicién 1.1.14 se sigue que si f, g : A — R son dos funciones derivables
en A, entonces las funciones f(x) + g(x), f(z) - g(z) y f(z)/g(x) son derivables
en A y se tiene que

[f(2) +9(@)] = f'(@) + g'(2), [f(2)-g(@)] = f'(2)g(z) + f(2)g (),

[f(w‘)]' _ f'(@)g(z) — f(z)g'(2)
g(x) [9(z)]?

, siempre que g(zx) # 0.
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Las funciones derivables tienen un sinniimero de interesantes propiedades al-
gunas de las cuales enunciaremos a continuacion.

Definicion 1.1.15 Se dice que una funcion f : A C R — R es mondtona cre-
ciente (decreciente) en un subconjunto B C A si para todos x1,xe € B tal que

r1 <z, f(21) < f22) (f(21) > f(22)).

f(x) — f(z)

Figura 1.1.4: Ejemplo de funcién creciente (izquierda) y decreciente (derecha).

Proposicién 1.1.16 Sea f(x) : [a,b] — R una funcion continua en [a,b] y de-
rivable en (a,b). Entonces, si la funcion f(x) es creciente en (a,b), f'(x) >0 en
todo [a,b]. Si por el contrario f(x) es-decreciente en (a,b), entonces f'(x) <0 en
todo (a,b).

Definicion 1.1.17 Sea la funcion f : A C R — R y sea a un punto interior de
A. Diremos que f tiene un mdzimo local en el punto © = a € A si en todo un
entorno (a — 0,a+9), 6 >0, de x = a, f(x) < f(a). Diremos que una funcion
f(x) tiene un minimo local en el punto x = a si en todo un entorno (a—4d,a+9),
>0, de x = a, f(x)> f(a). Si una funcion f tiene un mdzimo o un minimo
local en x = a, diremos que f tiene un extremo local en el punto x = a.

En la figura 1.1.5 se muestra un méaximo local en x = ¢ y un minimo local en

T =d.

Resulta que la derivada es una herramienta muy poderosa a la hora de estudiar
los extremos locales de una funcién. EL siguiente resultado sa una condicién
necesaria de extremo:

Teorema 1.1.18 (Lema de Fermat) Sea f : A C R — R y sea a un punto
interior de A. Si f es derivable en un entorno de x = a y tiene un extremo local
en x = a, entonces, f'(a) =0.
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Figura 1.1.5: Interpretaciéon geométrica del Lema de Fermat. Sea f : [a,b] — R
una funcién diferenciable que un un maximo local en & = ¢ y un minimo local en
x = d. Como por el Lema de Fermat f/(c) = f’(d) = 0, entonces la recta tangente
a f en ambos puntos es paralela al eje x.

Como se puede ver en la figura 1.1.5 la funcién f es creciente en (a,c) y
(d,b), por tanto la Proposicién 1.1.16 nos dice que en dichos intervalos f’(z) > 0,
mientras que en (¢,d) f es decreciente luego f'(z) < 0. Nétese ademds que en
T = ¢, [ tiene un maximo local mientras que en x = d tiene un minimo local.

Ademis se tiene el siguiente importante teorema:

Teorema 1.1.19 (Teorema del valor medio de Lagrange) Sea la funcion f(x) :
[a,b] — R, continua en todo el intervalo cerrado y acotado [a,b] y derivable en el
intervalo abierto (a,b). Entonces, existe un ¢ en el interior de del intervalo [a, b],

c € (a,b), tal que f(b) = f(a) = f'(c)(b—a).

Como consecuencia del Teorema del valor medio de Lagrange 1.1.19 se tienen,
entre otras, las siguientes dos propiedades:

1. Sea f(x) : [a,b] — R una funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b).
Sila funcién f'(z) > 0 (f'(z) > 0) en (a,b), entonces f es creciente (no
decreciente) en (a,b) y si f'(z) <0 (f'(z) <0) en (a,b), entonces f(zx) es
decreciente (no creciente) en todo (a,b).

2. Si f(z) continua en [a,b], derivable en (a,b) y f'(z) = 0 para todo x
del intervalo (a,b), entonces f(x) = const. Dado que si f es constante
f'(z) = 0, entonces podemos afirmar que f es constante en [a,b] si y solo
si f'(x) = 0 para todo = € (a,b).
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Sea la funcién f : A C R — R. Si existe la derivada de f(z) en todo un
intervalo (que asumiremos abierto) (a,b) C A podemos definir una nueva funcién
f'(z) que coincide con la primera derivada de f en dicho intervalo. Definiremos
la segunda derivada, que denotaremos por f”(xg), de una funcién en un punto
x =g € (a,b) a la derivada de la funcién f'(z) en = = zo, o sea,

f”(xO) :’lll’i}%) (130+h) f/( )

Si existe la segunda derivada para todo x comprendida en un intervalo (que asu-
miremos abierto) B C (a,b) podemos definir la funcién segunda derivada de f
en dicho intervalo, y a partir de ella definir la tercera derivada, y asi sucesiva-
mente. Asi, si existen las derivadas hasta orden n — 1, f(®=1(z), en un abierto
D C A, podemos definir la n-ésima derivada de f en zg € D, que denotaremos
por £ (z), mediante la férmula

(n—1) _p(n—1)
f(n (330) _ %1_{% f (.CI}(] + hfz / (l’o) ]

La segunda derivada permite encontrar una condicién muy util para deter-
minar si una funcién dos veces derivable tiene o no extremos locales en un punto
T =a.

Teorema 1.1.20 (Condicion suficiente de extremo) Sea f : A — R una funcion
dos veces derivable con sequnda derivada continua en un entorno del punto x = a
tal que f'(a) = 0, entonces la funcidn tendrd en x = a un mdzimo local si
f"(a) <0y un minimo local st f"(a) > 0.

Por ejemplo, si f(z) = 2% + 322 — 2, f'(z) = 3z(x + 2) = 0, luego el Lema
de Fermat nos dice queen x = 0 y x = —2 son posibles extremos de f. Como
f7(0) >0y f"(—2)<0, entonces en z = —2 hay un maximo local y en z = 0 un
minimo local.

Las derivadas de orden superior nos permiten definir el polinomio de Taylor
de una funcion.

Definicién 1.1.21 Dada una funcién f(x) n-veces derivable en un entorno de
x =-a, llamaremos polinomio de Taylor de orden n de la funcion f(x), y lo
denotaremos por P,(x,a), al polinomio

n k) (g
(1.1.2) Pn(x,a)zzf ()(x—a)k.
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Nétese que el polinomio de Taylor de una funcién n-veces derivable es un polino-
mio de grado a lo més n. El siguiente teorema nos muestra el error que se comete
al aproximar una funcién n + 1 derivable usando su correspondiente peolinomio
de Taylor.

Teorema 1.1.22 (Teorema de Taylor) Supongamos que la funcion f(t) es n-
veces derivable en el intervalo® |a,x] y con las n—ésimas derivadas continuas
en [a,z] y supongamos que existe la derivada n+ 1 en (a,z) y sea Py(z,a) el
polinomio de Taylor de la funcién f(x) definido por (1.1.2). Entonces,

£ (0

(1.1.3) @) = Polw,a) + S50

(x —a)" ™, ~c€ (a,2).

Teorema 1.1.23 (Teorema local de Taylor) Supongamos que la funcion f(z) es
n—uveces derivable en un entorno de x = a y sea P,(x,a) el polinomio de Taylor
de grado n de la funcion f(x) definido en (1.1.2). Entonces,

o (@) = Palara)

T—a (z — a)n

=0.

Antes de continuar conviene recordar algunas definiciones.

Definicién 1.1.24 Dos funciones f : A— R y g : A — R se denominan infi-

ey s . ~ . . . z. — 1. M —
nitésimos equivalentes en x = a si il_rg f(z) =0, :lllgg(ﬁv) =0y :ll_fg o) = 1Y

se escribe f(x) ~ g(x) cuando x tiende a a.
Por ejemplo, se tienen los siguientes infinitésimos equivalentes en x = 0:

1. senx ~ z,

2

x

2. 1— ~ —
cosx 5

3. (I'42)*—-1~auw,
4:e" —1~xz, b°*—1~2axlnd,
5 In(1+z) ~z, logy(1+x)~ zloge,

6. tanx ~ z,

2si a > x se escogen los intervalos [z, a] v (z,a).
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7. arcsenx ~ ,

8. arctanx ~ x.

Definicién 1.1.25 (o pequena) Dados dos funciones f y g infinitesimales en
cierto x = a, diremos que g(x) es un infinitésimo de orden mayor que f(x) en

xT=a si h’_r)n % =0 y se escribe g(x) = o( f(x)) cuando x tiende a a.

2 es un infinitésimo de mayor orden que z en z = 0,

3 es un infinitésimo de mayor orden que 2% en

Por ejemplo, la funcién z
es decir 22 = o(z), y la funcién
=0, o sea, 23 = o(x?).

A partir de la definicién 1.1.25 se puede comprobar que

1. Para todo m € R, m - o(z) = o(z).

2. La suma de un ndmero finito infinitésimos equivalentes es un infinitésimo
del mismo orden.

3. El producto de un nimero finito de infinitésimos es un infinitésimo de orden
superior.

Usando la notacion de las “o pequenas” el Teorema local de Taylor 1.1.23 se
puede escribir de la forma

o F@) = Pola)

T—a (x —-a)”

=0 <= f(z)— Pu(z,a) =0[(z —a)"].

Para aproximar las funciones elementales se utilizan principalmente los poli-
nomios de McLaurin P, (x) que no son mas que casos particulares de los polino-
mios de Taylor cuando a = 0, o sea, P,(z) = P,(x,0). Asi, se tiene que

® 2k—1

k—1_% 2n
1. senz = ;( 1) 2k = 1)1 + o(z""),
2. cosx = zn:(—l)k o + o(x?* 1)
G |
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5. In(l1+2x) = Z(—l)k"'la;: + o(z™).
k=1

Los desarrollos anteriores son muy ttiles a la hora de calcular limites de
funciones. Asi, por ejemplo,
T —senzx T — 2+ x3/6+ o(x3)

lim ———— = lim
r—0 :L‘3 x—0 x3

7

1 o(x3) 1
"6 +ill>% 3 6

Nétese que si solo usamos que senx = z + o(z), entonces

, T —sencx , T—T+tolx , oz
hmi?’:hm—?)():hm (3),
z—0 xT z—0 xT z—0 X

que es indeterminado (jpor qué?)3. Otro ejemplo es

L e —1—x  l+ax+2?/2+0@*)—-1—2 1+o(a?)/2?
lim ——— = 1im = lim ——— 2" 1,
a0 1—cosx  2—0 1—(1—22/2+ o(x?)) =0 1+ o(z?)/x?

Para més detalles sobre el calculo diferencial de una variable, asi como para
ver las demostraciones de los teoremas aqui enunciados, se recomienda consultar,
por ejemplo, el volumen I de [3] y [8].

1.2. Espacios vectoriales

Vamos a definir el espacio R como el espacio de las n-tuplas (vectores) x =
(z1,--+ ,zpn) con xx € R para k = 1,...,n. Para n = 1 tenemos el conjunto R
de los nimeros. reales. Para n = 2 tenemos el conjunto de los vectores del plano
(z,y), para n/=3 el conjunto de los vectores del espacio (z,v, z), etc.

Definiremos la suma de dos vectores x = (z1,--- ,zp) ey = (Y1, ,Yn) de R"
como el vector z =x+vy = (r1+y1, -, Tn + Yn). Definiremos el producto de un
escalar (ntimero real) A por un vector z de R™ al vector z = Az = (Az1, -+, Axy,).

Es facil comprobar que R"™ es un espacio vectorial, es decir se cumple la
siguiente definicidn:

3Nétese que 2

= o(x), en cuyo caso o(r)/x3 = 1/x que no tiene limite en cero. Por
otro lado también z* = o(x), en cuyo caso o(x)/x® = x que tiende a cero. Pero también
3

23 = o(x) que nos conducirfa al valor o(x)/x3 = 1/3.
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Definicion 1.2.1 Sea V un conjunto de elementos cualesquiera y K el cuerpo
de los numeros reales R o complejos C. Definiremos en V las operaciones suma
“+7 de dos elementos z, y de V y multiplicacién “” de un elemento de V. por
un nimero (real o complejo) a € K por un elemento de V. Diremos que V-es un
espacio vectorial sobre K (real o complejo si K =R o K = C, respectivamente),
si se cumplen las siguientes propiedades (axiomas):

1. Para todos x ey, vectores de V, el vector suma, w = x + y, también es un
vector de V y para todos x,y,z € V se cumple que:

a) r+y=y+zx

b) (x+y)+z=z+(y+2z)

c) Ezxiste un elemento “nulo” de V, tal que z +0=0+z =2z

d) Cualquiera sea el vector x de V, existe el elemento (—x) “opuesto” a

x, tal que z + (—x) = (—z) + x = 0.

2. Para todo x vector de V, el vector que. se obtiene al multiplicar por un
escalar, w = « - x, también es un vector de V y para todos x,y € V,
a, B € K se cumple que:

a) a-(z+y)=a-z+a-y
b) (a+p8)-z=a-z+p-x

c)a-(f-z)=(af)-x
d)1-z==x

Definicion 1.2.2 Sea V un‘espacio vectorial. Diremos que un subconjunto H C
V de elementos de V es un subespacio vectorial de V si H es a su vez un espacio

vectorial respecto a las mismas operaciones suma “+” y multiplicacién que
V.

“_77

Teorema 1.2.3 Un subconjunto H de elementos de V es un subespacio vectorial
de YV si y sélo si-se cumple que para todos x ey, vectores de H y o, § € K el
vector w = ax + By también es un vector de H.

Definamos ahora la envoltura lineal span (v1,va, ..., vp) de los vectores v1, va, ..., vp
como el‘conjunto de todas las combinaciones lineales de dichos vectores:

P
span (vi, Vg, ..., Up) = { E QUL

k=1

ag € K, k:1,2,...,p}.

Usando el teorema anterior se deduce el siguiente
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Teorema 1.2.4 Dado un conjunto de vectores {v1,va,...,vp} de un espacio vec-
torial V, el conjunto span (vi,vs,...,vp) es un subespacio vectorial de V. Dicho
subespacio vectorial comunmente se denomina subespacio generado por los vecto-
Te€S V1, V2, ..., Up.

Un conjunto de vectores v1, v, ...,v, de un espacio vectorial V se denomina
linealmente independiente si la ecuacién vectorial

T1v1 + X202 + -+ + xpUp = 0,

tiene como unica solucién la trivial 1 = --- =z, = 0.

Un conjunto de vectores v1, v2, ..., v, se denomina linealmente dependiente si
existen los valores x1,x2, -+ ,x, no todos iguales a cero tales que se verifique la
ecuacion vectorial

101 + T2 + -+ + Ty = 0.

Se dice que un conjunto infinito de vectores es linealmente independiente
si cualquier subsistema finito del mismo es linealmente independiente. En caso
contrario se dice que el sistema es dependiente.

Las siguientes propiedades se pueden verificar facilmente:
1. Un conjunto S = {v1, v, ..., vp} de dos o més vectores es linealmente depen-

diente si y solo si al menos uno de los vectores del conjunto es combinacion
lineal de los demas.

2. Un conjunto S = {v;, v, ...,v,} de dos o mas vectores de V con alguno de
los vectores v; =0 (1 < i < p) es necesariamente un conjunto de vectores
linealmente dependientes.

Los vectores linealmente independientes de un espacio vectorial juegan un
papel fundamental en el estudio de los sistemas lineales gracias a la siguiente
definicién:

Definicion 1.2.5 Dado un subespacio vectorial H del espacio vectorial V dire-
mos. que el conjunto de vectores B = {b1,ba,...,b,} de V es una base de H si

i) B es un conjunto de vectores linealmente independientes

ii) H = span (by, by, ...,b,), 0 sea, B genera a todo H.
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En particular si H coincide con V, entonces B es una base de todo el espacio
vectorial V.

Por ejemplo, si tomamos una matriz n X n invertible, entonces sus columnas
ai, ..., a, son linealmente independientes y ademas R™ = span (aq,...;a,). Por
tanto B = aji,...,a, es una base de R"™. En particular, si A = I, la matriz
identidad n x n, las columnas (ex)}_, de misma, o sea, los vectores

(1.2.1) e; = (1,0,0,...,0,0), e2 =(0,1,0,...,0,0), ..., e, =(0,0,0,...,0,1),
son una base de R" la cual se conoce como base candnica de R™.

El siguiente teorema es de gran importancia en las aplicaciones.

Teorema 1.2.6 Si un espacio vectorial V tiene una base de n vectores B =
{b1,ba,....,b,}, entonces cualquier conjunto con mds de n vectores de V es li-
nealmente dependiente. Mds aiun, si un espacio vectorial V tiene una base de n
vectores B = {b1,ba, ...,b,}, entonces cualquier otra base de V tendrd que tener
n vectores de V.

Por tanto el menor nimero de vectores linealmente independientes que ge-
neran un espacio vectorial es una propiedad intrinseca de dicho espacio. Dicho
numero se denomina dimension del espacio vectorial.

Un espacio vectorial es de dimensién finita n si V estd generado por una base
de n elementos, es decir si V-="span (b1, ...,by,), donde B = {b1,...,b,} es una
base de V y lo escribiremos dela forma dim V' = n. En el caso que V = {0} sea el
espacio vectorial nulo, dim{0} = 0. Si V no puede ser generado por una base finita
de vectores, entonces diremos que V es de dimensién infinita y lo denotaremos
por dimV = oo.

Esta claro que'R™ es de dimensién finita y que dim R" = n.

1.3. R" como espacio normado y métrico

Definicién 1.3.1 Un espacio métrico es un par (X, p) donde X es un conjunto
y p = p(x,y) es una funcion real (univaluada) no negativa definida para todos
xz,y,2 € X tal que

1. p(z,y) =0 <=z =y,
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2. p(z,y) = p(y,z),

3. p(x,2) < p(z,y) + p(y, 2).

Si escogemos X = R", es decir el espacio de las n-tuplas = = (x1,x2,...,2,)
con la métrica

(1.3.1) p(z,y) =

obtenemos un espacio métrico. Esta métrica se suele denominar métrica euclidea.
De hecho, también son espacios métricos los espacios R™ con la p-métrica

n 1/p
(13.2) pla,y) = (Z ok — ym) L1,
k=1

y la métrica “infinita”

(1.3.3) p(z,y) = méx |zp — ykl,
k=1,..n
respectivamente. Los espacios métricos anteriores se suelen denotar por R;L donde

p € [1,00). En este curso nos restringiremos al espacio Ry que denotaremos
simplemente por R".

Para probar que (1.3.2) y (1.3.3) son dos métricas tenemos que comprobar
los tres apartados de la definicién 1.3.1. En ambos casos los dos primeros son
evidentes, asi como el tercero para la funcién (1.3.3). Para probar el tercer punto
de la definicién 1.3.1 en el caso de la funcién (1.3.2) necesitaremos probar el
siguiente teorema:

Teorema 1.3.2 (Desigualdad de Minkowski) Sea los nimeros x; ey;, i =1,2...,n
no negativos. Entonces, para todo p > 1 se tiene

(1.3.4) (Z(:rz +yi)p>p < <fo> o (Zzﬁ’)p,
i=1 =1 i=1

donde la igualdad sélo tiene lugar si x; = cy; para todo i = 1,2,...,n (es decir
st z; y y; son proporcionales).
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Demostracién: Vamos a dar una prueba directa’ de (1.3.4). El primer paso
consiste en probar que para todos u,v >0y 1 < p < +00 se tiene

(1.3.5) (u+v)P = 1'(nf : {t77PuP + (1 — )" PoPiu,0 > 0,0 <t < 1}.

te(0,1

Para ello basta comprobar que el minimo absoluto de la funcién f : (0;1) — R,
ft) = 1 PuP + (1 — )1"PyP con u,v > 0y 1 < p < +oo (en el caso de las
igualdades es trivial) se alcanza en t, = u/(u +v) y f(ts) = (uw + v)P. Sea
p > 1. En primer lugar es facil ver que, f(t) es diferenciable y f/(¢t) = (1 — p)[=
t~PuP + (—t)'~PvP]. De lo anterior se sigue que f'(t) = 0 si y-solo si t = t*, es
decir f tiene un Unico extremo, y dado que en los extremos del intervalo se tiene

que (recordemos que p > 1), entonces f(t) — +oo cuandot — 0+ y 1+, se sigue
que este es un minimo. Sustituyendo el valor t* en f se-obtiene el resultado.

Entonces, para todos x; e y;, usando (1.3.5) tenemos
i+ yil? < (lzi] + Jyil )P = inf (E7Pagl? + (1= 0)7P|yil?)
te(0,1)
<t P (= ) Pl

que, sumando en %, nos conduce a

n n n
Dl <8I el + (=0 il
i=1 =1 i=1

Llamando u? = Y77 |2;|P, vP =31 | |y;i|P y tomando el infimo en ¢t € (0,1) en
la desigualdad anterior y usando nuevamente (1.3.5) se sigue que

1 1 p
n n ? n »
Siar < ((32) () )
i=1 i=1 i=1
de donde se obtiene la desigualdad (1.3.4). O

Como consecuencia de la desigualdad de Minkowski (1.3.4) se sigue facilmente
la desigualdad triangular (propiedad 3) de la definicién 1.3.1, para ello basta elegir
T =x; — 2 Y Ui = zi — y; en (1.3.4).

Definicion 1.3.3 Un espacio vectorial X se demomina espacio normado siVx €
X existe. un nimero real denominado norma, y que denotaremos por ||x||, que
cumple con las condiciones

4Esta prueba se debe a Heinz Kénig (A simple proof of the Minkowski inequality. In:
Walter, W. (eds) General Inequalities 6. International Series of Numerical Mathematics,
Vol. 103. Birkhéuser, Basel, 1992, pag. 469).
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1. Para todo x € X, ||z|| > 0 y si ||z]| = 0 entonces z = 0.
2. Para todo xz € X y A € R, || \z|| = |\|||=]|,

3. Para todos x,y € X se tiene la desigualdad triangular

(1.3.6) [z +yll < =]l + lyll-

Es evidente que si en un espacio normado X definimos la funcién p(z,y) =
|lx—y||, esta satisface los axiomas de la definicién 1.3.1, i.e., todo espacio normado
es un espacio métrico. La funcién p anterior se denomina métrica inducida por la
norma. En R" tenemos las normas:

n 1/17
(13.7) \xnp:(;w) Cpzl gl = mix

[RAS}

denominadas habitualmente como norma p.y norma infinito (o del maximo),
respectivamente. El caso p = 2, corresponde a la norma euclidea que induce la
métrica euclidea (1.3.1).

Probar los primeros dos puntos-de la definicién 1.3.3 para la normas p e
infinito es inmediato, como lo es el punto tres para la norma infinito. La desigual-
dad triangular en el caso de la norma p se sigue directamente de la desigualdad
Minkowski (1.3.4).

Un ejemplo de norma muy distinta a las anteriores es la definida en el siguiente
ejercicio:

Ejercicio:’ Sea z = (1, -+ ,z,) € R" y sea el polinomio p,_1(t,z) = x1 +
Tt + -+ 2,t" L Sea-w(t) > 0 una funcién continua (se pueden elegir funciones
mucho més generales) no idénticamente nula en un intervalo (a, b) tal que existan
las integrales

b
/ tfw(t)dt, k=0,1,...,n—1.

Prueba que entonces la funcion

b
] = / s (£, ) (1)t

define una norma en R"™.

5Este ejercicio estd inspirado en un ejemplo encontrado por D. Antonio Medinilla
Garoéfano.
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Definicién 1.3.4 Por aplicacion (operador) o funcion entenderemos una regla
T que le hace corresponder a cada elemento del subconjunto D(T) C X un dnico
elemento del espacio métrico Y. Asi, T : X — Y, y = Tz oy = T(x), donde
x € D) Cc XeyeY. Al conjunto D(T) C X se le denomina dominio-de la
aplicacion.

* * ae T Y
be ~—/
ce
de -
ee

Figura 1.3.1: T: X — Y (esquema de la derecha) es una aplicacién pero S (a la
izquierda) no lo es.

Definicién 1.3.5 Si a cada x € D(T) le corresponde un valor y = Tx € Y
diremos que Tx es la imagen de x segun T. Al conjunto de todas las imdgenes
Tz le denominaremos imagen de T y le denotaremos por Z(T).

Definicién 1.3.6 (Composicién de aplicaciones) Sean T : D(T) C X —
IZT)Y yU : DU) C Y —-Z(U)Z dos aplicaciones tales que Z(T) C D(U).
Entonces definiremos la aplicacion U oT : X — Z y la denominaremos aplicacion
compuesta de U y T a la aplicacion que le hace corresponder a cada x € D(T) C X
un elemento z € 7Z tal que z =U(Tz) (z =UTx).

En general UTx # TUx. Més aun que exista U o T no implica que exista T o U.

Definicién 1.3.7 Se dice que una aplicacion T : D(T) C X — Y, X e Y espacios
métricos, es continua en xo € D(T') si para todo € > 0, existe un § > 0 tal que
Vo € D(T) con p(x,xz0) < 0 es tal que® o(Txz, Txg) < €. Se dice que T es continua
en todo-M C D(T) si T es continua en todo x € M.

Nota 1.3.8 La definicion anterior es equivalente a decir que para toda sucesion
n—oo n—oo
(zn)n € X con z, — z9 € X, entonces Tz, — Tx.

6Aqui p denota la métrica de X y o la de Y.

Prof. R. Alvarez-Nodarse Web: renato.ryn-fismat.es


renato.ryn-fismat.es

1.3. R"™ como espacio normado y métrico 21

X

Figura 1.3.2: Composicién de funciones ToU de T : X — Z(T) Cc Yy U :
D(U) C Y+ Z, donde Z(T) C D(U).

En todo espaci6é métrico (y por tanto en R") podemos definir una topologia.
para ello necesitamos el concepto de bola abierta.

Definicion 1.3.9 Sea X un espacio métrico; xg € X y r > 0. Definiremos la bola
abierta B(xg,r) al conjunto B(xg,r) = {z € X; p(xo,x) < r}.

Definicion 1.3.10 Se dice que el conjunto M C X es abierto en X si todos sus
puntos (elementos) se pueden encerrar en una bola abierta contenida completa-
mente en X. Un conjunto M C X es cerrado en X si es su complementario en X,
X\M es abierto.

Las bolas abiertas B(x, €) se suelen denominar e-vecindades (o entornos) de
xo. Es evidente que toda e-vecindad de xg contiene al propio xg.

Definicion 1.3.11 Un punto xy se denomina punto interior del conjunto M C X
si existe un € >0 tal que B(xo,€) C M (ver figura 1.5.4).

De la-definicién anterior se deduce que el conjunto M C X es abierto si y sélo
si todos sus puntos son interiores.

A partir de las definiciones anteriores se tiene la siguiente proposicién cuya

prueba omitiremos:

Proposicion 1.3.12 Sea 3 en conjunto de todos los subconjuntos abiertos de X.
Entonces
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1. 0ex, Xeyx,

2. la union (finita o infinita) de subconjuntos abiertos de X es abierto: Si Uy,
k=1,2,... son abiertos, | J, Uy € ¥

3. La interseccion de un numero finito de abiertos es abierto: St Uy, k =
1,2,...,n son abiertos, (i_, Uy € 3.

Las tres propiedades anteriores son de extrema importancia. Tal es asi que
ellas definen un tipo de espacios muy generales: Los espacios topoldgicos. Asi,
el par, dados un conjunto X y una coleccién ¥ de subconjuntos de X, (X, ) se
denomina espacio topolégico si ¥ cumple con los aziomas (propiedades) 1, 2 y
3 de la proposicién anterior. Al conjunto ¥ se le denomina topologia de X. Asi
pues, todo espacio métrico es un espacio topolégico.

Esta claro que una bola B(zg, ) es un conjunto abierto. Para probarlo basta
probar que para cualquier z € B(xg,r) existe una bola B(z,0) C B(xg,r). Para
ello elegimos § = r — p(z,xp). Entonces para cualquiera £ € B(z,0), p(§,x) <
§ < r— p(z,x0). Entonces p(&,z9) < p(&,z)+ p(x,x0) < I+ (r —9) =r, o sea,
p(&,z9) < r. Luego B(z,0) C B(xg,r). Como ejercicio probar que el conjunto
U(xg,r) := X\ S(xg,7) = {z € X, p(w,x9) > r} también es abierto y por
tanto S(xg,r) es cerrado. Por otro lado, definamos el conjunto A(zg,r) := {z €
X, p(x,z9) = r}. Esta claro que X\ A(zo,r) = U(xg,7)J B(xo,7) que es abierto,
por lo que A(xg, ) es cerrado.

Antes de continuar vamos aamostrar como es la geometria de algunos espacios
métricos. Como ejemplo tomaremos X = R? y escogeremos distintas métricas. En
la figura 1.3.3 estan representados las bolas B(0, 1) para distintas métricas en R2.

Definicién 1.3.13 Sea M C X. Diremos que x € X es un punto de contacto (o
adherente) de M si_en cualquier bola B(x,€), € > 0 hay al menos un elemento de
M. Asi mismo, diremos que x es un punto de acumulacion (o punto limite) de
M si en cualquier bola B(x,€), € > 0 hay al menos un elemento de M distinto
de x, o equivalentemente, en cada bola B(z,€), € > 0 hay infinitos elementos de
M. Un punto z se denomina aislado de M si existe una bola B(z,€), € > 0 que
no contiene ningun elemento M excepto el propio x.

Definicion 1.3.14 Dado un subconjunto M € X, se denomina clausura de M al
congunto M formado por todos los puntos de contacto de M.
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A A
Ve Vet Y1 p= ol

0 N 0
X i
A . A
Y1 p=méx{]z], |2} vl B(,1)
| 0 ; | 0 ?
i E xT T

Figura 1.3.3: Entornos B(0,1) segin las métricas (1.3.2) para p = 2 (encima
a la izquierda), p = 1 (encima a la derecha) y la métrica (1.3.3) (debajo a la
izquierda). Debajo a la derecha se muestran los tres entornos en una tnica figura.
Las distancias p corresponden a la distancia entre los puntos z = (z1,22) y
Tro = (0, 0)

Notese que si x € M, entonces obviamente x es un punto de contacto de M.
En particular, todopunto interior de M es un punto de contacto. Ademas, todo
punto interior es obviamente un punto de acumulacién. Por otro lado,  es un
punto de acumulacién de M si y sélo si es un punto de contacto de M \ {z}. De
lo anterior se deduce que los puntos de contacto de M o bien son puntos limites,
o bien son aislados. De hecho, si z € X pero no es de acumulacién, entonces es
aislado.

De lo anterior se sigue que M = M U {conjunto de sus puntos limites}, que
usaremos en adelante como definicién de clausura de M.

Por ejemplo, si X = Q, entonces Q = R pues todo = € R es un punto limite
de Q (;por qué?).

Proposicién 1.3.15 Un conjunto M C X es cerrado en X si y solo si M = M.
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punto aislado

punto interior

@/

punto limite

Figura 1.3.4: Esquema donde se muestra un punto interior; un punto limite y un
punto aislado del conjunto M. Los circulos rojos representan los entornos (bolas)
centrados en los diferentes.

Demostracién: = Sea M cerrado. Como M C M basta probar que M O M.
Como M es cerrado, entonces X\ M es abierto asi que para todo = € X\ M existe
una bola B(x,r) completamente contenida en X \ M, i.e., B(x,r) no contiene
puntos de M, luego x ¢ M (pues si z € M en cualquier bola B(x,r) tendria que
haber al menos un 2’ de M distinto de z lo cual contradice lo anterior), es decir,
r€X\ M, asi que X\ M C X\ M, ice. M C M.

< Asumamos que M = M. Probaremos que X \ M es abierto. Sea = ¢ M,
entonces x ¢ M. Entonces z € X \' M. Como x ¢ M entonces x no es un punto
adherente de M asi que debe existir al menos una bola B(z,r) que no contiene
a ningin elemento de M, es decir z € X\ M es un punto interior del conjunto
X'\ M. Como x es arbitrario, X \ M es abierto luego M es cerrado. O

Dado que M C M, entonces, de la proposicion anterior se deduce que M es
el menor conjunto cerrado que contiene a M.

Definicién 1.3.16 Un subconjunto M C X es acotado si su didmetro d(M) =

sup p(z,y) es-es finito.
zryeM

Definicién 1.3.17 Dada una sucesion (x,), de elementos de X, diremos que
(Tn)n_es acotada si existe un subconjunto M C X acotado tal que x, € M para
todon € N.

Lo anterior es equivalente a que exista un « € X y un nimero K > 0 tal que
p(z,x,) < K para todo n € N.
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Definicién 1.3.18 Una sucesion (), de elementos de X es convergente, y lo
denotaremos por lim,, o T, = x, st existe un x € X tal que para todo € > 0 existe
un N € N tal que para todo n > N, p(x,x,) < €. En caso contrario diremos que
(xn)n es divergente.

La siguiente propiedad, cuya demostracién se deja como ejercicio, es de gran
utilidad:

Teorema 1.3.19 Sea M un subespacio no vacio de un espacio métrico X, y sea
M su clausura. Entonces

1. x € M siy sélo si existe una sucesion (), -de elementos de M (es decir,
xTn € M, para todo n) tal que lim,_,oc T, = .

2. M es cerrado si y solo si limy, oo T, = T implica que x € M.

Una propiedad muy 1til en los espacios normados (recuérdese que los espacios
normados también son métricos con una métrica inducida por la norma) es la
continuidad de la norma.

Lema 1.3.20 Sea X un espacio normado. Entonces la norma || - || : X — R es
una aplicacion continua.

Demostracién: Usando que
[2nll = llzn — 2+l Sl + [lon —2ll y 2]l = lz =20+ 20l < llzall+ [lzn — 2],

se tiene que
Hznll = [zl < llzn — |,

de donde se sigue que, si x, —3 x, entonces ||z,| =3 ||z]|, es decir, la norma

es una aplicacién continua. O

Ejercicio: Prueba que también la métrica es una una aplicacién continua.

Definicién 1.3.21 Una sucesion (zy,), de elementos de X se denomina de Cauchy
o fundamental si para todo € > 0 existe un N € N tal que para todo n > N y todo
pEN, p(@n, Tnip) <€
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Una sucesién en R” es de Cauchy si y sélo si lo son sus componentes, por tanto,
en R™ toda sucesion es convergente si y sélo si es de Cauchy. Esta propiedad
fundamental de R™ no es cierta para cualquier espacio métrico X. Por ejemplo,
sea el espacio métrico (0,1) con la métrica de R. Esta claro que z,, = 1/n-es de
Cauchy, sin embargo, x,, no tiene limite (tendria que ser 0, pero este no pertenece
al espacio). Asi, tenemos la siguiente definicién:

Definicion 1.3.22 Un espacio métrico X se denomina completo si y solo si toda
sucesion de Cauchy de elementos de X es convergente.

Obviamente en los espacios normados podemos definir la convergencia de
sucesiones, sucesiones de Cauchy, etc. Basta considerarlos como espacios métricos
con la métrica p inducida por la norma: p(z,y) = ||z — y||.

Definicién 1.3.23 Un espacio normado completo (en la métrica inducida por la
norma) se denomina espacio de Banach.

Definicién 1.3.24 Un subconjunto M C X es denso en X si su clausura M = X.

De la definicién anterior se-infiere que si M es denso en X entonces cualquiera
sea la bola B(z,€) (por pequenio que sea € > () siempre contiene puntos de M.
En otras palabras, cualquiera sea x € X, siempre tiene elementos de M tan cerca
como se quiera. Por ejemplo Q es denso en R.

Definicion 1.3.25 Un espacio métrico X es separable si contiene un subespacio
numerable’” M C X denso en X.

Asi pues, R es separable pues Q es numerable y denso en R. Como consecuen-
cia R™ es también separable, cuya prueba dejamos como ejercicio al lector.

"Un conjunto M cualquiera se denomina numerable si se puede poner en correspon-
dencia biunfvoca con N = {1,2,3,...}. Es decir, existe una correspondencia biunivoca
entre los elementos de M y los nimeros naturales. Por ejemplo, Q es numerable, pero R
no lo es.
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1.4. Espacios normados de dimension finita

Dado que R"™ es un espacio normado de dimensién finita, veamos con algo
mas de detalle algunas de las propiedades de dichos espacios.

Comenzaremos probado un lema técnico que sera de gran utilidad en adelante.

Lema 1.4.1 Sean n vectores cualesquiera x1, ..., xy linealmente independientes
de un espacio normado X. Entonces, existe un numero real ¢ > 0 tal que cuales
quiera sean los escalares a, ..., oy,

(1.4.1) loizy + - -+ apazy|| = c(|laa| + -+ - +an)).

Demostracién: Sea s = |ai|+- - +]|ay|. Si s = 0 el lema es trivial asi que asumi-
remos s > 0. Dividiendo por s (1.4.1) se sigue que (1.4.1) es equivalente a probar
que si x1, ..., T, son linealmente independientes, entonces existe un nimero real
¢ > 0 tal que cuales quiera sean los nimeros £, ..., Bn, con Y ;4 |8k =1

Supongamos que la desigualdad anterior es falsa. Entonces ha de existir (;por
qué?) una sucesion (ym)m C X tal que

n
m—ro0

ym = B a1+ B, SIBIY =1,y llymll "3 0.
k=1

De la condicién ), | 5,5,7”)] = 1 se sigue que las n sucesiones numéricas (B,(cm))m,

k = 1,...,n, son acotadas. Sea la sucesion (B;m))m acotada, entonces por el

Teorema de Bolzano-Weierstrass 1.1.8 de ella se puede extraer una subsucesion

convergente ﬁim] s 51. Escojamos de cada una de las sucesiones restantes

(B,im))m, k = 2,...,n, las subsucesiones definidas por los indices m; de antes.

Entonces la ‘sucesion (ﬁémj ))j es acotada y por Bolzano-Weierstrass de ella se
< i) = . .

puede extraer una subsucesién convergente 5511) =% By. Ademds, si escogemos

VT . . . . s j l—o0
los indices j; definidos por esta sucesion, la subsucesién (691)% — B1 (ipor
qué?). Continuando este proceso m veces tenemos que existe una sucesién de

indices ([;); tales que ,6’,(5") ooy B para todos los k = 1,2,...,n. Dicha sucesién
de indices define una subsucesion (y;, )i de (Ym)m tal que

Y, = Zﬁ;ﬁli)l‘k, ﬁl(fi) 2% By
=1
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Luego
n n
S Bl=1, ¥ Lim 4, = > Brwg =1y.
k=1 k=1

De lo anterior se sigue que no todos los §; pueden ser ceros al mismo<tiempo.
Como los vectores x1, ..., &, son linealmente independientes entonces y # 0
(;por qué?). Ahora bien, como la norma es una aplicacién continua ({m, ||z,| =
|| lim,, z,,||), entonces se tiene

lim y, =y == lim Hylz” = Hy”7
1—00 1—00
m—00 3
pero como ||ly,|| — 0, entonces lim; ;. ||y, || = 0, luego |ly|| = 0 de donde se
sigue que y = 0 lo cual es una contradiccion. a

Como corolario del Lema 1.4.1 anterior tenemos el siguiente teorema de com-
pletitud:

Teorema 1.4.2 Todo subespacio M de dimension finita de un espacio normado
es completo. En particular, todo espacio normado de dimension finita es completo.

Demostracién: Sea (¥, ), una sucesién de Cauchy arbitraria de M. Sea dim M =
n. Entonces para todo y,, € M, existen los niimeros (inicos) a,(gm), k=1,2,...,n,

(m)

tales que ym = Y p_, akm er. Como (Y )m es de Cauchy, entonces, por un lado
Ve>0, 3N eN, |Vm >N, VpeN, |ym — Ymipll <e,

y por el otro, existe un ¢ > 0 (por-el lema anterior) tal que
n n
> 1> (0" — " Pegl| = ¢ laf™ — o™ —
k=1 k=1

Z |a,(€m) - a,(ngrp)\ < €/c,
k=1

i.e., las sucesiones (a,gm))m son de Cauchy, y por tanto convergen (los a,gm) son

nimeros reales o.complejos), a ciertos ag, k = 1,2,...,n. Sea y = Ezzl aje; €
M. Entonces
n
lym =l = |30 —ap)er]| < S laf™ — arllen] "0 =
k=1 k=1
lim y,, =y € M,
m—00
i.e., M es completo. O

Como consecuencia del teorema anterior se tiene que R™ es un espacio de
Banach.
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Definicién 1.4.3 Una norma || - || en un espacio vectorial X es equivalente a
otra norma || - || si existen dos nimeros reales a,b positivos (a > 0, b > 0) tales
que para todo x € X

allz)|" < o] < bll=]l"

De lo anterior se sigue que si dos normas son equivalentes entonces toda sucesién
de Cauchy en (X, | -||) también lo es en (X,| - |'), y viceversa. Usando el Lema
1.4.1 se puede probar el siguiente teorema:

Teorema 1.4.4 Sea X un espacio vectorial de dimension finita. Entonces cual-

quier norma || - || en X es equivalente a cualquier otra norma en X.

Demostracién: Sea dimX = n y sea eq,...,e, una base de X. Entonces para
. ;. , _ n .

todo x € X existen (y son tinicos) los nimeros ay,... , an tales que x = 3 77, aje;.

Entonces, por el Lema 1.4.1

||

Izl =2 ellaz] + -+ +lenl) - == foa| + - +an] < =

Pero

n ! n n k
lzll = 1> ages|| < layllles|l” < méxle; |yl < ~llzll,
=1 =1 ! =1

donde hemos denotado por & al méx; ||e;||. Intercambiando las normas obtenemos
||| < IZ—,/HxH’, de donde se sigue el resultado. O

De lo anterior se sigue que en R™ todas las normas son equivalentes. Aunque,
en general vamos a usar la norma || - || conocida como norma 2 o norma euclidea,
en teorema anterior nos permite usar en cada momento la norma mas conveniente.
Como ejemplos de-aplicacién de lo anterior tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 1.4.5 Una sucesion (zy)i de elementos de R™ es convergente si y
solo si lo son sus componentes.

Demostracién: Como sabemos, una sucesién (xy ), de elementos de R" es con-
vergente a x € R" si para todo € > 0 existe un N € N tal que para todo k > N,
(k) (K (k)

|z — x| <€, donde xp = (21,25 ,...,2n ). Si usamos la norma del maximo
|z]|co = mxg—1 . n |Tk|, entonces
b b

|z —z,] <€ <= mgaxnug’;) — Tp| <€,

9eeey
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(k)

si y sOlo si sus componentes x,,” convergen a las componentes del limite x,,,
m=1,2,...,n. O

Ejercicio: Adapta la prueba para la norma euclidea (1.3.7) (p = 2).
Para R™ se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.4.6 (Bolzano-Weierstrass) Todo conjunto infinito-y acotado de
R" tiene al menos un punto de acumulacion.

Demostraciéon: En primer lugar, si M C R"™ es un conjunto acotado, entonces
existe un K > 0 tal que todos los vectores de x € M son tales que ||z| < K,

luego todas las componentes xx, k = 1,2,...,n de x estdn acotadas. El teorema
se deduce entonces de aplicar el Teorema de Bolzano-Weierstrass en R 1.1.8a cada
una de las componente de los vectores . O

Definicion 1.4.7 Un espacio métrico X se demomina compacto si cualquier su-
cesion (), de elementos de X tiene una subsucesion convergente.

Entenderemos que M C X es compacto si M es compacto como subconjunto
de X, i.e., cualquier (x,), de elementos de M tiene una subsucesién convergente
en M.

Lema 1.4.8 Si M C X es compacto, entonces M es cerrado y acotado.

Demostracién: Sea M compacto y sea z € M cualquiera. Como x € M entonces
existe una sucesion (zy), en M tal que z, "% 2 e X. Como M es compacto,
entonces x € M, luego M = M por lo que M es cerrado.

Supongamos que’ M es no acotado. Entonces existe al menos una sucesiéon
(zn)n de elementos de M tal que, fijado un b € M arbitrario, se tiene que
p(zn,b) > n (;por qué?). Dicha sucesién obviamente no puede tener ninguna
subsucesién convergente (pues caso que la tuviera ésta fuese acotada) y por tanto
M no puede ser compacto. a

El reciproco, en general, es falso. No obstante, en el caso de dimensién finita
se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.4.9 En un espacio normado X de dimensidon finita (y por tanto en
R™), todo subconjunto es compacto si y sélo si es cerrado y acotado.
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Demostracién: = Si M es compacto, entonces por el lema anterior es cerrado
y acotado.

< Sea M cerrado y acotado. Probemos que es compacto. Sea n = dimX y
€1,...,e, una base. Sea la sucesion (z,, ), de M, entonces z,, = Zzzl a,gm)ek S
X. Como M es acotado, x,, también lo es, i.e., existe K > 0 tal que, para todo

m € N, ||z, || < K, luego, por el Lema 1.4.1 tenemos que

Za,(gm)ek > cZ|a,&m)|.
k=1 k=1
(m)

Luego las sucesiones (ay, ), son acotadas para cada k,y por tanto existe una
subsucesién convergente (Teorema de Bolzano-Weierstrass en R 1.1.8) a «ay, para
todo k =1,2,...,n —debemos hacer una construccién similar a la de la prueba del
Lema 1.4.1-. Asi, existe una subsucesion (z,, )x que converge a x = > | axey.
Probemos que dicho x € M. Esté claro que x € M (ver el apartado 1 del Teorema
1.3.19). Como M es cerrado, M = M, luego x-€ M. Luego toda sucesién (z,,)n
de M tiene una subsucesion convergente en M, i.e., M es compacto. a

K2 [lem| =

1.5. Aplicaciones lineales

En adelante asumiremos que los espacios X e Y son espacios vectoriales reales
y T es el operador A : D(T) CX — Y. D(T) denotard el dominio de la aplicacién
T e Z(T) la imagen de T.

Definicién 1.5.1 Diremos que una aplicacion (operador) T : D(T) C X +— Y es
lineal si, para todos o, 8 .€ K y para todos x,y € D(T)

T(oz + By) = oI (x) + BT (y).
Ejemplos de operadores lineales son:

1. El operador identidad I : X — X, tal que y = Ix = x para todo x € X.
2. El operador nulo © : X +— Y, tal que y = O©x = 0 para todo x € X.
3. El operador derivada D definido por D : P +— P, tal que y(t) = Dp(t) =

p'(t), donde P es el espacio de los polinomios reales p(t) de cualquier grado.

4. El operador T : R" — R™ tal que y = Tx = A -z, donde A es una matriz
nxXm, x e y son los correspondientes vectores de R" y R™ respectivamente,
y - denota la multiplicaciéon usual de matrices.

Web: renato.ryn-fismat.es Prof. R. Alvarez-Nodarse


renato.ryn-fismat.es

32 Capitulo 1. Preliminares

Representaciéon matricial de los operadores lineales 7' : X — Y

Veamos el caso de un operador lineal T : R"™ — R™. El caso general cuando
X e Y son de dimensiones n y m, respectivamente, es equivalente.

Sea (er)r una base de R" y (e}); una de R™. Entonces para todo z € R"

n m n
T = kaek, Yy = Zyieg = y=Tzr= Zkaek.
k=1 i=1 k=1

Como Te, € R™,

m m n n
/ / /
Tej, = Zai,kei = y= (Z ai,kxk> e = Zyiei —
i=1

i=1 \k=1 =1

n
yizz%k:ﬂk, 1=1,2,...n.
k=1

Es decir, si consideramos los vectores x € R" e y € R con coordenadas z;,
yj,t=1,...,n, j =1,...,m, respectivamente, entonces el operador 1" se puede
representar usando una matriz (ai,j)Zj:h i.e., tenemos la aplicacién 7" : R™ — R™,
y = Az, donde A es la matriz m x n

a1 ai2 413 - Gin
a1 a2 G23 -cr A2n
(151) A= (Tel Teg - Ten) — as,1 as,2 asz - asn
m,1 Gm;2 Gm3 *°° Omn

obtenida a partir de la transformaciones de los elementos de la base (ex); de R".

Definicion 1.5.2 Sean X e Y dos espacios normados y sea el operador T :
D(T) — Y lineal. T es acotado si existe ¢ > 0 tal que®

(1.5.2) ITz|| < c|lz,  Vz e D).

De‘lo anterior se sigue que si T' es acotado, entonces para todo z # 0,

T
ITz] <cg, Vz € D(T), x # 0.

(1.5.3) e

8Se sobrentiende que ||z|| es la norma en X y || Tz|| es en Y.
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El menor valor de ¢ para el cual (1.5.2) se cumple lo denotaremos por ||T']] y se
denomina norma del operador lineal T. Tomando supremos en x # 0 en (1.5.3) e
infimos en ¢ tenemos

Tz
sp 122l <y,
zex\{0} 17
Por otro lado, para todo y # 0
ITyll Tzl _ 2
Iyl ~ zex\qoy [1=ll

luego [|Ty|| < ¢||y|| por lo tanto

T
IT) = tnt{e: | Tyl < cllyll, VyeX}<d = sup L2
zex\{oy |1zl
de donde se sigue que
Tx
(1.5.4) |T|| = sup H H
zex\{oy |||
Si T' = 0 obviamente ||T']| = 0. Ademés de (1.5.2), tomando infimos en ¢ se
tiene que para todo y € X
Tyl

Tl S 1T} [Tyl < I T]lllyll

Teorema 1.5.3 Toda aplicacion lineal T : X — Y de un espacio normado de
dimension finita X en otro espacio normado cualquiera Y es acotada.

Demostracién: Sea dimX = n y sea (e1,...,e,) una base de X. Para todo
zeX, x=>}_,zpe,. Entonces

Tzn:xkek
k=1

Por otro lado, usando el Lema 1.4.1 tenemos que existe un ¢ > 0 tal que

n
D ake
k=1

1Tz =

n n
< T < méx | T .
_kzl\xk\ﬂ €k|!_m,§X|| €k||kzl|ﬂsz|

n

> CZ |z |-

k=1

]l =

Combinando ambas tenemos

L&
C

1T < méx |[Tey| = |[[Tz] <~ll=l,

con v = méxy, | Teg||/c. O
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Teorema 1.5.4 Sea T' : D(T) C X — Y una aplicacion lineal de un espacio
normado X a otro espacio normado Y. Entonces

1. T es continuo si y solo si T es acotado.

2. SiT es continuo en algin xo € D(T), T es continuo en D(T).

Demostraciéon: Asumiremos que 7' no es el operador nulo.

1. = Sea T acotado y sea xy € D(T) cualquiera. Como T es lineal y acotado,
entonces
[Tx — Txol| = | T(2z — xo)|| < [Tl — zof.-

Entonces, para todo € > 0, existe un § = ¢/||T|| > 0 tal que, para todo x con
|z — xo|| <9, ||Tx — Txo|| < e, ie., T es continuo en D(T).

< Sea T lineal y continuo en 2y € D(T) cualquiera. Entonces para todo € > 0,
existe un 6 > 0 tal que, para todo x con ||z —zg|| <0, ||Tx —Txo|| < e. Seay #0
en D(T') cualquiera. Escojamos z tal que

)
=—1y = |z—2|l<d =
2[lyll

1)
T=x0+ Y — T —Ip
2[|y|
1Tz — Tz < e.

Ademas, para dichos x tenemos, usando la linealidad de T, que
1) )

3| -
2[lyll 2[|y||

1T - Taoll = |7z —z0) = H ITyl<e —

2e
ITyll = 5 llyll,
luego T es acotado.

2. Nétese que enla prueba anterior se probd que si 1" era continuo en un punto
xg € D(T), entonces era acotado en D(T'). Pero entonces por 1, al ser acotado en
D(T), es continuoen D(T). O

Nota 1.5.5 Sea L(X,Y) el espacio de todas las aplicaciones lineales de X en Y.
Definamos-en dicho espacio la suma de dos aplicaciones A+ B y la multiplicacion
por un'escalar \ de la forma habitual:

VeeX, (A+B)x=Azx+ By, (AM)z = \(Ax).

Con esta definicion es fdacil ver que L(X,Y) es un espacio lineal (el elemento nulo
de L(X,Y) es el operador nulo).

Prof. R. Alvarez-Nodarse Web: renato.ryn-fismat.es


renato.ryn-fismat.es

1.6. Espacios euclideos 35

Si en dicho espacio definimos la cantidad ||T|| = sup,ex ||z)=1 [|Tz[], es sen-
cillo probar (lo que dejamos como ejercicio al lector) que ||T|| satisface los axio-
mas de la definicion, i.e., | T|| es una norma. Es decir, el subespacio B(X,Y) C
L(X,Y) de todas las aplicaciones lineales acotadas (y, por tanto, segun el Teorema
1.5.4, continuas) es un espacio normado.

1.6. Espacios euclideos
Para terminar esta introduccién recordemos la definicién de espacios euclideos.

Definicion 1.6.1 Se dice que un espacio vectorial E es un espacio euclideo si da-
dos dos elementos cualesquiera x,y € E existe un numero denominado producto
escalar, que denotaremos por (z,y), tal que’

1. Para todo z,y € E, (z,y) = (y, x).
2. Para todo z,y,z € E, (zv+y,z) =(z,2) + (y, 2).
3. Para todo z,y € E y A € C, (\x,y) = Xz, y)

4. Para todo x € E, x # 0, (x,x) >0 y si (x,x) =0, entonces x = 0.
De lo anterior se sigue que:

1. Para todos z,y,2 € E, (z,y + 2) = (z,y) + (z, 2).
2. Para todos 2,y € Ey A € C, (x, \y) = Mz, ).
3. Para todow € E, (z,0) = (0,z) = 0.

4. Si (z,z) = (y, z) para todos los z € E, entonces z = y.

El ‘ejemplo maés sencillo de espacio euclideo es el espacio R™ con el producto
escalar estdndar: dados © = (21,...,2n), e ¥y = (Y1,---,Yn)

n
k=1

9Si E es complejo denotaremos por Z al complejo conjugado de z.
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Teorema 1.6.2 (desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea E un espacio euclideo.
Entonces para todos f,g € E,

(1.6.1) (Fo ) < (f, F)lg,9)-

Demostracién: Para demostrarla basta usar que para todo A € C y.f,g € E,
(Af+9g,\f + g) >0, o equivalentemente,

NP L)+ M 9) + Mg, £) + {9, 9) = AP ) 4+ 2R(Af, 9) + (g.9) > 0.

Escogiendo A = a(f, 9)/|(f,9)|, @ € R tenemos

0 < [AP(F, f) + 2R(N(f, 9)) + (9. 9) = |a*(f, £) + 2lall(f, ) + (9. 9),

De la desigualdad |a|?(f, f)+2|a|[{f, g)|+{g,g) > 0, se sigue que el discriminante
de la ecuacién cuadratica en a, |a|?(f, f) + 2|a||{fy9)| + (9,9) = 0, ha de ser
negativo o nulo (;por qué?). Luego |(f, 9)|> — (£, f)}{g,9) < 0, de donde se sigue
(1.6.1). O

Teorema 1.6.3 Todo espacio euclideo E'es normado si en €l definimos la norma

mediante la formula || f|| = \/(f, f). Ademds, |(f,g)| < ||fIl- llg]l-

Demostracién: Los dos primeros axiomas de la definicion de norma 1.3.3 son
inmediatos. Para probar el tercero nétese que

If+ 9> ={f+g.9+9) =, ) +2R({f,9) + (9,9)
<{f, f) H2Kf, 9l +(g,9) < (f, f) + 2/ {f, f){9,9) + (9,9)
= (VLD + V{9, 9)%

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz (1.6.1). Tomando ahora
raices cuadradas se sigue el resultado. a

De lo anterior se sigue que todo espacio euclideo E es un espacio métrico con
la métrica inducida por el producto escalar mediante la férmula

p(z,y) = llz —yll = V{z —y,z —y).

Asien R™ tenemos que la norma inducida por el producto escalar es

]2 =

n
D lif,
k=1
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Definicién 1.6.4 Un espacio euclideo E completo'® se denomina espacio de Hil-
bert.

Luego R" es un espacio de Hilbert.

Definicién 1.6.5 Sea el sistema de vectores (¢n)n (finito o infinito) de un es-
pacio euclideo E. Diremos que (¢r)52; es un sistema ortogonal dos a dos si

(1.6.2) (ns Dm) = Ol dnl|®.

Si ademds ||¢n|| = 1 para todo n € N, se dice que el sistema es ortonormal.

Por ejemplo, el sistema de los vectores canénicos de R", (ej)7_;, definido en
(1.2.1) es un sistema ortonormal.

El siguiente teorema es sencillo de probar (por reduccién al absurdo) y se deja
como ejercicio.

Teorema 1.6.6 Silos vectores x1, ..+, Ty de un espacio euclideo son ortogonales,
entonces son linealmente independientes.

Teorema 1.6.7 (Gram-Schmidt) En un espacio de Hilbert H de cualquier
conjunto de wvectores linealmente independiente se puede construir un conjunto
de vectores ortonormales (ortogonales).

Demostracién: Para probar el teorema tomamos un sistema de vectores lineal-
mente independiente (¢y,), de H cualquiera y definimos un nuevo sistema de
vectores (¢p,)22.; de la siguiente forma:

1. Tomamos 1 = ¢1/]|é1]|-

2. A continuacién escogemos 1y de la forma

P2 = ¢ + ag 1,

donde as 1 es tal que 1/32 sea ortogonal al vector ¢1, i.e. (11,12) = 0, de donde se
deduce que a1 = — (11, ¢2). Entonces 1o = 1)2/||1)2|| es ortonormal a ¢y.

10Es decir, un espacio E donde cualquier sucesién de Cauchy converge a un vector de
E (en la norma inducida por el producto escalar).
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3. Paso n. Escogemos ¢y, k > 3, de la forma

n—1
J}n = @bn + Z Oén,k"l}ka

k=1

donde los coeficientes o, 1, n € N, k= 1,...,n—1 son tales que ¥y, sea-ortogonal
a todos los vectores ¢, kK = 1,2,...,n — 1, anteriores. Usando la“ortogonali-
dad es facil comprobar que oy = — (Y, ¢n), K = 1,2,...,n — 1. Finalmente
definimos v, = Q;n/ HY/NJnH que es ortonormal a todos los vectores anteriores ¢y,
k=1,2,...,n—1.Y asi sucesivamente. O

Si quieres saber mas sobre la teoria de espacios métricos, normados y de
Hilbert, puedes consultar, por ejemplo, [4, 7].

1.7. Problemas propuestos

Problema 1.7.1 Prueba la desigualdad de Young: Dados dos niimeros reales
a,b> 0y p>1, entonces,

(1.7.1) aibi < tagrty  Lilog

p q p q
Ademsds la igualdad sélo tiene lugar si a = b. Ayuda: Encuentra los extremos
de la funcién f : [0,00) = R, f(z) =2 —azx+a—1, a € (0,1) y prueba que
f(x) < 0 para todo x > 0. Escogiendo z = a/b, a,b > 0y a = 1/p, p > 1 se
deduce el resultado.

Problema 1.7.2 Prueba la desigualdad de Holder: Sean los nimeros z; e y;,
i =1,2...,n no negativos. Entonces, para todop > 1y ¢ > 1 tales que %4—% =1,
se tiene

1 1
(1.7.2) Z:Ez yi < <Z $f> ! (Zy;]) q 5
=1 =1 =1

donde la-igualdad sélo tiene lugar si 2’ = cy para todo i = 1,2,...,n (es decir

si 2 y y! son proporcionales). Holder. Ayuda: Usa la desigualdad de Young.

Problema 1.7.3 Usando la desigualdad de Holder (1.7.2) prueba la desigualdad
de Minkowski (1.3.4).
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Problema 1.7.4 Prueba que si dos elementos x e y de un espacio euclideo son
ortogonales, entonces
2 2 2
o+ ylI” = llzl” + [lylI*.

La igualdad anterior es una generalizaciéon del Teorema de Pitégoras.

Problema 1.7.5 Sea E un espacio euclideo y || - || la norma inducida por el
producto escalar. Prueba que para todos x,y € E,

(1.7.3) lz + 5l + llo = ylI* = 2(I=]1* + [ly1*)-

Esta igualdad se suele denominar ley del paralelogramo.

Problema 1.7.6 Se sabe que todo espacio euclideo es un espacio normado con la
norma inducida por el producto escalar. ;Y al contrario? Encuentra un ejemplo
de espacio normado que no es euclideo. No obstante un espacio normado X es
euclideo si y solo st para todos x,y € E,

lz +ylI? + llz =yl =2(lz]* + [ly]*).

Es decir, la ley del paralelogramo caracteriza los espacios euclideos. Prueba dicha
afirmacion para el caso de espacios normados reales. Ayuda: Prueba que si se
cumple la ley del paralelogramo entonces la funcién f(z,z) = (z,2) = 1(||lz +
2|2 — ||z — 2||?), 2 € X, f cumple-con las las cuatro propiedades de la Definicion
1.6.1.
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Capitulo 2

Limite, continuidad y
diferenciabilidad

2.1. Limite y continuidad de funciones de va-
rias variables

Una funcién vectorial de n-variables es una aplicaciéon f : A C R" — R™.
Esta claro que como

flw, - mn) = (fil@d, - 20), fo(zr, - s 2n)s o f(Z1, -+, 20)

para estudiar las propiedades de f podemos restringirnos al estudio de cada una
de las componentes de-f. Es decir, basta con estudiar las funciones f : A C R" —
R. En adelante, a no_ser que se diga lo contrario, asumiremos que A € R™ es un
abierto.

Definiciéon 2.1.1 Diremos que f: A C R™ — R™ tiene limite | cuando x tiende
a a, punto limite de A, y lo denotaremos por limy_,, f(z) =1, si
Ve>0 36>0; 0<|z—al|<d = |f(z)-I<e
Si ademds | = f(a) diremos que f es continua en a.
En la figura 2.1.1 mostramos esquematicamente el significado geométrico

de la definicién anterior para el caso de una funcién f : R? — R tal que
lim, ) (ap) f(7) = . En ella vemos representada la funcién como una superficie

41
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de R3. En el eje 2z se muestra el valor del limite I que es el centro del intervalo
(I — €,1 + €), mientras que en el plano zy se muestra la bola de radio ¢ centrada
en el punto A = (a,b), B(A,d). Sobre la propia superficie se muestra el punto
(a,b,1). Asi, el conjunto f(B(A,0)\ {(a,b)}) C (I —¢,1l+€).

Figura 2.1.1: Significado geométrico de la definicién de limite para una funcién
f:R? = R tal que lim, ) f(z) =1

De la definicién anterior se sigue que
1. Si una funcién f : A CR"™ — R™ tiene limite en & = a, entonces este es
Unico.

2. Una funcién f = A C R™ — R™ tiene limite si y sélo si tienen limite cada
una de sus componentes.

3. Una funcién f : A C R"™ — R™ es continua si y sélo si son continuas sus
componentes.

4. Si f A CR"— R™ tiene limite (y en particular si es continua) en z = a
entonces existe un entorno B(a,d) de a donde f es acotada.
Demostracion:

1. Supongamos que existen dos limites distintos 1 # ls. Entonces, por un lado,
d = ||l = la]] > 0, y por otro, como f(z) — I3 y f(x) — l2, entonces para todo
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e > 0 existe un 6 > 0 tal que se cumple, al mismo tiempo (;jpor qué?), que
1f(x) =l <5y [f(z) = L] < 3, por tanto,

[ =Ll < [[f(z) =Ll +f(x) — k) <e = L=l
lo cual es una contradiccion.
2. Razonando como en la prueba de la Proposicion 1.4.5 se sigue el resultado.
3. Es consecuencia de 2.

4. Una forma sencilla de probarlo es la siguiente:
Il =Wf =t+ U< [1f =2+ 12 el =W =5+ fh< I =+ I =
A =N < 11f =2l

Si f tiene limite [ entonces en todo un entorno || f —I|| < €, luego en dicho entorno

A=< lf =l <e = fl—e<[fIl <[l +e

Es conveniente hacer notar que si f ‘A C R” — R es continua en z = a y
f(a) # 0, entonces existe todo un entorno de a donde f mantiene su signo. La
prueba es similar al caso de una sola variable y la omitiremos.

Teorema 2.1.2 (de Weierstrass para funciones continuas) Sea f : A C
R™ = R una funcion continua y-sea C C A C R™ un compacto (cerrado y acota-
do). Entonces f es acotada en C' y alcanza su mdzximo y su minimo absolutos en

C.

Demostracién: Sea C C A un intervalo cerrado y acotado, y por tanto compac-
to, (ver Teorema 1.4.9) y sea f continua en C' pero no acotada. Entonces, para
todo n € N existe un x,, € C tal que |f(zy,)| > n, es decir existe una sucesién
tal que z, € C y f(x,) es no acotada. Pero {z,} estd definida en un compac-

to C luego, por definicién, se puede extraer de la misma una subsucesién {x, }

convergente, i.e., zp, "2 e . Pero al ser f continua en C, f(x,,) hoee f(e),

luego {f(zn,} es acotada, lo cual es una contradiccién pues | f(xp, )| > ng.

Probemos ahora que f alcanza su maximo y minimo en C'. Como f es acotada
superiormente existe el supremo de f que llamaremos S. Demostremos que S es
alcanzable, es decir que existe un ¢ € C tal que f(c¢) = S. Supongamos que dicho
¢ no existe. Entonces la funcién S — f(z) es continua y mayor que cero en todo
[a, b], por tanto la funcién

1
g9(z) = m

> 0,
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es continua y acotada superiormente. Luego existe un M > 0 tal que para todo
x € C, g(x) < M, es decir, que para todo x € C, f(z) < S— ﬁ, lo cual contradice
que S sea el supremo de f. La prueba para el minimo es andloga y se deja como
ejercicio. O

Antes de discutir algunos ejemplos debemos recalcar que, en general; vamos
a usar la norma euclidea. Asi que, para las funciones escalares de dos variables,

ie., f:R?— R, lanorma en R? sers ||(z =+/z2+9y? yven R Jz| = |z
o f ; 'Y yry ;

Ademas, tenemos que tener en cuenta que el problema de calcular limites en
R™ es mucho méas complicado que el caso de R. La razén principal es que el R
cuando x — a s6lo hay dos formas de aproximarse a a: por la izquierda o por la
derecha, mientras que en R" existen una infinidad de maneras (trayectorias) de
hacerlo. En cualquier caso, lo que estd claro es que si lim,_,, f(x) = [, entonces,
independientemente de la forma que nos acerquemos a a, f(x) tiene que acercarse
a [. Si resulta que dada una funcién f : A C R” = R, cuando nos acercamos a
a siguiendo distintas trayectorias obtenemos resultados distintos, entonces f no
tiene limite en a.

Veamos dos ejemplos que muestran esto iltimo.

Ejemplo 2.1.3 Calcular el limite cuando (z,y) — (0,0) de la funcién f(z,y)

definida por
22

wy) ="y a5 @) #00)

Si elegimos y = mx, m # 0, con x — 0, est4 claro que f(z,mz) = (1 —m?)/(1+
m?), luego el limite cuandox — 0 (y por tanto y — 0) depende de la direccién que
tomemos, de donde se deduce que no existe el limite de f(z,y) cuando (z,y) —
(0,0) (pues este ha de ser unico e independiente de la trayectoria). O

Ejemplo 2.1.4 Calcular el limite cuando (z,y) — (0,0) de la funcién f(z,y)

definida por
2

f@y) =y s @) # 0.0

Podemos comprobar que lim,_,o f(x, mz) = 0 para todo m, sin embargo si elegi-
mos la trayectoria y = 22, entonces lim, .o f(z,2%) = 1/2 # 0, luego no existe el
limite de f(x,y) cuando (x,y) — (0,0). O

Veamos ahora un ejemplo cuando existe el limite.
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Ejemplo 2.1.5 Sea la funcién

_ 2Py
2 + y2’

f(z,y) si (z,y) # (0,0).

En primer lugar es sencillo comprobar que lim,_,o f(x,mx) = 0 para todo m, y
que lim, o f(x,2%) = 0. Incluso es cero tomando y = |z|*, @ > 0. Eso nos induce
a pensar que probablemente tenga limite y que este es cero: Para probar que
existe el limite tenemos que comprobar que, para todo € > 0 existe un § > 0 tal
que si \/22 + y? < 0, entonces |f(z,y)| < €, 0 equivalentemente, si /22 + y? — 0,
F@,y)] = 0.

Para ello vamos a intentar encontrar acotaciones.de’|f|.

Teniendo en cuenta que 2|zy| < 22 + y? cualesquiera sean x,y € R, tenemos
82 |zy|
x2+ y?

Ty
x2 + 92

1
(2.1.1) = |z|'/? < §|:g\1/2.

Ahora bien, como |z| < y/2? 4+ y? < 4, entonces, | f(z,y)| < §/2 < §, as{ que dado
€ > 0 cualquiera, si elegimos § = € se tiene que |f(z,y)| < €, es decir, de la aco-
tacién anterior (2.1.1) se sigue que cuando (x,y) — (0,0) (en la norma euclidea),
|f(x,y)| = 0 lo cual también implica que f(x,y) tiende a cero si (z,y) — (0,0).
Luego lim  f(x,y) =0.
(z,y)—(0,0) (=.9)

Nétese que si definimos f(0,0) = 0, entonces la funcién es continua en (0, 0)

y, por tanto, es continua en todo R2. a

2.2. Diferenciabilidad de funciones de varias
variables

Recordemos que! dada una funcién de una variable f : A C R — R, la
derivada f’(a) en x = a se define como el limite, si existe, del siguiente cociente:

_ Af(a) ., fla+h)— f(a)
=N T A 7

)

donde el numerador representa la diferencia de los valores de f en los puntos a+h
v a y el denominador la diferencia entre los valores de x =a+hy z = a.

Ver Definicién 1.1.14.
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El problema de la derivacién en varias variables es algo mas sutil. Hay muchos
candidatos para definir la derivada de una funcién de varias variables. El candi-
dato mas sencillo es considerar el caso cuando solo cambia una de las variables.
Asi, tenemos la siguiente definicion:

Definicion 2.2.1 Sea A un subconjunto abierto de R", a € A y f una funcién
f: ACR" = R™. La deriwvada parcial i-ésima (1 <i <mn) de f ena se define
como el limite, si existe,

ll/m f(al’...’ai_l,xi’ai+1’...,an)_f(al’...,ai’...’an) _

Ti—a; Ty — a;

Hm f(aly"' ,ai_l,ai+h,(1i+1,"‘ aan)_f(CLl?"' s Qgy v v e 7an)

h—0 h '
df(a)

A dicha derivada la denotaremos por D;f(a) o S

De la definicién anterior se deduce que para calcular las derivadas parciales se
procede de forma andloga al caso del calculo de la derivada de una funcién de una
variable. De hecho todas las reglas de la. derivacion de una variable se traspasan
al caso de varias variables, simplemente al calcular %ﬁb) se consideran todas las
variables zp, k = 1,...,n, k # i constantes, de forma que a todos los efectos
f(x1,...,2,) es una funcién de una unica variable x;. Y asi con cada una de las
derivadas parciales. Notese que las operaciones en la definicién anterior estan bien
definidas: el numerador es una‘diferencia de vectores de R™ y en denominador es
un escalar.

Veamos un ejemplo. Sea f : R? — R, f(x,y) = exp(z? + y?) entonces

of (z,y) of(z,y)

220 =2z exp(2? + y?) oy 2y exp(x? + 3?).

ox

Otra opcion, mas general, es definir las derivadas en la direccién definida por
un vector u./Para ello tomamos un punto a del dominio de nuestra funcién y
trazamos la.recta r que pasa por dicho punto y cuyo vector director coincida con
el vector u.

En este caso podemos calcular sin problema, la diferencia de de los valores de
f enlos puntos a + hu y a: Af(a) = f(a+ hu) — f(a), que es un vector de R",
pero ;qué elegimos como diferencia entre los valores de x = a+ hu y = a? Esta
claro que no puede ser hu pues no tiene sentido dividir Af(a) por un vector,
asi que el candidato mds natural serfa dividir Af(a) por hllu|. Graficamente
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Figura 2.2.1: Célculo de la derivada direccional de z = f(z) en el punto A segin
la direccion definida por el vector u.

representamos el proceso del cédlculo en la figura 2.2.1, donde el punto A es el
punto de la superficie correspondiente a z = a.

Asi tenemos la siguiente definicién:
Definicién 2.2.2 Para cada vector normalizado u € R™, ||u|| = 1, denomina-

remos derivada direccional de f en a segun la direccion u, y lo denotamos por
D, f(a), al limite, si existe,

fla+hu) — f(@)

2.2.1 lim
( ) h—0 h
Noétese que si denotamos por ¢;,7 = 1,...,n a los vectores de la base candnica
de R™ entonces 97 (a)
a
D, = .
fla) = S

Es importante destacar que la existencia de derivadas direccionales ni siquiera
garantiza la continuidad de la funcién. Por ejemplo, para la funcién

a:Zy .
flay) = 242 st (z,y) # (0,0),
0, si (z,y) = (0,0),
tenemos
0 Uy = 0
. f(hug, huy) — £(0,0) i h3u2uy ) Y ’
D, f(0,0)=1 =1 z — 2
f(0,0) = fim h no0 h(hAud +u2h?) | %y, £ 0.
Uy

Es decir, existen todas sus derivadas direccionales en (0,0) pero, como ya
vimos en el Ejemplo 2.1.4, f ni siquiera es continua en dicho punto (no existe el
limite).
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Lo anterior implica que, a diferencia del caso de una variable, la existencia
de las derivadas direccionales de una funcién no garantiza siquiera la continuidad
de la misma, asi que es natural preguntarse si hay un concepto de derivada en
varias variables que implique la continuidad. Asi, por similitud con el caso de
una variable, vamos a definir la diferenciabilidad de una funcién f de la siguiente
forma:

Definicion 2.2.3 Sea A un subconjunto abierto de R™, y a € A. Una funcion
f i ACR"—= R™ es diferenciable en a si existe una aplicacion lineal de D :
R™ — R™, a la que denotaremos por Df(a), tal que

o 1@ = 1(@) = DS @)z = a)

z—a | — al
o0, equivalentemente,
o fla+h) = f(@) = D@t _
h—0 Al
Lo anterior suele escribirse como
(2.2.2) fla+h) = f(a) = Df(a)(h) = o(||A]),
donde hemos usado el simbolo? “o pequenia” que significa que
o(||n]])
1 =0
h—0 ||A| ’

es decir, que cada una de las componentes del vector o(||h]|) € R™ tiende a cero
mas rapido que ||h|| cuando h — 0.

Es importante recalcar que la diferencial o derivada total de una funcién de
f en a, que denotamos por D f(a), es un operador lineal. Néotese ademds que de
la definicién anterior se deducen la siguientes propiedades:

1. f: ACR"— R™ es diferenciable en a si y sélo si lo son sus funciones
componentes.

2. Si fesdiferenciable en a, entonces f continua en a.

3. Si f es diferenciable en a, entonces existen todas las derivadas direccionales
de fenay D,f(a) = Df(a)(u). Lo anterior implica que, dada una funcién
f diferenciable en x = a, la aplicaciéon u — D, f(a) que a cada vector u # 0
le hace corresponder la derivada direccional D, f(a) es una aplicacién lineal.

2Ver la Definicién 1.1.25 en la pagina 12.
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4. Si f es diferenciable en a, entonces existen todas las derivadas parciales de
fenay

9f(a)

2.2.
(2.2.3) o

= Df(a)(ei),
donde e; es el i-ésimo vector de la base candnica de R".
5. Si f y g son diferenciables en a, entonces también lo es la'suma f+gy Af,
X € R,y se verifica que D(f+g)(a) = Df(a)+Dg(a), DIAf)(a) = ADf(a).
Demostracion:
1. Basta aplicar la formula (2.2.2) componente a componente.

2. Para probar esta implicacién basta recordar que toda aplicacién lineal sobre un
espacio normado de dimensién finita es acotada. De (2.2.2), se tiene que, cuando
||| =0

1f(a+h) = fla)|| = [[Df(a)(h) + o([R) I} < [[Df (a)|l[|R]] + [[o([lRI)I — O,
pues, por el Teorema 1.5.3, D f(a) es una aplicacién lineal acotada.

3. Es inmediato de la definicién (2.2.1) y (2.2.2) pues

flathu) = f(a) _ Df(@)(h) + of|[hul) _ ofh)
D=1 ; = Df(a)(w) + % = Df(a) w)
pues o [hu]) = o |1l [ul) = o(1k]) = o(h).

La prueba de que la aplicacién u — D, f(a) es lineal se deja como ejercicio al
lector.

4. Se sigue de 3. eligiendo u = e;, i = 1,...,n, los vectores de la base candnica
de R™.

5. Es inmediata de la definicién (2.2.2) y se deja como ejercicio.

Nétese que de (2.2.3) se deduce que si no existe alguna de las derivadas parcia-
les de f,entonces la funcién no puede ser diferenciable. Es decir, la existencia de
derivadas parciales es una condicién necesaria para la diferenciabilidad. Ademas,
de la'diferenciabilidad de f se deduce la existencia de las derivadas parciales y
direccionales, pero no a la inversa.

Para mostrar lo anterior definamos la funcién

/0, sizy=0,
f(:v,y)—{ 1, sixzy #D0.
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Claramente esta funcién es discontinua en el origen, luego no puede ser diferen-

ciable en (0,0) y sin embargo w = %(;,0) =0.
3

Por otro lado, la funcién f(z,y) = —; 2 si (z,y) # (0,0), f£(0,0)=10, no
t+y

es diferenciable en (0,0) y sin embargo todas sus derivadas direccionales en (0, 0)
son cero. En efecto, dado un vector unitario v = (ug, uy) cualquiera

. f(hug, huy) — f(0,0) i h4u§’3uy
Du s = 1 = 1 =
1(0,0) = lim h no0 h(hAuld + u2h?)

91(0,0) _ 91(0,0)

01 oy =0.

En particular, para las derivadas parciales tenemos

Nétese que de lo anterior se deduce que si f-fuese diferenciable en (0,0),
entonces D f(0,0) = (00), pues las derivadas parciales de f en (0,0) son cero.
Asi, tomando h = (z,y) tenemos

fz,y) = f(0,0) = Df(0,0)(h) o’y

Va2 +y? (x4 + y2) /22 + o2

Si elegimos la trayectoria y = x2 obtenemos que, cuando = — 0,

75

x
20t/ 22 + 2t 2x|V1 + 22 7

luego f no puede ser diferenciable en (0,0).

Un caso similar-ocurre con la funcién f(z,y) = z3/y si (z,y) # (0,0),
f£(0,0) = 0, que tiene derivadas direccionales en (0,0) pero ni siquiera es con-
tinua en dicho punto. La comprobacién de este hecho se deja como ejercicio al
lector.

Representacion matricial del diferencial.

Si elegimos en R™ y R™ las base canénicas ey, k=1,...,n,ye; j=1,...,m,
respectivamente, entonces de (2.2.3) y (1.5.1) se deduce que la matriz asociada a

Prof. R. Alvarez-Nodarse Web: renato.ryn-fismat.es


renato.ryn-fismat.es

2.2. Diferenciabilidad de funciones de varias variables 51

la aplicacién lineal D f(a) tiene la forma:

9fi(a)  9fi(a) 9f1(a)
8&?1 8562 o 8:En
Df(a) = : : :
Ofm(a) Ofm(a O fm(a
(2.2.4) 830(1 ) (93;(2 ) (%Ui )
D1f1 (a) D2f1 (a) .. anl (a)
Difu(@) Dafu(@) ... Dufula)

A la matriz Df(a) se le denomina matriz jacobiana de-f en a y se suele deno-
tar por también por Jr(a). Al determinante de la matriz J¢(a) se le denomina
jacobiano de f en a.

Noétese que, dado que las derivadas parciales son tnicas, lo anterior implica
que si f es diferenciable en x = a, entonces el diferencial D f(a) es tnico. Se deja
como ejercicio al lector probar la unicidad dela diferencial directamente a partir
de la propia definicién (2.2.2).

El vector gradiente y la interpretacion geométrica de la diferencial.

Supongamos que f : A C R™ — R es diferenciable en a. Entonces existen
todas sus derivadas parciales. Se define al vector V f(a) por

= (2 4

y se le denomina gradiente de f en x = a. Notese que la derivada direccional
D, f(a) segin el vector normalizado u se puede expresar de la siguiente forma:

Duf(a) = (Vf(a), u).

De la expresién anterior se deduce que la derivada direccional es maxima en la
direccién del gradiente y si V f(a) es ortogonal a u, entonces D,, f(a) = 0. En otras
palabras; la direcciéon donde f varfa (crece o decrece) més rapidamente es en la
direccién del gradiente (V f(a) y —V f(a), respectivamente). Cuando el gradiente
es cero ello indica que en esa direccion la funciéon no cambia pues, en ese caso,
Dy f(a) =0 lo que implica que f(a + hu) =~ f(a). Este hecho es importante pues
es una forma de encontrar las curvas de nivel, es decir el conjunto de puntos
del dominio de f tales que f(x) = k, con k una constante dada, pues el vector
gradiente de f es siempre perpendicular a dicha curva (se asume que la curva es
suave, 0 sea no tiene picos).
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En la figura 2.2.2 mostramos las curvas de nivel de una funcién de dos varia-
bles f(z,y). Cada plano representa un valor de f. Sobre el plano xy se representan
las curvas correspondientes obtenidas al intersecarse la superficie definida por f
y los planos correspondientes a los valores de f.

Figura 2.2.2: Curvas de nivel de una funcién f : A ¢ R? — R. En la figura
se representa una funcién y tres planos paralelos al plano zy a distintas alturas.
La interseccién de dichos planos con f, o sea, las curvas de nivel, se muestran
proyectadas bajo la propia funcion.

Veamos ahora la interpretaciéon geométrica de la diferencial D f(a). Por sim-
plicidad usaremos una funcién f : R? =+ R. En Si f es diferenciable en (a,b)
entonces, como ya hemos visto

o) = flad) + LD - 0y 4 2L ) o),
donde ||h|| = /(z —a)2+ (y=b)2. Sea ¢ = f(a,b) y z = f(z,y). Con esta
notaciéon la expresién anterior se puede reescribir como

0f(a,b) df(a,b)
T(f —a)+ Ty(y

—b) = (z = ¢) = o([[n])-

Sea ahora o la superficie definida por los puntos (x,y, f(z,y)). Si f es dife-
renciable en (a, b) entonces, despreciando la o(||h||) en la expresién anterior, esta
se convierte en la ecuacion

0f(a,b) df(a,b) B
LD o+ L) — (-0 -0,

que define un plano 7 que contiene al punto (a,b,c) y cuyo vector normal en
dicho punto es 71 = (%, %‘;’b), —1).

Demostremos que, efectivamente, dicho plano 7 es tangente a ¢ en £ =
(a,b,c). Para ello basta probar que cualquier punto s = (z,vy, f(z,y)) de la su-
perficie o es tal que el vector ¥ = s — £ forma un angulo de 90 grados con el
vector normal 7 anterior cuando s se acerca a &.
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En efecto, sea s = (z,y,2) # £ = (a,b,c) un punto de la superficie o y sea
= s — £. Entonces, el coseno del angulo entre los vectores 77 y ¥ es

cosf = M
7]l 7]
Por un lado, un célculo directo da
o . Of(a,b of(a,b
) = LD 0y + L8 ) — () - @) = o).

Por otro lado, como

Hﬁu-\/1+<af(§‘;b>)2+<%3’”)zzl,

17 = V/(z — a)2 + (y = b)2 +(z— ¢)2 > [|All,
luego |cosB| < o(||h||)/||h|| — O si ||h]| = O y, por tanto, 8 — /2.

Lo anterior lo vemos gréficamente enla. figura 2.2.3.

Figura 2.2.3: Plano tangente a la superficie definida por z = f(x,y). El vector
negro representa al vector normal 7 al plano (y a la superficie) en el punto
¢ = (a,b,c). Siel punto s = (x,y, f(x,y)) se acerca a (a,b,c), el angulo entre
nyv=(x—=ay—0>,f(x,y) — f(a,b)) se aproxima a /2.

En otras palabras, el plano 7 es tangente a la superficie o en el punto (a, b, ¢)
como. queriamos probar.

Sea ahora el caso de una funcién f : R"® — R. Supongamos que f es diferen-

ciable en a = (ay,...,a,) y sea ¢ = f(a). Entonces, el vector normal
(0@ @) Bf@)
axl ) ax2 P axn 9y 9
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Figura 2.2.4: Plano tangente a una superficie definida por una funcién diferen-
ciable. El vector representa al vector normal al plano (y a'la superficie) en el
punto A.

y denotando por ¥ = (z1 —aq,..., T, — an, 2z — ¢), la ecuacién del plano tangente
a la superficie z = f(z) vendrd dada por (7, ¥) =0, i.e.,
0 0 9]
f(a)(xl —ay) + f(a)(xg —ag)+ -+ f(a)(xn —ap) —(z—c)=0.

o0x1 Oxy,

En este caso el plano se denomina hiperplano tangente a la superficie n + 1
dimensional definida por f.

6302

Para terminar este apartado, mostraremos en la figura 2.2.4 el plano tangente

a la superficie
z= f(wy) = V1 -2 —y?

en el punto A = (v/2/2,1/2,1/2); dado por la ecuacién

(2 —V2/2V2+ (y —1/2) + (2 — 1/2) = 0,
siendo v = (v/2,1,1) el 'vector normal a la superficie en dicho punto.
2.2.1. Problemas propuestos

Problema 2.2.1 Calcula, si existen, los siguientes limites:

2 2r +vy
1f 1+ zy) @ +ay 1f N —
(m,y)lﬂoa)( ) (e.) > (00,00) 227 + 22y + 12
1—e®)(y —
lim  Zsen(z? +y?), T Gl g@ feny) ,
(@y)—(0,0) Y (@,y)—(0,0) 2 +y
) xy , xy , r%(y — seny)
lim —————, lim ——, lim —
(@.9)—(0,0) || + |y (@,9)—(0,0) |z + y| (@y)—(00) zt+y
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paraa =1y a=2.

Problema 2.2.2 Sea f : A C R? = R, f(z,y) = (22 —y?)/(2®>+y?); A =
{(z,y) € R*: |y| < 2%}, demostrar que existe lim, ;) (0,0) f (2, y) cuando (z,y) €
A. jCual es su valor? Compara el resultado con el del Ejemplo 2.1.3.

Problema 2.2.3 Prueba que existe el siguiente limite y calctilalo:

y(x — arctan(z))

11 Ly) =
(2.9)2(0,0) f@y) xh 4 42

Problema 2.2.4 Estudiar la continuidad de las siguientes funciones (definidas
como 0 donde no tenga sentido la expresién correspondiente):

2 3
Yy Ty Ty
T, = ’ €T, = 5 1 xz, = )
f(z,y) T+ o] f(z,y) e f(z,y) R
11
Fla) = LEEED )= (o) sen T sen

senxr — seny

fy) = { tanz —tany’ S EFY (I,y)€<—7f w>x<—w w),

cos® x, en-otro caso,

Problema 2.2.5 Sea la funcién

.:US .
f(m,y) = m’ sl (CC,y) 7& (070),

0, si (x,y) = (0,0).

Calcula todas las derivadas direccionales de f en (0,0). La aplicacién v —
D, f(0,0), jeslineal? ;Es f continua en (0,0)? ;y diferenciable en (0,0)?

Problema 2.2.6 Sea la funcion
73y si (z,y) # (0,0)
4 3y2 ) 1 ) y ) )

0, si (x,y) = (0,0).

22+ 2y +
flz,y) =

Estudia su continuidad y diferenciabilidad en (0,0). La aplicaciéon u — D, f(0,0)
ies lineal?
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Problema 2.2.7 Calcula la matriz de Jacobi (diferencial) si existe de la funcién

fiACR? R
$2
(7))

Encuentra el mayor conjunto A donde esté definida f. Calcula el valor de la
diferencial en los puntos (0,1) y (y/7, 1).

flx,y) = (arctan (1:6 ty ) ,

Problema 2.2.8 Encontrar la derivada de la funcién f : A C R? — R?, f(z,y) =
sen ( 22 4y? ) en el punto A = (—1,1) segin la direccién @ =(—4, 3).

1+a24y?

Problema 2.2.9 Encontrar la derivada de la funcién f : {(z,y,2) |z > 0,y >
0,z > 0} = R2, f(z,9,2) = (z/y)? en el punto (1,1,1) segiin la direccién @ =
(2,1, -1).

Problema 2.2.10 Encontrar la derivada de la funcién f : {(x,y,2)|z > 0} —
R2, f(z,y,z) = (22 + y?)? en el punto (1,0,1) segiin la direccién @ = (1, —1,1).

Problema 2.2.11 Encuentra el plano tangente de las siguientes funciones:

1. f(z,y) =1—22—y%enel punto (—1,1).

2,2
2. f(z,y) = xg:i—i—yy? en el punto (—2,1).

w

. f(z,y) = arctan(z? + y?) en el punto (0, 1).
4. f(x,y) = (22 + y2)sin(z? + y?) en los puntos (0,0) y (0,1).

5. f(x,y) = exp(—~2? — 3?) en los puntos (0,0) y (1/2,—1/2).

Problema 2.2.12 Sea la funcién

1
Ty sen <> , siy#0,

flz,y) = 2y
0, siy=0.

Decide si es continua y diferenciable en (0,0). Haz el mismo estudio para la

funcion
xsen(y) — ysen(x)

faw) =] 2ty SOV
0, si (x,y) = (0,0).

M
—~
=

o

Prof. R. Alvarez-Nodarse Web: renato.ryn-fismat.es


renato.ryn-fismat.es

2.3. Otras propiedades de la diferenciacion 57

Problema 2.2.13 Sea f(z,y) = (22 + y?)sen £(0,0) = 0. Probar que

/ 2 )
f es diferenciable en en (0,0), pero sus derlvadas parc1ales no son continuas en
dicho punto.

Problema 2.2.14 Sea la funcién f : R? = R, a > 0, definida por

|z[* arctan y

f(x7y) = \/W ; st ($7y) 7& (0?0)7
0, si (z,y) = (0,0).

1. Demuestra que para o > 0 la funcién f es continua en (0, 0).
2. Para a > 0, escribe los valores de y ay en (0,0).
3. Demuestra que f es diferenciable en (0, 0) cuando a > 1. jEs f diferenciable
n (0,0), cuando o = 1?7 Razona la respuesta.
Problema 2.2.15 Sea f: R?\ {z = 0} +> R definida por
|z|* cos(x) arctan(zy)

NETom

1. Demuestra que para o > —1 existe el limite  lim  f(z,y).
(2,y)—(0,0)

a € R.

f(z,y) =

2. ;Qué valor ha de tomar f en (0,0), « > —1, para que sea continua en
(0,0)? Justifica la respuesta

3. Sea a > —1. Calcula, si es posible, las derivadas parciales de f en (0,0).

4. ;Para quevalores de « f es diferenciable en (0,0)? Justifica la respuesta
y calcula la derivada (diferencial) de f en (0,0) si existe. ;Es diferenciable
para o =07 Justifica la respuesta.

2.3.  Otras propiedades de la diferenciacion

Como ya vimos antes, si f,g: A C R™ — R™, entonces cualquier combinacién
lineal de las mismas es diferenciable y

D(af + Bg)(a) = aDf(a) + fDg(a), Va,B € R.
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En el caso particular cuando f,g : A C R™ — R son diferenciables en a,
entonces se tiene también que tanto el producto como el cociente también son
diferenciables en a. Mas concretamente,

D(fg)(a) = g(a)Df(a) + f(a)Dy(a),

_ 9(@Dy(a) - f(a)Dy(a)
D(f/9)(a) = S

Dejamos al lector interesado la prueba de ambas expresiones.

g(a) #0

Teorema 2.3.1 (Regla de la cadena) Sean f : A C R" - R" yg: B C
R™ — R*, A, B abiertos tales que f(A) C B. Supongamos que f es diferenciable
en a y g es diferenciable en f(a). Entonces la funcidn compuesta go f : A C
R" — R¥ es diferenciable en a y D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a). Lo anterior se
puede escribir en coordenadas de la siguiente forma:

ZDkgz )D; fr(a), %gi)ﬁ :Zagi((aj;ia))agé?)7

=1

donde i = 1,...,k, j = 1,--- ,n. Matricialmente lo anterior se escribe como:

k}
D(go f)(a) = Dg( (a)) - Df(a) o Jgop(a)= Jg(f(a)) - Jy(a).

Demostracién: Vamos a probar que

(gof)lath)=(gof)(a) = g(f(a+h))—g(f(a)) = [Dg(f(a))-Df(a)|(h)+o(|hl),

de donde se sigue el teorema. Usaremos que f es diferenciable (y por tanto con-
tinua), que g es diferenciable y, por tanto, su diferencial Dg es una aplicacién
lineal. Calculamos

g(f(a+h)) = g(f(a)) = Dg(f(a))(f(a+h) = f(a)) + ol f(a+h) = f(a)]])
= Dg(f(a))[Df(a)(h) + o([[R])] + o([| f(a + h) = f(a)]])
= [Dg(f(a))-Df(a)l(h) + Dg(f(a))o([[n]]) + o([[f(a+h) — f(a)l]).

Ahora bien, como Dg(f(a)) es acotada, entonces

[1Dg(f (a))vll < [[Dg(f(a)llllv]l,

de donde se sigue que Dg(f(a))o(||R]]) = o(]|h]|). Por otro lado f(a+h) — f(a) =
Df(a)(h) + o([[Al]), por tanto

1fath) — F@)] < IDF @R + o(lA]) = (IDf(a)H n 0<,’,f,"“) Il
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pero la expresion entre paréntesis de la ultima igualdad estd acotada pues D f(a)
es acotada y o(||h||)/||h]| — 0si h — 0. De lo anterior se deduce que existe un M >
0 tal que ||f(a+ h) — f(a)|| < M||h]|, o equivalentemente, que || f(a + h)— f(a)||
es del mismo orden que ||h||. Luego o(||f(a + h) — f(a)||) = o(||h]|), de donde se
sigue el resultado. a

Una forma alternativa de probar que o(||f(a + h) — f(a)||) = o(||h]]) es la
siguiente. Dividimos el entorno B(a,h) en dos subconjuntos U; y Us tales que
fla+h)—f(a) =0y fla+ h)— f(a) # 0, respectivamente. En U; obviamente
o(||f(a+ h) — f(a)||) = 0. En Uy hacemos lo siguiente:

oL@+ 1) = F@IDI _lollfa+h) — @)D If(a + B = f(@)
Tl 1@+ h) —f(a)] Tl
o(IRDI 19iF(a + 1) — F@))
S(”Df(a)'” ] ) 1@+ 5~ f(a)]

si h — 0. Luego, en B(a, h), o(||f(a+ h) — f(a)l|) = o(||h]).

—0

Ejemplo 2.3.2 Sean las funcién g : R? = R?, g(x,y) = (22 + 9%, 22 +y), vy
[R5 R3 f(u,v) = (u?,u +v,v?). Estudiemos la funcién f o g.

Esta claro que existe la funcién compuesta h(z,y) = (f o g)(z,y) : R? = R3, y
h(z,y) = (2? + ¥?)%, 22 + y® + 22 + ¥, (22 +y)?). Es obvio que h es diferenciable
en todo R? y en particular en (1,0). Su derivada (matriz de Jacobi) viene dada
por (2.2.4)

dr(z?4y%) dy(a® +y?) 40
Dh(1,0) = 20+ 2 2y +1 =141
42 +y)  2@r+y) L0 N8 4

Por otro lado tantof como ¢ son diferenciables (g en (0,1) y fen (1,2)) y

20 2 20
(xvy):(lvo)

2u 0 2 0
Df(1,2)= |1 1 =1 1].
0 20/ |y \O 4
Un cdlculo directo muestra que Dh(1,0) = D(fog)(1,0) = Df(1,2)- Dg(1,0).0

Como ya hemos visto la existencia de derivadas parciales en un punto no
implica la diferenciabilidad de f en dicho punto. No obstante imponiendo ciertas
condiciones extra se puede probar la diferenciabilidad de f. De hecho se tiene el
siguiente teorema:
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Teorema 2.3.3 (Condicién suficiente de diferenciabilidad I) Sea la fun-
cion f: A CR" —» R™, con A abierto y sea a € A. Supongamos que existen
las derivadas parciales de cada una de las componentes de f en un entorno de
a con respecto a cada una de las variables y son continuas en a, entonces f es
diferenciable en a.

Demostracién: Para probarlo es suficiente considerar el caso de-una funcién
escalar (;por qué?).

f(a+h)_f(a) :f(a1+h17a2+h27”‘ 7an+hn) —f(al,CLQ,"‘ 7an—17an)
=[f(a1+h1,a2+ha, - an-1+hn—1,an+hn)— f(ar,az+ha, -, an+hy)]
+ [f(a17a2+h27 T 7an+hn)_f(a17a27a3+h’37 Y, 7an+hn)]

+
+ [f(a17a27 c L, Qp—1 T+ hn—laan + hn) - f(a17a27 cre L, Qp—1,0n + hn)]
+ [f(ai, a2, ,an—1,an + hy) — fla1, a2, ,an—1,a,)).

A cada uno de los sumandos entre corchetes se le puede aplicar el Teorema del
valor medio de Lagrange 1.1.19 (s6lo cambia una tnica variable y f como funcién
de cada variable es continua y diferenciable en todo un intervalo). Asi pues

n

ﬂa+m—fm%:2f”%?m,

donde Y1 = (fl,ag + hQ,a3 + h3, Lo, 0+ hn), Yo = (a1,£2,a3 =+ h3, e, G+ hn),

vy Yn = (a1,a9,a3,...,&,), eon & € (ag,ar + h), k = 1,2,...,n. Calculamos
ahora
fla+h) — f(a) = Df(a)(h) =f(a+h) - Z axk
— [0f(yx) 8f(a)
=3 [2flu) o]
6xk 8a:k
Teniendo en cuenta que |hg| < ||h|| para todo k = 1,...,n, tenemos entonces que

of(yk) 0f(a)

al‘k Blik

Fa+h) - f(a) — DF@)(h)] _ &
1] <2

— 0 cuando h — 0,
k=1

pues yp — a, k =1,...,n cuando h — 0 y las derivadas parciales son continuas
por hipétesis. O
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Las condiciones del teorema 2.3.3 son suficientes pero no necesarias. En efecto
si escogemos la funcién

(2.3.1) f(z,y) = (z° + y*) sen <x21+y2> , £(0,0)=0.

es facil ver que es continua en (0,0) pues la funcién sen(z) es acotada y 2 + 3>
tiende a cero cuando (z,y) — (0,0).

Por otro lado,

. 2 2
ox z—0 X z—0 X

y andlogamente (basta cambiar z por y) %(O, 0) =0, luego, si f fuese diferen-
ciable en (0,0), su diferencial serfa la matriz Df(0,0) = [0,0]. Asi, usando la
definicién de diferenciabilidad 2.2.3 tendriamos que probar que

F(@,9) — £(0,0) = DF(0,0) @
e 00) N

=0.

Pero
Fary) — £(0,0) = DF(0,0) (;j)

luego f es diferenciable el (0,0).

= /22 +y2sen ! -0
2+ y? ’

. .10
Calculemos la derivada.parcial 8%

OF 1 = 1 2 1
— — 4 SIn — COS .
oz Y r? + y? r? + y? r? + y?

Estéd claro que el primer sumando de % tiende a cero cuando (z,y) — (0,0),
sin embargo el segundo no tiene limite pues la funcién cos(1/z) no tiene limite
si z — 0, de hecho oscila entre —1 y 1, y la funcién 2z/(z? 4+ y?) ni siquiera es
acotada en un entorno de (0, 0) (témese la trayectoria y = x y se obtiene que dicha
funcién se eomporta como 1/x que es no acotada). Es decir, la derivada parcial %

no es continua en (0,0). De forma anéloga se prueba que %i tampoco es continua
en (0,0), lo que dejamos como ejercicio al lector. Asi, las derivadas parciales de
la funcién 2.3.1 estén bien definidas en todo R? pero no son continuas en (0,0),
sin embargo, como ya vimos, f es diferenciable en (0,0) siendo su derivada el
operador con matriz jacobiana (0 0).

El Teorema 2.3.3 se puede generalizar como sigue:
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Teorema 2.3.4 (Condicién suficiente de diferenciabilidad II) Sea f: A C
R™ — R, con A abierto y sea a € A. Si existe la derivada parcial de f en a con
respecto a una de las variables y las restantes n — 1 derivadas parciales existen
en un entorno de a y son continuas en a, entonces [ es diferenciable en a.-En el
caso de funciones con valores en R™, el teorema se aplica asumiendo las hipdtesis
para cada una de sus componentes.

Las condiciones del Teorema 2.3.4 son suficientes. La misma funcién (2.3.1) de
antes nos vale para probar que no son necesarias.

Demostracién: Nuevamente vamos a probarlo para el caso escalar. Sin pérdida
de generalidad asumiremos que las derivadas parciales de las primeras n — 1
variables son continuas y que la derivada respecto a laltima variable existe.
Repitiendo el proceso de antes, y usando la misma notacién que en la prueba del
Teorema 2.3.3, tenemos

f(a+h)_f(a):f(a’1+h17a2+h25"' ’an+hn)_f(a17a25"' 7an)

= Of (k)
(91‘k

hi + [f(a1, a2, an—1,an + hy) — f(a1, a2, -+, an_1,a,)].
k=1

Claramente la expresién dentro del corchete se puede considerar (de hecho lo es)
una funcién de la dltima variable f(ay,ag,---,x,). Ahora bien, como existe la
derivada parcial respecto a x, entonces, f(ai,as, - ,a,) es derivable respecto
a Ty y por tanto diferenciable como funcién de la variable x,, luego se tiene,

B # 0,

0
f(ah agz, -+ ,an—-1,0n + hn) - f(ah Az, ,an—1, an) - 8{5@) hn + O(hn)
Juntando esto con lo anterior obtenemos
n—1
4 _ _ f (yx)  0f(a)
fla+h) = f(a) = Df(a)(h) =} [ T~ om | 1+ olhn):

k=1

de donde, usando nuevamente que |hg| < ||h||, se sigue que

o(hn)

f(a+h) — f(a) = Df(@)(h)] _ Zl
- 7]

2]

Of(yk) 0f(a)

—0
6mk 8$k

k=1
si h — 0. O

A continuacién enunciaremos el andlogo del Teorema del valor medio 1.1.19
para el caso de varias variables.
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Definicién 2.3.5 Diremos que un abierto A € R™ es convezo si, dados dos pun-
tos a y b cualesquiera de A, el segmento s = {(1 —t)a+tb: t € [0,1]} que los
une también pertenece a A.

Figura 2.3.1: Conjunto convexo (izquierda) y no convexo (derecha).

Teorema 2.3.6 (del valor medio) Sea f: A C R" — R™, diferenciable en A
abierto y convexo. Sean a,b € A y sea s = {(1 —t)a+1tb:t € [0,1]} el segmento
que los une. Entonces, para cada vector v-€ R™ existe un punto z en el interior
del segmento s tal que

(v, f(b) = f(a)) = (v, Df(2)(b - a)),

donde (-,-) denota el producto escalar en R™.

Demostracién: Primero hemos de notar que como A es abierto y convexo, y
a,b € s C A, entonces el conjunto U = {x = a + (b —a)t,t € [0,1]} C A. Sea
v € R™ cualquier vector distinto de cero. Definamos la funcién F : [0,1] — R
(por fi denotamos las componentes de f) definida por

FP(t)=(v,fla+ (b—a)t)) => wfela+ (b—a)).
k=1

Como f es diferenciable en A, entonces la funcién compuesta f(a + (b — a)t)
también lo es (;por qué?), luego F es continua en [0, 1] y diferenciable en (0, 1) por
lo que podemos aplicar el Teorema del valor medio de Lagrange de una variable
1.1.19. Asi, F(1) — F(0) = (v, f(b) — f(a)) = F'(&) con £ € (0,1). Pero, usando
la-regla de la cadena (ver Teorema 2.3.1) y las propiedades de la diferenciacion
dela suma y multiplicacién

%fk(a—l- (b—a)t) = Z +—frla+(b—a)t)- (bj —a;) = Dfgla+ (b—a)t](b—a).
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Asi que

'(€) :ka%fk(@ +(b—a)§) =D wDfrla+(b—a)¢](b—a)
k=1

k=1
—(0,Df(:)b—a)), z=a+(b—a)k.
Como ¢ € (0,1) entonces z pertenece al interior de s. O

Notese que para la prueba del Teorema del valor medio 2.3.6 basta con que
el segmento s = {(1 —t)a+tb:t € [0,1]} pertenezca a A.

Una consecuencia inmediata del teorema anterior (la prueba se deja como
ejercicio) es la siguiente propiedad:

Sif:ACR"— R (osea, f es una funcién escalar) y f es diferenciable en A,
abierto y convexo, entonces existe un punto z en el interior del segmento s que
une a con b tal que

f(0) = f(a) = Df(2)(b—a) = (Vf(2),b - a).

Aplicando lo anterior a cada componente de una funcién f : A C R" — R™,
diferenciable en A abierto y convexo, se tiene que existen los puntos z1, ..., 2z,
en el interior del segmento s que une a con b tales que

fk(b) - fk(a) = ka(Zk)(b - (Z) T <Vf(zk)ab - CL>, k= 11 27 cee, M
Noétese los zj, anteriores no tienen por qué coincidir unos con otros.
Como corolarios del Teorema‘del valor medio 2.3.6 tenemos:

Corolario 2.3.7 Sea f : A ¢ R" — R™, diferenciable en A abierto y convezo.
Entonces, existe un M > 0 tal que para todos a y b de A

17 (0) = fla)l] < M]|b— a.

Demostracién: Asumiremos que f(b) # f(a). Escogiendo v = f(b) — f(a) y
obtenemos

1£(6) = f(a)|2 = (f(b) = f(a), Df(2)(b—a)) < [IF(b) — f(@)][Df(2)(b—a)].-
Usando que D.f(z) es acotada (ver Teorema 1.5.3), es decir, que existe M > 0 tal
que |IDF( < M, y que [[f(5) — f(a)]| > 0, obtenemos

1£(b) = fla)l| < [[Df(2) (0 —a)|| < [Df ()b — all < M][b— al,
de donde se sigue el resultado deseado. a

Noétese que para que todos los corolarios anteriores sean ciertos basta con que
el segmento s = {(1 —t)a +tb: ¢t € [0,1]} pertenezca a A. No asi el siguiente,
donde la convexidad de A juega un papel determinante.
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Corolario 2.3.8 Sea A un conjunto abierto y convexo y sea f: A C R" — R™
una funcion diferenciable en A tal que D f(x) = 0, para todo x € A, entonces f
es constante en A.

Demostracion: Del Teorema 2.3.6 se sigue que para cualesquiera 'y ben Ay
v eR™,

(v, (b) = £(@)) = (v, Df(2)(b— a)) = (v,0) = 0.

Escogiendo v = f(b) — f(a) se sigue que ||f(b) — f(a)||* = 0 luego f(a) = f(b)
para cualesquiera sean a y b de A. O

2.3.1. Problemas propuestos

Problema 2.3.1 Sea la funcién

1
flz,y) = x\/22 + 92 sel—5——3

, si(x,
oy (z,y)
0, si (x’y) = (070)7

N
—~
VC)

)
N

flz,y) =

Estudia la continuidad, existencia de derivadas parciales y diferenciabilidad de f
en R?.

Problema 2.3.2 Dada la funcién con a > 0

_lwl (z,9)
flz,y) = 22 £ xy+ 92 ’
0, si (z,y) = (0,0),

RN
—~~
=

(=)
SN—

estudia su continuidad y diferenciabilidad en R2. Repite el estudio para la funcién

$4 =+ y4 )
flay) = 2 tay+y2 (z,y) # (0,0),
07 si ({I},y) = (0’0)
Problema 2.3.3 Sea
1—cosz _
f(x)y):Ty’ Sly#o'

;Como definir f en y = 0 para que sea continua en R?? Calcula las derivadas
parciales de f y prueba que son continuas en todo R?.
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Problema 2.3.4 Sea f:R? - R,

[

— si(x, 0,0),
0, si (x,y) = (0,0). a > 0.
Estudia la continuidad y diferenciabilidad de f en R? en funcién de a. Hacer el

2 (e
x2|x_‘|_ yyz si (z,y) # (0,0), definiéndola,

mismo estudio para la funcién f(z,y) =

si es posible, en (0,0) de forma que sea continua en R2.

2.4. Derivadas de orden superior

Veamos ahora las derivadas de orden superior. Comenzaremos con las deriva-
das parciales. Supongamos que f : A C R" — R™,“A es un abierto de R" tiene
of (x)

e
8:61‘
rivadas parciales D;f : A C R" — R"™ admiten a su vez derivadas parciales D;(-)
en A. Dichas derivadas parciales se denominan derivadas parciales de segundo
orden y se denotan por

derivadas parciales D;f = n A, i=1,...,n. Supongamos que dichas de-

_ P f(=)
- 8333-81‘1"

D;(Dif)(x) = Dj;f(x) i,j=12,...,n.

Si las funciones D;;f : A C R" — R™ admiten derivadas parciales entonces
podemos definir las derivadas parciales de orden 3

3
Dy(Dj(D;f))(x) = Dy jif () = M, i k=1,2,...,n.

Y asi, sucesivamente.

Una pregunta natural es cuando las derivadas cruzadas son iguales, i.e.,

*f(x) _ 9*f(z)
axjaﬂfi N 61’181']

Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.4.1 Sea f : R? — R definida por
z? arctan g y? arctan f, si xy # 0,
flz,y) = x y o
0, sizy = 0.

Probar que
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Nétese que como la funcién arctan es acotada, entonces cuando (z,y) — (0,0)
f(z,y) = 0, luego f es continua en (0,0) y, por tanto, en todo RZ.

Se puede comprobar ademés que en todo R?\ {(0,0)} las derivadas cruzadas
de esta funcién son iguales a

a2f(l‘ay) — 82f(:n,y) — $2 - y2
Oz 0y Oyox x2 + 92

Veamos que ocurre en el punto (0,0). Ante todo notemos que, para xy # 0,

0f(z,y) y) Y 0f(z,y) y)

+ 2z arctan =
ox Y x’ oy

Ademads, usando la definicién, obtenemos

_ 2
0f(@,0) = lim f(z,h)= f(z,0) = lf 2T arctanh/r _ lfm harctan — = .
y h—0 h h—0 h h—0 h

x
— 2y arctan —.
Y

—0

El calculo de 2L g;’y) es andlogo y se deja como ejercicio. De esta forma tenemos

que
OF@0) DI
oy oxr

Usando lo anterior calculamos las derivadas cruzadas en (0,0). Asi, tenemos

P1(0,0) 0 [0f0,00] 1 1 [0f(h0) _0f0.0] . ~h
0x0y 8 Oy h—0 h Oy Oy oo B
21(0,0) 0 [0/0.0] . . 1[0f0.h) 0/0.0] . b _
Oyox ay ox h—0 h ox ox h—0 h ’
Luego, en el punto (0,0) se obtiene
0%£(0,0) , 8*£(0,0)
Oxdy oyoxr
Es decir, no siempre las derivadas cruzadas de una funcion son iguales. O

No obstante, bajo ciertas condiciones razonables se tiene el siguiente resulta-
do:

Teorema 2.4.2 (Schwarz) Sea f: A CR" — R™ con A abierto, y sea xg € A.
- : : : of(z) 9f(z) , 9*f(x) 9 f(z)

Si-en A existen las derivadas parciales = 92, 0w, Y 9a,0m; Y la derivada 9,02,

es continua en xg, entonces en xg € A existe la derivada BZL(;;OJ)

0% (x0) _ 0% (x0)

8:1:]0@ 3$la$] '
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Demostracién: Sin pérdida de generalidad vamos a probarlo para una funcién
escalar de dos variables (jpor qué?).

(a,b+k)  (a+h,b+k)

(a,b) (a+h,b)

Figura 2.4.1: El entorno Uy la bola B(zg,d) D U.

Sean h y k suficientemente pequenos de forma que el rectangulo U = {(z,y), = €
[@ — h,a + h],y € [b— k,b+ k]} esté contenido en un J-entorno del punto
zo = (a,b) € A (ver figura 2.4.1). En la prueba jugard un papel esencial la
cantidad

Af(a,b) =[f(a+h,b+k)— f(a+h,b)] —[f(a,b+ k) — f(a,b)].

Sea la funcién u(x) = f(x,b+ k) — f(x,b), definida en U. Entonces
Af(a,b) =ula+ h) — u(a).

Por hipétesis existe la derivada parcial de f respecto a x en todo A, luego f, como
funcién de z, es continua y diferenciable en A (basta que lo sea en un entorno
del punto zp).y, por tanto, u también lo es asi que podemos aplicar el Teorema
del valor medio de Lagrange para funciones de una variable 1.1.19 a u(x),

of(§,b+k) 3f(§,b)> L
ox Oz ’

Af(a,b) =u(a+h)—u(a) =u'(§h = <

donde £ € (a,a + h). Por hipdtesis existe la derivada 8% [%], luego a la

funcién % podemos aplicarle el Teorema del valor medio de Lagrange 1.1.19
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en la variable y que nos conduce a

9 o2
Af(a,b) = h/-cay( f(i )>—hk(;;(§;;7), £ (aath), ne b btk

Como 2 f (‘T’y) es continua en (a, b) entonces para cualquier e > 0 existe una bola
B(xo,9) tal que para todos (x,y) € B(xo,d)

Of(xy) fla,b)| _ e
oyox 0yox

5"

Por tanto, si escogemos U C B(xp,d) (el rectangulo definido anteriormente) te-
nemos que (§,7n) € U, y la desigualdad anterior nos conduce a

(2.4.1) -

Pf(&n)  9*f(a,b)] _|Af(a,b)  9*f(a,b) <€
0yox oyoxr | hk oyox

. 0
Como existe —, entonces
oy

LA 1 [f(a+h,b—|—k:)—f(a+h,b)_f(a,b+k:)—f(a,b)]
k—0  hk k—0 h k k

1 [8f(a+h,b)" Of(a,b)

h [ dy Oy ] '

Luego, tomando el limite k=0 en (2.4.1), tenemos

‘;Ll [8f(a+h,b) - 8f(a,b)] - 82f(a,b)‘ B ;

< =-<e
dy oy 0yox ¢
Lo anterior indica que existe el el limite h — 0 de

| Of(a+ h,b) 8f(a,b) ~ 9*f(a,b)
hlaoh[ dy oy ]_ 0yox

pero, por-definicién, si existe el limite del miembro izquierdo este es igual a

9 f(a,b)
8x8y ’

lo que demuestra el teorema. a

El teorema anterior solamente da condiciones suficientes como veremos mas
adelante.

Un corolario extremadamente util del Teorema de Schwarz es el siguiente
resultado:
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Corolario 2.4.3 (Bonnet) Sea f: A C R" — R™ con A abierto, y sea a € A

2 2
tal que existen las derivadas parciales gxféi)l Y gmlfa(i; en un entorno de xg € Ay

ambas son continuas en a. Entonces

0%f(x0) _ 9*f(xo)
&cjc‘)aci axiaxj .

Finalmente, probemos otra condicién suficiente distinta a la anterior.

Teorema 2.4.4 (Heffter-Young) Sea f: A C R" — R™, A abierto y sea a €

A. Supongamos que existen las derivadas parciales 853&?), Y %fT(f) en un entorno

de xo y son diferenciables en xo. Entonces

0%f(x0) _ 9%f(xo)
6a;j8xi 6901835] .

Demostracién: Nuevamente, y sin pérdida de generalidad, vamos a probarlo
para una funcién escalar de dos variables y sea o = (a,b). Definamos la cantidad

Af(a,b) = [fla+h,b+h) = fla+h,b)] = [f(a,b+h) = f(a,b)],

y sea la funcién G(z) = f(x,b+ h) = f(z,b). Esta claro que Af(a,b) = G(a +
h) — G(a) y que G es una funcién de una variable que por condicién es continua
y diferenciable en un entorno de (a,b). luego existe un £ € (a,a + h) tal que

of(§,b+h) af(f,b)}
Oz 0z '

Af(a,b) = hG(E) = h [

Como % es diferenciable por hipdtesis entonces

ofeb+) If(ad) , 0 <8féc;,b)) €—a)+ aay (Wé()cgb)) N
+o(ViE—az+02),

At 2D () - +ole-a,

que, teniendo en cuenta que o( (E—a)®+ h2) = o(h) y que o(§ —a) = o(h)

(pues [ —a| < |h|, y por tanto podemos tomar { —a = th con |t| < 1) nos conduce

Af(a,b) = aay (‘W) h? + ho(h),
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de donde se sigue que

lim Af(a,b) 0 <0f(a,b)) _ 9*f(a,b)
h—0 h2 Oy Ox - Oyoxr

Sea ahora la funcién H(y) = f(a+h,y)—f(a,y). Como Af(a,b) = H(b+h)—H (b)

tenemos, de forma andloga que existe un £ € (b,b+ h) tal que

of(a+h,§) af(a,ﬁ)]
oy oy '

Af(at) =hi'(©) =

Si usamos la diferenciabilidad de % obtenemos, de forma completamente analoga

b A b b
a1t = o (DY iz s hony = iy BT D D (910,

de donde, por la unicidad del limite, se sigue el resultado. O

Tanto el Teorema de Schwarz como el de Heffter-Young dan condiciones su-
ficientes. Para comprobarlo definamos la funcién

1
Fla,y) = 22y cos . S? x # 0,
0, six=0.

que cumple con las condiciones de _ambos teoremas en R?\ {(0,y),Vy € R}.
Veamos que ocurre en (0,0). Es fécil comprobar que

0f(0,y) _ 0J(0,y) _ o 9°f(0y) _ O (3f(0,y)> 0

or dy . Oydx Oy Ox :87;0:0’

2
o°f0y) _ L [0f(wy) 9fO0y)] _ . 1
0xdy =0 X dy dy z—0 x
Luego
f(0.y) _ PF0y)
Oyox Oxdy '
Ahora bien, un sencillo calculo nos muestra que
2
1
85;5;;:/) = 2:6(:035 + sin;,

que no-es continua en (0,y), y en particular en (0,0), luego las condiciones del
Teorema de Schwarz no son necesarias. Por otro lado, si consideramos la funcién
of 1 1

—— =2zycos — + ysin —,
x T

ox

esta no es diferenciable en (0,0), luego tampoco las condiciones del Teorema de
Heffter-Young son necesarias.
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2.5. Diferenciales de orden superior

Supongamos que f : A C R" — R™ es diferenciable en A. Entonces, para
cada x € A podemos definir la derivada (diferencial) de f en A. Denotemos
por B(R™,R™) al espacio de todas las aplicaciones lineales acotadas de R" en
R™. Como para todo x € A, Df(z) es una aplicacién lineal y acotada (ver
Teorema 1.5.3), i.e., Df(z) € B(R",R™), entonces podemos definir la aplicacién
Df : A c R" —» B(R",R™). Recordemos que, como ya mencionamos en el
apartado 1.4, el espacio B(R™,R™) es un espacio normado® (en la norma de las
aplicaciones lineales (1.5.4)).

Antes definir las derivadas (diferenciales) de orden superior conviene genera-
lizar el concepto de diferenciabilidad a cualquier espacio normado.

Definicion 2.5.1 Diremos que una aplicacion g+ FE C X — Y, siendo X e Y
dos espacios normados, es diferenciable en a € X si existe una aplicacion lineal
acotada L(a) : X = Y tal que

gla+h) —g(a) = L{a)h = o([|h]])-

Noétese que si X = R™ y Y = R™, recuperamos la definicién de diferenciabilidad
de la definicién 2.2.3.

Supongamos que D f estd definido en todo un entorno A C R™. Como Df €
B(R™,R™) y este espacio es normado entonces podemos definir la diferencial de
Df. Asi tenemos la siguiente:

Definicion 2.5.2 Diremos que f es dos veces diferenciable en un punto a € A €
R"™ si Df(x) es diferenciable en a y denotaremos a la derivada sequnda de f en
a por D?f(a).

Nétese que de lo anterior se sigue que D?f(a) es una aplicacién lineal de R en
B(R"™,R™), que ademds es acotada (la prueba de la acotacién la omitiremos), o
sea,

D?f(a) € B(R", B(R",R™)),

donde por B(R", B(R",R™)) denotamos el espacio de las aplicaciones lineales
acotadas que van de R" en B(R",R™).

3Ver nota 1.5.5 de la pagina 34.
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Si existe D?f en todo un abierto B C A, entonces podemos extender el pro-
cedimiento anterior y definir la derivada tercera D3 f(a) que serd una aplicacién
lineal de R" en B(R", B(R",R™)), que ademas es acotada luego

D?f(a) € B(R™, B(R", B(R",R™))),
y asi sucesivamente.

Conviene hacer notar que las derivadas sucesivas de una funcién f : A C R" —
R™ se pueden interpretar como aplicaciones multilineales? de R x R™ x - - - x R"
en R™. De hecho se puede probar que el espacio B(R", B(R™;R™)) es isométrico al
espacio B(R™ xR"™,R™), siendo este ultimo el espacio de las aplicaciones bilineales
acotadas de R™ x R™ en R™, el espacio B(R", B(R", B(R",R™))) es isométrico
al espacio de las aplicaciones trilineales acotadas R™x R™ x R" en R™, y asi
sucesivamente.

Veamos esto con mds detalle para el caso especial (y de gran importancia
en las aplicaciones) de la segunda derivada. Asumiremos que f tiene derivadas
parciales hasta orden dos en A y que estas son continuas en A, y que a € A.

Como ya hemos mencionado D? f(a) esuna aplicacién lineal de R™ en B(R™, R™),
i.e., D?f(a) € B(R", B(R™",R™)) y dicho espacio B(R", B(R™,R™)) es isométrico
al espacio de las aplicaciones bilineales' B(R™ x R", R™).

Asf pues, dados =,y € R" tenemos
D?f(a)(x) € BR™,R™) y (D*f(a)(x))(y) € R™
Es decir, D?f(a) es la aplicacién bilineal D?f(a) : R™ x R"™ -+ R™, definida por

D?f(a)(z,y) = (D*f(a)(x))(y).

De manera andloga se pueden construir las formas multilineales (k-multilineales)
correspondientes_a las derivadas (diferenciales) de orden k. El lector interesado
puede consultar el capitulo 10 de [9].

La siguiente definicién serd de gran utilidad en lo que sigue del curso:

Definicion 2.5.3 Sea una funcion f: A C R™ — R™, A abierto. Diremos que
fe C(’“)(A) si f es tal que existen todas sus derivadas parciales hasta orden k y
estas son continuas en A. Es decir por CF)(A) denotaremos al espacio de todas
las_funciones f : A C R™ — R™ que tienen todas sus derivadas parciales hasta
orden k continuas en A.

4Una aplicacién B(z1, s, ..., ,) es multilineal si es lineal en cada una de sus varia-
bles.
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2.5.1. El caso de funciones escalares

En el caso particular f : A C R® — R, la derivada segunda en un punto se
puede representar mediante una matriz cuadrada n x n, que se denomina matriz
hessiana. En efecto, si f es dos veces diferenciable en a, hemos visto que D?f(a)
puede ser interpretada como una aplicacién bilineal B(z,y) de R" x R" en R.
Ahora bien, las aplicaciones bilineales B(z,y) de R" x R" en R se identifican con
las matrices cuadradas n x n (fijada una base de R", que en nuestro caso sera la
base canénica e, k = 1,...,n) mediante la expresién B(z,y) = 2! By, donde =’
denota al vector transpuesto de = siendo B una matriz R™*". Puesto que D?f(a)
se obtiene derivando la funcién D f es facil comprobar (lo veremos més adelante)
que la matriz H(a) asociada a D?f(a) tiene por entradas las derivadas parciales
segundas de f, es decir,

0 f(a) 8 f(a)
Dyi1f(a) -+ Dpif(a) 2x;  Oxndry
(25.1)  Hy(a) = : : = : :
Dlnf(a) U Dnnf(a) 82f(a) . 82f(a)
0x10z, 0%z,

Si f € C?)(A) entonces las derivadas cruzadas no dependen del orden de deriva-
cién y por tanto la matriz anterior es‘una matriz simétrica. En general, la forma
bilineal correspondiente a la segunda diferencial tiene la forma

9 f(a) 9*f(a) Z1
0%z 0z,011
D?*f(a)(w,z) = (wy ... wy) : - :
(2.5.2) #fl@)  9*f(a)

010z, 0%z, Zn

< 0*f(a)

_le O0x;0x e
=1 j=1

De especial interés es el caso cuando la segunda diferencial actia sobre un tnico
vector h = (hihs ..., hp)T, ie., D?f(a)(h,h) lo que, por simplicidad, denotare-
mos por D?f(a)(h). En este caso tenemos

D2 f(a)(h) = D2 fla)(t.h) = (D)) () = D0 - T L han,

de donde ademés se deduce que D?f(a)(h) es un polinomio de grado dos en hy,
ha.
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Existe una forma muy ttil para calcular los valores de D* f(a)(h) := D*f(a)(h, ...

que mostraremos a continuacion. Para ello, nétese que

0 0
Z 837@ ( 8x1+"'+hnaxn>f(33)

9y
r=a

donde
0 0

L:=h— hp—

o T e,
es una aplicacién lineal que a cada funcién f € C(l)(A) le_hace corresponder la
funcion hq 8( 2 4g hn agé:). Se puede comprobar mediante un céalculo directo

e D2F(a)(1) = L(LF(2)) ] es dec,

2
D?f(a)(h) = <h1£1+ 4 hy, ai,) f(z)

r=a

En adelante usaremos la siguiente notacién
D*f(a)(h) := D" f(a)(h,h, ..., h)
para las diferenciales (derivadas) de orden k de las funciones f € C*¥)(A).

Por induccién es posible probar-que si f € C'*) (A) entonces la derivada k-
ésima de f en a € A aplicada a un vector h € R" se expresa por

=33 o

(2.5.3) =t =l
Pt h i kf(a)
18 T naxn ;

donde se define la potencia k € N del operador L de la siguiente forma recurrente

LF f(z) = L(LF ' f(x)), ie

a o \"
<h1 8331 '+hnaxn> f()

) ) ) o \F1
<h181+ +h, axn) [<h1(91+ +hy, axn) f(fv)]~

Nétese que D¥ f(a)(h) es, en general, un polinomio de grado k en las variables
hi, ...~y

La utilidad de lo anterior quedard mas claro al final de este apartado.
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2.5.2. El caso de funciones escalares de dos variables

Un célculo directo permite comprobar que la expresién (2.5.3) en el caso de
funciones de dos variables f : R? = R, f(x,y) € C*)(A) se reduce a la siguiente
expresion:

" f (0,0 ) _
’ = g S\ Yo0) (o Nig,,
D¥ f(xo,y0)(h) = ,-Z;O D iy (x —20)"(y — v0)’,
z‘-i-jj_:k
k
5 <Z> W(x —20) (y=%0)" "

donde h=(z — o,y — yo)-

Si tomamos k = 1y 2 en la formula anterior recuperamos las expresiones para
los diferenciales de orden 1 y 2, cuyas expresiones son, respectivamente

D (oo, o) () =L G0N (g ) 4 LGOI )
2 x 2 X
D2 (a0, o) (1) =L S0 o g 2 LI () )
2
4 S0 ve) fg;%’ ) (o,

donde, como antes, h = (x — xo,y = yo)-

Antes de continuar vamos a introducir una notacién muy util a la hora
de trabajar las derivadas parciales de orden superior. Asi, dada f : R> — R

denotaremos por f, a la funcién f.(z,y) = Dif(x,y) = %(m,y), por f, a
fy(@,y) = Daf(z,y) = Gh(w,y) v, en general,
9> 9>
Fuoliv) = Duaf(@,) = 5 2000, Fle.) = Daf(0,) = 5000,
0? 0?
Fuolas) = Diafle.9) = 54 (@), fyalos) = D flo) = 5 (a0,
o3f Bf

f:cxy(xvy) = DllZf(‘Tay) = axaxay(x7y) = m(myy% etc.

2.6. El Teorema de Taylor para funciones de
varias variables

Comenzaremos con un ejemplo.
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Ejemplo 2.6.1 Sea f : A C R" — R, f € C*(A). Sea la funcién I : R — R",
I(t) = x +th, t € R, hyo € R". Definamos la funcién compuesta ¢ : R +— R,

o(t) = (f o 1)(t) = F(I(t)) = f(x + th). Probar que ¢ € C*([0, 1]).

Por hipétesis todas las derivadas de f hasta orden k son continuas, luego
diferenciables, y esta claro que [ también es k-veces diferenciable. Usando lo
anterior, y la regla de la cadena (ver Teorema 2.3.1) probemos que ¢ € C*([0, 1]).
Para ello calculemos las sucesivas derivadas de ¢.

Asi, para la primera derivada tenemos

¢ (t) ZDf(x+ht)~hzzw

X
i=1 y

hi?

que es una funcién continua (composicién y suma de funciones continuas). Para
la segunda derivada obtenemos

vy A= Of(@tht), | SN~ 0 (Ofz+ht), |,
¢ (t) N % [; 8:BZ hz] _; ; 6:Bj < 8951 >h] hz
_x~ Of(z+ ht)

h'hi7
89@-8% J

ij=1

que por las mismas razones de antes (composicién y suma de funciones continuas)
es continua.

Por induccién, se tiene que

n n k
o) =33 Wh"l ol
(261) 11=1 ip=1 Liy Liy,
= 18.%'1 naxn T s
de donde se sigue que ¢ € C*([0,1]). o

En general, el calculo de la derivada k-ésima para una funcién arbitraria es
muy. engorroso, por lo que usar un paquete de calculo simbdlico (por ejemplo
MaXxiMA CAS) puede se de gran ayuda.

Definicién 2.6.2 Dado un a € A y h € R" definiremos al intervalo (cerrado)
[a,a+h] como el conjunto (intervalo) (a1, a1 +hi] % [az, ag+ha] X - - X [an, an+hy).
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Teorema 2.6.3 (de Taylor con resto de Lagrange) Sea f : A C R" — R,
f € C*(A). Sea a € A y asumamos que el intervalo [a,a + h] C A para cierto
h # 0. Entonces

f(a' + h) - Pkfl(-%a) + rk(% h)a

donde

k—1
Pia(e,a) 1= [a)+ > 5D F(a)(h) y ru(a,h) = 2 DV fla )y € € (0,1),
20 |

denotan al polinomio de Taylor de orden k — 1 y al resto, respectivamente.

Nétese que el polinomio de Taylor de orden k — 1 es un polinomio de grado a lo
mas k — 1 en hq,..., hy.

Demostracién: Definamos la funcién ¢(t) = f(a + ht) estudiada en el ejemplo
anterior. Como hemos visto es continuamente diferenciable hasta orden k en [0, 1].
Entonces podemos usar el Teorema de Taylor para funciones de una variable
1.1.22. Sea 7 € (0,1] cualquiera, entonces existe un £ € (0,7) tal que

1

6(r) = 6(0) + ¢ O) + -+ =

*FD )T 4 1y (7),

donde tomamos el resto 7, por ejemplo, en forma de Lagrange

() = oM ()

Escogiendo 7 = 1 y usando (2:5.3) y (2.6.1) con x = a se deduce el resultado. O

Corolario 2.6.4 (Teorema local de Taylor) Sea f : A C R" —» R, f €
C*(A) y [a,a + h] C A para cierto h # 0, entonces

k

(26.2) Flath) = fla) + 3 1 D' Fa) () + ol A1),

=1

Demostracion: Calculamos el limite
y D¥f(a+¢h)(h) — D¥f(a)(h)
im =
h—0 ||| %

" [ohflateh)  Ff@) T hy  hiy
Oui, - Oy, gy -0y, | W] TR

lim
h—0

0,

11,0, =1
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pues las k-ésimas derivadas parciales son continuas y las cantidades h;/||h||, j =
1,...,k estén acotadas. De lo anterior se sigue que D* f(a+&h)(h) = D* f(a)(h)+
o(||h||¥), de donde se deduce el resultado. O

Noétese que del corolario anterior se sigue la unicidad del polinomio de Taylor.

Tanto el Teorema de Taylor 2.6.3 como su corolario se pueden extender a
funciones vectoriales f : A C R" — R™, si las consideramoscomponente a
componente.

Nétese ademds que en el caso especial cuando k = 2 la expresién (2.6.2) se
transforma en

(2.6.3) f(z) = fla) + Df(a)(z —a) + %DQf(a)(f = a) + o([lz — al?).

Lo anterior nos permite redefinir el concepto de diferenciabilidad para fun-
ciones f : R" — R de una forma maés sencilla‘no solo de entender si no también
de usar. Por simplicidad lo discutiremos para el caso de una funcién dos veces
diferenciable siendo facilmente generalizable al caso general.

Asi pues, asumamos que f tiene derivadas parciales de orden dos y estas son
continuas entonces, (2.6.3) nos conduce a

(2.6.4) fla+h)— f(a) = Df(a)(h) — %DQf(a)(h) = o(||n]1*),

donde D?f(a)(h) es la forma bilineal (ver (2.5.3))

(2.6.5) ZZ o ax h“hm hT Hy(a)h.
11 12

i1=11i2=1

Por tanto podemos decir que una funcién f : A C R™ — R, es dos veces
diferenciable si existen una aplicacién lineal D f(a) y una bilineal D? f(a) tales que
(2.6.4) sea cierta. Este razonamiento es facilmente generalizable para cualquier
k> 3.

Lo anterior nos permite restringirnos, por simplicidad, al caso cuando las fun-
ciones f € C*(A). Asf pues diremos que f : A € R" — R, es k veces diferenciable
en a si f es CF(A) siendo A un abierto tal que a € A, de forma que, por el
Teorema de Taylor tenemos asegurado que f es k veces diferenciable en A en el
sentido antes explicado.

Como veremos mas adelante, el Teorema de Taylor juega un papel fundamen-
tal en el cdlculo de los extremos de las funciones de varias variables.
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Ejemplo 2.6.5 Encuentra el polinomio de Taylor de orden 2 alrededor del punto
(0,0) de la funcién f(x,y) = e®*t,

Ante todo notemos que f es una funcién C*®(R?) asf que podemos definir las
diferenciales de cualquier orden de f. Estd claro que f(0,0) = 1, fz(0,0) =

fy(ovo) = a, fx:v(oao) = fmy(oao) = fyx(oao) = fyy(ovo) = a?. Luego,

a

a2 a2
Df(0,0):(CL,CL), Hf(0,0): <a2 CL2> )
de donde, usando (2.6.3), tenemos

1
T =1 +a(w +y) + S’z +y)? + o2+ 7).

d

Para esta funcién se puede encontrar facilmente el polinomio de cualquier
orden. La idea es usar la unicidad del polinomio de Taylor. En nuestro ejemplo
consideremos la funcién de una variable g(z) = e”. Para ella se tiene

2 n

2 z
eZ:1+z+5+---+a+o(z”):Pn(z)—l—o(z”).

Entonces, sustituyendo z = a(z + y) obtenemos el polinomio de orden n para
nuestra funcién de dos variables et

a*(z +y)° a(x +y)"
Pn(x7y)—1+a($+y)+(2'y)+...+(n'y)7
de donde se sigue que
a*(z +y)? a™(x +y)"
(26.6) e — 1 1 a(w+y) + (2‘?4) T (n'l/) oA,

con ||h]| = /2% + 2.

Como ejercicio puede el lector encontrar los diferenciales de orden 3 y 4 y
obtener los correspondientes términos en el desarrollo (2.6.3) y compararlos con
los obtenidos en (2.6.6).

2.6.1. Problemas propuestos

Problema 2.6.1 Sea la funcién

4 4
fla,y) = t“(ii) si (z,9) # (0,0);
0 si (z,y) = (0,0).
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Decide si es continua y diferenciable en R2. Decide si f € C'(R?). Calcula
D12£(0,0) y D21£(0,0). Decide si f € C?(R?).

Problema 2.6.2 Sea la funcién definida por

1/xz—y
xysen2<x+y>, six+y #0;

0, six+y=0.

flz,y) =

Estudia la continuidad y diferenciabilidad de esta funcién. Calcula D12f(0,0) y
Do £(0,0).

Problema 2.6.3 Sea la funcién

sen(zy) —zy .
— 5. SLZ 7é 0,y 7£ 0,
flz,y) = 2%y

0, en otro caso.

Estudia la continuidad y diferenciabilidad de f en RZ2. Calcular D12f(0,0) y
Do1£(0,0). ;Es la funcién dos veces diferenciable en R?? Si es dos veces dife-
renciable en un entorno de (0,0) calcula su polinomio de Taylor de orden 2 en
(0,0).

Problema 2.6.4 Sea f :R? — R, definida por

22 — o2
i
0, (z,y) = (0,0).

flz,y) =

Probar que f € C'(R?). Calcular D12f(0,0) y D21 f(0,0). ;La funcién f es dos
veces diferenciable en R2?

Problema 2.6.5 Sea la funcién g : R? — R, g(z,vy,2) = 22 + ye*~.

1. Decide si g es diferenciable en R2. Justifica la respuesta.

; ; 99 9y |, 09
2.  Calcula las derivadas parciales 57, ay Y 95

3. {Cudnto vale la derivada g en el punto (1,2, 0) segun la direccién del vector

(3/4,v/3/2,1/2).

4. ;En que direccién es maxima la variacién de g en dicho punto (1,2,0)7 ;Y
minima?
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5. Escribe la expresion para el plano tangente a la superficie definida por
w = g(x,y, z) en el punto (1,2,0).

6. Escribe el polinomio de Taylor de orden 2 en el punto (1,2,0).

Problema 2.6.6 Sea g: R?— R, g(x,y) = 22 cos(y) + y? cos(x).

1. Decide si g es diferenciable en R2. Justifica la respuesta.

99

2. Calcula las derivadas parciales % Y 3y

3. {Cudnto vale la derivada de g en el punto (0,7/4) segin la direccién del
vector (1,—1).

4. ;En que direccién es méxima la variacién de g en dicho punto (0,7/4)7 ;Y
minima?

5. Escribe la expresién para el plano tangente a la superficie definida por
z = g(z,y) en el punto (0,7/4)?

6. Escribe el polinomio de Taylor de orden 2 en el punto (0,7/4).
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Capitulo 3

El Teorema de la funcion
implicita

Este capitulo lo dedicaremos a uno de los problemas mas importante del
analisis: el Teorema de la funcién implicita. Comenzaremos con un ejemplo my
sencillo pero a la vez revelador.

3.1. Planteamiento del problema

Sea una funcién escalar de dos variables F' : R? — R. Comenzaremos estu-
diando el problema de cuando la ecuacién F'(x,y) = 0 permite definir una funcién
y = f(z) tal que F(z,y) = 0siysdlosiy= f(x). ;Qué propiedades tiene f? ;Es
continua, diferenciable, etc?

Por ejemplo, F(x,y) = 2% 4+ 3> — 1 = 0 define una circunferencia en R?.
Ahora bien, si queremos despejar la y tenemos y = /1 — 22. ;Cudl de las dos
ramas tomamos? Supongamos que elegimos y = f(xz) = V1 — 2. Esta funcién
es continua en [—1, 1] pero no es diferenciable en los extremos +1. Formalmente
podriamos haber elegido también la funcién f(z) = vV1—22siz € Qy f(z) =
—vV1=22 si 2 € I que no es continua en ningin punto de [—1,1] y que sin
embargo satisface la ecuacién F(z, f(z)) = 0.

Una opcién para resolver el problema consiste en aproximar F'(z,y) por el
plano (recta) tangente a un determinado punto (zg,yo) que cumple con que
F(zo,y0) = 0. Si F es diferenciable en (z0, yo) entonces en un entorno de (xg, yo)

83
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--1%0

g

\ 4
B
=
<
<

o0 (z,y)

7

Figura 3.1.1: Entorno I (en verde) de (zg,y0) (ampliado en la figura de la de-
recha) donde podemos construir la funcién implicita f(x) tal que F(z, f(x)) =0
para F(z,y) = 22 + 3% — 1 (en azul). En rojo se representa el plano (recta)
tangente a F'(z,y) en (zg, yo)-

tenemos

OF (z0,0)
ox

OF (x0,%0)
dy

donde ||h]| = /(z —x0)2 + (y — yo)2. Como F(x0,y0) = 0, y queremos que
F(z,y) = 0, entonces

OF (o, yo) (2 OF (z0,0)

Ox oy
De lo anterior deducimos un valor aproximado para y en funcién de la z
OF (20,0)] ™" OF (0, o)

By e (z — o).

Como y = f(x) y yo.= f(z0) tenemos ademds que

Af(:E) ~ aF@Oa?/O) - aF(l‘ano)

Ax oy Ox

que al tomar limites cuando Ax — 0 nos genera una expresiéon para calcular
la derivada f’(zg). Nétese que de lo anterior se deduce ademds que para que

Fx,y) = F(zo,y0) + (z =z0) + (Y = o) + o(llAl]),

—x0) + (y —yo0) = 0.

yyoz[

podamos despejar la y necesitamos que %@’yo) #0.

Si-aplicamos lo anterior al ejemplo F(z,y) = 2> + y?> — 1 = 0 tenemos que,

en general, podemos definir una funcién f en cualquier entorno de (xg,yo), xo €
(—1,1) que escojamos siempre que 2 (Z0:40)
1) a j pre q By

(véase la figura 3.1.1).

= 2yo # 0, o sea, siempre que yg # 0
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3.2. Caso de una unica ecuacion

Pasemos a enunciar el teorema que resuelve el problema de una funcién
implicita definida por una tnica ecuacién.

Teorema 3.2.1 (de la funcién implicita) Sea F': A C R" xR+ R definida
en un entorno del punto' (xo,y0) € A, A abierto de R" x R. Supongamos que:
1. F(z,y) := F(z1,29,...,20,y) € CP(A), p>1,
2. F(z0,0) == F(201, %02, - - -, Ton: Yo) = 0,

a1-71(13017 Zog, - - - 7x0n7y0) # 0
oy ’

8. Fy(zo,y0) =

Entonces existe un abierto I = I, x I, = (xg — h,x0 + h) x (yo — k,yo + k)?
alrededor del punto (xg,yo), I C A, y una funcion f: I, C R" — I, C R tal que:

1. F(x,y) =0 en I siy sdlo si f(x) =1y,
2. f(z) € CWN(1L,).

3. Para todo x € I, las derivadas parciales agéf), i=1,2,...,n, de f(x) se
calculan por la formula
Of (x) Of(x1,...xy) _
(3.2.1) = = —[Fy(z, f(@)] ! [Fy, (z, f(2))),

donde por I, denotamos la derivada parcial STZ

Demostracién: Vamos a probar el teorema en cuatro pasos:

1. Asumamos, sin pérdida de generalidad, que Fé(:co, yo) > 0, entonces, como
Fj(x,y) es continua en (xo,y0) € A, se tiene que existe todo un entorno
I'=1, x I de (z0,y0) donde Fy(x,y) > 0 (ver figura ).

1En este apartado usaremos la siguiente notacién (z,y) € R” x R = R"™! = (z,1) =
($1,’L‘27 cees T, y)

2 Andlogamente al caso de los intervalos definidos justo antes del Teorema 2.6.3, defi-
niremos el abierto (zg — h, 29 + h) como (zg; — ha, 2oy + h1) X (Tog + —h2, Tos + ha) X
s X (.’L‘On — han, oy, + hn)
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()

(9607 yo)
A

/ ¢ I, = (yo— €90 +¢€)
/ I = (z0 — 6,20 + )

Figura 3.2.1: El entorno I = I, x I, de (x0,%o)-

Luego, F'(x,y) como funcién de y es estrictamente creciente. Como F'(xq, yo) =

0 entonces tenemos que
0> F(xo,y0 — k) < F(xo,y0) < F(zo,y0 + k) > 0.

Como F(x,y) es continua en A entonces los signos de F' se mantienen
en todo un entorno de cada punto, i.e., existe un entorno I, (que por
simplicidad asumimos igual al de antes) tal que

0> F(x,yo — k) < F(zo,90) < F(x,y0 + k) > 0, Vo € 1.

Pero para cada z € I, la funcién h(y) := F(x,y) cambia de signo en los
extremos del intervalo I,, luego por el Teorema de Bolzano 1.1.13, para
cada = € I, existe un tnico y € I, tal que F(z,y) = 0 (la unicidad es
consecuencia de la monotonia de h(y)). Definiendo la funcién f : I, —
I, C R de forma que y = f(x) obtenemos una funcién que cumple con que

F(z, f(z)) = 0.

. Que f(z) asi definida es continua es inmediato de la construccién anterior

pues de esta se sigue que (ver figura 1) para todo € > 0 (suficientemente
pequeiio de forma que yo £ € € I) siempre podemos encontrar un ¢ > 0
tal que ||z — zo|| < § y « € I, de forma que F(x,y) cambie de signo en los
extremos de [yo — €,y0 + €], luego f(x) € (yo — €,yo + €), i..e., para todo
e > 0, existe § > 0, tal que |f(x) — f(x0)| < €, que es justo lo que se queria
probar.

- Probemos que f € C(l)(Ix). Hemos probado que para todo x € I, existe

una funcién continua y = f(x) tal que F(z, f(z)) = 0 en I,. Sean los puntos
ry x+ Ax = x+ he;, e; i-ésimo vector de la base canénica de R™ con h tal
que = + he; € I, y sea Ay = f(z + Ax) — f(z), ie, f(z+ Az) =y + Ay
(ver 3).
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(x4 Az,y + Ay)

/

Figura 3.2.2: Construccién para la prueba de que f € C(M)(I,).

Nétese que como f es continua en I, entonces Ay = f(x+Ax)— f(z) = 0
si Az — 0.

Como F(z,y) = F(zx+ Az,y+ Ay) = F(z + Az, f(x + Az)) = 0 entonces,
aplicando el Teorema del valor medio 2:3.6 para funciones escalares sabemos
que existe un 6 € (0,1) tal que

0=F(zx+ Az,y + Ay) — F(z,y) = DF(x + 0he;,y + 0Ay) <iz>
_OF(x + Ohe;,y + G'Ay)h n OF (x 4 Ohe;,y + 0Ay)

ox; oy

Ay.

Como F(z,y) € CW(I) entonces tomando limites Az — 0 obtenemos

OF(z,y)  OF(xz,y) . Ay

0= lim —=

ox; * oy a0 h
de donde, teniendo en cuenta que limy,_,g Ay/h = 8%?), y que, como hemos
visto, en todo un entorno de (xg,yo), %@j’y) =% 0, se sigue el resultado

(3.2.1).

4. Para probar que f(z) € CW)(I,) usaremos induccién. Para p = 1 ya lo
hemos probado. Supongamos que F' € 0(2)(A). Entonces, si derivamos
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(3.2.1) respecto a x; tenemos

OFz, (z.f(x))
Bac]-

0% f (x1,...x,)  [Fiw (@, f(@)) + Fy (@, f(2)) fo, ()] Fy(z, f(2))

3.%]'81‘1' N [Fé(x’f(x»P

OFy (=, f(=))
azj

Fuular 1)) [ (o0 F@) + F (o F(2)) ey ()]
(3.22) - Fi (e, [P '

Como vemos, en parte derecha de la expresién (3.2.2) aparecen las segun-
das derivadas parciales de F' que son, por hipdtesis, continuas. Como f es
continua entonces la composicién de las segundas derivadas parciales de
F y f también es continua. También aparecen las derivadas primeras de
f, que como hemos probado, son continuas, luego las segundas derivadas
parciales de F son continuas (jpor qué?) y por tanto f € C®(I,). Y asi,
sucesivamente.

De hecho, es relativamente sencillo comprobar que la expresién de las k-ési-
mas derivadas parciales de f solo contienen las ¢-ésimas derivadas parciales

de F', ¢ =1,...,k (que son continuas por hipdtesis) compuestas con f(z)
(que es continua) y las m-ésimas derivadas parcialesde f,m =1,...,k—1,
que lo son por la hipétesis de.induccién, luego f € 0(2)(195). O

Ejemplo 3.2.2 Sea la ecuacién 22 + 2(z + y)?z +e*~ 1 —4=0.

1. Prueba que la ecuacién anterior define una funcién z = f(z,y) en el entorno
U del punto (0, =1,1) y que dicha funcién es una funcién C(>)(U) en dicho
entorno U.

2. Calcula las derivadas parciales z, = % Y 2y = ?Tg]; en dicho punto.

3. Escribe el polinomio de Taylor de orden 2 de f en (0,—1,1).

Sea la funcién F : R® — R, F(x,y,2) = 25 4+ 2(z + y)?2 + ¢~ — 4. En primer
lugar; esta claro que en el punto (0, —1,1) se verifica la ecuacién F'(0,—1,1) = 0.
Ademss la funcién F es C®)(R3) para todo p € Ny F/(0,—1,1) = 6 # 0, es
decir, se cumplen todas las condiciones del Teorema 3.2.1 por lo que tenemos que
existe en todo un entorno de (0, —1,1) una funcién z = f(z,y), f € CP(R?)
para todo p € N tal que F(z,y, f(z,y)) = 0 en dicho entorno de (0,—1,1).
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Para calcular las derivadas usamos la férmula (3.2.1). Teniendo en cuenta que
F,(0,—1,1) = F,(0,—1,1) = 4(x + y)z = —4 tenemos

F!(0,—1,1) 2 F,(0,-1,1) 2

0,-1) =z 2 0,~1) =L 2%
=0 -D=-%0 10 "3 O YV="F0 110 73

Como f es C(*)(R?) en un entorno de (0, —1) entonces es diferenciable tantas
veces como se quiera. Asi que podemos encontrar su polinomio-de Taylor. De-
rivando dos veces respecto a x la ecuacién F(x,y) = 0 y considerando z como
funcién de z,y tenemos:

200 (Y +7)° +82; (Y + 2) +32%200 + €7 e + (62 + 5 22 +42=0 =
Zpp = —2%. Derivando respecto a y dos veces obtenemos
22y (y + z)? + 82y (v + ) + 3272 + € 1z + (62 + ezfl)zg +4z=0 =—
Zyy = —%. Finalmente, derivando respecto a = y luego a y tenemos
220y (Y + @)% +4(2y + 22) (Y + 3) + 6222y K 2p2y + 32725y + €7 gy 42 =0

de donde se obtiene z;, = —%.

Entonces, el Teorema de Taylor 2.6.3 y las expresiones (2.6.4) y (2.6.5), nos
conducen a la expresion

2(z,y) =2(0,—1) + Dz(0, —1)(z,y + 1) + D?2(0, —1)(z,y + 1)

22 J _% _% T +
2 2

+<33> <y+1>+(m Y+ )(_287 _287) <y+1>+o(H I,

donde ||h]| = \/m -

Ejemplo 3.2.3 Sean x,y > 0 y sea la ecuacién logy — logx + xy =0, =,y > 0.
. Define dicha ecuacién una funcién y = f(x)?

Definamos la funciéon F(z,y) = logy — logz + zy en D = {(z,y), z,y > 0}.
Estd claro que F' es continua y diferenciable en todo su dominio (de hecho es
C®) (D) para todo k € N) y que Fy(z,y) = v+ 1/y > 0, para todos z,y > 0.
Luego se cumplen las dos ultimas condiciones del Teorema de la funcién implicita
3.2.1. Nos falta comprobar la primera, es decir, que para cualquiera sea xg > 0,
existe un yo > 0 tal que F(zg,y0) = 0. Sea la funcién h(y) := F(xo,y), que es
continua para todo y > 0. Si y es lo suficientemente pequena, entonces h(y) < 0
(limy—04 h(y) = —o0), mientras que si y es muy grande, h(y) > 0 (limy—o h(y) =
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+00). Entonces si aplicamos el Teorema de Bolzano 1.1.13 y teniendo en cuenta
que h'(y) =z + 1/y > 0, sabemos que existe un unico yo tal que h(yg) = 0.

Luego, el Teorema de la funcién implicita nos asegura que existe en el entorno
Ul(zp) de cada xg > 0 una funcién y = f(z), f € C*)(U(xo)) que satisface la
ecuacion logy — log x + xy = 0. Dicha funcion esta representada en la figura 3.2.

0,8

0,6

> 04

0,2

Figura 3.2.3: La funcién f(x) (en azul) definida por la ecuacién log y—log z+zy =
0, z,y > 0. El punto rojo corresponde al valor maximo f(y/e) =1/4/e.

Probemos que dicha funcién, de la que no conocemos su forma explicita, tiene
un méaximo local. Como f es diferenciable (de hecho es k-veces diferenciable,
k € N) su derivada ha de anularse:

Fo(zy) _ ylzy—1)

fe) = _Fé(az,y) - S a(zy + 1) =0 = w=1

pues y = 0 no pertenece al dominio de f. Para calcular los valores de x donde
se anula usamos la ecuacién F(xp,1/z¢) = 1 — 2logz = 0, de donde se sigue que

zo =+/e e yo = f(wo) =1/\/e.

Veamos ahora que es maximo local. Para ello calculamos la segunda derivada
de f en xg, lo cual haremos como sigue. Primero derivamos la ecuacién F'(z,y) = 0
respecto a x asumiendo que y = y(x)

Y1 2 / r Y
y+ay +=—-—- <= y +ayy +y ——=0.
y x

Derivando respecto a z la ecuacién anterior y teniendo en cuenta que y’ = 0,
obtenemos
/

x J—
0=3yy +(y)? +zyy" +y" — yx2 L= (1t ayy” + %
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de donde se sigue que

" Y 1" 1
z2(1 + zy) IAD) 2e /e

Y

Dado que existe un solo punto xg donde se anula la derivada de f; este es el
unico extremo de f, que ademds es un méaximo local. De la ecuacién log f(z) —
logz + zf(z) = 0 teniendo en cuenta que f es continua y diferenciable podemos
deducir ademés que dicho maximo es el maximo absoluto de-f. En efecto, como
(o) =0,y en g f tiene un maximo local, entonces en (0, xp), f es estrictamente
creciente y en (xg, 00) es estrictamente decreciente. De hecho se tiene que f(z) —
0, cuando x — 0 y * — 400, lo cual dejamos como ejercicio para el lector
interesado. O

3.3. Caso de un sistema de ecuaciones

Sea ahora el sistema de ecuaciones
Fl(.’]fl,.f?,. c e Ty Y1, Y2, - Jym) - 07

F2($1>$2>'"7xn7ylay27"'aym) = 07
(3.3.1) !

Fm(‘rthv'"7xn7y17y27"'7ym) :07

donde F, : ACR" xR™ =R, k=1,2,...,m, o, equivalentemente, la ecuacion
F(z,y) =0, donde la funcion F' : A C R" x R™ — R™ tiene por componentes las
funciones F}, definidas en el sistema (3.3.1).

El problema consiste en saber si existe una f : I, C R" — I, C R™ tal que
F(z, f(x)) = 0. Es decir, si existen m funciones fi : R" — R, yp = fr(x) :=
fe(z1, -+, xy,) tales que para todos k = 1,...,m, se cumple

Fk(-rl?'"7xn7f1($)7"'7fm($)) =0,

en todo un entorno de (zg,yp) € A.

3.3:1. Un caso particular representativo

Antes de enunciar el teorema vamos a mostrar un ejemplo de como resolver
el problema anterior en el caso n = m = 2. Sea el sistema de ecuaciones

F1($1>$27y17y2):0a F2($1a$27y1,y2):0-
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Si derivamos ambas ecuaciones respecto a 1 y 2 y asumimos que y; e yo depen-
den de 1 y x9 obtenemos, usando la regla de la cadena (ver Teorema 2.3.1),
8F1 8F1 8y1 6F1 8y2 (9F2 8F2 8y1 6Fg 8y2

-1 it} =0 —= — =0, =12
81‘Z‘ + 6y1 3331 + 83/2 5'mz ’ 81'1 + 3y1 83;, + 5‘y2 81’1 ’ ! T

que no es més que un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas que en
forma matricial toma la forma

8F1 8F1 8y1 8y1 8F1 8F1
8F2 8F2 c‘)yQ 33/2 T 8F2 8F2
oy dya/) \Om  Owy Oy Omy
oF, 0F
. : . T T B ,
Si la matriz del sistema anterior F := oF  oF | & invertible (i.e., si det Fy #
2 2
dy1 - Dys
0) entonces el sistema es compatible y su solucién se expresa mediante la férmula
8:1/1 0y1 8F1 6F1 -1 8F1 8F1
Oxy Ozs | Oyr Oyo 0r1 Oz
8y2 8y2 - 8F2 8F2 6F2 (9F2
or;  Oxy Oyr— O0yo Or1  Oxa

3.3.2. El Teorema de la funcién implicita para un sis-
tema de ecuaciones.

Sea g := (o1, 02, - - «»Ton) € Yo := (Y01, Y02s - - - , Y0,) ¥ denotemos por I, el
intervalo (g — h,zo + h) y por I el intervalo (yo — k,yo + k).

Definamos las matrices (aplicaciones lineales)

dfi(z) 9fi(x) df1(x)
0z 0z Oz,
(3.3.2) R = R™ fl(2) = : : : ,
Ofm(z)  Ofm(z) Ofm()

0x1 019 o Oz,
OF(z,y) OFi(z,y) OF(z,y)
0z 0x» Oz,
(3.33) F.:R"—R"™ Fl(z,y)= : : . : )
Oxy Oxo Ox,
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8F1($7y) 8F1(l',y) aF1<x’y)
dy dy OYm
(3.3.4) F/  R™— R™ F’(x y) = '1 '2 ’ :
.. e y Ly\T, : : . :
OFm(x,y)  OFy(z,y) OF(z,y)
oy 0y OYm

Ademis F(x, y) es una matriz cuadrada que serd invertible si y s6lo'si det F (x,y) #
0.

Usando la notaciéon anterior tenemos el siguiente teorema:
Teorema 3.3.1 (de sistemas de funciones implicitas) Sea F' : A C R" x

R™ s R™ definida en un entorno del punto® (zo,1y0) € A, A abierto de R" x R™.
Supongamos que:

1. F(z,y) € CW(A), p>1,
2. F(Zvo,yo) :0,

8. det Fy(z0,y0) # 0 o0 sea,Fy(x,y) es una matriz invertible.

Entonces existe un intervalo I = I, X I, = (xog — h,z0 + h) X (yo — k,y0 + k)
alrededor del punto (xo,y0), I C A, yuna funcion f : I, C R" — I, C R™ tal
que:

1. F(z,y) =0 en I siy sélo si f(x) =y,

2. f(x) e CW)(L,).

3. Para todo © € I, las derivadas parciales de f(x) se calculan por la formula

(3.3.5) f/(x) = —[F;(%,f(x))]_l ’ [Fa':(x,f(x))], i=12,...,n

Demostracion: La prueba es por induccién y la omitiremos. El lector interesado
puede consultarla, por ejemplo, en [2, 8].

Ejemplo 3.3.2 Sea el sistema

(1‘71)2+y272:07

Decidir si este sistema se puede resolver de forma que existan las funciones y =
y(x) y z = z(z) y calcular los valores de y/(x) y 2/(z).

3Aqui entenderemos que (z,y) € R" x R™ = R"™™ e, (2,y9) =
(-T17x27"'7$n7y1"'7ym)-
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Definamos la funcién F : R x R? — R?

r—1)249y? -2
F(xayaz):<‘(%,2+y)2+22_1 .

Esta claro que F € C(*)(R3). Su matriz Fy - R? — R, tiene la forma (3.3.4)

/ {2y -1 / _
Fy(‘rvyaz) - <2y 2 ) detFy(x,y,z) —2y(22’+1)
det F;, = 0 en los puntos (a, b, c) tales que b =0 o ¢ = —1/2. Teniendo en cuenta
la primera ecuacién ¢ = (a — 1)? + y? el punto ¢ = —1/2 queda descartado.
Si b = 0 entonces ¢ = (a — 1)? y a® + ¢> = 1. De lo anterior se sigue que
a’® + (a — 1)* = 1 que sélo tiene dos raices reales: @ = 0 y a = 1. Usando

entonces la expresién ¢ = (a —1)? tenemos que el Teorema de la funcién implicita
no es aplicable en los puntos (0,0,1) y (1,0,0). Si asumimos que existe algin
punto (a, b, ¢) distintos de los anteriores donde el sistema tenga solucién entonces
podemos aplicar el Teorema de la funcién implicita que nos asegura que existen
las funciones y = y(z) y z = z(x) definidas por el sistema y que ademas podemos
calcular sus derivadas por la férmula (3.3.5)

reo= () 2 () e ()

Este ejemplo lo podemos resolver por el método descrito en el apartado 3.3.1. Si
derivamos la ambas ecuaciones en (3.3.6) por x obtenemos el sistema

{ 2(z = 1) + 2yy, — 2o = 0,

(3.3.7) 2T + 2yy, + 222, = 0.

Restando la ambas obtenemos

2 1
(22 + 1)z, + 0 = =z CPERE 2 # 5
Multiplicando la primera por 2z y sumando
2z(x—1)—=x 1
2 1 2 —-1) — =0 = B e e —— 0 .
y(2z + Dy, +22(z— 1) — Yo CEEE y#0,2# —3,
que coincide con el resultado anterior. a

3.3.3.. Problemas propuestos

Problema 3.3.1 Prueba que la ecuacién 22/a? 4 32/b? + 22 /c? = r? define una,
funcién z = f(z,y) diferenciable en el entorno de cualquier punto A = (xo, Yo, 20)
con zg # 0. Encuentra la ecuacién de plano tangente a la superficie en dicho
punto A. ;Encuentra la ecuacion del plano en los puntos con zg = 0?7
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Problema 3.3.2 Decide para qué valores de la constante a, la ecuacién z2 413+
2y + 22 + ay = 0 define y como funcién implicita de z en un entorno del punto
(0,0). Hallar y'(0). {Define la ecuacién a x como funcién implicita de 4 en un
entorno del mismo punto? Decide si y(x) tiene un extremo en z = 0. Encuentra
el polinomio de Taylor de orden tres de y en un entorno de x = 0.

Problema 3.3.3 Estudiar para qué valores de la constante a,la ecuacién z2 +
y3 + xy + 23 + ay = 0 define y como funcién implicita de - en un entorno del
punto (0,0). Hallar 4/(0). ;Define la ecuacién a x como funcién implicita de y
en un entorno del mismo punto? Prueba que y(x) tiene un extremo en z = 0y
decide si es maximo o minimo local.

Problema 3.3.4 Probar que existen funciones f y ¢ de clase C(°) definidas en
un entorno de (1, 1), tales que f(1,1) = —1, g(1,1) = 0 y verificando las ecuacio-
nes: f(z,y)* +zg(z,y)* +y =0, g(x,y)* +yg(a,y) + f(z,y)* = x. Encuentra las
derivadas de f y g en dicho punto.

Problema 3.3.5 Sea la ecuacién F(z,y,2) = 22y%2% + exp(z +y + 22) + 5y° —
Ay —2=0.

1. Prueba que la ecuacién anterior define una funcién z = f(z,y) en el entorno
U del punto A = (—1,1,0) y que dicha funcién es una funcién C(°)(U) en
dicho entorno U.

2. Calcula las derivadas parciales z, y 2, en dicho punto.

3. Calcula la derivada direccional de f en el punto (—1,1) segtn la direccién
(1,1). ;En que direccién dicha derivada direccional es minima? ;y méxima?

4. Encuentra la ecuacién del plano tangente a la superficie z = f(z,y) en el
punto A.

5. Escribe el polinomio de Taylor de orden 2 de z = f(z,y) alrededor del
punto A.

22 —yz? + wcos(z2?) — 1 =0.

Problema 3.3.6 Sea la ecuacién x
1. Para que valores de a,b € R la ecuacién anterior define una funciéon z =

f(x,y) en el entorno U del punto (a, b, 0). ;Es para alguno de dichos puntos
la funcién z = f(x,y) diferenciable? ;Cudntas veces? Justifica la respuesta.
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2. Calcula, si es posible, las derivadas z, y 2, en los puntos (a, b,0).

3. En que direccién es maxima la variacién de z = f(z,y) en (1,1,0).

Problema 3.3.7 Sea la ecuacién F(x,y,2) = v222+-exp(z+y+2)—3y° —ay—2 =
0,a€R.

1. (Para qué valores de a la ecuacién anterior define una funcién z = f(z,y)
en el entorno U del punto A = (—1,1,0) y cudntas veces podemos derivar
dicha funcién z = f(z,y) en dicho entorno? Justifica la respuesta.

2. Calcula las derivadas parciales z, y 2z, en un entorno de A y en el propio
punto A.

3. Calcula la derivada direccional de z = f(z,y) en a = (—1,1) segin la
direccién u = (1,1).

4. Escribe, si es posible, la ecuacién del plano tangente a la superficie definida
por la ecuacién F(x,y,z) =0 en el punto A.

5. Encuentra el polinomio de Taylor de orden 2 de z = f(z,y) alrededor del
punto A.

3.4. Teorema de la funcion inversa

Veamos un caso particular de especial importancia. Sea f : A C R — R
una funcién de una variable, sea y € R y supongamos que queremos resolver la
ecuacién f(z) = y. Para ello la reescribiremos de la forma F(x,y) = f(x)—y = 0.
Lo que queremos es saber si esta ecuacién es resoluble respecto a z, i.e., si existe
una funciéon x = g¢(y) de forma tal que F(g(y),y) = 0 para todo y de cierto
intervalo dado. Es obvio que si en cierto intervalo I, existe la solucién definiendo
I, el conjunto de las z tales que = g(y) tendremos dos funciones f(x) y g(y) que
son mutuamente inversas. Es decir, encontrando las condiciones que nos permiten
resolver la ecuacién F(x,y) = 0 respecto a x, sabremos en que condiciones f(z) es
invertible. Pero eso es justo lo que nos afirma el Teorema de la funcién implicita.
Por ejemplo, basta que F sea C'®) (A), con A cierto entorno abierto de cierto
(20, yo) que satisface la ecuacion f(xo) = yo y que F.(xo,y0) = f'(x0) # 0 para
asegurar que f tiene en un cierto entorno de xg inversa, que va a ser ademas C®)
y su derivada se expresara por

oy o Falzo,yo) 1
gw) = Fy(wo,y0)  f'(z0)
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Enunciemos a continuacién el resultado general:

Teorema 3.4.1 (de la funcién inversa) Sea f: A C R" — R" definida en un
entorno del punto xg € A tal que

1. f(z) € CPN(A), p=>1,

2. f(xo) =yo, en o,

3. f(x0) es una aplicacion invertible.
Entonces existe un entorno abierto U(xg) C A de zg € A y otro V (yo) C f(A) de
Yo € f(A) tal que f es invertible en U(xg), i.e., existe su inversa f=1: V(yo) —

Ulzo), fV € CP)(V(y)), ademds, para todo x.€ U(xg) ey = f(x) € V(yo) se
tiene que (f~'(y))" == Df'(y) = [f'(x)] " =D f(x)] .

Veamos dos ejemplos.

Ejemplo 3.4.2 Sea la funcién f :R" — R" definida por y = f(z) = Az, donde
A es una matriz real n x n. Es obvio que f es C?)(R") para todo p € N. Podemos
ademds tomar cualquier z € R™ y definir y = Ax. Obviamente la derivada (total)
de f es la matriz A. Entonces si A es invertible (o equivalentemente, si el Jaco-

biano de f, que es det A es diferente de cero), entonces f es invertible. Ademaés
Df' = [(Df] v, (D) = AL 0

Ejemplo 3.4.3 Consideremos la funcién
(3.4.1) sy = (") = (2
o ’ v —3y+a®)’

Calculemos la matriz jacobiana (2.2.4) de f asi como su jacobiano

J (33 dqets = 9(1 — %y
f(xay)_ 31,2 -3/ et f(xay)_ ( $y)

De lo anterior se sigue que podemos aplicar el Teorema de la funcién inversa 3.4.1
para todo (70, o) tal que z3y3 # 1. Luego, f es localmente invertible para todo

(w0, yo) tal que z3yd # 1.
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Una pregunta natural es qué ocurre en los casos donde el teorema no es
aplicable. Por ejemplo tomemos x = y = 1. En este caso u = -2 y v = —2, asi

que tenemos el sistema
=3z +y¥\ (-2
By+23) "\ 2 )"

Podemos comprobar que aparte de los valores x = 1 e y = 1 anteriores, también
es solucién x = —2 e y = —2, es decir, la funcién f, en general no es‘inyectiva.

Uno podria pensar que entonces cuando z3y2 # 1 la funcién es inyectiva ya
que es localmente invertible. Veamos que, en general, esta afirmacién también
es falsa. Para ello tomemos u = 5 y v = —5. Se puede comprobar que hay al
menos dos soluciones x = =2, y = —1 y z = 1, y = 2. Es decir, el teorema es un
resultado local.

Encontremos ahora el polinomio de Taylor de orden dos de la funcién inversa
Y u,v) = (x(u,v),y(u,v)) alrededor del punto x'='1, y =2, u =5y v = —5,
donde sabemos que existe la inversa local. Para ello reescribiremos (3.4.1) como

u+3r—1y> =0, v+3y—az3=0,
y asumiremos que z e y son funciones de uy v.

Derivando cada ecuacién respecto a u y a v para obtenemos el sistema lineal

_3y2yu +3z, +1 =0,

3yu =32z, =0,
3Ty — 3y2yv =0,
3Yy — 3x2x, + 1 =0.

Sustituyendo los valoresde z = 1, y = 2, en dicho sistema y resolviendo obtene-
mos a los valores de las primeras derivadas parciales de x e y

Ol

_ 1
) y’u_g'

Rello

y Lo =735, Yu=

Rello

Ly =

A continuacién derivamos las dos ecuaciones dos veces respecto a u, dos respecto
a v y una vez respecto a u y a v obteniendo el sistema

*3y23/uu - 6yy3 + 3Ty =0,
3Yuu — 32Ty — 6:1::173 =0,
_3y29vv - 6yy3 + 3Ty =0,
3Ypw — 31’2331)1; — 6@‘1‘% =0,
—6Yyulo — 3Y*Yuv + 3wy =0,
3Yuw — 62Ty Ty — 32%2yy, = 0.
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En dicho sistema sustituimos los valores de x = 1, y = 2, asi como los valores de
las las derivadas x,,, x,, Yy € y, obtenidos antes cuya solucién es

— 4 __ 44 — 4 _ 2 _ 4 _ 4
Lyu = 81 Loy = 81 Lyy = o7 Yuu = 81 Yoo = —375 Yuv = 81

Asi, el polinomio de Taylor de orden dos de f~!(u,v) alrededor de u =5, v = —5

para la primera componente de f~! es
4
27 u—>5
_ M \v+5)"
81

2 4
B 1 1 1 81 8L u—95
y(u,v) = =5+ 5(u—=5)+ 5(v+5) + 5(u =50 +5) (_841 _517) (u+5>'

9

x(u,v)—5+;(u—5)+4(v+5)—|—;(u—5v+5)(

Sl K

mientras que para la segunda es

3.4.1. Problemas propuestos

Problema 3.4.1 Sea f:R?+—— R?, definida por f(u,v) = (e% + €%, e¥ — ).
a) Determinar los puntos de R? en los que f es localmente invertible.
b) ;Es f globalmente invertible? En caso afirmativo caracterizar la imagen
de f y calcular la funcién inversa f=1.
Problema 3.4.2 Sea f :R? = R? definida por f(x,y) = (e*TY, 22).

a) {En qué puntos es aplicable el teorema de la funcién inversa. Calcula la
derivada de la funcién inversa local.

b) Estudia la inversion global de f en regiones de R2.

Problema 3.4.3 Sea f:R? — R2? f(x,y) = (ze¥, zeY).
1. ;En qué puntos de R? se puede garantizar la existencia de inversa local?
2. ;Es f inyectiva? En caso negativo, encuentra el mayor subconjunto de R?
donde lo es, caracteriza su imagen y da una expresién de f~1.
Problema 3.4.4 Sea f(z,y) = (e” cosy, e” seny).

a) Probar que f es localmente invertible, pero no globalmente, aunque su
jacobiano es distinto de 0 siempre.

b) Comprobar que si U = {(z,y) € R* : —7 < y < =} entonces fj; es
invertible, siendo su inversa continua. jEs dicha regiéon U la més grande posible
donde para la que existe la inversa de f?
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3.5. Cambio de variables

Supongamos que tenemos una expresiéon del tipo
(I)(J:7 Y, 2, Zxy 2y, Zxxs Rxys Ryyy - - - ) =0

donde z e y son variables independientes y z es una funcién z : R+ R, z =
z(x,y) y queremos escribirlas en las nuevas variables u, v y w = w(u;v) asumiendo
que las variables nuevas y viejas se relacionan mediante el sistema

gi(x,y,z,u,v,w) :07 i:172737

que denominaremos expresiones del cambio de variables,.donde las funciones g;,
i1 =1,2,3 se asumen diferenciables tantas veces como haga falta.

Hay dos opciones de especial interés y es cuando el cambio de variables es de
la forma (variables viejas en funcién de las nuevas)

(351) .T:fl(U,U,UJ), y:fQ(u,U,w)7 Z:fg(U,U,'UJ),

o (variables nuevas en funcién de las viejas)

(3.5.2) u= fi(z,y,2), v=folm,y,2), w=f3(x,y,z2).

Aqui nos centraremos en el primer caso que suele ser el més usado en la
préactica. Diferenciando (3.5.1) tenemos

dx =D frdu + D, fidv + Dy, f1dw,
(3.5.3) dy =Dy fodu + Dy, fodv + Dy, fodw,
dz =D, fsdu + D, fsdv + D, fsdw,

donde D, D, y D, son las correspondientes derivadas parciales respecto a las
variables u, v y w, respectivamente. Si usamos que dw = D,wdu+ Dywdv tenemos

dx =D, fidu + D, f1dv,
(3.5.4) dy =Dy fodu + D, fodwv,
dz =D, fadu + D, fsdv

donde
P w0 99 9 wd 90
Y Ou o Oudw  Ou wuf)w’ Y 0u Qv dw Qv wvf)w
Si el determinante
Dufi Dyf
A= 0
‘Dqu Dufo |7
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entonces las dos primeras ecuaciones de (3.5.4) se pueden resolver expresandose
las diferenciales du y dv en funcion de las dx y dy

1
du N <va2d:v - valdy),
(3.5.5) 1
dv :Z < — 'Dufgdx + Dufldy> y

que sustituimos en la tercera expresién de (3.5.4) obteniendo

1 1
dz = Z (DufSvaZ - va3Duf2>de' + E < - DufSval + va?)Dufl)dya
de donde deducimos
1
Zx :Z <Duf3va2 - va?)pqu) ~ Fl(“v U, W, Wy, wU)v
(3.5.6) 1
Ry :Z < - Duf?)val + va3Duf1> = F2(U7 UV, W, Wy, wv)'

Si queremos obtener las expresiones de las segundas derivadas procedemos como
sigue: Calculamos

d(2z) = Zgadx + 2gydy = Dy Fidu+ Dy Fidv+ Doy, Fidw + Dy, Fidwy, + Dy, Fidw,.

A continuacién sustituimos en ‘la parte derecha los valores de las diferenciales
nuevas

dw = Wy du + Wydv, —dwy, = Wyydu + Wyydv,  dwy = Wyydu + Wyydv

y en la expresion resultante sustituimos los valores de las diferenciales du y dv
obtenidos en (3.5.5). Esto nos da una expresién de d(z;) en funcién de las dife-
renciales antiguas. Igualando las expresiones delante de las diferenciales dx y dy
obtenemos los valores 2z, y 2z, respectivamente. Para obtener z,, se procede de
forma andloga pero partiendo de la segunda ecuacién de (3.5.6).

Veamos-un ejemplo.

Ejemplo 3.5.1 Sea la expresion ®(z,y, 2, 2z, 2y, Zoa, Zoys Zyys - - ) = Zaz + Zoy +
zz—2 =10, con z = z(x,y). Hagamos en cambio x = u+v,y =u—vy z = we’ .
Encontrar la expresién de ® en las nuevas variables.

Realizar todos los cédlculos requiere bastante trabajo asi que es recomendable
usar un programa de cédlculo simbdlico como, por ejemplo, MAXxiMAa CAS. Por
completitud resumiremos los célculos aqui.

Web: renato.ryn-fismat.es Prof. R. Alvarez-Nodarse


renato.ryn-fismat.es

102 Capitulo 3. El Teorema de la funciéon implicita

Diferenciando las ecuaciones del cambio de variables tenemos

(357) dr =du+ dv, dy = du— dv,
h dz = (e”fuwv + e w) dv + (6”7“ Wy, — e’ w) du.
De las dos primeras deducimos

_ dy+dx
2

_dr—dy

du 5

, dv

Sustituyendo lo anterior en la tercera y usando dz = z;dx + zydy obtenemos

eV (wy, + wy) VY (wy — wy, + 2w)

Zy = 5 y Zy=— 5

Para obtener z,, tenemos que calcular la diferencial de dz, tal y como se explicd
anteriormente. Tras las correspondientes simplificaciones en resultado es

evfu (wuu + Wy + 2wuv) evfu (wvv — Wy + 2 (wv + wu))

Zxx = 4 y  Rry — 4

Sustituyendo los valores obtenidos para las distintas derivadas en la expresién de
® obtenemos la nueva ecuacion wy,, + Wyy = 2w. O

3.5.1. Problemas propuestos

Encontrar las expresiones enlas nuevas variables de las siguientes expresiones:

L (22)*+(y 2)? = 2 20 2y con & = uexp(w), y = vexp(w), y z = wexp(w);
2. zmz_zyyZOCOHl':u—kv,y:u_v’yz:w;
3. Zgx + 2yy =0.con z =rcos(¢), y = rsin(¢), z = w;

4 zgy — 25 =0con z = —u/v, y = —1/v, z = /—ve®’/ W)y,

3.6. Dependencia funcional

Consideremos ahora el problema de cuando un conjunto de funciones diferen-
ciables es funcionalmente dependiente o no. Para ello necesitamos las siguientes
dos definiciones.

Prof. R. Alvarez-Nodarse Web: renato.ryn-fismat.es


renato.ryn-fismat.es

3.6. Dependencia funcional 103

Definicién 3.6.1 Sean las funciones ¢ : R" — R, k = 1,2,....m, m < n
diferenciables en cierto abierto A C R" y sea up = ¢p(x1,...,xy). Diremos
que una de las funciones anteriores uy (para cierto k = 1,2,...,m) depende

funcionalmente de las demds en A si para todos los x € A existe una. funcion
® : R™ ! R, diferenciable en el correspondiente dominio* B C R™!, tal que

U = <I>(u1, ey U—1, Uk41, - - .,um).

Definicion 3.6.2 Dado el sistema de funciones diferenciables

Ul :gbl(l‘l,...,l'n),
U2:¢2 x17"‘7xn Y

(3.6.1) (. ) m.<n,
Um, :Qsm(xla--'vl‘n)a

diremos que es funcionalmente dependiente en el abierto A C R™ si al menos
una de las funciones up depende funcionalmente de las demds, en caso contrario
diremos que el sistema es funcionalmente independiente.

Ejemplo 3.6.3 El sistema
Uy :.CU%—{—.T%—F:L‘%,
Uy =1 + T2 + T3,

uz = 2x1T2 + 22123 + 22273,

es funcionalmente dependiente pues u; = ®(uz,uz) = u% — us. O

Ejemplo 3.6.4 El sistema lineal

Ul = a1121 + 1222 + . . . + A1py,

U = a2121 + A22%2 + ... + A2 Ty,
(3.6.2) ) m < n,

U = G121 + Am222 + ... + QppTn,

es funcionalmente independiente si el rango de la matriz del sistema es igual a m
y dependiente si es menor que m. a

‘B es un abierto contenido en el conjunto definido por los vectores

((bl (A), RN (bk—l(A)v ¢k+1(A)7 LR ¢m(A))
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Sea el sistema de ecuaciones lineales

0=anz1 +a2xe+ ...+ a1nTn,

0 =ao1x1 + agexs + ... + aonxy,
(3.6.3) , m < mn,

0=amiz1 + amoxe + ... + AmnTn,

0, en forma matricial, Az = 0, donde

ail ai2 aiz - Aln 1
a1 a2 a3 et a2n )
A= asi as2 asz - asn , €T = Z3
aGml Om2 AaAm3 " Omn In

Si el rango de la matriz A del sistema es r < m_entonces existe al menos un
menor de orden r, A,, con determinante distinto de cero, que por simplicidad
tomaremos el que aparece en el angulo superior de la izquierda

ailp @12 a3 o Alp
Gg1 G22 Q23 (- A2r

A= | @1 a3 azz-—-- a3 | = det A, #0.
ar1p  Qr2 QAp3 - App

Entonces, las r primeras filas-de la matriz A son linealmente independientes y las
restantes m — r filas se pueden expresar como combinaciones lineales de dichas
r filas, i.e., las r primera ecuaciones del sistema (3.6.3) son independientes y las
m — r restantes son combinaciones lineales de dichas r ecuaciones. De lo anterior
se deduce que las ecuaciones lineales (3.6.2) son linealmente independientes (y
por tanto funcionalmente) si y solo si el rango de A es m. Este resultado es un
teorema conocido del algebra lineal. a

Teorema 3.6.5 Supongamos que tenemos m funciones de n variables m < n,
o ACR"— R, k=1,2,...,m, definidas en (3.6.1) que son diferenciables en
cierto-abierto A C R"™ y sea a € A. Entonces, si el jacobiano (o sea el determi-
nante-de la correspondiente matriz jacobiana) formado por las funciones uq, ...,
U, Tespecto a alguna combinacion de m variables (digamos Ty, , ..., Tp,, ) es dis-
tinto de cero en a, las funciones u1, ..., Uy, son funcionalmente independientes

en todo un entorno Ul(a) de a.
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Demostracién: Por simplicidad asumamos que®

Dyui(a) Doui(a) ... Dpui(a)

(3.6.4) det J = det ' : . ' # 0.
Dium(a) Doum(a) ... Dpup(a)

Supongamos que en estas condiciones las funciones w1, . . . , 4y, son funcionalmente

dependientes. Entonces, una de ellas, que supondremos sin pérdida de generalidad
Uy, dependerd de las demads. Es decir, existe una funciéon ® diferenciable en el

entorno U(a) tal que u,, = ®(uy,ug, ..., uUn—1). Luego
oy, 0P Oug 0P Oup—1

Dra — m _ k=1,2,...m.

ktm Oxy,,  Ouy Oxy, Oum—_1 Oxp 1S

Pero entonces la dltima fila (la m-ésima) del jacobiano (3.6.4) es combinacién
lineal de las filas anteriores 1,2,...,m — 1, lo-cual, por las propiedades de los
determinantes implica que det J = 0, lo cual es'una contradiccion. O

Ejemplo 3.6.6 Sea el sistema de funciones u =z +y y v = x — y. Como

Dyu Dyu\ 1y _
det(Dm’u Dyv)—det(l _1)— 2#0,

estas funciones son funcionalmente independientes. O

Como corolario inmediato del teorema anterior la siguiente condicién necesa-
ria de dependencia funcional:

Corolario 3.6.7 5% el sistema de m funciones diferenciables de n variables m <
n en un entorno U(a) C A, A abierto, de cierto punto a € A ¢ : A C R" — R,
k=1,2,...,m, definido en (3.6.1) es un sistema funcionalmente dependiente,
entonces su jacobiano (3.6.4) respecto a cualquier combinacion de m < n variables
es nulo.

La condicién anterior se puede parafrasear diciendo que si el sistema (3.6.1) es
funcionalmente dependiente entonces el rango de la correspondiente matriz jaco-
biana del sistema es menor que m.

5Siempre podemos renombrar las variables para que dicho determinante sea distinto
de cero.

Web: renato.ryn-fismat.es Prof. R. Alvarez-Nodarse


renato.ryn-fismat.es

106 Capitulo 3. El Teorema de la funcién implicita

Ejemplo 3.6.8 Si tomamos las funciones del ejemplo 1, estas son dependientes.
En efecto, un célculo directo nos da:

D1u1 (a) Dgul (CL) D3u1 (a)
det | Diuz(a) Dous(a) Dsuz(a)
D1U3(a) DQUg(a) D3U3(a)
2:61 21‘2 2.%3
= det 1 1 1 =0.
2(1‘2 + 1‘3) 2(.731 + .%'3) 2(1’1 + 1‘2)

de donde se sigue el resultado. a
Para terminar este apartado enunciaremos un teorema més general cuya prue-

ba omitiremos. El lector interesado puede consultar, por ejemplo, [5, §42.2, pag.
92].

Teorema 3.6.9 (del rango) Sea el sistema de funciones (3.6.1). Asumiremos
que las funciones estdn definidas y son diferenciables en el entorno de cierto

a € A C R"™. Por sencillez asumiremos que todas las derivadas parciales %%’l“,
k=1,....m,1=12,...,n son continuas en a. Sea J la matriz jacobiana del
sistema
Dlul(a) DQUl (CL) e Dnul(a)
I=1 A
Diup(a) Doupm(a) ... Dpup(a)

Supongamos que en la matriz J anterior cierto menor de orden r < m < n es
distinto de cero en ab y que cualquier menor de orden r+1 es nulo en el entorno
de a (en otras palabras, que el rango de la matriz J esr). Entonces lasr funciones
correspondientes al menor distinto de cero son funcionalmente independientes en
el entorno de a y cada una de las demds funciones depende, en dicho entorno,
de las r funciones independientes.

6De la continuidad de las derivadas parciales se deduce que dicho menor serd distinto
de cero en todo un entorno de a.
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Extremos de funciones de
varias variables

Vamos a estudiar ahora el problema de encontrar los maximos y minimos de
las funciones de varias variables. Cuando queremos estudiar los extremos de una
funcion de varias variables hay dos posibilidades: o bien las variables son indepen-
dientes, entonces se dice que el extremo es un extremo libre, o las variables no son
independientes, en cuyo caso se dice que el extremo es un extremo condicionado.

Por ejemplo, sea la funcién f : R? — R, f(z,y) = 22 + 2. El extremo de f
suponiendo que las variables estan definidas sobre la elipse 2 + 3y? = 1 serfa un
ejemplo de un extremo condicionado. Si no hay restricciones sobre las variables,
es decir si (z,) es cualquier punto de R?, entonces tendrfamos un ejemplo de un
extremo libre.

Vamos a estudiar ambos casos por separados. Comenzaremos por los extremos
libres.

4.1. Extremos libres

En general cuando f tiene un maximo y minimo en cierto punto x = a diremos
que f tiene un extremo en a.

Definiciéon 4.1.1 Sea f : A C R" — R definida en cierto subconjunto A C R"
que puede ser abierto o cerrado.

107
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1. Si f(z) < f(a) (respectivamente f(x) > f(a)), para todo x € A, = # a,
decimos que f alcanza en el punto a el mdzimo (respectivamente minimo)
absoluto en A.

2. Si existe una bola B(a,d) C A tal que para todo x € B, x # a, f(z) < f(a)
(respectivamente f(x) > f(a)) decimos que f alcanza en a un mdzimo
(respectivamente minimo) relativo.

En el caso de que las desigualdades sean estrictas diremos que los extremos son
estrictos.

De la definicién anterior se deduce que todo extremo absoluto es un extremo
relativo si este se encuentra en el interior de A. No obstante es conveniente tener
en cuenta que, en general, los extremos absolutos no tienen porque ser extremos
relativos (por ejemplo si el extremo absoluto se alcanza en x = a con a en la
frontera del dominio A no tiene por qué existir ninguna bola B(a,d) C A) ni
los extremos relativos tienen por que ser absolutos (el extremo absoluto puede
alcanzarse en la frontera de A). Para convencerse de ello basta recurrir a ejemplos
sencillos de funciones de una variable (que se dejan como ejercicio al lector).

Teorema 4.1.2 (Condicién necesaria de extremo relativo) Sea la funcion
f:ACR" = R, A abierto, a € A.-Supongamos que f tiene en a un extremo

relativo. Entonces, si existen las derivadas parciales %, k=1,...,n éstas son
iguales a cero en a, i.e., 5;97];(@) =0, k=1,...,n. En particular si f es diferen-

ciable en a, entonces D f(a) = 0.

Demostracién: Sea a = (a1, -+ ,a,) € A, A abierto, un extremo de la fun-
cion f : A C R"™ — R diferenciable en a. Definamos la funcién ¢p(zg) =
flay,... a1, 2, Gf11y--.,a,). Es obvio que ¢ es diferenciable en su tunica

variable y tiene un extremo en xj = ag, luego el Lema de Fermat para funciones
escalares de una variable 1.1.18 nos asegura que ¢ (a;) = 0, de donde se sigue el
resultado. a

Definicion 4.1.3 Sea una funcion f: A C R" — R, A abierto que admite todas
sus derivadas parciales en A. Sea a € A tal que gxi (a) =0, k=1,....,n. Un
punto a./que cumple lo anterior se denomina punto critico de f. Notese que si f

es diferenciable en un punto critico a, entonces su diferencial D f(a) = 0.

Ejemplo 4.1.4 Seala funcién f : R? — R, f(x,y) = —z>—1>. Es obvio que tiene

un méaximo en (0,0). Un célculo directo muestra que %(O7 0) =0, %(0, 0) =0.
g
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Ejemplo 4.1.5 Sea ahora la funcién f : R? — R, f(z,y) = 2 + 32. Esté claro
que esta funcién tiene un minimo en (0,0) y que también para ella %(0, 0)=0,
L0 =0 O

Figura 4.1.1: De izquierda a derecha se representan funciones f : R? — R con:
un méximo local (Ejemplo 4.1.4), un minimo‘local (Ejemplo 4.1.5) y un punto
silla (Ejemplo 4.1.6), respectivamente.

Ejemplo 4.1.6 Sea la funcién f : A C R? = R, f(z,y) = 2> — 3°. Es obvio
of _ of o . .

que 7-(0,0) = B—y(O,O) = 0. Sin embargo, en cualquier entorno de (0,0) que

escojamos f toma valores tanto positivos como negativos. En este caso el punto

(0,0) se denomina punto silla de f. O

;Coémo saber si un punto critico es un extremo local o un punto silla? Para
ello tenemos un teorema similar al del caso de una variable. Antes de enunciarlo
conviene recordar que la segunda diferencial de una funcién de varias variables f :
ACR" =R, f e CRA) es la forma bilineal simétrica (2.6.5) que escribiremos,
convenientemente, de-la forma

2 — 2 :nnazf(a),_:T
(4.1.1) d“f(a) := D*f(a)(x) Z Z 52: O, T iy = ¢ Hy(a)z,

i1=112=1
donde Hf(a) es la matriz hessiana (2.5.1) y z = (z1,22,...,2,)7.

Teorema 4.1.7 (Condicién suficiente de extremo relativo) Sea f : A C
R™ > R dos veces diferenciable (i.e., f € C?(A)) en a € A, A abierto, y sea
x =a un punto critico de f, i.e., Df(a) = 0. Entonces

1. Si la sequnda diferencial D?f(a)(x) es definida positiva en a, entonces f
tiene un minimo relativo en a.
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2. Si la sequnda diferencial D?f(a)(z) es definida negativa, entonces f tiene
un mdximo relativo en a.

3. Si la sequnda diferencial D?f(a)(x) es indefinida, i.e., si evisten x,y € R"™
tales que D?f(a)(z) < 0 < D%f(a)(y), entonces f tiene un punto de silla
en a.

Demostracién: Usamos la férmula local de Taylor (2.6.2) con x =a+h teniendo
en cuenta que D f(a) = 0 (se asume que h # 0)

) — f<a>:§D2f<a><>+o<||hll lhll2 Zamzai ||7z|| ||};z|r+ W

donde o(1) es tal que lim,_,, 0(1) = limy_,¢ 0o(1) = 0. De la expresién anterior se
sigue que el signo de f(z) — f(a) coincide con el signo de la expresién dentro de
los paréntesis. Denotemos por Q(h/, a) la forma cuadratica

0*f(a) hi h; oo I

hy = =1
. 9., W TR g W

Q(hlv CL) =

Nétese que @ estd definida sobre el vector A’ = h/||h|| con norma uno, i.e.,
@ es una funcién continua (polinomio) sobre un cerrado y acotado (la esfera
S = {x € R"|||z—al| = 1}), luego, por el Teorema de Weierstrass 2.1.2, ) alcanza
su maximo y minimo absolutos, que denotaremos por M y m respectivamente.
Luego para todo k' € S tenemos m < Q(h’,a) < M. Supongamos ahora que @ es
definida positiva, entonces Q(h/,a) > 0 para todo ', y por tanto m > 0. Ahora
bien como limy_,00(1) = 0, eso.indica que para todo € > 0 existe un § > 0 tal
que si ||z — al| = ||h|| < ¢ entonces |o(1)| < €. Si tomamos € = m/2 entonces
existe un entorno de x =-a tal que Q(h',a) + o(1) > 0, y por tanto en dicho
entorno de a f(z) — f(a) > 0, i.e., f tiene un minimo local. Si por el contrario
Q@ es definida negativa entonces M < 0. Razonando igual que antes y tomando
€ < |M|/2, tenemos que f(z) — f(a) < 0, i.e., f tiene un maximo. Lo anterior
prueba 1y 2.

Probemos ahora 3. Sean a,, y ajs los puntos donde ) alcanza su minimo
y maximo absolutos sobre S (nétese que ||an| = ||ar|| = 1), respectivamente.
Como @ es indefinida entonces m < 0 < M (;por qué?). Por tanto tenemos 0 >
m < Q(h,;a) < M > 0. Si elegimos ahora h = x — a = ta,, con ¢ suficientemente
pequetio_tendremos (recordemos que ||a,,| = 1)

£(@) — £(a) =5 D* (@) (1) + o(I1%) = 502 (@)(amt) + oot
t2

- m+ (1),
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y para ciertos z en un entorno de a el signo de f(x) — f(a) es igual al signo
de m, o sea, negativo. Repitiendo el razonamiento para h = x — a = tags con
t suficientemente pequeno obtendremos que para ciertos £ en un entorno de a
f(z) — f(a) > 0, luego en a no puede haber ningin extremo de f. O

Nota 4.1.8 Conviene hacer notar que las condiciones del Teorema 4.1.7 son su-
ficientes. Por ejemplo, para la funcion definida en todo R?, f(z,y) = z* + y*,
tanto la diferencial Df(0,0) como la sequnda diferencial D?f(0,0) son nulas pe-
ro claramente la funcion tiene un minimo relativo (de hecho absoluto) en (0,0).
Andlogamente, si la forma bilineal (cuadrdtica) D?f(a)(h) es semidefinida posi-
tiva (o negativa), es decir si para h # 0, D%f(a)(h) >0 (< 0), el teorema no
asegura la existencia de extremos.

Una pregunta natural es cuando la forma bilineal D?f(a)(z) es definida po-
sitiva, negativa o indefinida. Ello nos los da el.conocido Criterio de Sylvester del
algebra lineal.

Criterio 4.1.9 (de Sylvester) Sea B(x,y) una aplicacion bilineal simétrica y
sea B = [bm]i,j:l’n su matriz. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. B es definida positiva.

2. Todos los autovalores de B son positivos.

3. Los menores principales Ay, de B son positivos, i.e. A, >0, k=1,2,...,n
donde
big b2 - bk
bo1 boo - boy
(4.1.2) Ay = det , Vk=1,2,...n
b1 bra - brg

Andlogamente se tiene para las formas bilineales definidas negativas las siguientes
condiciones equivalentes:

1. B es definida negativa.
2. Todos los autovalores de B son negativos.

3. Los menores principales Ay de B son tales que (—1)FAp >0,k =1,2,...,n.
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El criterio anterior junto al Teorema 4.1.7 nos conduce al siguiente:

Corolario 4.1.10 (Condicidén suficiente de extremo) Sea f: A C R" +— R
dos veces diferenciable en a € A, A abierto, y sea r = a un punto critico de f,
i.e., Df(a) =0 y sean los determinantes

9*f(a) 9*f(a)
821'1 81’]49331
(4.1.3) Ag(a) := det : . :
0*f(a) 0% f(a)
8m18xk 8237k
1. Si todos los menores principales A > 0, k =1,2,...,n, entonces f tiene
un minimo relativo en a.
2. Si todos los menores principales son tales-que (—1)*Ap >0,k =1,2,... n,

entonces f tiene un mdximo relativo en a.

En el caso especial de dos variables se puede ir mas alla:

Corolario 4.1.11 Sea f : A C R*> = R dos veces diferenciable en a € A, A
abierto, Df(a) =0, y sea Az(a) el determinante

*f(a) *f(a)
82$1 81’283;1
*f(a) *f(a)

a$18$2 82I2

Ag(a) = det

1. §i Z1@ 5y y Az(a) >0, f tiene un minimo relativo en a.

0221
- 0%f(a) ; c -
2. 51 =<0y Ag(a) > 0, f tiene un mdzimo relativo en a.

3. Si.Ny(a) <0, f tiene un punto de silla en a.

4. 81 Ag(a) =0, nada puede decirse.

Ejemplo 4.1.12 Consideremos la funcién f : R? = R, f(z,y) = 2 +y* — (x +
y)? 4 2 y estudiemos si tiene extremos en R2.
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Calculamos sus derivadas parciales y las igualamos cero

@ Y) 4039 (yta) =0, af((;y,y)

=44 -2 =0.
5 y (y+z)=0

Las soluciones reales son tres: A(—1,—1), B(1,1) y C(0,0). Para determinar
si son extremos calculamos la matriz Hessiana:

1222 -2 -2

y la evaluamos en los distintos puntos. En el caso de los puntos A y B obtenemos
10 -2

que es definida positiva por el Corolario 4.1.11 y por tanto en ambos casos tenemos
un minimo local. Veamos que ocurren en el tercer punto C(0,0). En este caso

—1 —05 0 05 1

Figura 4.1.2: Representacién de la funcién f(z,y) = 2* + y* — (z + y)? +2 en
un entorno del (0,0) (izquierda) y su dibujo de contorno (derecha).

0= ),

luego det H¢(C) = 0 y segun el Corolario 4.1.11 no podemos decir nada. Ahora
bien, en este caso podemos ver que f(z,z) tiene un méximo en (0,0) mientras
que f(z, —x) tiene un minimo, o sea, tenemos un punto silla como se puede ver
el la figura 4.1.2. a

tenemos

Ejemplo 4.1.13 Consideremos ahora la funcién f : R? — R, f(z,y) = z* +y*+
(x +y)? + 2 y estudiemos si tiene extremos en R?.
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Calculamos sus derivadas parciales y las igualamos a cero

Of(x,y) _ , 3 o Oy, s _
5e 4w +2 (y+z)=0, oy =4y°+2 (y+x)=0.

En este caso solo hay una solucién real: A(0,0). Para dicha solucién la matriz

‘ 8

Figura 4.1.3: Representacién de la funcién f(z,y) = 2* + y* + (z + y)? +2 en
un entorno del (0,0) (izquierda) y su dibujo-de contorno (derecha).

Hessiana )
1224+ 2 2

Hy(C) = @ ;)

luego det H¢(C) = 0 y segun el Corolario 4.1.11 no podemos decir nada. Ahora
bien, en este caso es sencillo ver que f(z,y) tiene un minimo en (0,0) como se
puede ver el la figura 4.1.3 pues f(z,y) > 2 para todos (z,7) € R% O

toma el valor

4.1.1. Problemas propuestos

En todos los casos decide si hay extremos absolutos y/o relativos asi como
puntos silla para las siguientes funciones f : R?> — R

Lo f(x,y) = o* + y* + 622y 4 8z3.
2. flzy)=a*+y* £ (x+y)?+2

3. flo,y, 2) = a* + oyt 4+ 24 — 2(2® + 22) + 42
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4. f(z,y) = zylog(z® +y?) si (z,y) # (0,0) y 0 si (z,y) = (0,0).
5. fla,y) = (x £ y) exp(—a® — y*)

6. f(z,y) = ayexp(—a® —y*) v f(z,y) = zyexp(a? + ¢?).

7. f(z,y) = ® — 9zy + y° + 27.

4.2. Extremos condicionados

Pasemos ahora a considerar un problema muy relacionado con el anterior.
Imaginemos que queremos encontrar los extremos de una funcién f: A C R" — R
donde las variables no son todas independientes sino 'que han de satisfacer una
serie de condiciones de ligadura ®k(x1,...,2,) =0,k =1,...,m, m < n. Este
problema es un problema natural cuando queremos encontrar los extremos de
f sobre una determinada curva o trayectoria, o si queremos encontrar distancias
maximas o minimas entre superficies geométricas o entre un punto y una superficie
geométrica, etc. y se conoce como el problema de extremos condicionados.

Veamos un ejemplo muy sencillo para aclarar ideas: Queremos encontrar el
méximo y/o minimo absolutos de cierta funcién f : A C R? — R, si sus variables
satisfacen la ecuacién ®(z,y) = 0. Vamos a suponer que tanto f como P son
funciones lo suficientemente buenas (por ejemplo C?)(A)). Una forma de resolver
el problema es como sigue: resolvemos la ecuacién ®(z,y) = 0 respecto a una
variable, digamos y = g¢(z), y sustituimos la funcién resultante en nuestra f.
As{ obtenemos una funcién de una variable F'(z) = f(z,g(z)) a la que podemos
calcularle los extremos al ser x una variable libre. Nétese que, por el Teorema de la
funcién implicita bastaria que @’y(x, y) # 0 en A para tener garantizado que exista
la funcién y = g(x). Esta idea aunque resuelve el problema, al menos formalmente,
no es muy buena pues no siempre es posible encontrar explicitamente la funcién
g aun sabiendo que ello es posible. Por otro lado hay una clara asimetria entre las
variables siendo una dependiente de la otra. Mostremos, con este mismo ejemplo,
una forma mas elegante de proceder.

En lafigura 4.2.1 representamos en rojo las curvas de nivel de la funcién f, i.e.,
las curvas que define la ecuacién f(x,y) = c. Asi mismo en negro representamos
la curva que define la expresién ®(x,y) = 0. Imaginemos que recorremos la curva
®(z,y) = 0 en contra de las manecillas del reloj tal y como muestra la flecha
de la figura 4.2.1. A medida que avanzamos en la curva ®, esta va cortando
las curvas de nivel de f. Supongamos que sabemos que f tiene un extremo a
lo largo de la curva ®. Entonces a lo largo de recorrido los valores de ¢ iran
aumentando o disminuyendo hasta que alcancemos el punto P = (xg,yo) donde
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f flay) =c ﬁ fay) ¢

Figura 4.2.1: Curvas de nivel de f(z,y) (en rojo) y curva ®(xyy) = 0 (negro).
En la figura de la derecha ademés esté representada la recta tangente t (azul) en
el punto P = (xg,yo)-

cambiard la tendencia (si ¢ aumentaba, ahora disminuird, e viceversa). Estd claro
que el punto P donde ocurre el cambio de la monotonia-de ¢ es un extremo de f.
Denotemos dicho ¢ por c¢p. Si suponemos ademds que tanto la curva f(z,y) = cp
como ®(z,y) = 0 son suaves (f y ® son funciones, CY)(Up) en un entorno Up
de P) entonces ambas tienen la misma recta tangente en P. La pendiente de
dicha tangente se calcula, en general, por la férmula —f;(zo,y0)/ f,(70,%0) ©
bien —®/ (20, y0)/®},(20,0), donde vamos a asumir por simplicidad que todas
las derivadas son distintas de cero. Lo anterior nos conduce a

fo(zo.y0) _ Palzo.y0)  ( fo(@o.40) _ fi(@o,y0)

= = ==\
fi(o,90) @} (20,v0) @’ (z0,0) P} (%0,v0)

Es decir, que si en P hay un extremo de f cuando nos restringimos a la curva
®(x,y) = 0, entonces han de cumplirse las siguientes condiciones:

fe(w0,90) + AP (w0, 90) = 0,
fy(z0, y0) + A%y (20, o) = 0,
O(x,y) =0,

donde A es cierta constante. O sea, P ha de ser un punto critico de la funcién F
de tres variables L(z,y, ) = f(x,y) + A®(x,y).

La funcién L anterior se suele denominar funciéon de Lagrange y la forma
de encontrar el extremo segun el sistema anterior es conocido como el método
de los coeficientes indeterminados de Lagrange. Nétese que lo anterior sélo nos
da condiciones necesarias. Si queremos una condicion suficiente tenemos que cal-
cular-el segundo diferencial de f en el punto critico y luego usar la identidad
d®(z,y) = P(zo,y0)dr + Py(z0,y0)dy = 0 que relaciona los diferenciales de
las dos variables. Sustituyendo esta tultima relacién en la expresién (4.1.1) de
d?f(xo,%0) obtendremos una forma cuadrética (en este caso de una tnica varia-
ble) cuyo signo determinard el tipo de extremo.
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% o) =

Figura 4.2.2: Curvas de nivel de f(z,y) (en rojo) y curva ®(x;y) = 0 (negro).
En el punto P donde se alcanza el extremo ®(z,y) no es diferenciable (tiene un

pico).

Antes de continuar conviene observar que el método anterior falla si la curva
® tiene picos pues puede ocurrir que el extremo se‘alcance justo en ese punto tal
y como se muestra en la figura 4.2.2.

Pasemos a enunciar el problema general: Sean las funcione &5 : A C R" — R,

k =1,...,m, dos veces diferenciables y seaf : A C R” — R una funcién dos
veces diferenciable f(x1,To, ..., Tm, Tmi1,s -+, Tpn) Cuyas n variables satisfacen las
ecuaciones

@1(5617x27 o 7xn) = 07

@2(x17x27 o 7xn) = 07
(4.2.1)

(I)m(ZEl,J?Q, e axn) — 07

i.e., que las variables no son independientes. Las ecuaciones anteriores se suelen
denominar ecuaciones_de ligadura. Por simplicidad supondremos que todas las
ecuaciones de ligadura, son independientes, o sea, ninguna de las ®; se puede
escribir a partir de las demds (véase el apartado §3.6) y que estédn bien definidas
en A. Sea xg € A tal que sea solucién de (4.2.1). Supongamos también que el
siguiente jacobiano es no nulo en todo un entorno' de z

8@1(90) 6(1)1(.%) 8@1(%‘)
0x1 0z o O
(4.2.2) det Jg := det : : - : 7 0.
00 (z) 0Pp(x) 0., ()
8x1 31’2 o aﬂjm

Bajo las condiciones anteriores se tiene el siguiente teorema:

1Segtin el Teorema del rango 3.6.9 esta condicién es suficiente para la independencia
funcional de las ecuaciones de ligadura (4.2.1).
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Teorema 4.2.1 Sea la funcién f : A C R" — R una funcién de clase CV)(A)
cuyas n variables satisfacen las ecuaciones de ligadura (4.2.1) y sea xy € A
solucion de (4.2.1) un extremo de f. Dicho extremo se suele denominar extremo
condicionado de f por las ecuaciones de ligadura (4.2.1). Entonces existen m
constantes A1, \a, ..., A\m reales tales que la funcion L : R™™™ — R, que se
denomina funcion de Lagrange,

L(wl, ey Ty A, . .,)\m) = f(:IIl, .. ,a;n) + )\1@1(%1, S ,xn)—i—

4.2.3
( ) e AP (T, )

tiene un punto critico en xg.

Esta claro que el teorema anterior nos da condiciones necesarias pero no
suficientes de que x = a sea un extremo condicionado de f. Entonces jcémo
encontrar condiciones suficientes?

Para ello, nétese que como el sistema (4.2.1) tiene solucién en el punto a € A,
y el jacobiano det Jp (4.2.2) es distinto de cero, entonces por el Teorema de
la funcién implicita el sistema (4.2.1) es resoluble en las variables z1,...,Zm,
es decir, en un entorno de a € A existen las funciones zx = gr(Tm+1,---,Tn),
k=1,2,...,m tales que

(I)k(gl(xm—l—lv cee 7In)7 s 7gm($m+1a e 7$n)7xm+17 cee ,$n) =0

son identidades en el entorno de a € A. O sea, en las condiciones dadas el proble-
ma, del cdlculo de un extremo condicionado se puede transformar en el de un extre-
mo libre (sin ecuaciones de ligadura) sustituyendo las funciones xp, k =1,...,m
asi obtenidas en la expresion de f, i.e, encontrando los extremos de la funcién

F($m+1,. : ';:En) = f(gl(xm+17 s 7'1777,)’ s agm(l'erla s a$n)7xm+1a s ,l’n).

Para decidir si efectivamente tenemos en el punto critico zOa un extremo habria
que aplicar el Teorema 4.1.7 a la funcién F' anterior lo cual es complicado (si no
imposible) en la mayoria de los casos pues, en general, no es posible obtener la
solucion analitica del sistema (4.2.1).

Ahora bien, como los extremos de f con las ligaduras (4.2.1) son los mismos
que los de la funcién de Lagrange L (4.2.3) por tanto la idea es encontrar los
puntos criticos de L a partir de sus derivadas parciales, donde ahora las constantes

indeterminadas Ag, £k = 1,..., m se consideran variables independientes. Eso nos
conduce a un sistema de n + m ecuaciones, a saber
oL oL

0, k=1,...,n,

0, 1=1,...,m.

Orp o\
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Notese que las ecuaciones gTL = 0 se transforman en las ecuaciones de ligadura,

que sabemos de antemano que han de cumplirse. Este sistema nos proporciona
cierta cantidad de puntos criticos. Supongamos que a = (g, A\g) € R"*"™ es uno
de dichos puntos criticos. Para saber si dicho punto critico es un extremo hemos
de calcular la segunda diferencial de L en dicho punto (ver (4.1.1))

Zaxz dd +Za)\8)\d>\d>\ Zza 0}\d zid);.

5,j=1 i=1 j=1
Dado que d/\ = ®;(x1,- -+ ,x,) = 0 es una identidad, entonces todas las derivadas
de orden d lan, ie., ZHD — L@ _ o o] t]
e orden dos se anulan, i.e., =3 = G55 = 0, por lo que se tiene que
(4.2.4) d?L(a) = d? f(x0)

¢i(x0):07 i=1,....,m

Lo anterior nos dice que calcular la segunda diferencial de L en a = (xg, \g) es
equivalente a calcular la segunda diferencial de f en x(, pero teniendo en cuenta
que las diferenciales dzj de las variables xg,’k = 1,...,n no son independientes.
Veamos que efectivamente esto es posible.

Tomando diferenciales en ambos-lados de (4.2.1) obtenemos el siguiente sis-
tema lineal de ecuaciones respecto‘a las variables dx1, ..., dz,,

09P;

(4.2.5) 4D, (z) = >,

(xo)dxp, =0, k=1,...,m.

El determinante del sistema anterior no es mas que el jacobiano (4.2.2) que es
distinto de cero en un-entorno del punto xg, por lo tanto, existen ciertas funcio-
nes lineales g; : R"™™ = R, j = 1,...,m tales que dz; = gj(drm+1,...,dr,) =
Ajr1drmpr+- -+ Ajpmda,, j =1,...,m. Es decir podemos encontrar explicita-
mente los valores.de las diferenciales dx1, . .. dx,, de las variables z1, . .., z,, como
funcién de dapt1, - .., dx,. Sustituyendo los valores de las diferenciales dxq, . ..,
dzx,, en la expresion de la segunda diferencial (4.2.4) obtenemos la expresién de
la segunda diferencial de L en las variables independientes. Estudiando el signo
de dicha forma cuadratica resultante tal y como se indica en el Teorema 4.1.10
podremos decidir si el punto zg es un extremo o no de f bajo las condiciones de
ligadura (4.2.1).

Mostremos como funciona este método con unos ejemplos:

Ejemplo 4.2.2 Encontrar los extremos de la funcién f(x,y) = 22 + 32 con la
condicién de ligadura (z — 3)? + (y — 4)% = 102.
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Noétese que en este caso tenemos que la condicién de ligadura es una circunferencia
S en R?. Como toda circunferencia es un conjunto compacto y f es continua,
entonces el Teorema de Weierstrass 2.1.2 establece que f alcanza en S su maximo
y minimo absolutos. Entonces, en dichos puntos, por la condicién necesaria de
extremo df (z) = 0. Para resolver el problema escribimos la funcién de Lagrange:

L(z,y,\) = 22 + 1% + M((z — 3)2 + (y — 4)2 — 10%),

y calculamos sus puntos criticos:

oL oL

=2z(\+1)—6)\= ——=2yA+1) -8\ =
2 x(A+1)—6 0, 9y y(A+1) =81 =0,

oL
X

La resolucion del sistema nos conduce a dos puntos-criticos:

=(x—-3)%+(y—4)?2-10°> =0

1 A=—1/2, A= (=3,-4),
2. A=-3/2, B =(9,12).
Dado que sélo tenemos dos, y f(—3,=4) = 25 y f(9,12) = 225, entonces el

primero ha de ser un minimo y el segundoun méximo. Comprobémoslo calculando
la segunda diferencial:

d’L = 2\ + 1)dz? + 2(\ + 1)dy>.

De la ecuacién de ligadura obtenemos (2z — 6)dz + (2y — 8)dy = 0 que evaluada
en ambos puntos nos conduce a la siguiente relacion entre los diferenciales dz y

dy: dy = —3/4dz que al sustituirlo en la expresién anterior para d?L nos conduce
ad’L = %(A + 1)dz?. Asi, efectivamente, en el punto A tenemos d?L > 0 luego
hay un minimo y en el B como d?L < 0 tenemos un maximo. O

Ejemplo 4.2.3 Encontrar el méximo y minimo absolutos de la funcién f(x,y) =
2?2 +y?> — 2 —y+ 1 en la regién S definida por 2% + 3% < 1.

Ante todonotemos que como S es cerrada y acotada, el Teorema de Weierstrass
2.1.2 nos asegura que han de existir los extremos absolutos. Vamos a encontrarlos.

Esta claro que para resolver este problema hay que separarlo en dos problemas
complementarios e independientes. El primero es uno de extremos libres sobre en
interior del circulo 22 4 y? < 1 y el otro, un problema de extremos condicionados
sobre la frontera 2 +y? = 1. Como ya hemos dicho, dado que la regién donde esta
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definida f es un compacto, sabemos que f debe alcanzar su méaximo y minimo
absolutos.

Comenzamos con el problema de extremos libres. La condiciéon necesaria de
extremo nos da
af af

ar 0 T Oy 4

de donde obtenemos un dnico punto critico P = (1/2,1/2) que ademds estd en el
interior del circulo 2 + y? < 1. Como

D?f(1/2,1/2) = 2(dz® + dy?) > 0,
el punto P es un minimo local. Ademas f(1/2,1/2) =1/2.

Pasemos a ver que ocurre en la frontera 0S. Para ello escribimos la funcién
de Lagrange:

L(x,y,)\):x2+y2—x—y+1+/\(x2+y2—1),

y calculamos sus puntos criticos:

oL OL oL

— =22(A+1)—1=0, —=2yX+1)—1=0, —=22+y>—-1=0.
oy =20+ 1) S WD —1=0, Gl=atty

Esté claro que (0, 0) queda excluido, asi como el valor A = —1. De las dos primeras
ecuaciones obtenemos z e y en funcién de A y sustituyendo el resultado nos quedan
los puntos:

Lo A=-1++v2/2, A= (v2/2,v2/2),
2. A=—-1-+2/2, B=(-v2/2,-V2/2).

Noétese que la frontera del dominio es una circunferencia 2 + 3% = 1, es decir,
un conjunto cerrado y acotado (compacto), y como f es continua ha de alcanzar
en dicho conjunto sus mfnimo y maximo absolutos. Como f(—v/2/2, —v/2/2) =
V242 £(3/2/2,v/2/2) = 2—+/2, entonces necesariamente en A alcanzara su un
minimo absoluto (siempre sobre la circunferencia) y en B, el mdximo absoluto.

Vamos a comprobar lo anterior usando la segunda diferencial. De la ecuacion
de ligadura se sigue que xdx 4+ ydy = 0, que en los puntos A y B nos conducen a
la misma relacién entre los diferenciales dy = —dz. La segunda diferencial de L
se escribe, por tanto,

B?L = 2\ + 1)dz? 4+ 2(\ + 1)dy? = 4(\ + 1)da?,
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que es positiva en A y negativa en B, luego, si nos restringimos a la circun-
ferencia, efectivamente en A = (v/2/2,1/2/2) hay un minimo local y en B =
(—v2/2,—+/2/2) un méximo local, que al ser los tinicos extremos se convier-
ten en extremos absolutos sobre la circunferencia. Si ademas tenemos en cuenta
que en el interior del dominio tenemos un minimo local que se alcanza en P y
f(1/2,1/2) = 1/2 y que en A, f(v/2/2,v/2/2) = 2 — /2 < 1/2, entonces en el
punto B(—v/2/2,—+/2/2) se ha de alcanzar, necesariamente, el maximo absoluto
de fyen P = (1/2,1/2) el minimo absoluto. En la figura 4.2.3 (gréfica izquierda)
estan representados los puntos P (negro), A (rojo) y B (azul).

0.65

4 B f(x) por larectay =z
® f(x)enla frontera - - - -
T-.L punto critico A
2 BRI
0.6
! 2y
0.55
105 o5 1 05

)
05— 0.5 0.6 0.7

Figura 4.2.3: Gréfica de la funcién f(z,y) = 22 +y?—x—y+1 en la regién definida
por 2 4 y? < 1 (izquierda) y valores de la funcién f(z,y) =22 +y?> —z —y+1
en el entorno del punto A tomando distintas direcciones.

Para decidir si en el punto A = (1/2/2,v/2/2) hay realmente un minimo local
sobre todo el conjunto S (y no sélo sobre la frontera de S) hay que estudiar
que ocurre localmente alrededor de dicho punto. Por un lado sabemos que si
nos acercamos a A por la frontera dicho punto es minimo, es decir, el valor
mas pequeno de f en la frontera es f(\/§/2, \/5/2) = 2 — /2. Dichos valores
estan representados en la figura 4.2.3 (gréfica de la derecha) mediante la linea
discontinua azul. Vamos ahora a acercarnos por alguna trayectoria del interior
del recinto, por ejemplo por la recta y = x con x < \/5/2

Es féacil comprobar que en este caso f(r,z) = 222 — 2x + 1 y que en el
punto z = /2 /2 es, como funcién de una variable, creciente, es decir, por dicha
trayectoriala-f (x,y) < f(v/2/2,v2/2), i.e., si f tiene un méximo tal y como se
muestra en la figura 4.2.3 (grafica de la derecha, linea continua negra). El anélisis
anterior muestra, por tanto, que el punto A = (v/2/2,v/2/2) no es ningiin extremo
de nuestra funcion f.

Para terminar vamos a mostrar en la figura 4.2.4 las dos maneras de acercarnos
a A antes mencionadas. En la grafica de la izquierda se observa que, efectivamente,
en A = (v/2/2,v/2/2) f tiene un minimo local si nos restringimos a la frontera
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1 1
0.75 0.75
0.5
_ A
0.5 A P

Figura 4.2.4: A la izquierda se muestra la graficade f(x,y) = 2?+y?>—z—y+1en
un entorno de A = (v/2/2,v/2/2) (en rojo) cuando nos restringimos a la frontera
del dominio. En este caso se ve que A es un minimo de f por la frontera del
dominio. A la derecha se muestran en verde los valores de f si nos acercamos a
A por la trayectoria y = x (por en interior del dominio) que prueba que A no es
un minimo local f(P) < f(A).

0S del dominio S. A la derecha se muestra, sin embargo, que dicho punto A no
es un minimo local en S ya que al acercarnos a A por la trayectoria y = = en el
interior de la regién S la curva es creciente teniendo su minimo en el punto P,
que como vimos es el minimo global. a

4.2.1. Problemas propuestos

Resolver, utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange, los siguien-
tes problemas:

1. Encontrar los puntos de mayor y menor distancia al origen de la curva
(hipérbola) definida por z2 + 3zy +y? — 4 = 0.

2. Encontrar la minima distancia al origen de la curva (z —3)? 4 (y —4)? = a?
cona=1ya=10.

3. Encontrar los extremos de la funcién f(x,y) = zy sobre la curva z2+y? = 1.

4. Encontrar los puntos criticos y los extremos absolutos (si los tiene) de la
funcién f(z,y) = 2> + y?> — 2z — y + 1 en la regiéon z? + y* < 2.
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10.

11.

12.

13.

14.

Encontrar los puntos criticos y los posibles extremos de la funcién f(z,y, z) =
22+ y? + 22 — 22 + 4y — 3 en el dominio definido por las desigualdades
2+ y2+22<9yx>0.

Encuentra los puntos més cercanos y alejados del elipsoide 422 + y2 4+ (2 —
2)2 =1 al punto (—1,0,2).

Sea la curva definida por la interseccién del paraboloide z = %2 + 32 y el
plano z+y+ 2z = 12. Encontrar el punto mas alto y el méas bajo. Encontrar
los puntos de mayor y menor distancia de la curva al punto (0,0, 0).

Encontrar los puntos de mayor y menor distancia al origen de la curva
definida por las ecuaciones 22 + 4% — 22 —azy — 1 =0y 22 +3> -1 =0.

Encuentra los extremos absolutos de la funcién f : D\ {(0,0)} — R,
f(z,y) = log (x2 —|—y2) donde D es la regién definida por {(z,y) : x >
L (xr—1)2+y% <4}

Sea la curva definida por 22 + 32 + 22 = 11 y el plano x +y + z = 3.
Encontrar los extremos de f(x,y, 2) = 22 + 2z + 2y + 20 sobre dicha curva.

Encontrar los extremos de la funcién f(z,y) = = + y sobre la curva 4y? +
2
z-—1=0.

Encuentra los puntos del elipsoide z? + 2y? + 422> = 9 més cercanos y
alejados del punto (0,0, 3).

Encontrar los puntos de mayor y menor distancia al origen de la curva
definida por y? — 8y + 2 = 62 — 75 = 0.

Encuentra todos los puntos criticos de la funcién f(z,y) = (z — 1)? + 2
definida sobre laregion D = {(z,y) : y > —z,y* < 2z, (x — 2)* +y* <4} y
decide si son extremos relativos. Encuentra, caso que los tenga, los extremos
absolutos en D.
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