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Problemas de DFVV 1

1. Introduccién a las funciones de varias variables'. Diferencia-
cion en R”

1.1. Espacios métricos, normados y euclideos

Problema 1.1 Prueba la desigualdad de Young: Dados dos nimeros reales a,b > 0y p > 1, entonces,

1

1
<Za+4+-b -—+-=1 (1.1)
P q P q

Q=

1
arb

Ademsas la igualdad sélo tiene lugar si @ = b. Ayuda: Encuentra los extremos de la funcién f : [0,00) — R,
flz) =2 —azr+a—-1, a € (0,1) y prueba que f(z) < 0 para todo z > 0. Escogiendo z = a/b, a,b > 0y
a=1/p, p > 1 se deduce el resultado.

Problema 1.2 Prueba la desigualdad de Holder: Sean los ntimeros z; e y;, i = 1,2...,n no negativos.
Entonces, para todo p > 1y ¢ > 1 tales que % + % =1, se tiene

1 1
in Yi < (Z xf) (Z yf) . (1.2)
i=1 i=1 i=1

donde la igualdad sélo tiene lugar si a¥ = cy! para todo i = 1,2,...,n (es decir si ¥ y y! son propor-
cionales). Ayuda: Usa la desigualdad de Young.

Problema 1.3 Prueba la desigualdad de Minkowski: Seas los nimeros x; e y;, ¢ = 1,2...,n no negativos.
Entonces, para todo p > 1 se tiene

(Secor) = (54 (57)

i=1

donde la igualdad sélo tiene lugar si z; = cy; para todo i =1,2,...,n (es decir si x; y y; son proporcio-
nales). Ayuda: Usa la desigualdad de Holder.

Problema 1.4 Unsando lo anterior prueba que el espacio X = R"™, es decir el espacio de las n-tuplas
x = (z1,22,...,Z,) con la métrica

n 1/p
p(z,y) = <Z$k—ykp> ., p=1L

k=1

es un espacio métrico. Dicho espacio lo denotaremos por Rj. Un ejemplo de especial relevancia es el
caso p = 2 (métrica euclidea). Lo anterior indica que el espacio R™ con la métrica euclidea es un espacio
métrico.

Problema 1.5 Prueba que si dos elementos = e y de un espacio euclideo son ortogonales, entonces
2 2 2
o +ylI” = llz)” + [ly]"
La igualdad anterior es una generalizacion del teorema de Pitdgoras.

Problema 1.6 Sea E un espacio euclideo y || - || la norma inducida por el producto escalar. Prueba que
para todos z,y € E,
lz + I + lle = ylI* = 2(ll2]* + [ly 1)

Esta igualdad se suele denominar ley del paralelogramo. De hecho se tiene que un espacio normado X es
euclideo si y solo si para todos =,y € E,

lz +yl* + llz =yl = 2(lll* + lyl*).

Es decir, la ley del paralelogramo caracteriza los espacios euclideos.

IVersién corregida el 4 de septiembre de 2024
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1.2. Limites, continuidad y diferenciablidad en R"

Problema 1.7

Estudiar la existencia de lim  f(x,y) en los siguientes casos:

(z,y)—(0,0)
w’ Sil‘—l—y;ﬁO, Qsen(x2+y2), Six#o,
a) f(z,y) = Tty b) fl,y)=q = ,
0, en otro caso, ; siz=0
$2 _ y2 <1 >
—, si(x, 0,0); —, =), sizy#0;
O fagy={ ey SOOIy
0, si (z,y) = (0,0). (0,0), siay=0.
Calcula los siguientes limites
2
+ 2y
i 1 2 + 1y 11 __rTy
?) arriont T ’ D i T g+ 2
Problema 1.8
2 2

Sif:ACR?® = Res f(z,y) = = siendo A = {(z,y) € R? : |y| < 22}, demostrar que existe
x

( %nn( )f(x, y) cuando (z,y) € A. {Cudl es su valor? ;Que ocurre si elegimos A = R??
z,y)—(0,0

y?’

Problema 1.9
y(a — arctang(z))

a) Prueba que existe el limite de la funciéon  lim  f(z,y) = . Cudl es su valor?

(.9)—(0,0) zt +y?
b) Estudia los siguientes limites y calcilalos en caso de que existan:

(1 —e")(y —siny) i Cazlyl
1m 2 1 1im .
(2,4)—(0,0) 224y (2,9)—(0,0) || + |y]

Problema 1.10

Estudiar la continuidad de las siguientes funciones, (definidas como 0 donde no tenga sentido la expresién
correspondiente):

2,3

Ty T4y 1 1
a) flx,y) = —————, b) fl,y) = ——, c) f(x,y) = (r + y)sen — sen —,
) f(z,y) EEun ) f(z,y) PR ) fla,y) = (v +y)sen— ;

x, silz] <y, x +sen(z +y) 3y
d x? = € 1:7 = - T 1"7 = 4, 9
) [z, y) {y i 2] > [yl. ) fz,y) p f) f(z,y) PR

w, si tanx 3& tany, —T T —T T
g) f(‘r7y): tanx—tany (xvy)e 775 X 775 .

cos® z, en otro caso,

Problema 1.11

Si f(x,y) = (2 +y?)sen , £(0,0) = 0, probar que f es diferenciable en el origen, pero ni D f

1

ni Dy f son continuas® en (0, 0).

2En los ejercicios propuestos se usa la notacién D; y Do para las derivadas parciales respecto a la primera y segunda
variable, respectivamente. En general D; f(z1,...,2n) = %(rl, cey Tn).
i
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Problema 1.12

2 2

Consideremos la funcién f(z,y) = z iy ,siz+y #0, f(x,—x) = 0. Demostrar que no es diferenciable
rry

en el origen. Prueba que la aplicacién u — D, f(0,0) no es lineal, de donde se deduce la no diferenciabilidad
de f en (0,0) (;por qué?). ;Es f continua en el origen?

Problema 1.13

Calcular formalmente las derivadas parciales de las funciones compuestas:

a) f(z,y) =22 +y?; z =rsent , y = rcost.

b) f(z,y) =expry;x=u+v,y=1u—v.

¢) f(z,y) =a® —logy ; & =logt , y = t*.

d) f(x,y,2) = 2® +y* + 2%, 2 = acost, y = bsint, z = ct, con a, b, ¢ constantes dadas.

Problema 1.14

2zy
132 + y2
origen, a pesar de ser discontinua en ese punto.

Demostrar que la funcién f(z,y) = si (z,y) # (0,0) y f(0,0) = 0, tiene derivadas parciales en el

Problema 1.15

Sea f : R — R? diferenciable tal que || f(¢)|| = 1, Vt € R. Demostrar que entonces (f’(t), f(t)) =0, Vt € R

@) = Bégt). 1 Es cierto para f: R — R"?

Problema 1.16

$5
Sea f(x,y) = (y o $2)2 —‘r—:L’S

(0,0). La aplicacién v — D, f(0,0), jes lineal? ;Es f continua en (0,0)?

si (z,y) # (0,0), f(0,0) = 0. Calcula las derivadas direccionales de f en

Problema 1.17
Dada la funcién
%y .
T+y+ A1y si (z,y) # (0,0),
0, si (z,y) = (0,0),

estudia su continuidad y diferenciabilidad en el origen. La aplicacién v — D, f(0,0) jes lineal?

flx,y) =

Problema 1.18

Y () # 0,0)

Dada la funcién f(z,y) = { 22 — zy +y2’ "7 donde a > 0, estudia su continuidad y
0, si (z,y) = (0,0),
diferenciabilidad.

Problema 1.19

1
Sea f(z,y) = (x+y)\/x2+y28en27+

2
e )
existencia de derivadas parciales y diferenciabilidad de f en R2.

si (z,y) # (0,0), f(0,0) = 0. Estudia la continuidad,
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Problema 1.20
ot — gt .
Estudia la continuidad y diferenciabilidad de la funcién f(x,y) = { 22 + zy + 3?2’ st (@,y) 7 (0,0),
0, si (z,y) = (0,0).

Problema 1.21

Sea f: R2\{(0,0)} = R, f(z,y) = (% + y2)*.

a) ;Se puede definir f en (0,0) para que sea continua?
b) (Es entonces f diferenciable en dicho punto?

c) (Existe D, f(0,0) para algtin u € R??

d) Calcula las derivadas parciales de f.

Problema 1.22

Hallar las ecuaciones del plano tangente a las siguientes superficies:
2 2,2
x 9 T4y
a) z=— —y“enel punto (2,1), b)z=
) 5 Y p (2,1) ) g

d) z = (2% + y?) sin(2? + y?) en (V/7,/7), e) 3zyz — 2> =1 en el punto (0, 1).

en (—1,1), c¢) z = arctan(z? + y?) en (0,1),

Problema 1.23

|yl

Sea f(z,y) = — =2 —,

Dyf y Daf en el origen pero f no es diferenciable en (0,0).

si (z,y) # (0,0), f£(0,0) = 0. Demuestra que f es continua en R?, que existen

Problema 1.24

1
xysen—, siy#D0,
Yy

La funcién f(z,y) = Jes diferenciable en el origen?

0, siy =0,

Problema 1.25

a) Si f(z,y) = ¥y, halla las direcciones u € R? para las que existe D, f(0,0).
b) Si f(z,y,2) = |z +y + z|, ;para qué direcciones u € R3 existe D, f(1,—1,0)?

Problema 1.26

Sea f : R? — R diferenciable en (a,b). Sean u = (2,3) y v = (1,1). Supongamos que D, f(a,b) = 1/+/13
y D, f(a,b) = /2. Se pide:

a) Hallar el gradiente de f en (a,b).

b) Hallar los vectores u € R? para los que D, f(a,b) = 6.

¢) Calcular max{D, f(a,b) : |lull, = 1}.

Problema 1.27
Estudia la diferenciabilidad en el origen de la funciéon

xsen(y) — ysen(z) '
f(x,y): 2 + 92 » S (x7y)7é<0,0),

0, si (2,y) = (0,0).
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Problema 1.28

1—
Sea f(z,y) = w siy # 0.
Y

a) ;Como definir f en y = 0 para hacerla continua?
b) Calcula las derivadas parciales de f y prueba que f € C!(R?).

Problema 1.29

Sea f:R? - R, f(z,y) = 2'2'_ 5 si (z,y) # (0,0), £(0,0) = 0, donde a > 0. Estudia la continuidad y
€z Y
diferenciabilidad de f en R2. Hacer el mismo estudio para la funcién f(x,y) = |2$—|~_y2 si (z,y) # (0,0).
T Y
Problema 1.30
, 23y?
S 'R R definid == 0,0) =0.
ca f+ % = R definida por f(2.9) = =5/, [(0.0)

a) Probar que f € C'(R?).
Problema 1.31
Para a > 0 se define la funcién f : R? — R como

|sen(z)|*arctang(xy)

fz,y) = /% + 92 ’

0, six=0.

six#0,

(a) Demuestra que para todo a > 0, f es continua en (0, 0).

(b) Para a = 1, da explicitamente el valor de D, f(0,0), donde u es un vector de R? con |jul| = 1.
(¢) Para a =1 jes f diferenciable en (0,0)? Razona la respuesta.

(d) Demuestra que para a > 1 f es diferenciable en (0, 0).

Problema 1.32

Sea f: U C R™ — R. Se dice que f es homogénea de grado m si f(tz) = t™ f(z), Vt € R, Vx € U tal que

tz € U. Probar que si f es diferenciable entonces verifica la ecuacién de Euler, mf(z) = inDi f(x).
i=1

Demostrar también el reciproco, es decir, si f satisface la ecuacién de Euler en un abierto, entonces debe
ser homogénea en él.

1.3. Derivadas de orden superior?

Problema 1.33

Dada la funcién -
22 arctan 2 — y?arctan =, sixz#0,y#0,
x Y

flzy) =
0, siz=06y=0,

estudia la continuidad y diferenciabilidad de f. Calcula, caso de que existan, las derivadas parciales de
segundo orden de f. Analiza el punto (0,0) de forma independiente.

3En los ejercicios propuestos se usa la notacién D;; para las derivadas parciales de orden dos respecto a las variables x; y

2 2 5
la y variable x;, respectivamente. Asi, D;; f(x1,...,2Zn) = %(xl, ...,xn). Concretamente Do f = aax—afy y Dorf = aay—afx
10T k
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Problema 1.34
3,3

cY 5> f(0,0) = 0. jEs f dos veces diferenciable en el origen?

S : R? = R definid = —"
ea f — efinida por f(x,y) 21y

Problema 1.35

Se considera la funcion definida por

l1/z—y
xysen2<x+y>, six+y#£0;

0, siz+y=0

flz,y) =

Estudia la continuidad y diferenciabilidad de esta funcién. Calcula Di5f(0,0) v Doy f(0,0).

Problema 1.36

Sea f : R? — R, definida por

a) Probar que f € C1(R?).
b) Calcular D12f(0, 0) y Dglf(o, 0)
c) (Es la funcién f dos veces diferenciable en R? ? Razone la respuesta.

Problema 1.37

Consideremos la funcién
X .
y?sen=, si y#0,
Yy

0, siy=0

f(x,y) =

JEn qué puntos de R? verifica las hipétesis del teorema de Heffter-Young sobre igualdad de derivadas
cruzadas? En los puntos en que no se verifican, jse verifica la tesis del teorema?

Problema 1.38

Sea la funcién

1
2 .
rycos—, si x#0,
[l y) = z

0, six=0

Calcular en valor de las segundas derivadas cruzadas en (0,0). jSe verificas las hipétesis del teorema de
Heffter-Young? ;Y las del teorema de Schwarz?

Problema 1.39

Consideramos la funcién (z2)
sen(zy) — xy .
— 5, S1IT 7é 07 Y # 05
fz,y) = r?y

0, en otro caso.

(a) Estudia la continuidad de f en R2.

(b) Calcula las derivadas parciales de primer orden de f.
(c) {Es f diferenciable en el origen?

(d) Calcular D15f(0,0) y D21 £(0,0).
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Problema 1.40

Hallar todas las derivadas parciales hasta el orden 2 inclusive de las siguientes funciones

8) f(z,y) = a2 +y° —Bay, D) fle,y) —sen(ay),  f(a,y,2) = exp(a? +y? + 22).
b) Usando lo anterior escribe el polinomio de Taylor de orden 2 en el origen para cada una de las
funciones anteriores.

Problema 1.41

Si f(z,y) = zseny + ysenzx, da un desarrollo de Taylor de orden 8 en el origen.

Utilizar la férmula de Taylor para desarrollar las siguientes funciones (hasta orden dos) en los puntos

indicados:
flzyy) =2 +y*+ay® en (1,2),

g(z,y)  =logz+y) en (1,1),
h(z,y,z) =e®@tv+2) en  (0,0,0).

Problema 1.42

Comprobar que cada una de las siguientes funciones verifica la ecuacién indicada (se usa la notacién
__ 0Oz .
D,z = 9%, etc.):

a) flz,y)=e" +sen(z+y) = wDof(x,y) —yDyf(z,y) = (z —y)cos(z+y),

b) flz,y)=zy+yva?—a?+b = D,f(x,y)Dyf(x,y) =aD.f(z,y) +yDy,f(z,y),
o) flxy)=alm(@®+y*)+b = Af=Dyf(z,y)+ Dy,f(x,y)=0.

1.4. Miscelanea

Problema 1.43

Sea la funcién f: R?\ {&F}icz = R, f(z,y) = |y|* tanz, a > 0.
1. Calcula lim, 4)— 0,0y f(2, ).
2. (Para qué valores de o f es continua en R? \ {%’T}kez?
3. Calcula sus derivadas parciales de f.

4. jPara que valores de « f es diferenciable en (0,0)? Justifica la respuesta y calcula la derivada total
de f en (0,0) si existe.

5. Calcula la derivada total de f en (1,7).
Problema 1.44
Sea la funcién g : R? — R, g(z,y, 2) = 2% + ye® .
1. Decide si g es diferenciable en R2. Justifica la respuesta.

i i 99 99 |, 99
2. Calcula las derivadas parciales 57, 5y Y s

3. ;Cuanto vale la derivada g en el punto (1,2, 0) segtin la direccién del vector (3/4,+/3/2,1/2).
4. ;En que direccién es méxima la variacién de g en dicho punto (1,2,0)? ;Y minima?

5. Escribe la expresién para el plano tangente a la superficie definida por w = g(z,y, z) en el punto
(1,2,0).

6. Escribe el polinomio de Taylor de orden 2 en el punto (1,2,0).
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Problema 1.45

Se considera la funcién f : R? — R definida por

|x|* arctan y

flay) = \@fﬁp’SW%w#WQL
0, si (z,y) = (0,0).

(a). Demuestra que para o > 0, la funcién f es continua en (0, 0).

(b). Para o > 0, escribe el valor de %(O, 0)y 2—5(0,0)

(c). Demuestra que f es diferenciable en (0,0) cuando a > 1.
(d). ;Es f diferenciable en (0,0), cuando o = 1?7 Razona la respuesta.

Problema 1.46

y(z —sinx)

Estudia el siguiente limite  lim y calcilalo caso de que exista.

(29200 ot +y?
Problema 1.47
Sea la funcién f: R3 — R f(z,y,2) = (zcos(y? + 1) + ysin(ze®))e?.
1. Decide si f es diferenciable en R3. Justifica la respuesta.
2. Calcula las derivadas parciales %, % y %.
3. En caso de ser diferenciable escribe la derivada total de f en un punto (x,y, z).

4. ;Cuénto vale la derivada f en el punto (0,1, —1) segtin la direccién del vector (—1/v/2,0,1/v/2).

5. Escribe la expresién para el plano tangente a la superficie definida por w = f(z,y,2) en el punto
(0,1,-1).

6. Escribe el polinomio de Taylor de orden 2 en el punto (0,1, —1).
Problema 1.48
Se considera la funcién f : R? — R definida por

sin(zy) |y sy 20,
flz,y) = x? 49?2
0, siy=0.

(a) Decide si para o > —1, la funcién f es continua en (0, 0).

of af

(b) Para a > 0, escribe el valor de ==(0,0) y 3 (0,0).
Y

Ox
(¢) Demuestra que f es diferenciable en (0,0) cuando « > 0.
(d) (Es f diferenciable en (0,0), cuando o = 07 Razona la respuesta.
Problema 1.49

Sea la funcién f : R? — R definida por

23 cosy

fog =] Trp & @VF00
0 si (z,9)=1(0,0).
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Prueba que f es continua en todo su dominio.

2. Encuentra las derivadas parciales of y 9 en R2.
) dy

A

en el punto (1, g)
Problema 1.50

46
Sea f(z,y) = 2% +y? — Qxy—( x

a) Demostrar que 4x%y? < (z*
b)Sio<t<2myr>0, seagt(r)

Problema 1.51

Para a > 0 se define la funcién f : (—

flz,y) =

x

y2
) (

1,+00) X

Decide si f es diferenciable (0,0). ;Y en R?\ {(0,0)}?

Prueba que la derivada direccional Dy f(0,0) = u} cualquiera sea el vector unitario @ = (uy, uz).

En caso que f sea diferenciable en (1, g), calcula el vector gradiente V f (17 g)

Usando el apartado anterior si es neceario escribe la ecuacién del plano tangente a la funcién f(z,y)

y) # (0,0), f(0,0) = 0.

)2 V(x,y) € R% Deducir que f es continua en R2.
f(rcost,rsent).
Probar que g,(0) = g;(0) = 0; g}'(0) = 2.
¢) Deducir que la restriccién de f a cada recta que pasa por el origen de coordenadas tiene un

minimo local estricto en (0,0), pero tal punto no es minimo local de f.

(—m,7) — R como

log(1 + )|y|*

0,

sen(y)y/x2 + y? ’

siy #0,
siy=0.

(a) Demuestra que para todo a > 1, f es continua en (0, 0).
(b) Para a = 1, da explicitamente el valor de D, f(0,0), donde u es un vector de R? de norma euclidea

igual a 1.

(c) Para a = 2 jes f diferenciable en (0,0)? Razona la respuesta.
(d) Demuestra que para a > 2 f es diferenciable en (0, 0).

Problema 1.52

Sea f:R2\ {(0,a)} — R, a € R, f(x,

|x|* cos(z) arcsin(xy)

a € R.

y) =

1. Demuestra que para a > —1 existe el limite  lim

(z,y)—(0,0)

)

f(z,y).

2. {Qué valor ha de tomar f en (0,0) para que sea continua en (0,0)? Justifica la respuesta

3. Calcula, si es posible, las derivadas parciales de f en (0,0).

4. jPara que valores de « f es diferenciable en (0,0)?
(diferencial) de f en (0,0) si existe.

5. ;Es diferenciable para o = 07 Justifica la respuesta.

Problema 1.53

2

Sea g: R? = R, g(x,y) = 5

x? cos(y) + y? cos(x)

Justifica la respuesta y calcula la derivada

1. Decide si g es diferenciable en R2. Justifica la respuesta.

2. Calcula las derivadas parc1ales

99 9g
8xy8y
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3. {Cudnto vale la derivada de g en el punto (0,7/4) segin la direccién del vector (1, —1).
4. ;En que direccién es méaxima la variacién de g en dicho punto (0,7/4)? ;Y minima?

5. Escribe la expresién para el plano tangente a la superficie definida por z = g(z,y) en el punto
(0,7/4)?

6. Escribe el polinomio de Taylor de orden 2 en el punto (0,7/4).
Problema 1.54

Sea [ B2\ {(0,0)) = B, f(a,y) = 117C_Aresm@)

NorEan

1. Demuestra que si a > 0 existe el limite lim  f(z,y) y calcilalo.
(z,y)—(0,0)

2. {Qué valor ha de tomar f en (0,0) para que sea continua en R?? Justifica la respuesta
3. Calcula cuando sea posible las derivadas parciales de f en (0,0).

4. ;Para que valores de « f es diferenciable en (0,0)? Justifica la respuesta y calcula la derivada
(diferencial) de f en (0,0) si existe.

5. ;Es diferenciable para a = 17 Justifica la respuesta.
Problema 1.55
Sea g : R3 = R, g(z,y,2) = (y* + 2?) R P (22 +9%).
1. Decide si g es diferenciable en R?. Justifica la respuesta.
2. Calcula las derivadas parciales %, % y %.
3. {Cudnto vale la derivada ¢ en el punto (1,0, 1) segtn la direccién del vector (3,4, 0).
4. ;En que direccién es méaxima la variacién de g en dicho punto (1,0,1)? ;Y minima?

5. Escribe la expresién para el plano tangente a la superficie definida por w = g(x,y, 2) en el punto
(1,0,1)7

6. Escribe el polinomio de Taylor de orden 2 de g en el punto (0,0, 0).

Problema 1.56

|x|* cos(2x) arctan(x)
S eR YY) = —— .
ea q y sea f(x,y) sn(z?) + sm(y?)

1. Encuentra la mayor regién de R? donde se pueda definir f.

2. En los puntos donde no esté definida decide si para algin valor de « se puede redefinir de forma
que sea continua. Justifica la respuesta

3. Calcula, si es posible, las derivadas parciales de f en (0,0).
4. Demuestra que para a > 2 f es diferenciable en (0,0)? Justifica la respuesta.

5. (Es diferenciable para a = 27 Justifica la respuesta.
Problema 1.57
Calcula, si es posible, los siguientes limites

z? + 3y + 6ay — Sxy? , sin(z|y|*/?)

lim , lim ————=.
(@.y)—(0,0) /22 + 292 (@y)=(0,0) |22+ |y|
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Problema 1.58

Sea

1

2.

3
4

5.

P L LN (0,00 o R, Sy = SR o e

. Demuestra que para « > 1 existe el limite  lim  f(z,y).
(z,4)—(0,0)

. Qué valor ha de tomar f en (0,0) para que sea continua en R2?? Justifica la respuesta
. Calcula, si es posible, las derivadas parciales de f en (0, 0).
. Demuestra que para a > 2 f es diferenciable en (0,0)? Justifica la respuesta.

;Es diferenciable para o = 27 Justifica la respuesta.

Problema 1.59

Sea,
1
2

3.

4

g:R2 =R, g(z,y) = ve¥ + ye® + 2xy.

. Decide si g es diferenciable en R2. Justifica la respuesta.

. Calcula las derivadas parciales de orden uno y dos.

(Cudnto vale la derivada g en el punto (0,0) segun la direccién del vector (2,1).

. Escribe el polinomio de Taylor de orden 2 en el punto (0, 0).

Problema 1.60

Sea,

1

£R2\{(0,0)} = R, f(a,y) = WIETS0@) g

Vat+ 27

. Demuestra que para « > 0 existe el limite  lim  f(z,y) y calcilalo.
(z,y)—(0,0)

2 Qué valor ha de tomar f en (0,0) para que sea continua en R?? Justifica la respuesta
Calcula cuando sea posible las derivadas parciales de f en (0,0).

(Para que valores de « f es diferenciable en (0,0)? Justifica la respuesta y calcula la derivada
(diferencial) de f en (0,0) si existe.

. Es diferenciable para a = 17 Justifica la respuesta.
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2. Teoremas de inversion local. Extremos

2.1. Teoremas de la funcién inversa y de la funcion implicita

Problema 2.1

Calcular las derivadas de las funciones implicitas definidas por
i) 2? +y* =1, y(?) =42

ii) 23 log 2?2 4+ y* = 0, £(0) = 1. En este caso prueba ademds que z(y) tiene un extremo y calciilalo.

Problema 2.2

2 2 2
Prueba que la ecuacion — + L + 5 - 72 = 0 define una funcién z = f(z,y) diferenciable en el entorno
a c

B2
de cualquier punto A = (g, Yo, 20) con zy # 0. Encuentra la ecuacién de plano tangente a la superficie
en dicho punto A. ;Cémo encontrarias la ecuacién del plano en un punto con zy = 07

Problema 2.3
Determinar la funcién implicita g definida en un entorno del punto (0,0) la ecuacién
flay,z)=a® + ¥+ 25 —22(r+y) — 20 +y—22+1=0

con z = g(x,y) y tal que g(0,0) = 1. Da un desarrollo de Taylor de orden 2 de g en un entorno de (0, 0).

Problema 2.4

Sea f(xz,y,z,t) = (33 2z + 32 — 1,22t3 + zy?). Probar que f define una funcién implicita de clase C*°,
(z,t) = (h1(z,y), ha(x,y)) en un entorno de (0,1,0,1). Calcula Dh(0,1).

Problema 2.5
Sea la ecuacién e ~! + (ze¥” + e y)z — 1 = 0.

1. Para que valores de a € R la ecuacién anterior define una funcién z = f(z,y) en el entorno U del
punto (0,0,a). jPara alguno de dichos puntos la funcién z = f(x,y) es diferenciable? ;Cudntas
veces? Justifica la respuesta.

2. Calcula, si es posible, las derivadas parciales % y % en el entorno de los puntos obtenidos en el

apartado 1.

3. Escribe, si es posible, la ecuacién del plano tangente a la curva z = f(z,y) en los puntos obtenidos
en el apartado 1.

Problema 2.6

Estudiar para qué valores de la constante a, la ecuacién x2 +y3 + zy + 22 + ay = 0 define y como funcién
implicita de z en un entorno del punto (0,0). Hallar y/(0). ;Define la ecuacién a x como funcién implicita
de y en un entorno del mismo punto? Decide si y(z) tiene un extremo en x = 0.

Problema 2.7

Probar que existen funciones f y g de clase C* definidas en un entorno de (1,1), tales que f(1,1) = —1,
g(1,1) = 0 y verificando las ecuaciones:

flay)? +agl@y)?+y=0,  g(=y)’+yg@y) + flz,y)* =
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Problema 2.8

Probar que la ecuacién 22 + 3% + 22 = et¥*% — 1, define 2 como funcién z = f(z,vy), de clase infinito, en
un entorno de (0, 0), verificando f(0,0) = 0. Calcular el polinomio de Taylor de f(z,y) en un entorno de
(0,0) hasta los términos de segundo orden inclusive.

Problema 2.9

Sea f(z,y,2) = %y + €* + 2. Probar que existe una funcién g diferenciable, definida en un entorno del
punto (1,—1) tal que ¢(1,—1)=0 y f(g(y,2),y,2) =0 . Calcula Dg(1,—1).

Problema 2.10

La ecuacidén sen(ax + by + cz) + e“*¥* + x4 2y = 1 define z como funcién implicita de z e y en un entorno
del origen. Calcular los valores de las constantes a, b y ¢ que hacen que el desarrollo de Taylor en un
entorno de (0,0) de dicha funcién implicita tenga los tres primeros términos nulos.

Problema 2.11

Prueba que la ecuacién y?z + zlog z — x = 0 define una funcién dos veces diferenciable z = f(z,y) en
el entorno del punto (1,—1,1). Calcula el polinomio de Taylor de orden dos de dicha funcién en dicho
punto.

Problema 2.12

Si 1,292,723 son las raices del polinomio p(x) = 2® + y12% + yox + y3, existe la siguiente relacién con
los coeficientes:

y1 = —(x1 + 22 + x3),
Yo = T1T9 + T1T3 + ToT3, (Ecuaciones de Cardano — Vieta)
Yz = —T1T2T3.

Demostrar que en un entorno de una terna de rafces reales (a,b,c) distintas dos a dos estd definida una
funcién de clase C! que expresa las raices en término de los coeficientes. Calcula una de las derivadas
parciales de una de las componentes de dicha funcion.

Problema 2.13

Sea f : R? — R?, definida por f(u,v) = (e“ +e¥,e" — ev).

a) Determinar los puntos de R? en los que f es localmente invertible.

b) ¢Es f globalmente invertible? En caso afirmativo caracterizar la imagen de f y calcular la funcién
inversa f~ L.

c¢) Comprobar que las derivadas de f y de f~! en puntos correspondientes son matrices inversas.

Problema 2.14

Sea f : R? — R? definida por f(z,y) = (e*1¥, 22).

a) (En qué puntos es aplicable el teorema de la funcién inversa. Calcula la derivada de la funcién
inversa local.

b) Estudia la inversién global de f en regiones de R?.

Problema 2.15

Sea f:R? — R2, f(x,y) = (ve¥,ze™Y).

1. ;En qué puntos de R? se puede garantizar la existencia de inversa local?

2. ;Es f inyectiva? En caso negativo, encuentra el mayor subconjunto de R? donde lo es, caracteriza
su imagen y da una expresién de 1.
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Problema 2.16

Sea f(x,y) = (e® cosy, e* seny).

a) Probar que f es localmente invertible, pero no globalmente, aunque su jacobiano es distinto de 0
siempre.

b) Comprobar que si U = {(z,y) € R* : —7 < y < 7} entonces fj;; es invertible, siendo su inversa
continua.

c¢) Probar que U con la condicién anterior es maximal.

Problema 2.17

Sea f : R? — R? definida por f(z,y) = (coshz cosy,senh zseny).
a) Estudiar donde es f localmente invertible. ;Lo es en los puntos (0,n7), n € Z?
b) Si S ={(x,y) : > 0}, jes f inyectiva en S?
c) Sea U = {(z,y) : 2 >0, 0 <y < 2x}. Calcular f(U) y ver que f|y es biyectiva sobre su imagen.

Problema 2.18

Encontrar las expresiones en las nuevas variables de las siguientes expresiones y cambios de variables (se
usa la notacién z, = D1z = g—;, etc.)

L (222)% 4 (y2y)? = 22 2, 2y con & = uexp(w), y = vexp(w), y 2 = wexp(w);

2. Zgpy —2yy=0conzr=u+v,y=u—0,y 2= w;

3. Zgzs—2y=0conz=—ufv,y=—-1/v,z= \/Tveuz/(4”)w;
Problema 2.19

a) Sea u : R?* — R3 dada por u(r,t,z) = (rcost,rsent,z). Si f:R?> — R es de clase C y supuesta
conocida f owu, calcula D11 f + Doof + D33 f.

Problema 2.20

1. Escribir el laplaciano de orden dos Az(z,y) = 2z + 2zyy en las nuevas variables = rcos(¢),
y =rsin(¢), z = w.

2. Escribir la ecuacién de Laplace wgy + wyy + w,, = 0 en las nuevas variables = r cos(¢) sin(6),
y = rsin(¢) sin(f), z = r cos(d), siendo la funcién w(z,y, z) = w(r, 6, ¢).

2.1.1. Miscelanea
Problema 2.21
Sea la ecuacién 23 + 2(z + y)%2z +e*~1 —4 = 0.

1. Prueba que la ecuacién anterior define una funcién z = f(x,y) en el entorno U del punto (0, —1,1)
y que dicha funcién es una funcién C(°)(U) en dicho U.

2. Calcula las derivadas parciales % y g—g en dicho punto.

3. Escribe el polinomio de Taylor de orden 1 de f en (0,—1,1).

Problema 2.22

3

Sea la ecuacién 2% — xyz + y? = 16.

a) Prueba que dicha ecuacién define una funcién z = f(z,y) en cierto entorno U de (1,4,2) y que dicha
funcién f es C®)(U) para todo p € N.
b) Calcula la expresién formal de % y % en un punto (z,y) de U.

c¢) Calcula los valores numéricos de las derivadas parciales g—i(l, 4)y %(1’ 4). ;Cuénto vale la derivada
direccional de f en la direccién (1, —2) en dicho punto (1,4)?

d) Calcula el valor de %(x,y) y %(1,4)
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Problema 2.23
Sea la ecuacién F(x,y,2) := x%y?22 + exp(z +y + 22) + 5y> — 4y — 2 = 0.

1. Prueba que la ecuacién anterior define una funcién z = f(x,y) en el entorno U del punto (—1,1,0)
y que dicha funcién es una funcién C(°)(U) en dicho U.

2. Calcula las derivadas parciales 3 af y ay en dicho punto.

3. Calcula la derivada direccional de f en el punto (—1,1) segin la direccién (1,1). {En que direccién
dicha derivada direccional es minima?

Problema 2.24
Sea la ecuacion e ~! + (ze¥” + e y)z — 1 =0.

1. Para que valores de a € R la ecuacién anterior define una funcién z = f(x,y) en el entorno U del
punto (0,0, a). jPara alguno de dichos puntos la funcién z = f(z,y) es diferenciable? ;Cuédntas

veces? Justifica la respuesta.
2. Calcula, si es posible, las derivadas parciales ‘9—; y g—; en el entorno de los puntos obtenidos en el

apartado 1.

3. Escribe, si es posible, la ecuacién del plano tangente a la curva z = f(z,y) en los puntos obtenidos
en el apartado 1.

Problema 2.25

Sea la ecuacién
F(z,y,2) = 22 e 2T a0 4 42,2,2 43, a€R.

1. ;jPara qué valores de a la ecuacién anterior define una funcién z = f(x,y) en el entorno U del punto
(1,1,0)? Justifica la respuesta.

2. {Cudntas veces podemos derivar la funcién resultante z = f(z,y) en el entorno U del punto (1,1, 0)?
Justifica la respuesta.

3. Calcula las derivadas parciales g—i y % en dicho punto.
4. Calcula la derivada direccional de f en el punto (1,1) segun la direccién u = (2, —1).

5. Escribe, si es posible, el plano tangente a la superficie definida por la ecuacién F(z,y,z) = 0 en el
punto (1,1,0).

Problema 2.26

2

Sea la ecuacién 2%z — yz2 + xcos(w2?) —1=0

1. Para que valores de a,b € R la ecuacién anterior define una funcién z = f(x,y) en el entorno U
del punto (a, b, 0). ;Es para alguno de dichos puntos la funcién z = f(z,y) diferenciable? ; Cudntas
veces? Justifica la respuesta.

2. Calcula las derivadas parc1a1es 'y ay en los puntos anteriores donde sea posible.
3. En que direccién es maxima la variacién de z = f(z,y) en el punto (1, 1,0).
Problema 2.27
Sea F(z,y,2) = alyler tV AT a4 fryr 24— 3=0,a€R.

1. ;Para qué valores de a la ecuacién anterior define una funcién z = f(x,y) en el entorno U del punto
(1,2,0)? Justifica la respuesta.



web: https://renato.ryn-fismat.es

Prof. Renato Alvarez-Nodarse

16 Prof. R. Alvarez Nodarse

2. {Cudntas veces podemos derivar la funcién resultante z = f(z,y) en el entorno U del punto (1,2,0)?
Justifica la respuesta.

3. Calcula las derivadas parciales g—i y % en dicho punto.

4. Calcula la derivada direccional de f en el punto (1,2) segun la direccién (—1,2).

5. Escribe, si es posible, el plano tangente a la superficie definida por la ecuacién F'(z,y,z) = 0 en el
punto (1,2,0).

6. Escribe la expresién del polinomio de Taylor de orden 1 de f(z,y) alrededor del punto (1,2).
Problema 2.28
Sea la ecuacién F(z,y,z) = —3we?’ TVl 4 g252 4 3y’2 —a =0, conacR.

1. (Para qué valores de a la ecuacién anterior define una funcién z = f(x,y) en el entorno U del punto
(0,1,1)? Justifica la respuesta.

2. {Cudntas veces podemos derivar la funcién resultante z = f(x,y) en el entorno U del punto (0,1,1)?
Justifica la respuesta.

3. Calcula las derivadas parciales g—i y % en dicho punto.

4. Calcula la derivada direccional de f en el punto (0,1) segin la direccién (1, 1).
5. Escribe, si es posible, el plano tangente a la superficie definida por la ecuacién F(z,y,z) = 0 en el
punto (0,1,1).
2.2. Extremos en R"

2.2.1. Extremos libres

Problema 2.29

Estudiar la existencia de maximos y minimos locales de las funciones:

O f) =yt b b)) =

v Zrprr  Qf@w = by’ ey,

d) f(z,y) = 20" +y* — 20> =20, e) f(z,y) = (z +y)exp(—2® —¢*), f)f(z,y) =sinz + cosy.
Problema 2.30

Estudiar los extremos relativos de las siguientes funciones:

a) f(z,y) = (1+e¥) cos(z)—ye?, D) f(z,y) =2®+3zy>—152—12y, c) f(z,y) = sy+a>+1y?+1.
Problema 2.31

Demostrar que la funcién g(z,y) = (z + y)e”*+2¥) alcanza sus extremos absolutos en = > 0,y > 0.
Calculalos razonadamente.

Problema 2.32

1-— ix <
Sea f:[0,1] x [0,1] — R definida por f(x,y) = 2(1-y) S? =9
ylx —1) sizx>y

Demostrar que f alcanza su méximo en el interior del cuadrado donde esta definida. Calcular ese

maximo y el punto donde se alcanza. ;Qué ocurre si cambiamos la funcién por la siguiente?
1-— iz <

g:[0,1] x [0,1] — R definida por g(z,y) = #(1-y) S? r=9
yl—2z) siz>y
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Problema 2.33

3

Sean f(z,y) = 2e*1H¥)” y g(z,y) = 3ze¥ —a3—e3¥. Estudia sus extremos, tanto relativos como absolutos,

en R2.

Problema 2.34

Estudia los extremos relativos y absolutos de la funcién f(x,y,2) = a* + 2% — 2(22 + 22) + ¢?

Problema 2.35

Deducir razonadamente que la ecuacién x? + y? + 22 — 4z — 4y — 22 + 8 = 0 define en un entorno de
(2,2,2) una funcién z = g(x,y) que verifica la ecuacién y posee un méximo local estricto en dicho punto.

Problema 2.36

Demostrar que si el punto (a,b) verifica la ecuacién xy —logz +logy = 0, (z,y > 0), entonces existe una
solucién indefinidamente diferenciable y = f(x) que pasa por dicho punto. Probar asimismo que existe
un punto (a, b) tal que la solucién correspondiente y = f(z) tiene un méximo en a.

2.2.2. Extremos condicionados
Problema 2.37

Encuentra los extremos de f(z,y, z) = 2% —y%+ 22 si 20—y —3 = 0. Resuélvelo sustituyendo directamente
la y en funcién de la x mediante la ligadura y por el método de los coeficientes indeterminados de Lagrange.

Problema 2.38
Hallar las distancias méxima y minima del origen a la circunferencia de ecuacién x2+y% —6x—8y—75 = 0.
Problema 2.39

Calcular los extremos de f(z,y) = x + y sobre la elipse x2 + 2y? = 1. Idem para f(x,y) = —4x — 3y + 6
sobre 2 + 32 = 1.

Problema 2.40

Encuentra los extremos absolutos de f(x,y) = #? + y?> — 2 — y + 1 sobre la regién x? + y? < 2. ;Tiene
extremos relativos?

Problema 2.41

Probar que la funcién f(z,y) = 22 + y?> + o + y alcanza extremos absolutos en el recinto
A={(z,y) € R? : 2% + y? < 4,y < 1}. Calcularlos.

Problema 2.42

Hallar la distancia minima del origen de coordenadas a la cénica de ecuacién z2 + 3zy + y? = 5. ;Qué se
puede decir de la distancia maxima?

Problema 2.43

a) Descomponer un numero positivo ¢ en producto de cuatro factores cuya suma sea la menor posible.
b) Descomponer un ndmero positivo a en suma de tres términos cuyo producto sea méximo
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Problema 2.44

Sea f:R?\ {(0,0)} — R definida por f(x,y) = log (a:2 + y2>.

(a) Probar que f no tiene ni extremos relativos y ni absolutos.

(b) Prueba que f tiene extremos absolutos en A = {(z,y) : x > 1,(x — 1)? + y? < 4}. Calculalos
razonadamente

Problema 2.45

Sea f:R® — R dada por f(z,y,2) =2 +y? +22+2+y+ 2. Sea M = {(z,y,2) € R3 : 2% + 92 + 22 <
12, z < 1}.

a) Encuentra todos los puntos criticos de f en M.
b) Prueba que f tiene en M extremos absolutos y calculalos.

Problema 2.46

Sea M = {(z,y,2) e R3:0< z < 1-22—y?} ,ysea F : R? — R3, definida por F(z,y,2) = (1-22)(z—y).
Prueba que F alcanza extremos absolutos en M y calcilalos.

Problema 2.47

Sea la curva en R? definida por las ecuaciones = +y + 2z = 12 y z = 22 + 3%

a) Encuentra los puntos mds alto y mds bajo de dicha curva.
b) Encuentra los puntos de la curva mds cercano y lejano al origen de coordenadas.

Problema 2.48

Estudiar los extremos de la funcién f(z,y,2) = x + y + 2z sobre el elipsoide de ecuacién
22 +y? +222 =2.

Problema 2.49

Sea el paraboloide truncado definido por las ecuaciones 2% + y? = z, z < 3. Encuentra los puntos que
estén respectivamente mds préximos y més lejos del punto (3,3, 1).

Problema 2.50

Sea la superficie definida por z* + 232 + 422 = 8. Encuentra los puntos que estén respectivamente més
préximos y maés lejos del punto (0, 0, 3).

Problema 2.51

Calcula los extremos de la funcién f(x,y) = 22 + xy + y? bajo la condicién z3y + xy® = 2a*, a > 0.

Problema 2.52

Encuentra los extremos de la funcién f(z,y, z) = z + y + 22 bajo las ligaduras

z—x =1,

y—xz=1.
Resuélvelo mediante a) los coeficientes indeterminados de Lagrange y b) sustituyendo los valores de z e
y en funcién de x en la funcién f.



web: https://renato.ryn-fismat.es

Prof. Renato Alvarez-Nodarse

Problemas de DFVV 19

Problema 2.53

Encontrar los puntos de la curva de ecuacién x2 4+ y? = 4, 6x + 3y + 22 = 6 que estén respectivamente
mas préoximos y mas lejos del origen.

Problema 2.54

Dadas las rectas de ecuaciones

r—2 y—=6 z—1 z—2
zizz’ :y: s

3 7 6

hallar la minima distancia entre ellas.

Problema 2.55
Encuentras los extremos locales (y absolutos caso de que existan) de la funcién v = x + y — z definida
sobre la curva

r+y=1,

423 + 4y3 + 423 + 122 + 12y + 122 = 13.
Ayuda: Es més facil encontrar las relaciones entre los diferenciales dz, dy y dz y calcular du y d?u.
Problema 2.56

2

Encuentrar los puntos de la curva 22 + 32 — 22 — 2y = 1, 22 + 92 = 1 que estdn mds cerca del origen.

2.2.3. Miscelanea

Problema 2.57

Sea la funcién f: A CR3 — R, f(z,y,2) = 22 + y* + 2% + 42 — 42, donde A es la regién definida
por A= {(x,y,2) €R?, |22 +2y> + 22 <8, 2 < 1}.

1. Calcula todos los puntos criticos de dicha funcién. Decide, si es posible si son extremos locales.
2. ;jAlcanza f su méaximo y minimo globales en A? Justifica tu respuesta.
3. Calcula, si existen, dichos médximo y minimo globales de f.

Problema 2.58

Sea el conjunto D := {(z,y) € R? : 22+ y* <1} ysea f: D — R la funcién definida por f(z,y) =
422 + 2y* —y.

(a) Encuentra todos los extremos relativos de f en D.
(b) Prueba que f tiene extremos absolutos en D. Calciilalos razonadamente.

(c) ;Tiene f extremos absolutos en DU {(z,y)|z > 0} ? Justifica tu respuesta y calciilalos si procede.

Problema 2.59

Sea la funcién
fACR =R, f(r,y,2) =2 +y*+22 -2 +4y—3,

donde A es la regién definida por
A={(,y,2) €R? |[2? + 9>+ 22 <9, x>0}

1. Calcula todos los extremos locales de dicha funcion.
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2. ;jAlcanza f su méximo y minimo globales en A? Justifica tu respuesta.

3. Calcula, si existen, dichos maximo y minimo globales de f.

Problema 2.60

Sea la funcién f: A C R3 — R, f(z,y,2) = 2% — 22 + 2y? + 422 — 3, donde A es la regién definida por
(paraboloide eliptico) A = {(z,y,2) € R3, 22 + y? < z < 4}.

1. Calcula todos los puntos criticos de dicha funcién.
2. ;Alcanza f su méaximo y minimo globales en A? Justifica tu respuesta.

3. Calcula, si existen, dichos maximo y minimo globales de f.

Problema 2.61

2

1. Dada la elipse de ecuacién z? — zy+y? = 1, encuentra los puntos més cercanos y alejados del punto

(2,2).
2. Sea f:R?2 = R, f(z,y) = 2% + 4y — 4.

a) Decide si f tiene extremos relativos en R?. En caso de que los tenga calctilalos.

b) Decide si f tiene extremos absolutos sobre la circunferencia 22 4+ y? = 9 y en caso de tenerlos
encuentra donde se encuentran y cudles son sus valores.

Problema 2.62
Sea la superficie S de R? definida por 22 4 2y% + 422 = 9.

1. Sea la funcién f : S — R, f(x,y,2) =  —y + /3 2 definida sobre S. Encuentra todos los puntos
criticos de f en S y decide si son extremos locales o puntos de silla.

2. (Tiene f extremos absolutos sobre S. Justifica la respuesta y en caso de tenerlos encuéntralos.

3. Encuentra, si existen, los puntos de la superficie S mds préximos y mas alejados del punto (0,0, 3).
Problema 2.63
Sea f:R?2 = R, f(x,y) = 22 + 4y — 4.

1. Decide si f tiene extremos relativos en R2. En caso de que los tenga calctilalos.

2. Sea la elipse de ecuacién 22 + 4y% = 1. Decide si f tiene extremos absolutos sobre dicha elipse y
en caso de tenerlos encuentra dénde se encuentran y cual es su valor.

Problema 2.64

Sea la superficie S de R? definida por la férmula z2 + 2y? + 422 = 9.

1. Sea la funcién f: S +— R, f(z,9,2) =  — y + V/3 2 definida sobre S. Encuentra todos los puntos
criticos de f en S y decide si son extremos locales o puntos de silla.

2. ;Tiene f extremos absolutos sobre S. Justifica la respuesta y en caso de tenerlos encuéntralos.

3. Encuentra, si existen, los puntos de la superficie S mds préximos y mas alejados del punto (0,0, 3).

Se recomienda a los alumnos consultar ademds los siguientes libros de problemas:

1. Carmona Alvarez, J., Facenda Aguirre, J. A., Freniche Ibanez, F. J. Ejercicios de Cdlculo Diferencial
de varias variables. Secretariado de Publicaciones. Universidad de Sevilla, 2008.

2. Demidovich, B. 5000 problemas de Andlisis Matemdtico, Paraninfo, 1980. (Existe una versién de la
editorial MIR).

3. Liashké, LI. y otros. Matemética superior. Problemas resueltos (Vol. 3). Ed. URSS 1999.
4. Spiegel, M. R. Variables reales. Serie Schaum, McGraw-Hill 1969.
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