Calculemos el lim o, iv‘ )

y=0

. empleando el resultado del p. a):

lna i Ina
lim —Y  —= lim =Ina =
y=0 logg (1+v) y~0 In (1+v) Km In(1+v) i

v=0 ¥
Examinemos ahora la funcién f (y) que es continua en el punto y=0:

—¥ __ cuando y=£0,
f(y)={ loge (14-¥) g
Ina

=Ina.

cuando y=0.

Segilin el teorema 8, la funcién compuesta
o —1
e (r))={ 5
Ina cuando z=0
a*—1

cuando z 540,

es continua en el punto r=0. Por eso lim
x-0

=Ina. A

IV. Problemas y ejercicios
para el trabajo independiente

15. Investiguese la continuidad de la funcién f(z) e indiquese el
tipo de sus puntos de discontinuidad (véanse los ejer. 1—4):

a) f(z)==zsen(1/z); b) f(z)=sen (1/z); ¢) f(z)={z};

z2, si z es un nimero irracional;

4 f(z):[ 1, si z es un nimero racional; F

2
) f@=S5t5 9 f@)=arctg (W) 8) f(8) = g0’
z2, para 0<<z <{,

—z, para 1 <<z<2;
cos (nz/2) cuando |z <1,
) i@=]

| z—1] cuando |z|>1.

z: . 3 P
b §@)=l ey D 1@ =] ,
z cuando | z |<1,

k) j(z)=‘[ 1 cuando |z |>1;
16. Demuéstrese que:

a) lim==1 _q; p) lim A= g
z-0 T x+0 x i s
. hz . thz ;, 1—chz
¢) lim 2Z—1; d) lim —=Z=1; e) lim = ey
) x+0 < ) x-0 z ) x-+0 z? 2

§ 3. Comparacién de las funciones infinitésimas.
Simbolo "0 pequefia” y sus propiedades

l. Conceptos y teoremas fundamentales

1. Comparacién de las funciones infinitésimas. La funcién a (z) se

llama infinitamente pequeria (infinitésima) cuando z — a (en el punto

a), si lim a (z) = 0. Sean o« (z) y B (z) dos funciones infinitési-
X-a
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mas cuando r — a. Las funcior

es a (r .
a) infinitésimas del mismo (2) v B () reciben el nombre de:

orden cuandoz — a (en el punto a), si
@ ()

lim gy =e=0,

b) infinitésimas equivalentes cuando z — a (en el punto a), si
, 8

-\!31(111 g((;)) =1 (la notacién es: @ ~p cuando z — a).

Si lim 28 0, s di infinité
am =0, se dice que a(z) es una infinitésima de orden
superior cuando x — a (en el punto a), respecto a B (z), y se escribe
a = o)(B) cuando r —a (& es igual a « pequeiia» de B cuando
z —a).

Por ejemplo 2* = o (z) cuando x — 0.

Definiciones andlogas tienen lugar para los casos de z —a + 0,
z—>a—0, 2 — oo.

Es necesario tomar en consideracién que las igualdades, que con-
tienen el simbolo «o pequeiia», son convencionales. Por ejemplo, la
igualdad z* = o (z) cuando = — 0 es cierta, pero o (z) = z* no es
cierta, puesto que el simbolo o (z) designa no una funcién concreta,
sino que toda funcién que cuando r — 0 es infinitésima de orden
superior que z. Existe una cantidad infinitamente grande de seme-
jantes funciones: en particular, cualquier funcién z? (donde p > 1),
es o (z) cuando z — 0. Asi, pues, la igualdad z* = o (z) cuando
z — 0 significa que la funcién z* pertenece al conjunto de funciones
infinitésimas de orden superior cuando z — 0 que z. Por eso «en
sentido contrario» esta igualdad (o (z) = z*) no es cierta: todo el
conjunto de funciones o (z) no se reduce a una sola funcién z°

2. Propiedades del simbolo “o pequeiia”

Teorema 10. Supongamos que a, (z) y @, () son dos funciones in-
finitésimas cuando = — a tales que a, (z) =0 (B) ¥ a4 (z) = o (B).
Entonces a, (z) + @, (z) = o0 (B) cuando z — a. ot

Este teorema puede escribirse en forma abreviada de la siguien-
te manera: o (8) 4 o (B) = o (B). A

A la par con la propiedad indicada, enunciemos otras propiedades
del simbolo « pequefia» (en todos los casos se considera que @ — 0
¥ B—>0 cuando z — a).

12, 0. () + o (B) = 0 (B).

2% 0 (B) —o (B) = o ().

32. 0 (cB) = o (B) V niimero ¢ 5 0.

43, co (B) = o (B) V nimero c¢+#0.

o) =o0(pY, n>2 (neN),

6:- (o(B)*=o0 (") VneN.

7. Bo(B) =0 (B™1) VneN.

8z, %___o(ﬁn—(). n>2 (nEN).

voon=—1.

k=1,2,.
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Designemos una funcién infinitésima cualquiera cuando * — @

con el simbolo o (1). Entonces la 82 propiedad sera vélida también

para n - 1: O—(B—) o (1).

[

-~

6.

1 :
&) B@)=—ramr i © B@)= e arm |

7.

8.

rn

. Pénganse ejemplos de funciones o (), para

. Demuéstrese que (x — 1

n
9%, o (D) cuf®) =0 (), donde ¢, son numeros.
k=1

10*. o (o () —0(P)-

11, o (B-+o(B) —o(P).

12", ap=o(a) y afp=—o(p.
13", Si a~ P, entonces a—f

o (p)-

o) y a—f

Il. Preguntas y tareas de control

Dése la definiciéon de la funcién infinitésima: a) cuando r — a:
b) cuando x — oo. Adtzcanse ejemplos de semejantes funciones.
Entnciese la definicion y citense ejemplos de la funcion infini-
tésima a (r):

a) de un mismo orden que la funcién P (x) en el punto a;

b) equivalente a la funcién P (x) en el punto a;

¢) de orden superior cuando x — a que P (x).

1Qué significa la notacién simbélica a = o (B) cuando r — a?

las cuales son vilidas

las igualdades: a) @ (@) = o () cuando = —0; b) @ (¥) =

0 (V1 — z) cuando x—1 —0; ¢) o ()= 0 (1/a?) cuando x—- oo.
Demuéstrese que x° = 0 («*) cuando x — 0. ¢(Es cierta la igual-
dad 2® = o (B) cuando .r—»_i)_,_ si: a) p(2) == b) P @) =

BY Tl o B @) = V] 0B (@) = & sen ot

)

~o(@—1) cuando z — 1. ¢(Es cierta

la igualdad (¢ —1)? z;)’ p(x) =
r—

e )% b) B @)~ sen @ — D% ©) B = s ?

Demuéstrese que 1/z¢ = o (1/x%) cuando z — oo. ¢Es cierta la

igualdad 1/2* = o (8) cuando x — 00, si; '

W B@=t (k=1 2 BP@=7 O PE=TFI

- o (B) cuando z— 1, si:

¢Son las funciones senx y X infinitésimas equivalentes cuando

z — 0? Demuéstrese que senx — I = 0 (x) cunndo_ z—0.

Valiéndose de las propiedades del simbolo «o pequenar, escribaazt;
para la funcién a (x) una igualdad de la. forma a (z) = ° (=
cuando x — 0, si: \ )
o o ) ko @ @ (@) = o (@) — o (@) (@) =5 iy
a(z) =0@2Y) a@= (@)% a@ =2 (x); @ () =7

o) = o (me 200 2t @ @) = 0 o i @ 5T
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C
9. Aprovechando las Propiedades de

para la funcion e i
, x) |
cuando x — oo, si‘( I L

@ (2) =o(1/x)—o(1/2), a(z)-10

, = 10000 (1/z),

o (%) 0 (10007 ale) = (o (1! VTZINE,  a(a) a0 (1729
#@)0(%=1)i am-o(o(L)): o

el

‘ '||I. Ejemplos de resolucién de problemas
I. ¢Serd cierta la igualdad ®(z)=0(z) cuando r — 0, sj
a) o(x)- 2% b) a(r)=3z o) a(z)=Yz]|, d) a(r)- "
e) a(r) —1—cosa? ' o
A ) 2z =0 (z), puesto que lim E:O
= :

1 simbolo «o fi
pequeiia», escri
d de la forma o (x) '(:c(ql/tj‘s)e

a(x)

z .
Injz|"

b . x-0

) La igualdad 3z=o0(z) no es cierta

. - 3t L 1 , por cuanto que
Br . L g i g

fim unciones 3z y z son infinitésimas de un

mismo orden cuando z — 0.

c) Vm F=0(z), ya que lim Y=zl _
x-0 3

x
In|z|

I
) WET Tz1 =0(x), por cuanto que lim (
x=0

:z):O.

0) 1—cosz=0(z), puesto que lim 1=SBZ _ Jjp 2 (/D)
_ gen (2/2) 2 = =k " s
lim [“5r] 5=1:0=0. &
2. ¢Serd cierta la igualdad a(z)=0(x* cuando i
= =0, si:
a) a(r) =sen?z; b) a(x)=43% c) a(zr)=1—cosz? l
A a) sen?z =0 (x?), debido a que limﬂ:—'= lim (g“ )==
x+0 ¥ x=0 *

Ti. Las funciones sen?z y z* son infinitésimas equivalentes en
el punto z=0.

b) 2% =0(2?), a causa de que lim—::—=0.

t) 1 —cosz =0 (2?), puesto que lim ’_::;1‘- =-’2- . Las funcio-
x=0

nes {—cosz y 2® son infintésimas de un mismo orde
Punto 3:0,
3. Utilizando los lfmites:

a) lim 202 _ 4,
x-0 T :

n en el

. 4—cosz _ 1.
b) lim—5—=7°
x=0

" —

ot SR R

d) ]iﬂ\' t '
x=0

C) liml_ﬂﬁ:ti)_=1;

x=0 x



o

(siendo » un nimero natural), representar las funciones senz,
cosz, In(1+z), Y1+=z en la forma
¥ (z) = 3+ a,2* + 0 (z*) cuando z — 0,

donde k=1 6 2; a, y a, son ciertos niimeros.

A Al principio demostremos que si @ (z) y p(z) son infinité-
simas de un mismo orden cuando z — a, es decir, lim ‘;8 =
x-a

=c3£0, entonces a (z)=cp (z)+o(f) cuando z — a.
En efecto, puesto que

lim (28 —c)=0 ¢ lim2E-PE o,

x-+a B () - x-+a z)

segin la definicién del simbolo o (§) tenemos o (z) — cf (z) =
=0 (), o bien

a (z) = ¢ (§ (z) + o (B) cuando z —a. 1)
De las igualdades a) . . . d), recurriendo a la formula (1), obtenemos
senz=z-+0(z) cuando z — 0; (2)

cosz=1~— ;— z2+ o0 (2?) cuando z — 0; 3)
In(1+2z)=z+4o0(x) cuando z — 0; (%)
ViFe=t+~z+o(e) cuando z 0. ((5)
Las férmulas (2) . . . (5) se llaman férmulas asintéticas, o también

desarrollos asintéticos o bien representaciones asintéticas de las funcio-
nessen z, cos z, In (1 + z), Y1 + z cuando z — 0. El dltimo suman-
do en el segundo miembro de estas formulas [0 () u o (z%)] se llama
término residual de la formula asintética. A

4. Demostrar las propiedades 22, 32, 62, 92, 102 del simbolo «o
pequeiian,

A Recordemos que el sfmbolo o (B), que forma parte del primer
miembro de las férmulas, designa toda funcién infinitésima en el
punto a de orden superior que p (z).

1. Demostremos primero las propiedades 28, 32 y 62, es decir,

o@) —o @) =o@), ©)
0 (cB) = o (B) V niimero ¢ # 0, 0]
@) =o@"VrEN. @)

D.BSigl_lemos con a, (x), a, (z), o (z) unas funciones infinitésimas ar-
bitrarias en el punto a tales que a, (z) =0 ®), oy () =0 @),
@ (z) = o (cB) cuando z — a. Segin la definicién del simbolo « pe-
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quefia» estas igualdades significan que

lim 2@ _ o

x-a B("’) - (9)
4y _
lim e =0 (10)
o ()
lim =0 €=+0. (11

Para demostrar 1 i i
— oo quer a validez de las igualdades (6) ... (8) hace falta

@ (%) —ay (@) =0 @), a()=o(@),
(@ @)" = o ("),
es decir,

]

- % ay (z)—a (z)
bim i S o

L= lim 2 _ - (@ ()
? x&l.’:l B () 0, L“_ lxi_?: (ﬁl(:;)n =0.

Teniendo en cuenta (9) y (10), obtenemos

L, = lim 21 _ ay (7) _
T e Fe T Pe —0-0=0

Ly=(lim 30 )" = =0,

x-a (=

Con ayuda de la igualdad (11) encontramos

L"‘—:C lim %:c-o:o,

x-a

Asi queda demostrada la validez de las formulas ® ... @8).
2. Demostremos ahora las propiedades 92 y 102, es decir,

o(é1 cxf*)=0(B) (¢, son nimeros), (12)

o(o(B)=0(f)- 13

Desi.gnemos con ¥ (z), & (z) y ¢ (z) unas funciones infinitésimas arbi-
trarias en el punto a tales que

\b(z)=o(,§, oY), a(@)=0() 9@ =0@=c0E)
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