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Licenciatura en Matematicas “Analisis Matematico 1”.

Programa

1. Introduccién a los nimeros complejos

2. Célculo de primitivas: métodos de integracién

3. Introduccién a la integracién: integral de Riemann
4. Integrales impropias

5. Aplicaciones de la integral

6. Series de numeros

7. Sucesiones y series de funciones

8. Series de potencias y funciones analiticas

Simbolos.

Dado un conjunto A, si el elemento a es miembro del conjunto A, diremos que a pertenece
a Ay lo denotaremos por a € A. Si a no pertenece a A lo denotaremos por a ¢ A.

Si una condicién se cumple para cualquiera sea el elemento a de A lo denotaremos por
Ya € A, donde V significa “para todo”.

Si existe un valor a del conjunto A para el cual se cumple determinada condicién cond es-
cribimos Ja € A tal que se cumple cond, donde 3 significa “existe”. Si existe un sélo elemento
a del conjunto que cumpla con la condicién cond (el elemento es inico) se escribe Jla.

Para los intervalos usaremos la notacién comun:

[a, b] denota un intervalo cerrado y acotado.

(a,b) denota un intervalo abierto

[a,b) y (a,b] denotan intervalos cerrado por la izquierda y abierto por la derecha y abierto
por la izquierda y cerrado por la derecha respectivamente.

Otros simbolos son:

“Supongamos” se denota por 1.

“Implica” se denota por = o0 —.

“si y sélo si” (implicacién en ambos sentidos) <= o0 «——.

La unién de dos conjuntos A y B que es el conjunto C' de elementos que o pertenecen a A o
pertenecen a B lo denotaremos por C'= AU B.

La interseccién de dos conjuntos A y B que es el conjunto C de elementos que pertenecen a A
y pertenecen a B al mismo tiempo lo denotaremos por C = AN B.



Parte 1
Breve resumen de la teoria

1. Definiciones y teoremas principales

Definicién 1 La division del intervalo [a,b] en n subintervalos definidos por los puntos {a,x1,
X9y .oy Tp—1,b} de forma que se tenga:

[a,b] = [a,z1] U [z1,22] U+ U [xp—2,Tpn-1] U[Tn_1,b],

se denomina particion del intervalo [a,b]. Denotaremos las particiones por Py, donde n indica
el numero de subintervalos utilizados.

Definicién 2 Sea f(x) : [a,b] — R. Sea P,, una particion de [a,b] y & € [xg—1, %] un nimero
cualquiera del intervalo [zp_1,xy]. Sea A(P) = méx{|zy — xp_1|}. Diremos que una funcion es
integrable seqin Riemann en [a,b] y diremos que el nimero I es su integral de Riemann en |a,b]
st para todo € > 0, existe un § > 0 tal que, para cualquier particion P, con A(P) < se cumple
que

I=>" (&) (ax — opo1)| <,

k=1
o, equivalentemente, si existe el limite

n

lim > f(&) @k — wx1) = 1.

k=1

n
A la suma Z f(&k)(zr — xx—1) se le denomina suma integral asociada a la particién P, y
k=1
los nidmeros {£1,&2, ..., &n }-

Definicion 3 La suma

Sf(PN) = ka(l'k - wkfl), mp — inf f(.%'), (1.1)
k=1

z€[zK—1,7k]
se denomina suma inferior asociada a la particion P, = {a,z1,22,...,Tpn_1,b}.

Definicion 4 La suma

n
Sf(PN) = ZMk(xk - wkfl), Mk = sup f(a:), (1.2)
=1 TE[TK_1,Tk]
se denomina suma superior asociada a la particion P, = {a,x1,z2,...,xn_1,b}.

La siguiente defincién de integral Riemann es equivalente a la anterior:

Definicién 5 FEl dnico nimero I tal que para cualquiera sea la particion P, de [a,b] cumple con

n n
sp= ka(wk —xp_1) <1< ZMk(wk — 1) = Sy
k=1 k=1

b
se denomina integral definida de f(x) en |a,b] y se denota por / f(x)dz y al nimero I se le

llama integral Riemann de f(x) en [a,b].



Teorema 1 (Condicién necesaria de integrabilidad )
Para que una funcion f(z) : [a,b] — R sea integrable es necesario que esté acotada.

Teorema 2 (Teorema de Darboux)

Para que una funcion acotada f(x) : [a,b] — R sea integrable es necesario y suficiente que

la integral superior de Darboux I = ir}_})f S(P) y la integral inferior de Darbour I = sup s(P)
P

coincidan, donde el inf y sup se toman sobre el conjunto de todas las particiones de [a,b].

Teorema 3 (Criterio de Riemann de integrabilidad )
Para que una funcion acotada f(x) : [a,b] — R sea integrable es necesario y suficiente que para
todo € > 0, exista una particion P, de [a,b] tal que

n

S(P) = s(P) = | > w(f, [er—1, wx]) (@ — zp1)| <,

k=1

donde w(f,|[ry_1,7]) = sup [f") = F(y)].

@'y €[Tp_1,2k]

Teorema 4 (Criterio de Du Bois-Reymond)

Sea f : |a,b] — R acotada en [a,b] cuyos puntos de discontinuidad sean tales que se puedan
recubrir por un numero finito de intervalos cuya longitud total sea tan pequena como se quiera.
Entonces f es integrable en [a,b].

Observacion: Como consecuencia de este teorema se tiene que toda funcién acotada y continua
a trozos (y en particular toda funcién continua) con un nimero finito de discontinuidades es
integrable.

Teorema 5 (Teorema de monotonia y acotacién de la integral)
Sean f,qg dos funciones integrables en [a,b]. Entonces se cumple que:

b b
a) Si f(z) < g(x) para todo x € [a,b], entonces / f(z)dx < / g(x)dx.
b
b) Existen dos constantes m y M tales que m(b — a) < / flx)dx < M(b—a)

Teorema 6 (Primer teorema del valor medio integral.)

Sea f :[a,b] — R y g : [a,b] — [0,400) integrables en [a,b] y sean m = ir[lfb]f(a:) y M =
z€[a,

sup f(z). Entonces existe un u € [m, M] tal que
z€[a,b]

b b
/ f(@)g(x) dz = p / o(x) d. (1.3)

Ademds, si f es continua en [a,b] entonces existird un £ € |a,b] tal que

b b
/ f(@)g(x) dz = £(€) / o(x) da. (1.4)

Observacion: Nétese que en el caso g(z) = 1, se obtiene el clasico Teorema del valor medio
integral.

Teorema 7 (Segundo teorema del valor medio integral o Férmula de Bonnet.)
Sea f : [a,b] — R integrable en [a,b], g : [a,b] — R una funcion mondtona no decreciente y no
negativa en [a,b]. Entonces existe un & € [a,b] tal que

b ¢ b
/a f(@)g(x) dz = g(a) / F)de + g(b) /g f() d. (1.5)



Teorema 8 (Teorema fundamental del cdlculo y Férmula de Newton-Leibniz. )
Sea f : la,b] — R continua en [a,b]. Entonces f tiene primitiva en [a,b] y una de ellas es la
funcion

Flz) = / F(t)dt, c € (a,b). (1.6)

Ademds, f(x) es integrable en [a,b] y

b
/ f(z)dx = ®(z)| = ®(b) — P(a), (1.7)

a

siendo ®(x) una primitiva cualquiera de f(x).

Teorema 9 (Formula de Taylor en con el resto en forma integral )
Supongamos que la funcion f(x) es (n+ 1)—wveces derivable y cuyas derivadas hasta orden n+ 1
son continuas en el intervalo [a, x| y sea P,(x,a) el polinomio de Taylor de grado n de la funcion

f(x) definido por

(n-1)(g n k) (g,
%;f%%@—awq+““f@N$—@+fm):g;fkfh

Entonces,

ﬂm:&m@+%Lﬁwmwm4ww

Definicién 6 Sea una funcion f(x) integrable Riemann en cualquier intervalo [a,t] C [a,b). Si
existe el limite

t
%in{l}/ flx)de=1< o0

b
diremos que existe la integral impropia / f(z)dz en [a,b) que converge al y escribiremos

b t
l:/a f(a:)dx:%firll)/a f(z)dz.

b
Si no existe el | anterior diremos que la integral impropia / f(x)dzx diverge.
a

Anélogamente se pueden definir las integrales impropias en (—oo, a).

Definicién 7 Sea f(z) una funcion integrable en cualquier intervalo |a,t] C [a,b), |b] < +o0.
Si existe el limite

t—b—

t
lim / flx)dr=1< o0

b
diremos que existe la integral impropia de sequnda especie / f(z)dx en [a,b) que converge al
a

y escribiremos

b t
l= / flx)de = th’rgl f(x)dx.
b
Si no existe el | anterior diremos que la integral impropia / f(z)dx diverge.

Observacion: Obviamente ambas definiciones se pueden unificar en una dnica



Definicién 8 Sea una funcion f(x) integrable Riemann en cualquier intervalo [a,t] C [a,b). Si
existe el limite

b
lim / flx)de=1< o0

t—b—

diremos que existe la integral impropia / f(z)dz en [a,b) que converge al y escribiremos

l—/f z—hm tf()x

Si no existe el | anterior diremos que la integral impropia / f(z)dx diverge.

Teorema 10 (Criterio de comparacién para las integrales impropias. )
Sean f(x) y g(x) dos funciones integrables en cualquier intervalo [a,t] C [a,b) tales que

Voelab),  0<f(x) <o)
b b
Entonces si la integral / g(x)dx es convergente, la integral / f(z)dx también lo es, y si
b ¢ b ¢
/ f(z)dx es divergente, entonces / g(x) dx también serd divergente.
a a

Teorema 11 (Criterio de Abel-Dirichlet para las integrales impropias. )
Sean f(z) y g(x) dos funciones integrables en cualquier intervalo [a,t] C |a,b) y sea g una fun-
cion mondtona. Entonces, para que la integral impropia / f(z)g(x)dx converja es suficiente

que se cumplan cualquiera de las dos siguientes pares de condiciones:

b
a) / f(z)dz converja y g acotada en [a,b), o
b) / f(z)dz este acotada para todo t € [a,b) y g(x) converja a cero cuando x — b.

Definiciéon 9 La expresion

o

E ak:a1+a2+a3+...+ak+...

k=1
se denomina serie infinita o serie de numeros reales y a los nimeros a1, as, ..., elementos de la
serie. Las sumas

5p = E ap = a1 +az+az+---+ an,
k=1
se denominan sumas parciales de la serie.

[o.¢]
Definicién 10 Diremos que la serie g ax converge a s, si la sucesion de sumas parciales {sy}
k=1
tiene limite s y a dicho ndmero le denominaremos “suma” de la serie. Si, por el contrario, la
sucesion de sumas parciales no tiene limite, entonces diremos que la serie diverge.

[e.e] [e.e]
Definicion 11 Diremos que una serie E ay, es absolutamente convergente si E lag| es con-
k=1 k=1
[e.e] [e.e]
vergente, es decir, si E lak| < 400 . Si la serie E ar es convergente pero no absolutamente,
k=1 k=1

entonces diremos que la serie es condicionalmente convergente.

1 ’ .z . .« s . 4 o . 4
Notese que la sucesién de sumas parciales es una sucesién monétona, luego si ademas le exigimos que esté aco-
tada, entonces existira el limite que es precisamente la suma de la serie.



Es evidente que si una serie es absolutamente convergente, entonces es convergente.
Teorema 12 (Criterio de Comparacién para series nimericas)
oo o0
Sean g ar Y E by, dos series de términos positivos. Si existe un N € N tal que para todo

k=1 k=1
n> N, ay, < by, entonces:

o0 o
1. Si Zbk < +o00, entonces Zak < 400
k=1 k=1

[o¢] o0
2. Si Zak = 400, entonces Z b, = +o0

k=1 k=1
Un corolario inmediato del teorema anterior es que si lim Z—n = L # 0, entonces ambas
- - n—oo n
series Zak y Zbk tienen el mismo cardcter convergente o divergente. En el caso cuando
k=1 k=1

L =0, esto no es cierto en general. En este caso sélo se puede concluir lo mismo que en teorema
de comparacién (este corolario sigue siendo valido sélo para series de términos positivos).

Teorema 13 (Criterio del cociente de D’Alembert)
o

Sea Z ar una serie de términos positivos tal que lim ntl _ q. Entonces,

oo

1. Siq <1, la serie Z ay es convergente
k=1
oo

2. Siq>1, la serie Z ay, es divergente.
k=1
o

3. Siqg=1, la serie Z ar, puede ser convergente o divergente.
k=1

Teorema 14 (Criterio de la raiz de Cauchy)
o

Sea E ap una serie de términos positivos tal que lim Ya, = q. Entonces,
n—oo
k=1

oo
1. Siq <1, la serie Z ay es convergente
k=1

oo
2. Siqg>1, la serie Z a es divergente.
k=1
o
3. Siqg=1, la serie Z a, puede ser convergente o divergente.
k=1

Teorema 15 (Teorema de reordenacién de Riemann)
Toda serie condicionalmente convergente se puede reordenar de tal forma que sume cualquier
valor real prefijado de antemano.

Definicién 12 Sea (f)52, una sucesion de funciones fn(x) definidas en A C R para todo
n € N. Diremos que la sucesion de funciones converge “puntualmente” en xo € A, si la sucesion
fn(zo) converge. Diremos ademds que (f,)2, converge puntualmente en todo un conjunto I C A
st (fn)o2, converge para todo x € I.



Obviamente, por la unicidad del limite de una sucesién nimerica, tenemos que si f,(x) converge
en un intervalo I, entonces existe para cada x de I un tnico valor f(x) al cual tiende la sucesién
de funciones, por tanto podemos definir la funcién limite de f,(x) como aquella funcién que a
cada x de I le hace corresponder dicho limite. Al mayor intervalo I C A donde converge f(z)
se le llama “region de convergencia” de la sucesién. Asi, podemos dar la siguiente definicion:

Definicién 13 Diremos que una sucesion de funciones (f,)o>, converge puntualmente en un
conjunto I C R a la funcion f(z), si

Veel, y Ve>0, INeN, talque Yn>N, |fo(z)— f(z)]<e

Definicién 14 Diremos que una sucesion de funciones (f,)5>, converge uniformemente en un
conjunto I C R a la funcion f(x), si

Ve>0, INeN, talque Yn>N, y Veel, |faolx)—f(z)<e

Notese que en el caso de la convergencia uniforme la N sélo depende de € mientras que en el de
la puntual puede depender también del punto x donde se esté calculando el limite.

Teorema 16 (Condicién necesaria y suficiente de convergencia uniforme para una sucesién de
funciones)

Para que una sucesion de funciones (fn)22, converja uniformemente a una funcion f en un
intervalo I C R es necesario y suficiente que lim sup |fp(z) — f(x)| = 0.

Teorema 17 (Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme de una sucesién de funciones)
Una sucesion de funciones (fn)02, es uniformemente convergente en I C R siy sélo si

Ve >0, INeN talque VYn>N, VpeNVxel, setiene que |fnip(z)— fr(x)l <e.

Teorema 18 (Criterio de Weierstrass para la convergencia uniforme de una serie de funciones)
Sea (fn)22y una sucesion de funciones definidas en I C R, y (an)5>, una sucesion de nimeros

o0
reales no negativos, tales que |fn(x)| < an, para todo n € N y x € I y cuya serie Zan es

n=0
oo

convergente. Entonces la serie de funciones Z fn(x) es uniformemente convergente an I.
n=0
Teorema 19 (Criterio de Abel-Dirichlet para series de funciones)
[e.e]
Sea la serie de funciones Zak(x)bk(x) siendo any1(x) una sucesion mondtona para cada

k=1
x € I C R. Para que dicha serie sea uniformemente convergente en I es suficiente que se

cumplan cualquiera de los dos pares de condiciones siguientes:
n
1. La sucesion de sumas parciales s, (x) = g ar(z) sea acotada y an(x) converja uniforme-
k=1

mente a cero, ¢

o
2. La serie Zak(x) converja uniformemente en I y a,(x) esté acotada en I.
k=1

Teorema 20 (Sobre la continuidad de una sucesién de funciones)
Sea (fn)oo una sucesion de funciones definidas en I C R. Si f,, es continua en I para todo
n € N, y f,, converge uniformemente a f en I entonces f es continua en I.



Teorema 21 (Sobre la integrabilidad de una sucesién de funciones)
Sea (fn)i2y una sucesion de funciones definidas en [a,b] C R e integrables en [a,b] y sea f
uniformemente convergente a f en [a,b]. Entonces

b b b
lim [ fy(z)dr = / [lim f,(x)]dz = / f(z)dz.
Teorema 22 (Sobre la derivabilidad de una sucesién de funciones)
Sea (fn)o2, una sucesion de funciones definidas en I C R y derivables en I tales que para

cierto xy € I se tiene lim fy(xg) = | y ademds la sucesion de funciones (f])o2, converja
n—oo
uniformemente a g en I. Entonces la sucesion (f)>2, converge uniformemente a cierta funcion

f enI yademds f'(x) = g(x) para todo x € I.

Teorema 23 (Primer Teorema de Abel para las series de potencias)
[e.e]

Sea la serie de potencias g anz", ap, z € C. Si la serie converge para cierto w € C, entonces

k=0
la serie converge absolutamente para todo z € C con |z| < |w].

Observacion: La regién de convergencia de una serie de potencias siempre son circulos en el
plano complejo.

Teorema 24 (Férmula de Cauchy-Hadamard)
[e o]

Dada una serie de potencias E an 2", su radio de convergencia R viene dado por la féormula
k=0
1
R —

lim {/|ay |
n
Teorema 25 (Sobre la convergencia uniforme de una serie de potencias)

o0

Sea la serie de potencias g anx", an, z € C con radio de convergencia R > 0. Entonces la serie
k=0

converge uniformemente en cualquier region del plano complejo contenida en |z| <r < R.

Teorema 26 (Derivacién e integracién término a término de una serie de potencias real)
o0

Sea la serie de potencias f(x) = Z anx”, an, x € R con radio de convergencia R > 0. Entonces
k=0

1. f(x) es continua en (—R, R)

2. La serie se puede integrar término a término y la serie resultante tiene el mismo radio de
convergencia, o sea, se cumple que

r OO 0o a
D S
mn
0 k=0 k=0

3. La serie se puede derivar término a término y la serie resultante tiene el mismo radio de
convergencia, o sea, se cumple que

o / o
g apx” | = E na,z" L.
k=0 k=0

Teorema 27 (Condicién necesaria y suficiente de analiticidad)
Para que una funcion f(x) infinitamente derivable en x = a y todo su entorno sea analitica es
f%)(a) k

Lk (1’ - CL) )

n
necesario y suficiente que el resto de Taylor de la funcion R, (z) = f(x) — Z
k=0

tienda a cero para todo x de dicho entorno.



Parte 11
Coleccién de problemas

1. Calculo de Primitivas

Problema 1.1 Calcular las siguientes primitivas
dx T T
. .. d d
i) /(m+a)(x+b)’ i) /x2—3x—|—2 N i) /@-1)3@—2)2 v

iv) /édx 0) / x dr i) /x5+3m4+x2—3x+5dm
(x=1)(22+1) (x —1)(z2+1)2 2+ 3+ 2

d SR
vi7) / * Vi) /sen L iz i) /cos5xd$ x) /tan5 xdx
acosx + bsenx cost x
x1) / V(e =12+ 1dz xii) / V4 —22dx xiit) / Va2 —25dx

Problema 1.2 Calcular las siguientes primitivas

i) /d—m i7) /dix 141) /ex “sen 2z dx
24+2)V1+x 1+V1+zx P

iv) / 2% log  dx v) / sen’z cos’x dz vi) / cos*z dx

d
vi7) /tg4:ﬂ dz vii1) /sec3x dx i) / S
1—senx

) / cos®(log ) dz

) / dx / T d
xi _ —dx
x2y/1 — 2 V1422

4x 5 _ 3
xiv) / P dx xv) /i dzx.

v exp?® +2 exp® +2 x4 — 222 +1

) / dx
Vexp?r —1
Problema 1.3 Calcular la primitiva, para x € [—1,1], de las siguientes funciones:

X i) (z) = 1 -1<z<0
2|’ IO =Y s+1 0<z<1




2. Integral definida

Problema 2.1 Estudiar si las siguientes funciones son integrables Riemann en [a,b]:

ra={ g Tehg o S =const,  flo)=

22— a2’

Problema 2.2 Sea f(x) =0 si x € Q, f(x) = x si x € Q. Demostrar que f no es integrable
Riemann en el intervalo [0,1]. Calcular las integrales superior e inferior.

b b
Problema 2.3 Calcular xdx y z2 dx mediante sumas superiores e inferiores asociadas

a a
a particiones regulares del intervalo [a,b].

Problema 2.4 Pruebe que toda funcion acotada y continua en [a,b] excepto en un nimero
finito de puntos de [a,b] es integrable. El reciproco de esta afirmacion no es cierto. De ejemplo
de funciones integrables en [a,b] con infinitos puntos de discontinuidad en |a,b].

Problema 2.5 Sean f, g dos funciones definidas en |a,b] C R.

1. Prueba que si f y g difieren en un numero finito de puntos entonces, f es integrable si y
sélo si g es integrable y ademds fab f(z)dz = fabg(a:)da:

2. Prueba que si f,g € Riqy), entonces min(f, g) € Riq 5 y max(f,g) € Rigp)-

3. Sea f :]a,b] — R continua verificando f(t) > 0 para todo t € [a,b]. Demostrar que si
fab f(t)dt =0, entonces f(t) =0 para todo t € [a,b].

Problema 2.6 Calcular los siguientes limites asocidndolos a alguna integral definida:

N z. n n n
i) ILH;O{WJFWJF'“JFW}

n

i) lim [k e k]

n—o00 n+n

N/ exp2+ § exp 444 Y/ exp?n

ii1) lim
n—od

2k
v P&H0+n)

Problema 2.7 Calcular las integrales definidas siguientes, cambiando los limites de integracion
st se realiza algin cambio de variable:

log 2 2 T2 —1
i) / Vexp® —1dx, i7) / —— dx.
0 1

x

2 92 _ 7 T2 cos x
———dz y ——dxz.
1 e 44 0 3+cos?x
Problema 2.9 Demostrar las siguientes afirmaciones:

) /f ) di = ab+cf<:r—c>

+c

i7) /f dx_/fa+b—:c
< [
iv) /lad%+/1bi£:[abdf.

Problema 2.8 Hallar

~
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Problema 2.10 Derivar las siguientes funciones:

) Fl) = / - extpt dt, i) F(z) = /1 exp

2

2
flz tg Vtdt
ds

log s

xT
iii) F(x) :/ 22 f(t)dt, con f continua.
0
Problema 2.11 Calcular el punto donde la siguiente funcion alcanza su mdzimo:

flx) = /0931 <exp*’52 - exp*2t> dt.

Problema 2.12

1. Enunciese el Teorema Fundamental del Cdlculo. Aplicar este Teorema para encontrar la

derivada de la funcion
2

F(x) = / sent/*dt .
0
2. Hallar h’n%) 32 F(x).
Problema 2.13 Sea la funcion

F(m):/ te dt.
0

1. Hallar un minimo local de F. ;Es un minimo absoluto de F?

2. Hallar »
tfm 7).
z—0 X

Problema 2.14 Calcular la recta tangente a la curva y = fxﬁ tg(t2) dt en el punto x = /3.
Problema 2.15 Coalcular el siguiente limite:

fox expt2 dt — x
I —

z—0 3

Problema 2.16 Sea la funcion

F(z) = /Ozv t2 cos(t?) dt.

1. Hallar su polinomio de Taylor de orden 3 en el punto 0.

2. Hallar .
ttm &)
z—0 X
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3. Aplicaciones de la integral.

Problema 3.1 Calcular el drea encerrada entre las curvas dadas:
B oy=a% Y=

11—z 2—x

W) Y=1ir Y=i5 ¥=0, y=1L
iii) 2?4yt =1, (z—1)2+4y2 =1,
iv) flx) =23 +22% — 50— 1 Yy g(z) = 222 + 4z — 1.
Problema 3.2 Sea una funcion continua en |a, b)].
1. Probar que el volumen del cuerpo de revolucion que se obtiene al girar la figura ® definida

por la grifica de f y las rectas x = a, x = b e y = 0 alrededor del eje x (ver figura (1) se expresa
como

Ve = 7T/b 2 (z)dx

Cuerpo de Revolucion

o]

fla] z

Figura 1: Volumen de un cuerpo de revolucién.

2. Probar que si f(x) > 0, entonces el volumen al girar ® alrededor del eje y se expresa
mediante la formula

b
Vy = 277/ xf(z)dx
a
3. Encuentre una expresion para el caso cuando la curva viene dada en forma paramétrica.

Problema 3.3 Calcular el volumen generado al girar el conjunto dado en el plano alrededor del

eje horizontal:
i) 0<y<z+senz, 0<zx<2m

i7) 22+ (y — 2a)? < a?;
iii) r2<a?4y? <4r? y>0
iv) 4 +y* =1, (elipse).

Problema 3.4 Calcular el volumen del cuerpo de revolucidn generado al girar las siguientes
curvas respecto al eje x y al eje y respectivamente.

1. f(z)=senz, 0<z<myen0<ax<2n.

2 2
2. Una elipse % + Z—2 =1
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3. La cicloide x(t) = a(t —sent), y(t) = a(l — cost), 0 <t < 2.
4. La astroide z(t) = acos®(t), y(t) = asen®t, 0 < t < 27.
5. La region comprendida entre las curvas z® +vy*> =1y (x — 1) + ¢y = 1.

Problema 3.5 Sea una funcion continua en |a, b].

1. Probar que el drea de la superficie del cuerpo de revolucion que se obtiene al girar la figura
O definida por la grdfica de f y las rectas © = a, * = b e y = 0 alrededor del eje x (ver figura
(1) se expresa como

b 8
S =2 / F@VIF P@Pde o §=2x / )V O + [y )Pt

2. ;Que ocurrird al girar respecto al eje y?
3. Calcular el drea de la superficies de los cuerpos de revolucion definidos en el problema 3.4

Problema 3.6 Demostrar que la longitud de una curva se expresa mediante las expresiones:

b B8
- / VIF @Rz o 1= / VEOP + [ (OPd.

Problema 3.7 Calcular la longitud de los tramos de curva siguientes:

i) y =logsecx, 0<ax<m/3;

i7) y=exp®?4exp®/2, 0<x<2;

i) y=(4—a?3)32  8§<x<8;

iv) f(z)=az? 0<z<aq

v) La cicloide (ver problema 3.4) para 0 <t < 2m;
vi) La astroide (ver problema 3.4) para 0 <t < 2.

Aplicaciones a problemas fisicos y geométricos sencillos

Problema 3.8 Encontrar una familia de curvas y(z) tal que el segmento de la tangente t a la
curva y en un punto cualquiera P(x,y) dibujado entre P y el eje Oy quede bisecado por el eje
Ozx. Yy =2y/x

Problema 3.9 Encontrar una familia de curvas y(x) tal que la pendiente de la tangente t a la
curva y en cada punto sea la suma de las coordenadas del punto. Encuentra ademds la curva
que pasa por el origen.

Problema 3.10 Se sabe que la intensidad i del circuito eléctrico representado en la figura 2
estd gobernada por la ecuacion diferencial

di

L—+ Ri=U,

dt
donde L es la tmpedancia, R la resistencia y U el voltaje. Supongamos que el voltaje U es
constante y que i(0) = ig. Encontrar la dependencia de i respecto al tiempo t. Realizar el mismo
estudio si U = Uy sen(wt).
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¥()

P(xy) R

(x/2,0) X

Figura 2: Curva del ejemplo 3.8 (derecha) y circuito eléctrico del ejemplo 3.10 (izquierda)

Problema 3.11 La ecuacion barométrica de Pascal es la EDO
p'(h) = =Ap(h),  A>0,

donde p es la presion en funcion de la altura h. Si h = 0, la presion al nivel del mar (1 atm).
4 Como varia la presion con la altura? Si A ~ 1,27 x 10=2cm™", calcula la presién en la cima
de las sierras de la tabla adjunta.

Sierra ‘ altura méxima (metros) ‘ presién (atm) ‘
Grazalema (Cédiz) 1654 0.81
Picos de Europa (Cantabria) 2648 0.71
Sierra Nevada (Granada) 3478 0.64
Teide (tenerife) 3710 0.62
Everest (Himalaya) 8848 0.32

Problema 3.12 La descomposicion radioactiva

Si N es el nimero de dtomos de una substancia radioactiva, entonces

N(t+h)—N(t)
h
Si h — 0, entonces podemos aproximar la ecuacion anterior mediante la siguiente EDO

N(t+h) — N(t) = —=AN(t)h = —AN().

N'(t) = =AN(t), N (tp) = Np. (3.1)

Resuelve la EDO anterior.

Se llama periodo de semi-desintegracion T al tiempo necesario para disminuir en la mitad el
numero de atomos. Prueba que
_log2  0,693147

A T T

En muchos casos un elemento radioactivo puede obtenerse a partir de otros mediante una
cadena radioactiva. E.g.
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Elemento Periodo T A

Radio 226 — Plomo 214 1600 anos 0.000433217 1/anos

Plomo 214 — Plomo 210 47 min 0.0147478 1/min

Plomo 210 — Polonio 210 22 anos 0.0315067 1/anos

Polonio 210 — Plomo 206 138 dias .00502281 1/dias

Carbono 14 — Nitrégeno 14 | 5568 anos 0.000124488 1/anos

Uranio 238 — Torio 234 4,5110Y afios | 1,5101210~'0 1/afios
Uranio 238 > Torio234 » Uranio 234 » Radio 226

Y

Plomo 206 - Polonio 210 - Plomo 210 - Plomo 214

Asi, por ejemplo, si estudiamos la cantidad de Plomo 210 que hay en una muestra tenemos
que tener en cuenta no sélo la cantidad que se desintegra sino la que aporta cualquiera de los
elementos que aparecen por encima de él en la cadena radioactiva. Por ejemplo, practicamente
en cualquier muestra que tomemos siempre hay una determinada cantidad de Radio 226, lo
que implica una aportacién a la cantidad de Plomo 210 después de varias desintegraciones. Si
llamamos a esa aportacién r(t), entonces la ecuacién que gobierna la desintegracién del Plomo
210 es la siguiente

N'(t) = =AN(t) + r(t), N(to) = No, (3.2)

donde r(t) representa la cantidad de dtomos de Radio que se desintegra en la muestra. Resuelve
la EDO anterior.

Problema 3.13 Supongamos que tenemos una reaccion quimica A+ B — C y que ent =0 la
concentracion de A es a y la de B es b. Se sabe que la velocidad la velocidad de formacion de C
es proporcional a la concentracion de A y B. Lo anterior nos conduce a la EDO

' = sx(a—z)(b—x), z(0) =0, (3.3)

donde s es la constante de proporcionalidad. Deduce el valor de x(t) suponiendo que a # b y
que (0) =0, C = a/b.

Problema 3.14 La velocidad de escape de la Tierra. Nos interesa resolver el problema de en-
contrar la velocidad de escape al espacio exterior de un cuerpo que se encuentre en la superficie
de la tierra. Si usamos la ley de Newton tenemos

dv GMT

&

donde G es la constante universal gravitatoria y Mt es la masa de la tierra. Como g = GMr/R?,
siendo R el radio de la tierra (que supondremos una esfera), tenemos GMr = gR?. Obviamente
r varia con el tiempo por lo que la ecuacion anterior se torna algo complicada a simple vista.
Usando la regla de la cadena tenemos

dv gR?

v— = —L .
dr r2

La solucion de esta EDO usando el método de separacion de variables es v? = 2gR%/R + C.
Supongamos que vy es la velocidad inicial del cuerpo sobre la superficie terrestre, prueba que la
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velocidad del cuerpo a cualquier distancia de la tierra viene dada por

2R
w2 =9 2 R,
T

A partir de lo anterior deduce el valor de la velocidad de escape.

Problema 3.15 La caida de un cuerpo en un medio viscoso se puede modelizar mediante la
ecuacion para la velocidad v(t)

v =g — k', v(0) = vy, (3.4)

donde g y k son ciertas constantes (la gravedad y la viscosidad). Resuelve la EDO anterior para
r=1,2,3.

Problema 3.16 FEl modelo de crecimiento de poblaciones. Imaginemos que tenemos una pobla-
cion de cierta especie (consideraremos que tenemos un numero bastante alto de individuos) y
sea p(t) el nimero de individuos de dicha especie en el momento t (evidentemente p(t) € N).
Sea r(t,p) la diferencia entre en indice de natalidad y mortalidad de la poblacion. Supongamos
que la poblacion estd aislada (o sea, no hay emigracion ni inmigracion). Entonces la variacion
p(t+ h) — p(t) es proporcional a p(t)h y el coeficiente de proporcionalidad es r(t,p). Luego

p(t+h) —pt)=r(t,ppt)h, h—0, = p't)=rtppQ).

La ecuacion mds sencilla posible se obtiene si consideramos r(t,p) = r, constante. Asi, la pobla-
cion de individuos de la especie puede ser modelizada mediante el PVI

p'(t) =rp(t), p(to) =po, >0, (3.5)

que es del tipo de la EDO de Pascal o la de desintegracion radioactiva y cuya solucion p(t) =
poe” 1) El modelo anterior se conoce como modelo de Malthus o modelo maltusiano pues
fué propuesto por el economista inglés Thomas R. Malthus (1766-1834). Si r < 0 la especie
esta condenada a la extincion y st v > 0 ésta crece en proporcion geométrica. Un modelo mds
realista es el modelo logistico propuesto por el matemdtico y bidlogo holandés, P. F. Verhulst.
Verhulst razond que como estadisticamente el encuentro de dos individuos es proporcional a p?
(spor qué?) entonces tendremos que sustraerle al término rp un término cp?, de forma que la
EDO que modeliza una poblacion serd

P(t)=rp(t) - p*(t),  plto) =po, 7,¢>0. (3.6)

En general ¢ ha de ser mucho mds pequerio que r ya que si r no es muy grande la EDO (3.5)
es una aproximacion bastante buena, pero si p comienza a crecer demasiado entonces el término
—cp? no se puede obviar y termina frenando el crecimiento exponencial.

Resuelve la EDO (3.6) y prueba que que limy_. p(t) = r/c independientemente de pg.



4. Integrales impropias

Problema 4.1 FEstudiar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias:
) /°° o g i) /°° dr i) /°° dx
i e *dr i cosmrdxr iii —_—
0 1 1 Vad+1

o [EE [T 0 et

Problema 4.2 FEstudiar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias:

1 e’}
i) / log x dz, i7) / expﬁ"“2 dz,
0

0
i) /°° Cos azx d ) R dzx
111 —— dx, w _ .
— 50 b2+$2 1 xa”l—i—xQ

Problema 4.3 FEstudiar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias:

o0 [o¢] 1
) / Y p—— i) / da,
0 x*+1 5 logx

2 > d
141) / log sen x dz, iv) / SnTer.
0 0 x

0 14+x
Problema 4.4 1. Calcular: / = o5 . dr.
9 x° =224z

[e.e]
2. Estudiar la convergencia de la integral T'(t) = / zt=te7tdt, Vt € R. Probar que, ¥t > 0

I'(t+1) =tI'(t). Calcular T'(n+1), n € N.

3. Estudiar la convergencia de la integral B(p,q) = /1 P11 — )% dt, Vp,q € R. Prueba
que B(p,q) = %B(p—i— l,g—1) = p%lB(p —1,q —1—01). Calcular B(n,m), n,m € N.
Problema 4.5 Sea la funcion f(z) =xze™*.
1.  Represéntela grdficamente, estudiando el crecimiento, concavidad, y asintotas.

2. Calcular el volumen del sélido de revolucion obtenido al hacer girar en torno del eje OX,
el area contenida en el primer cuadrante que limitan la grdfica de f(x) = xe™" y el propio

eje OX.
Problema 4.6 Sea la funcion f(z) =1/(1+e7%).

1. Represéntela grdficamente, estudiando el crecimiento, concavidad, y asintotas.

2. Calcilese el drea del conjunto determinado por la curvay = f(z) y las rectas y = 1, x = 0.
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Series numericas

Problema 5.1

Prueba los siguientes criterios de convergencia de series:

(a)

(b)

Criterio de McLaurin-Cauchy: Sea f(z) una funcién no negativa definida en [0,400) y
mondtona decreciente en todo su dominio. Entonces la serie Y 2 | f(n) y la integral im-
propia fl x)dx tienen el mismo cardcter de convergencia.

Criterio de Lelbnlz para una serie alternada: Sea {ay}n>1 una sucesién de términos no
negativos, monétona decreciente y tal que lim, . a,, = 0. Entonces la serie Y 7 | (—1)"a,,
converge.

Criterio de condensacién de Cauchy: Sean > ;- ar y D> poq by dos series de términos
g ‘ ., . . _ on ., . o0
positivos con {a,} una sucesién decreciente cualquiera y b, = 2. Entonces la serie Y po ; ay

converge si y sélo si la serie "7, 2%a,x converge.

Criterio generalizado de la raiz n—ésima de Cauchy: Sea ) .-, aj una serie de términos
positivos tal que lim,, . #/a,, = limsup a, = q. Entonces,

1. Sig<1,laserie Y ;2 aj es convergente

2. Sig>1,laserie Y oo ai es divergente.

3. Sig=1,laserie ) ;2 a; puede ser convergente o divergente.

Problema 5.2

Estudia el caracter de las siguientes series:

(a)

()

© n 00 ) . 0o 1 © 4 0o 1

Sgmr LA Ve YR Mgy ek

Zlffiﬂ zl<—1>w—n2—1—n1v Zlog 4/, 3 sentt/m),
an+bnn = 1 \/_ 00k2

St mheh e ek 3008 S

Problema 5.3

Suma, si es posible, las siguientes series:

n—+1)2 n

3"+1—2"3 R - n -+ 2) (=)t &
SIS S s [g] S

n=0 + 1)

n=1 n=1

Problema 5.4

(a)

(b)

Si las series de téminos positivos >, a, y >, bn son convergentes, prueba que también lo
es Z v anbn. Indicacién: Utilice la desigualdad de Cauchy-Schwarz

J/a
Si), a, < oo, con a, > 0, prueba que E Y7 < oo,
n
n

Problema 5.5

Sea {u,} la sucesién de los nimeros naturales que no contienen al cero en su expresién. Prueba

<1
— <90.
quenz:lun
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Problema 5.6

nn

[e.e]
(a) Estudiar la convergencia de la serie Z , con a > 0, segun los valores de a.

nnl
= a"n!
o~ b
(b) Demuestra que Z ﬁ < 00, donde b, € {0,1,...,9} paran > 1y by € Z. [ Qué representa
n=0
esta serie y cudl es su importancia?

Problema 5.7

Sea {u,} una sucesién de términos u, > 0 tal que lim wu, = 0. Demuestra que las series g Up,
n—oo

n
y Zln(l + u,) comparten el mismo cardcter convergente o divergente. Aplica este resultado

n

o0
2
para determinar el cardcter de la serie E In <1 + m)
n?+n

n=1
Problema 5.8

1. Probar que la manipulacién de un numero finito de términos de una seria no altera la
convergencia de la misma.

2. Probar que si Y a, y > b, convergen entonces

a) la serie Y (a, + b,) converge pero el reciproco es falso.
b) la serie Y aa, converge siy sélo si > a, converge.

¢) Y.(ay -by,) no tiene porque converger.
Problema 5.9

Ademas de los criterios estudiados en clase existe otro muy 1til debido a Raabe. La demostracién
se deja como ejercicio.

Criterio de Raabe: Si existe el lim;,—.on(1 — “2) = L. Entonces,
1. SiL>1,laserie Y 72, aj es convergente
2. SiL<1,laserie ) ;2 a; es divergente.

Utilizando el criterio de Raabe estudiar la convergencia de las siguientes series:

> 1 >, nle” pp+1)---(p+n—1)
kz a1+1/2++1/(k’—1)’ kz nn-i—p’ kz n!nq ’
=2 =1 =1

— [pp+1) - (p+n—1)]" > n!
;Q[Q(qul)---(qun—l)} a0 kzlp(erl)"'(ern—l)’ p=0
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6. Sucesiones y series de funciones.

Problema 6.1

Estudiar la convergencia y la convergencia uniforme de las sucesiones funcionales {f,,(z)}>°; en
los conjuntos A dados.

1. fao(z)=2"en A=[0,1], [0,1)] y [0,a], 0 < a < 1.

Sen TLQCC Sen nx

2. folz) = — fnlx) = 3 en A=R.

3. fa()=2(n+ 1zl —2%)"en A=[-1,1] y [L,1].

4. fo(x) = lim [cos(n!mx)]*™ en A = [a,b] y R.

m——+00

Problema 6.2

Estudia la convergencia puntual y uniforme de las series:

n n n
> " Z(1+x2)"’ an > 22 > 2 sen” .

Problema 6.3

Prueba que si las sucesiones {f, ()}, v {gn(2)}52; son uniformemente convergentes en A,

entonces la sucesion {afy(z) + Bgn(z)}521, @, B € R también lo es.

Problema 6.4

Demostrar el Teorema de Dini: Sea {f,,(x)}22; una sucesién de funciones continuas que tienden,
mondtonamente, a f(z) para cada z € A, cerrado y acotado (compacto). Entonces f, converge
uniformemente a f en A siy sélo si f es continua en A.

Dar un ejemplo de una sucesion de funciones continuas que converjan a una funcién continua
pero no uniformemente.

Problema 6.5

Que ocurre con la continuidad, derivabilidad e integrabilidad de las funciones limite del ejercicio
17

Problema 6.6

1 i <
(a) Sea la sucesién de funciones de término general f,(z) = { 0 : iil > Z . ¢Converge
{fn}2,? (Lo hace uniformemente?
2nlx si0<z<1/2n
alcula lim f,(z), siendo f,(x) = n—2n°r sil/2n <x<1/n . ;Es uniforme la
b) Calcula If iend 2n — 2n? i1/2n<z<1 Es unif 1
e 0 sil/n<z<1
convergencia?
2
(¢) Demuestra que la serie funcional de término general f,(z) = (—1)"m, n > 1, es

2
n
uniformemente convergente en cualquier intervalo cerrado y acotado [a, b, pero no converge
absolutamente.
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Problema 6.7

Estudia la convergencia puntual y uniforme de las siguientes sucesiones { f, }nen:

L 0SeSl b)) = 050 < too 0 @) = ot
- x xTr) = xe X o C r)=— ——%45
1—}—’{]/(1:‘, — — n ) — n 1+n2x2’

a) fn(z) vz eR

Problema 6.8

Demostrar que la serie de funciones E 2™(1 — z) converge puntual pero no uniformemente en
n>0
[0, 1], mientras que la serie E (—x)"(1 — x) si es uniformemente convergente en dicho intervalo.
n>0

Problema 6.9
Sea fn(x) =z "logz, n € N.
a) Estudiar la convergencia puntual de la sucesién { f, },>1 en (0, +00).

b) Estudiar la convergencia uniforme en [1, 4+00).

c) Probar que la serie E fn converge si x > 1, y calcular su suma explicitamente.
n>1

d) Estudiar la convergencia uniforme de Z fnen [1,+00) y en [a,+00), con a > 1.
n>1

Problema 6.10

Sea f(x) = arctan (nx).
a) Estudiar la convergencia puntual de {f,}. ;Es uniformemente convergente en R?.

b) Demostrar que converge uniformemente en {z € R: |x| > a > 0}.

arctan (nz)

c¢) Estudiar la convergencia uniforme de la serie de funciones E 71
n

n>1

d) Demostrar que la funcién suma de la serie anterior es derivable en R\{0}.

Problema 6.11
Sea f,(x) = . Demostrar que:
1. f, tiende uniformemente a cero en A = R.
2. Demostrar que que la serie Z fn(x) converge puntualmente en A = R.
n>1

3. Estudiar la convergencia uniforme de la serie anterior.

4. Calcular, si es posible, la suma de la serie.
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7. Series de potencias y funciones analiticas
Problema 7.1

Determina el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:

1y (—D)" + 3" n?
n =1 b n — 5 n — 5 d n— "9
a) a ogn b)a - c)a - ) a a2
) _n ) _ L f) _ 1 ) an = ( nﬂ)" an,=14+1/24---+1/n)
e an_nna (S an—nna an_n!a €) an = (s€ 4 , &) anp = n),
B (_1)E(\/ﬁ) ) (1-3---(2n—-1) P
h) a, = - (E(x) es la parte entera de z, i) a,(x) = 34 (2n) on

Problema 7.2

Demuestra el siguiente teorema de Abel: Si la serie de potencias (en R) Y~ anz™ tiene radio
de convergencia R > 0 y ademds converge para x = R, entonces converge uniformemente en
[0, R)].

Corolario: Si ) 2 a,z" tiene radio de convergencia R y converge a una funcién f(z) y ademds
converge en x = R, entonces lim, g > " janz™ = > .07 ja, R" = lim, g f(x). (Esta férmula
se conoce como método de sumacién de Abel.)

0 (_1)n+1
Utilizando los dos apartados anteriores prueba que log2 = Z

n
n=1

Problema 7.3

Obtener las series de potencias de las siguientes funciones indicando la regién de convergencia
de las mismas:

2) f<x>=1og(1fj), b) f(x) = arctan (x), <) f(2) = cos (VE), ) fx) = T2
&) f(x) =senz, ) f(z) = cosh(x), g) f(z) = log(a+be), (@ £0) h) f(z) = (1+e).

Problema 7.4

Sumar las siguientes series indicando la regién de vélidez de la misma:

p(p—a)(p—2q) - (p—nqg+q) b)an:n2+3n+5 ¢ a, = D"

8) an = nlqg™ ’ n n = n(n+1)’
3n?—n+2 1 -1
d) a, = — e) agp—o = 3 ap, =0 en el resto, f) a, = %,

Problema 7.5

[e.e] n

1. Probar que la funcién e® = E — cumple con las propiedades (e%) = e, e*T¥ = e%eY
n!

n=0
2. Probar la férmula de Euler: €™ = cos z + i sen z, para todo = € R.

— (=", +1 o (—DmHt
3. Prueba que las funciones senz = g "y cosx = g " realmente
~ (2n+1)! = (2n)!

representan al seno y al coseno respectivamente. O sea, que se cumple que:

a) cos(x +y) =cosxcosy —senzseny, sen(xr+ y) = senxcosy + cosTseny,

b) ambas son funciones periddicas y acotadas.
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4. Prueba que la funcion

o -1 n+1
logz = E L(x - 1"
n
n=1

es la funcién inversa de e* (en un entorno de x = 1).

Problema 7.6

1
log(1 —t
Estudiar la convergencia de la integral impropia / %dt.
0
log(1 —t "
1. Prueba que Vt € (0,1), log(1 — ) =— .
t —mn +1

T log(1 —t) = gt
2. Prueba que Vx € (0,1), —dt =— —_—.
d (0.1) /0 t Z (n+1)?

Uog(1 —t) 1
3. Concluir que / ——dt = — Z o calculando, si es posible, el valor de la integral.

0 t

n=1

Problema 7.7

Obtener por el método de los coeficientes indeterminados los cinco primeros términos de las
series de potencias de las funciones:

a) f(x) =tanz, b) f(x)= SRy ¢) f(z) =v1—a’sen?z.

Problema 7.8

Halla una funcién f(z), desarrollable en serie de potencias, que verifique:
/ _
a) { ff%; B g(:z:) e . b) 22" + 2y’ + (22 — n?)y = 0 (Ecuacién de Bessel),

¢) z(x —1)y" — [y — (a+ B+ 1)z]y’ + afy = 0 (Ecuacién hipergeométrica de Gauss).

Problema 7.9

Prueba las siguientes expresiones para calcular las integrales elipticas

K<>/— (1 () ).

/ T 12 sonZ 2dt — ( ;<(2?2;)[11)!!>22:2jl>,

siendo 2n — 1)1 =1-3---2n—1) y 2n)!! =2-4---(2n).

wm

Problema 7.10

i, Como afecta al radio de convergencia de una serie de potencias que tomemos puntos distintos
para el desarrollo? Para primero ello prueba que

R e
1 m_nzo(l—aa)k '
. . 1
Calcula, usando lo anterior, la serie de f(z) = T a2s
Estudia el efecto en la serie de la funcién: f(z) = T a2 desarrollada alrededor del origen
ax

y alrededor de un punto a € (0, 1).
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8. Problemas complementarios

Problema 8.1

(a) Calcular la integral indefinida

X

/ (1 +senx)cosx d

3+ cos?x

(b) Calcular el volumen del cuerpo de revolucién que se obtiene al girar la gréfica de la funcién
y = +/xsen2x en [0,7/2].

Problema 8.2

332
Dada la funcién F(z) = / 1+t dt,
0

(a) Calcule el polinomio de McLaurin de orden 2 que aproxima a dicha funcién en el intervalo
[0,1] y dé una expresién para el resto (férmula del error).

(b) Calcule un valor aproximado de F'(1/2). ;De qué orden es el error cometido?

Problema 8.3

o
(a) Calcular la integral impropia / e *dx.
0

o
(b) Demostrar que x2"e”"dxr = n!, siendo n un nimero natural. Ayuda: Utilice induccién e

0
integraciéon por partes. n! =1-2---n
Problema 8.4
Hallar el centro de masas (xcps) y el centro de inercia de un cono homogéneo de densidad p,

radio r y altura h con el vértice en el origen de coordenadas y cuyo eje esta en el eje de las x.
Ayuda: Utilice la defincién

/Oh zp(x)dV (z)
/ " V()

TcM =

h
CoI= / 2 pl(z)dV (),

siendo V' el volumen del cono en dependencia de la altura del mismo

Problema 8.5

* senx )
Estudiar la convergencia de la integral / —— bara cualquiera sea p > 0.
1 X

Problema 8.6

dx
r++vaZ — 22

2. Sea A la region delimitada entre la funcién f(z) =3 +senz y las rectas x = 7/2 e y = 3

1. Calcula la integral /

a) Calcula el area de la regién A.
b) Calcula el volumen del cuerpo obtenido al girar la regién A respecto al eje 0X.

¢) Calcula el volumen del cuerpo obtenido al girar la regién A respecto al eje 0Y.



Problema 8.7

Sea la sucesién de funciones fy,(z) =

1. Estudia la convergencia puntual de (f,)5, en todo R
2. Estudia la convergencia uniforme de (f,)22 en los intervalos [0,1] y [1/2,00) respectiva-
mente.
3
3. Calcula lim fulw)dx
n—oo 1/2
14nz
4. Decide si la serie de funciones Z converge uniformemente en [%, 3]. Justifique su
n=1
respuesta.
Problema 8.8
* 1
1. Estudia la convergencia de la integral impropia / mdw.
0 T
o ., 1
2. Encuentra una primitiva de la funcién f: [0,00) — R, f(z) = 525
x
3. Utilizando el resultado del apartado anterior encuentra, en caso que sea posible, el valor

1—|—n

definida para todo x € R.

de la integral del apartado 1

Problema 8.9

24

2n2x 4 /nsen®(nzx)

Estudia la convergencia puntual y uniforme de la sucesién de funciones f,,(z) =

n > 1, en el intervalo [0, 7] y encuentre la funcién limite si ésta existe.

T on’x nsen®(nx
Calcula, si es posible, el limite lim + \/—2 (n2)
n—oo Jq n

dz.

0 6

) ) ) ) sen®(nx
Estudia la convergencia uniforme de la serie E #
n

n=1

Problema 8.10

Sea la funcién f(x) =

1.
2.

O Nno.

3. Calcule el drea de la regién comprendida entre en grafico de f(x) y las rectas x = 1y

2z —1)(z2+ 1)

Calcule una primitiva de f.

T dx
2r —1)(x2 4+ 1)’

o
Decida para que valores de a € R la integral impropia / (
a

y=0.

Problema 8.11

)n 2n
Sea la serie de potencias Z <3) .

1.

2. Encuentre la suma de la serie anterior especificando el dominio de la funcién resultante

2n+1

Calcule el radio de convergencia de la serie.

(Ayuda: haga el cambio y = z/3).

3.
4.

o0

="
2n+1
Calcule, utilizando el apartado 2 la suma de la serie niimerica anterior.

Pruebe que la serie nimerica g es convergente.

n

en el intervalo [0, 7].

2

es convergente

)
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Problema 8.12
1

(a? — x2?) 1— a2

1. Calcule una primitiva de f.

Sea la funcién f(x) =

dx
— 22)q /1 — 2’
O Nno.

3. Decida si la funcién g(z) = z?sen(rx/6) para € [0,1) y g(1) = 0 es integrable segiin
Riemann en [0, 1]. Justifique su respuesta.

4. Calcule, si es posible, el drea de la regién comprendida entre el grafico de g(z) y el eje de las
“r” en [0, 7].

1
2. Decida para que valores de a € R la integral impropia / (2 es convergente
o (a

Problema 8.13

Sea la ecuacién f'(z) = 2f(x) + 1, siendo f una funcién diferenciable en R.
1. Prueba que f se puede expresar como una serie de potencias.
2. Encuentra la serie de potencias Y ° , a,x™ solucién de la ecuacién anterior (Indicacién: Iguala
los coeficientes de las potencias en la ecuacién)
3. Calcule el radio de convergencia de la serie.
4. Encuentre la suma de la serie anterior especificando el dominio de la funcién resultante.

Problema 8.14

1
(14 z2)(x+1)2

1. Calcule una primitiva de f =

o0
d
2. Decide para que valores de p € R, con p € R, la integral /1 = a)pfl e

es convergente,
siendo a > 0.

1
3. Calcula, si es posible, el drea bajo la curva f(z) = S CESE en el intervalo [1,00).
x2)(x

Problema 8.15

Sea la ecuacién f'(z) = f(x) — 2z, con f una funcién diferenciable en R tal que f(x) = C.

1. Prueba que f admite un desarrollo en serie de potencias alrededor del origen.

2. Encuentra la solucién en forma de series de potencias de la ecuacién anterior y calcula el radio
de convergencia de la misma, asi como la regién de convergencia uniforme.

3. Suma la serie de potencias obtenida y encuentra el dominio de la funcién resultante.
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