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Teoria de operadores en H

Definicidon

Sea la aplicacion lineal y acotada A : E — E/, E, E' espacios euclideos. Si
existe el operador lineal A* : B/ — [ tal que para todox ¢ E ey € E/

(Ax,y)" = (x, Ay),

lo denominaremos adjunto de A.

Por sencillez asumiremos E' = E.
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Teoria de operadores en H

Definicidon

Sea la aplicacion lineal y acotada A : E — E/, E, E' espacios euclideos. Si
existe el operador lineal A* : B/ — [ tal que para todox ¢ E ey € E/

(Ax,y)" = (x,A%y),
lo denominaremos adjunto de A.

Por sencillez asumiremos E' = E.

Ejemplos: Los operadores desplazamiento y multiplicacion.
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Teoria de operadores en H

Por ejemplo sea el operador S : (2 — (2
5(X1,X2,X3, .. ) = (0,X1,X2, .. .),

cominmente denominado operador desplazamiento (shift). Entonces su ad-
junto S* es el operador S : (2 — (2

S*(x1, %2, x3,...) = (x2,x3,...),

Ejercicio

Sea el operador multiplicacion M C[2a B C[i bl definido por
Mx(t) = f(t)x(t), f(t) € Cuy, Vx(t) € C[237b].

Prueba que M* existe y es el operador multiplicacion por la funcion

complejo conjugada f(t). Prueba que este operador es acotado y que
[M|| < supsca,p) |f(t)]. NStese que si f(t) es real entonces M* = M.
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Teoria de operadores en H

Teorema (Existencia del operador adjunto)

Sea la aplicacién (operador) lineal y acotada A : H — H', H, H' espacios
de Hilbert. Entonces existe un tinico operador A* : H' — H adjunto a A.

Ademds, A* es lineal y || A*|| = ||A]|.

4
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Teoria de operadores en H

Teorema (Existencia del operador adjunto)

Sea la aplicacién (operador) lineal y acotada A : H — H', H, H' espacios
de Hilbert. Entonces existe un tinico operador A* : H' — H adjunto a A.

Ademds, A* es lineal y || A*|| = ||A]|.

Proposicion

Sean A:Hw— H', B: H+ H', H, H' espacios de Hilbert. Entonces se

cumple que
O (A'y,x)=(y,Ax), xeHey e H,
@ (A+B)"=A"+B*,

© (cA) = aA*,
0 (A) =4
Q [|A*A| = [[AA*]| = [|A]1%,

@ A*A=0siysolosiA=0,
@ SiH =H', entonces (AB)* = B*A*.
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Teoria de operadores en H

Definicién
Sea A:H +— H. Si A= A*, se dice que el operador es autoadjunto.

Lo anterior implica que A es autoadjunto si y solo si para todos x,y € H,

(Ax,y) = (x, Ay).

Definicién
Sea U : H +— H biyectivo. Si U™ = U*, se dice que U es unitario.

Noétese que lo anterior es equivalente a decir que U*U = UU* = |. Ademas
de la definicién de adjunto se sigue que

(Ux, Uy) = (x, U"Uy) = (x,y),

i.e., los operadores unitarios preservan el producto escalar.

Definicién
Sea A: H— H. Si AA* = A*A, se dice que el operador es normal.
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Dimensién finita

Supongamos que H es un espacio de Hilbert de dimensién finita. Entonces
H es isomorfo a C". Sea (ek)k una base de H =

n n
X = Zxkek =y=Ax= ZxkAek.
k=1 k=1

n
Supongamos que Aex = Z aj ke =
i=1

n n n
Zai,kxk & = Zy,-e,- =Yy = Za,-,kxk, i=1,2,...n.
k=1 i=1 k=1

l.e., si consideramos los vectores x,y € C" con coordenadas x;, y;, i =

1,...,n, respectivamente, entonces el operador A se puede representar como
. (. A\n . : 'L el n —

una matriz A = (a,d)i’j:l, i.e., tenemos la aplicacion A: C" — C", y = Ax.

y:

n

=1
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Teoria de operadores en H

SidimH < +oo entonces es isomorfo a C". Tomemos en C" la base canéni-
ca e =0k k,i=1,...,n Dados x = (x1,...,Xs) ey = (y1,..-,¥n), €l
producto escalar viene dado por

n
<X7y> = ZXkW:XTY7
k=1

donde por xT entendemos el vector traspuesto de x. Luego
(Tx,y) = (A) Ty =xT ATy = xTATy(x, T*y).

. . —T

Al operador T le corresponde la matriz A a su adjunto B=A .
Asi, tenemos en dimensién finita que

. . . e =T

@ Un operador T es autoadjunto si su matriz A en hermitica,i.e., A=A .

o . o —T

@ Un operador T es unitario si su matriz U es unitaria, i.e., A= = A

e AAT=ATA=1.
© Un operador T es normal si su matriz A satisface que AAT AT A
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Teoria de operadores en H

Lema

Sea A:E — E, con E un espacio euclideo complejo. Entonces, si (Ax,x) =
0 para todo x € E, A= 0.

Teorema

Sea A : H — H, un operador lineal y acotado en H espacio de Hilbert.
Entonces

@ Si A es autoadjunto, entonces para todo x € H, (Ax,x) € R.
@ SiH es complejo y Vx € H, (Ax,x) € R, entonces A es autoadjunto.

Proposicion

El producto AB de dos operadores autoadjuntos A y B es autoadjunto si y
solo si A y B conmutan, i.e., AB = BA.
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Teoria de operadores en H

Teorema
Sea (Tp)n una sucesion de operadores lineales acotados autoadjuntos T, :

H — H, H un espacio de Hilbert. Si T, — T cuando n — oo, entonces T
es un operador lineal acotado y autoadjunto en H.
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Teoria de operadores en H

Teorema
Sea (Tp)n una sucesion de operadores lineales acotados autoadjuntos T, :
H — H, H un espacio de Hilbert. Si T, — T cuando n — oo, entonces T
es un operador lineal acotado y autoadjunto en H.

Teorema
Sea A un operador acotado y autoadjunto en un espacio de Hilbert H.
Entonces || Al| = supjjy=1 [{(Ax, x)|.

R. Alvarez-Nodarse Teoria de operadores en espacios de Hilbert U. Sevilla 9



Teoria de operadores en H

Teorema
Sea (Tp)n una sucesion de operadores lineales acotados autoadjuntos T, :
H — H, H un espacio de Hilbert. Si T, — T cuando n — oo, entonces T
es un operador lineal acotado y autoadjunto en H.

Teorema
Sea A un operador acotado y autoadjunto en un espacio de Hilbert H.
Entonces || Al| = supjjy=1 [{(Ax, x)|.

Sea M = SUP||x||=1 |<AX,X>| o= M HAH

Sea x € H t.q. |Ix|| = 1 e y = Ax/| Ax|| (Ax £0) ...
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Teoria de operadores en H

Teorema
Sea (Tp)n una sucesion de operadores lineales acotados autoadjuntos T, :
H — H, H un espacio de Hilbert. Si T, — T cuando n — oo, entonces T
es un operador lineal acotado y autoadjunto en H.

Teorema
Sea A un operador acotado y autoadjunto en un espacio de Hilbert H.
Entonces || Al| = supjjy=1 [{(Ax, x)|.

Sea M = SUP||x||=1 |<AX,X>| o= M ||AH

Sea x e Ht.q. [|x|| =1ey = Ax/||Ax|| (Ax #0) ...
R((Ax, ) = j(<A(x+y),x+y> (AG— y)ox —y>)7 Wx,y € H.

la -+ b]| + [la = blI* = 2(]|a]|* + [[6]|*).
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Teoria de operadores en H

Corolario
Sean A y B dos operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert H. Si

(Ax,x) = (Bx, x) para todo x € H, entonces A = B.
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Teoria de operadores en H

Corolario
Sean A y B dos operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert H. Si
(Ax, x) = (Bx, x) para todo x € H, entonces A = B.

Ejercicio
Sea A : H ~ H un operador acotado y autoadjunto. Prueba que ||A?|| =
1A%,
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Teoria de operadores en H

Corolario
Sean A y B dos operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert H. Si
(Ax, x) = (Bx, x) para todo x € H, entonces A = B.

Ejercicio
Sea A : H ~ H un operador acotado y autoadjunto. Prueba que ||A?|| =
1A%,

Veamos un ejemplo muy dtil a la hora de encontrar ejemplos de distintos
tipos de operadores lineales y acotados en un espacio de Hilbert H.

Ejemplo

Sea (pn)n € C una sucesion (finita o infinita) acotada y sea m = sup,, |fin|.
Entonces existe un tnico operador lineal y acotado T : H — H, tal que,

para todo n,
Ton = pinPn.
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Teoria de operadores en H

Problema

Sea un operador lineal y acotado T : H — H, H un espacio de Hilbert.
Entonces existen dos operadores autoadjuntos A, B de H en H tales que
T = A+ iB. Ademas,

T+ T* T—T*
i =

Sean U,V : H +— H, dos operador unitarios en un espacio de Hilbert
H < {0}. Prueba que
@ U es una isometria, i.e.,
@ U] =1
© Su inverso U™ es unitario.
Q UV es unitario

© U es normal.

Ux|| = ||x|| para todo x € H.
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Teoria de operadores en H

Problema

Sea un operador lineal y acotado T : H — H, H un espacio de Hilbert y
sea A un operador autoadjunto. Prueba que T*AT es autoadjunto.
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Teoria de operadores en H

Problema

Sea un operador lineal y acotado T : H — H, H un espacio de Hilbert y
sea A un operador autoadjunto. Prueba que T*AT es autoadjunto.

Problema

Sean (ep)n y (fn)n bases ortonormales de los espacios de Hilbert H y H’,
respectivamente y sea A : H — H' lineal y acotado. Prueba que la serie
329 1 || Aen||? converge si y solo si lo hace la serie >"°°_ || A* f|

m=1
caso se tiene que
0 [e.e]
D Aenl? =D A 2
n=1 m=1

Deduce, de lo anterior, que la cantidad > °° ; ||Ae,||? es independiente de
la base ortogonal (e,), escogida.

2 en cuyo
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Teoria de operadores en H

Problema

Sea A: H — H' un operador lineal y acotado, H y H' espacios de Hilbert.
Se dice que A es un operador del tipo Hilbert-Schmidt si existe una base
ortonormal completa (¢n)n en H tal que > °° | ||Adnl|> < +oo. Prueba
que:

@ E/ espacio de todos los operadores del tipo Hilbert-Schmidt son un
subespacio vectorial del espacio B(H,H') de los operadores lineales y
acotados, i.e, prueba que si A 'y B son del tipo Hilbert-Schmidst,
entonces A+ B y AA también lo son.

@ A es del tipo Hilbert-Schmidt si y solo si A* lo es.

I

Como hemos visto en el problema anterior la suma Y7, ||A¢,||* es inde-

pendiente de la base.
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Aplicaciones inversas

Definicién
Sea el operador lineal A : X — Y, X e Y espacios de Banach. Diremos
que A es invertible si existe un operador B, A : Y — X tal que AB = Iy,

BA = k.
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Aplicaciones inversas

Definicién
Sea el operador lineal A : X — Y, X e Y espacios de Banach. Diremos
que A es invertible si existe un operador B, A : Y — X tal que AB = Iy,
BA = k.

Para el caso de dimensidn finita, existird el inverso de A si dmX =dimY
y se tiene alguna de las siguientes propiedades: 1) A inyectivo, 2) A so-
breyectivo, 3) existe un B tal que AB = | 4) existe B tal que BA = I.
Ademds, la matriz correspondiente a A~! serd la matriz inversa de la matriz
correspondiente a A.
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Aplicaciones inversas

Definicién
Sea el operador lineal A : X — Y, X e Y espacios de Banach. Diremos

que A es invertible si existe un operador B, A : Y — X tal que AB = Iy,
BA = k.

Para el caso de dimensidn finita, existird el inverso de A si dmX =dimY
y se tiene alguna de las siguientes propiedades: 1) A inyectivo, 2) A so-
breyectivo, 3) existe un B tal que AB = | 4) existe B tal que BA = I.
Ademds, la matriz correspondiente a A~! serd la matriz inversa de la matriz
correspondiente a A.

En dimensién infinita la situacién es algo mas complicada.

Por ejemplo, el operador desplazamiento S es inyectivo, no es sobreyectivo,
5*S = 1| pero SS* # I, luego S no tiene inverso.
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Aplicaciones inversas

Definicién
Sea el operador lineal A : X — Y, X e Y espacios de Banach. Diremos

que A es invertible si existe un operador B, A : Y — X tal que AB = Iy,
BA = k.

Para el caso de dimensidn finita, existird el inverso de A si dmX =dimY
y se tiene alguna de las siguientes propiedades: 1) A inyectivo, 2) A so-
breyectivo, 3) existe un B tal que AB = | 4) existe B tal que BA = I.
Ademds, la matriz correspondiente a A~! serd la matriz inversa de la matriz
correspondiente a A.

En dimensién infinita la situacién es algo mas complicada.

Por ejemplo, el operador desplazamiento S es inyectivo, no es sobreyectivo,
5*S = 1| pero SS* # I, luego S no tiene inverso.

El operador muItiPIicacic.')n por t M : L[2071] — _L[20,1] . E.ste o.perador es
acotado y ademds inyectivo, pero no es sobreyectivo y no tiene inverso.
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Aplicaciones inversas

Teorema
Sea el operador lineal A : X — X, X espacio de Banach. Si ||A] < 1,
entonces | — A es invertible y (en norma)

(I-A)1= iAk.
k=0

R. Alvarez-Nodarse Teoria de operadores en espacios de Hilbert U. Sevilla 15



Aplicaciones inversas

Teorema
Sea el operador lineal A : X — X, X espacio de Banach. Si ||A] < 1,
entonces | — A es invertible y (en norma)

(I-A)1= iAk.
k=0

Generalizacién: Sea A : X — X con ||A]| < |A|. Entonces el operador A\l — A
es invertible y

1
(M — , M—-A) <
Z Akl Al = [IA]
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Aplicaciones inversas

Teorema

Sea el operador lineal A : X — X, X espacio de Banach. Si ||A] < 1,
entonces | — A es invertible y (en norma)

(I-A)1= iAk.
k=0

Generalizacién: Sea A : X — X con ||A]| < |A|. Entonces el operador A\l — A
es invertible y

1
(M — , M—-A) <
Z Akl Al = [IA]

Teorema

El espacio B(X), X espacio de Banach, es un espacio de Banach respecto a
la norma de los operadores.
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Teoria de operadores en H

La definicién de operador invertible es aplicable a cualquier operador lineal
no necesariamente acotado. Podemos tener un operador acotado invertible,
cuyo inverso es no acotado. Un ejemplo es el operador de Volterra V:

t
V' Coy = Coas Vx = (Vx)(t) = /0 x(r)r, te(0,1).

Este operador tiene inverso pues Vx = 0 implica x(t) = 0.
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Teoria de operadores en H

La definicién de operador invertible es aplicable a cualquier operador lineal
no necesariamente acotado. Podemos tener un operador acotado invertible,
cuyo inverso es no acotado. Un ejemplo es el operador de Volterra V:

t
V' Coy = Coas Vx = (Vx)(t) = /0 x(r)r, te(0,1).

Este operador tiene inverso pues Vx = 0 implica x(t) = 0. Ademas la
ecuacién (Vx)(t) = y(t) siempre tiene solucién x(t) = y'(t), luego el
inverso de V es el operador derivada D que sabemos que no es acotado.
Nétese que Z(V) # Co,1-
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Teoria de operadores en H

La definicién de operador invertible es aplicable a cualquier operador lineal
no necesariamente acotado. Podemos tener un operador acotado invertible,
cuyo inverso es no acotado. Un ejemplo es el operador de Volterra V:

t
V' Coy = Coas Vx = (Vx)(t) = /0 x(r)r, te(0,1).

Este operador tiene inverso pues Vx = 0 implica x(t) = 0. Ademas la
ecuacién (Vx)(t) = y(t) siempre tiene solucién x(t) = y'(t), luego el
inverso de V es el operador derivada D que sabemos que no es acotado.
Nétese que Z(V) # Co,1-

Mds adelante veremos que si A € B(X,Y), XY Banach, t.q. el nicleo de
A, N(A) = {0} y laimagen de A, Z(A) = Y, entonces A~! € B(Y, X). Este
resultado se conoce como el teorema de las aplicaciones inversas acotadas.
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Teoria de operadores en H

La definicién de operador invertible es aplicable a cualquier operador lineal
no necesariamente acotado. Podemos tener un operador acotado invertible,
cuyo inverso es no acotado. Un ejemplo es el operador de Volterra V:

t
V' Coy = Coas Vx = (Vx)(t) = /0 x(r)r, te(0,1).

Este operador tiene inverso pues Vx = 0 implica x(t) = 0. Ademas la
ecuacién (Vx)(t) = y(t) siempre tiene solucién x(t) = y'(t), luego el
inverso de V es el operador derivada D que sabemos que no es acotado.
Nétese que Z(V) # Co,1-

Mds adelante veremos que si A € B(X,Y), XY Banach, t.q. el nicleo de
A, N(A) = {0} y laimagen de A, Z(A) = Y, entonces A~! € B(Y, X). Este
resultado se conoce como el teorema de las aplicaciones inversas acotadas.

Teorema

Sea X un espacio de Banach. El conjunto E C B(X) de los operadores
invertibles acotados en X es abierto en B(X).
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Teoria de operadores en H: operadores compacto

Definicion
Un operador lineal A : X — Y, X e Y espacios de Banach es compacto si
para toda sucesion acotada (xn), de X, la sucesion (Axp)n de Y tiene una

subsucesion convergente.
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Teoria de operadores en H: operadores compacto

Definicion
Un operador lineal A : X — Y, X e Y espacios de Banach es compacto si
para toda sucesion acotada (xn), de X, la sucesion (Axp)n de Y tiene una
subsucesion convergente.

Teorema
Todo operador compacto es acotado.
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Teoria de operadores en H: operadores compacto

Definicién
Un operador lineal A : X — Y, X e Y espacios de Banach es compacto si
para toda sucesion acotada (xn), de X, la sucesion (Axp)n de Y tiene una
subsucesion convergente.

Teorema
Todo operador compacto es acotado.

El reciproco no es cierto.

Ejercicio
Prueba que el operador identidad | : H — H, H espacio de Hilbert de
dimensién infinita no es compacto.
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Teoria de operadores en H: operadores compacto

Definicién
Un operador lineal A : X — Y, X e Y espacios de Banach es compacto si
para toda sucesion acotada (xn), de X, la sucesion (Axp)n de Y tiene una
subsucesion convergente.

Teorema

Todo operador compacto es acotado.

El reciproco no es cierto.

Ejercicio
Prueba que el operador identidad | : H — H, H espacio de Hilbert de
dimension infinita no es compacto.

Teorema

Sea A un operador lineal A: X — Y, X e Y espacios normados de dimension
finita. Entonces A es compacto.
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Teoria de operadores en H

Ejemplo
Cualquier operador A : H +— H, con H espacio de Hilbert de dimension
finita es compacto.

Teorema

El conjunto de todos los operadores compactos A : H — H, es un espacio
vectorial.

Proposicion
Sea H un espacio de Hilbert y sean y y z dos elementos dados de H. Sea
el operador lineal T : H — H definido por Tx = (x,y)z. Entonces T es
compacto.
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Teoria de operadores en H

Ejemplo
Cualquier operador A : H +— H, con H espacio de Hilbert de dimension
finita es compacto.

Teorema

El conjunto de todos los operadores compactos A : H — H, es un espacio
vectorial.

Proposicion
Sea H un espacio de Hilbert y sean y y z dos elementos dados de H. Sea
el operador lineal T : H — H definido por Tx = (x,y)z. Entonces T es
compacto.

Ejercicio

Sea A : X — X un operador acotado de rango finito en un espacio de Hilbert
H, i.e., laimagen de A, Z(A) es de dimensién finita (dimZ(A) = n < +o0).
Prueba, a partir de la proposicion anterior, que A es compacto.
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Teoria de operadores en H

Teorema

Sea (T,)n una sucesion de operadores compactos de T, : H +— H, H
espacio de Hilbert, tal que T, "X T. Entonces T es compacto.

Como T, =3 T = Ve; >03IN; e N t.q. VM > Ny, | T — Tl < e1.
Sea (xp)n € H una sucesién acotada cualquiera. Y sea S = sup,cy || xn]l-
T, es compacto Vn 3 una subsucesidn (yi)k, t.9. (Tmyk)k es convergente.
Como Tpyyk es convergente, entonces es de Cauchy = Vep > 0. AN, > 0
tq. I >m>M> Ny > Ny, | Tmvym — Tmyll < €2

| Tym — Tyi| | Tym — Trmymll + 1| Tmym — Tmyill + | Tmyr — Tyil|

<
< T = Tulllymll + €2+ T = Tumllilyll < 25e1 + e
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Teoria de operadores en H

Teorema

Sea (T,)n una sucesion de operadores compactos de T, : H +— H, H
espacio de Hilbert, tal que T, "X T. Entonces T es compacto.

Como T, =3 T = Ve; >03IN; e N t.q. VM > Ny, | T — Tl < e1.
Sea (xp)n € H una sucesién acotada cualquiera. Y sea S = sup,cy || xn]l-
T, es compacto Vn 3 una subsucesidn (yi)k, t.9. (Tmyk)k es convergente.

Como Tpyyk es convergente, entonces es de Cauchy = Vep > 0. AN, > 0
tq. I >m>M> Ny > Ny, | Tmvym — Tmyll < €2

| Tym — Tyi| | Tym — Trmymll + 1| Tmym — Tmyill + | Tmyr — Tyil|

<
< T = Tulllymll + €2+ T = Tumllilyll < 25e1 + e

Pero ...
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Teoria de operadores en H: la construccién diagonal

T, es compacto = I(Xi )k C (Xj)j, t-q. liMgo0 TpX = yn, n=1,2,3,....
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Teoria de operadores en H: la construccién diagonal

T, es compacto = I(Xi )k C (Xj)j, t-q. liMgo0 TpX = yn, n=1,2,3,....

(XJ)J X1 X2 X3 cee Xm AN Xj
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Teoria de operadores en H: la construccién diagonal

T, es compacto = I(Xi )k C (Xj)j, t-q. liMgo0 TpX = yn, n=1,2,3,....

(XJ)J X1 X2 X3 cee Xm AN Xj

j
()i C(x)i  x1 x2 X3 0 xXam o oxyycoc= Tixyon
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Teoria de operadores en H: la construccién diagonal

T, es compacto = I(Xi )k C (Xj)j, t-q. liMgo0 TpX = yn, n=1,2,3,....

(XJ)J X1 X2 X3 cee Xm AN Xj .
()i COG) s xap xz o xam o xgee= Toaj o
(2j); C (x);  Xe1 ez X3 o Xem o xej o = Taxay by
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Teoria de operadores en H: la construccién diagonal

T, es compacto = I(Xi )k C (Xj)j, t-q. liMgo0 TpX = yn, n=1,2,3,....

(%) X1 X2 X3 Xy - X
()i © () 1o X2 Xz o Xam oo X = Tixg =R n
(X2J)j - (Xl,j)j X21 X22 X23 ot Xom ccc X = T2X21 4 Vo
(X3,j)j C (Xz,j)j X31 X322 X33 ccc X3m - X3 = T3X37J i> Vs
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Teoria de operadores en H: la construccién diagonal

T, es compacto = I(Xi )k C (Xj)j, t-q. liMgo0 TpX = yn, n=1,2,3,....

(XJ)J X1 X2 X3 cee Xm AN Xj .
(lef)j C (XJ)J X1,1 X12  X13 o Xim - X1j = T1X1,j i> v
Ceg)i C (g ea X2 X3 o Xem o Xy = Ty Dy
(x34)i € (x2); X31 X32 X33 . X3m o X3jcoc = T3xg; EN y3
(Xm,j)j C (Xm_1,j)j Xmi Xm2 Xm3 't Xmm 0 Xmj 't = TmXmj EN Vim

Sea la sucesién de las “diagonales” (xm m)m. Para cada n fijo la sucesién
(Xm,m)m=n €s una subsucesién de (xm );, luego

Iim Tyxjj=Yym, para m=123---= (Tnyx;); es de Cauchy .
J-)OO

| Tn,n — Txmmll < | Txn,n — Tiaxo,nll + | Tmxan — TrXm,m|l +
I Tmxm,m — Txmmll < T = TmlllIxnnll + 5+ 11 Tv = Tl Ixm,mll <€,
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Teoria de operadores en H

Teorema

Sea (T,)n una sucesion de operadores compactos de T, : H — H, H
espacio de Hilbert, tal que T, "X T. Entonces T es compacto.

Teorema

Sea T : H — H, un operador compacto, H espacio de Hilbert. Entonces su
adjunto T* es compacto.

Problema

Sea un operador lineal y acotado A : H — H, H un espacio de Hilbert. Se
dice que A es antihermitico si A* = —A. Prueba que A es antihermitico si
y solo si el operador B = iA es hermitico (autoadjunto).

Problema

Prueba que si A es un operador del tipo Hilbert-Schmidt, entonces es com-
pacto.
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Teoria de operadores en H

Problema

Prueba que el operador T L[0 1] [0 1 definido por

1
y = Tx, y(t) :/0 k(t, 7)x(T)dT,

es compacto si se cumple la condicién

1 ,1
/ / |k(t, 7)[2dtdT < +o0,
0 JO
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Teoria de operadores en H

Problema

Sea A : H — H, lineal y acotado en H espacio de Hilbert, A es positivo
(A>0)si (Ax,x) > 0 Vx € H. Prueba las siguientes afirmaciones:

@ Si A> 0 entonces A es autoadjunto (ver teorema 2).

Q@ SiA>0,B>0, yacR, entonces A+ B>0yaA>0.

© SiIA>0y T :Hw— H, lineal y acotado, entonces T*AT > 0.
Q@ Cualquiera sea T : H — H, lineal y acotado, T*T > Q.

@ SiA>0,B>0yA+B=0, entonces A= B = 0.

@ Si A > 0 entonces, para todos x,y € H se cumple

[(Tx, )] < (Tx,x)(Ty, y).-
@ SiA>0, entonces Tx =0 si y solo si (Tx, x) (usa el punto anterior).

6. Usar que (Av,v) > 0, para todo v € H. Elegir v =f + X(Tx,y)g, con A€ Ry
razonar como en la prueba de la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
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Teoria de operadores en H

Problema

Sea A € B(H) un operador lineal compacto y B € B(H) uno acotado, H
espacio de Hilbert. Entonces los operadores AB y BA son compactos.
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Teoria de operadores en H

Problema

Sea A € B(H) un operador lineal compacto y B € B(H) uno acotado, H
espacio de Hilbert. Entonces los operadores AB y BA son compactos.

Problema

Sea A € B(H), H espacio de Hilbert, y Z(A) = H. Prueba que si A tiene
inverso, y dicho inverso es acotado, entonces el adjunto A* es invertible y
(A*)~1 = (A71)*. Si ademds, A es autoadjunto, entonces A~ también.

Problema

Prueba que si A € B(H) es compacto y H es de dimension infinita, entonces
o A no es invertible o A~! no puede ser acotado.

Problema

Prueba que A es compacto si y solo si A*A es compacto.
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Teoria de operadores en H

Problema

Sea A: H — H, H, espacio de Hilbert un operador autoadjunto. Prueba
que si (Ax,x) =0, para todo x € H, entonces A = ©, es el operador nulo.

Problema

Prueba que un operador acotado T : H — H, H, espacio de Hilbert es
normal si y solo si || Tx|| = || T*x|| para todo x € H.

Problema

Prueba que un operador acotado T : H — H, H, espacio de Hilbert, es
normal si y solo si los operadores autoadjuntos A y B de su forma cartesiana
T+T* T-—-T*
T=A+iB, A=--1 pg=""1
2 2i
conmutan, i.e., AB = BA.
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