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iDe qué va esta historia?

R. Alvarez-Nodarse Anidlisis funcional: Espacios métricos y normados U. Sevilla 2



Resolviendo una ecuacidon diferencial lineal

Resolver el PVI
F'(x)+F(x) =g(x), x€labl, fla)=1, f(a=0 (1)

donde f’ es la derivada de f respecto a x y asumiremos que g € Cp,p) Y
fe iy
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Resolviendo una ecuacidon diferencial lineal

Resolver el PVI
F'(x)+F(x) =g(x), x€labl, fla)=1, f(a=0 (1)

donde f’ es la derivada de f respecto a x y asumiremos que g € Cp,p) Y

2
f C[a,b]'

.a solucion es:

4 )

f(x) = cos(x — a) + /X sin(x — t)g(t)dt, X € |a, b] (2)

- J

R. Alvarez-Nodarse Analisis funcional: Espacios métricos y normados U. Sevilla 3



Resolviendo una ecuacidn diferencial lineal

Teorema 1: Sea h(t,x) una funcién continua en D = {(t,x) € R?|t €

la, b], x € [c,d]}. Entonces la funcion H(x) = / h(t, x)dt es continua y
a

diferenciable en [c,d] y

b
H'(x) = %(t, x)dt.

a
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Resolviendo una ecuacidn diferencial lineal

Teorema 1: Sea h(t,x) una funcién continua en D = {(t,x) € R?|t €

la, b], x € [c,d]}. Entonces la funcion H(x) = / h(t, x)dt es continua y
a

diferenciable en [c,d] y

b
H'(x) = %(t, x)dt.

a

Sea «a(x) una funcién diferenciable en [c, d] cuya imagen esté contenida en
«

[a, b] y sea la funcién ®(a, x) :/ h(t,x)dt, a € [a, b], x € [c, d].

a

Usando el teorema fundamental del calculo asi como el Teorema 1 =

0P * Oh 0P

a(a,x) = a a(t,x)dt, a—a(oz,x) = h(a, x).
Dado que ambas derivadas parciales son continuas, entonces ®(a, x) es
diferenciable en a € [a, b], x € [c, d].
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Resolviendo una ecuacidn diferencial lineal

d(a, x) = /a h(t, x)dt, a € [a, b

od “ Oh oo
g(OéyX) — /a &(t,X)dt, a_Oé(Oé’X) T h(&7X)'

d(a, x) es diferenciable en « € [a, b], x € [c, d].

La funcién compuesta V(x) = ®(a(x), x) es diferenciable en x € [c,d]
asi que usando la regla de la cadena obtenemos

0V _ 000 000
Ox  Oa Ox  Ox Ox
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Resolviendo una ecuacidn diferencial lineal

d(a, x) = /a h(t, x)dt, a € [a, b

od “ Oh oo
g(OéyX) — /a &(t,X)dt, a_Oé(Oé’X) T h(&7X)'

d(a, x) es diferenciable en « € [a, b], x € [c, d].

La funcién compuesta V(x) = ®(a(x), x) es diferenciable en x € [c,d]
asi que usando la regla de la cadena obtenemos

oV  0d0a  I0dOx () 9h
o = a_anr&& —oz(x)h(oz(x),x)—l-/ &(t,X)dt-

a

Aplicando la férmula anterior con (a(x) = x y h(t,x) = sin(x — t)g(t)) a
nuestra funcién f

f(x) = cos(x — a) + /X sin(x — t)g(t)dt, x € |a, b].

obtenemos:
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Resolviendo una ecuacidn diferencial lineal

f'(x) = —sin(x — a) + /X cos(x — t)g(t)dt, x € la,b], (3)

F(x) = —cos(x — a) + ¢(x) — [ sin(x— lg(t)dr,  x € [a.b].
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Resolviendo una ecuacidn diferencial lineal

f'(x) = —sin(x — a) + /X cos(x — t)g(t)dt, x € la,b], (3)

F/(x) = cos(x — a) + g(x) ~ [ sinx — g(t)d.  x ¢ [a.]
Ndtese que esta ultima expresién se puede escribir, usando (2), como
f'(x) = —f(x) +g(x) =f"(x)+f(x)=g(x), x¢€lab]

Ademas, de (3) se tiene que f'(a) = 0y, por tanto, dado que f(a) =1, la
funcidn f efectivamente la solucién del PVI.
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Un problema muy parecido

Resolver el PVI
f'(x) + f(x) = o(x)f(x), x€lab], f(a)=1, f(a)=0.

La solucion sera
f(x) = cos(x — a) + /X sin(x — t)o(t)f(t)dt, x € la,b]l. (4)

(4) define una ec. integral que reescribiremos convenientemente. Sea D =
{(t,x) € R%|t € [a, b],x € [c,d]} y sea k(x, t) una funcién continua en D.
Definamos el operador K, K : Cj, p) /= Ca )

{Kf = K(f(x)) = /X k(x, t)f(t)dt}

a

Entonces (4) la podemos reescribir como

[f:HKf] u = cos(x —a), k(x,t) = sin(x — t)o(t).

i Como resolver esta ecuacion?
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La ecuacion integral de Volterra

Vamos a intentar resolver la ecuacion
f(x) = u(x)+ Kf(x), x € ]la,b], (5)

donde u,f € Cp, b y K es el operador de Volterra definido por

Kf == K(f(x)) = /X k(x, t)f(t)dt. (6)

Vamos a usar el método iterativo de Picard:

f(x) = u(x) + Kfip(x), x € [a, b]. (7)

{fn(x) )4 Kf,,_l(x)J xelabl, n=12.... (8
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i Convergencia f, — f7

Una sucesidn de funciones f,, converge uniformemente a f en [a, b| si

sup |fp(x) — f(x)| — 0, cuando n — oo.
x€|a,b]

Dadas f, g € (|, ) definiremos la distancia p(f, g) mediante la expresién

p(f,g) = sup |f(x)— g(x)|
x€|a,b]
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i Convergencia f, — f7

Una sucesidn de funciones f,, converge uniformemente a f en [a, b| si

sup |fp(x) — f(x)| — 0, cuando n — oo.
x€|a,b]

Dadas f, g € (|, ) definiremos la distancia p(f, g) mediante la expresién

x€|a,b]

[mf,g) — sup |f(x) g<x>}

De esta definicion se sigue que Vf, g, h € Cp,

O p(f,g) >0y p(f,g) =0siysdélosi f =g,
Q p(f,g)=pl(g,f)y
© p(f.g) < p(f,h)+ p(h,g).
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Midiendo tamanos ...

La definicién de distancia entre funciones continuas nos da la idea de como
definir el tamano o la norma de una funcion. Asi, dada una funcion f € Cp,
definiremos la norma de f, ||f|| al nimero

Ifll:==sup [f(x) (9)

x€|a,b]
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Midiendo tamanos ...

|.a definicidn de distancia entre funciones continuas nos da la idea de como
definir el tamano o la norma de una funcion. Asi, dada una funcion f € Cp,

definiremos la norma de f, ||f|| al nimero

[f = sup f(xq (9)

x€|a,b]

Es facil comprobar que la norma (9) satisface que Vf, g € Cp,

@ ||f||>0y]|f|][=0siysdlosi f=0,
@ VA e R, ||Af] = [A[[f]],
© |f +gll <IIfll+ llgll-
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Propiedades curiosas de C,

Lo siguiente que queremos hacer notar es que el espacio de las funciones
continuas C, p satisface las siguientes interesantes propiedades:

@ Para todos f,g € (), lasuma, h=1f + g € (, ) y para todos
f,g,h € Cp, ) se cumple que:

@ f+g=g+f

@ (f+g)+h=Ff+(g+h)

© F+0=0+1f=f, donde ) es la funcién 0 : [a, b] — R, O(x) = 0.

@ Cualquiera sea f existe una funcién (—f) tal que
f+(=f)=(-F)+f=0.

@ Paratodo f € Cpya€ER, g=a-f € (), y para todos
f,g € Cap Y @, B € R se cumple que:

@ o (fF+g)=a-f+a-g
@ (a+p)-f=a-f+p5-f
© a-(8-f)=(af)-f

@ 1-f=f
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Yendo mas lejos ...

De la propia definicién del operador K, usando las propiedades de la integral,
tenemos que, para todos o, 6 € Ry f, g € (p,p,

{K(af#—ﬁg) = aKf+BKgJ (10)

Si un operador que cumple con (10) se dice que es un operador lineal.

Ademas, para toda funcion f € Cp, ] se tiene

|Kf| g/ \k(x,t)Hf(t)\dtS/ sup |k(x,t)| sup |f(t)|dt
a a x,t€|a,b] te(a,b]

< &||fll(x —a) < k| f[(b—a) = c||f].

donde k = sup, ;c[ap] |k(X, t)| y ¢ = r(b—a). Es decir, para toda f € CJ, ],
existe un ¢ > 0 tal que

[Kf — sup |KFf| < c|f} (1)
tela,b

Los operadores que cumplen con (11) se denominan operadores acotados.
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Veamos si f, —> f ...

fo(x) = u(x) + Kfp—1(x), x€la,b], n=1,2,....

fi(x) = u(x) + Kfo(x),
h=u+Khh=u+Ku+Kh) =u+Ku+K(Kh) = u+ Ku+ K*f
fif=u+Ku+Ku+--+Ku+K'fy =

fo—fmn =K u+- + K" 'u+ K"y — K™f.

Entonces, usando las propiedades de la norma

[fo = fall < NK™ull + -+ K" ull + Kol + | K™ foll.
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Veamos si f, —> f ...

Vamos a acotar cada uno de los sumando ||K"h||, h € Cap, n=1,2,....
Para n =1 ya hemos visto que ||Kh|| < c|/h||. Entonces,

|K2hll = |K(Kh)|| < c|Kh| < Z[lhl - = [[K Al < cl|All. (12)

Esta cotaesutilsic<1...
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Veamos si f, —> f ...

Vamos a acotar cada uno de los sumando ||K"h||, h € Cap, n=1,2,....
Para n =1 ya hemos visto que ||Kh|| < c|/h||. Entonces,

|K2h] = IK(Kh)|| < cllKh]| < [lAll = [IK"All < <[l (12)
Esta cota es atil si ¢ < 1 ...Vamos a afinar nuestra cota. Como ya vimos

[Kh| < slhl(x —a) =

k2(x — a)?
2

K| = |K(KR) s/ k(x, £)||Kh|dE < - - — 4]l

3p 2 ) 2 * 0 _ K(x—a)®
|[K°h| = |[K(K=h)| < | |k(x,t)||K“h|dt <k | |Kh|dt<--- = 3 | hl|.

{K”h| <

n! n!

il ) 7S R P Al Gl )hJ

R. Alvarez-Nodarse Analisis funcional: Espacios métricos y normados U. Sevilla 14



El teorema

m n—1 m n
It < (S 4+ o ) Bl (S + 57 ) 16l ¢ = (b-a)s

m! (n—1)! m!

f, es uniformemente convergente y su limite f es una funcién continua.
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El teorema

m n—1 m n
- fmu<(C B )Hun+(C C)HfbH ¢ = (b-a)x

m! (n—1)! m!
f, es uniformemente convergente y su limite f es una funcién continua.
Probemos que Kf, — Kf si f, — f.
|Kf, — Kf|| = ||K(f, — f)|| < c||f, — f|]| = 0 si n = oo.
Por tanto, si n — o0 en
fo(x) = u(x) + Kfp—1(x) = f(x) = u(x) + Kf(x)

Teorema 2a: La sucesion f, construida mediante el método iterativo de
Picard tiende a la solucién de la ecuacidon integral de Volterra.
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Unicidad

Es f jes Unica?

Supongamos que hay dos funciones continuas en Cj,p, fy g, con f # g
tales que f = u+ Kf y g = u+ Kg. Restando ambas tenemos f — g =

K(f —g). Sea h=f — g. Entonces
h=Kh = h=K(Kh)=K?*h=K?*Kh)=Kh=-.-=K"h,

y, por tanto, ||h|| = ||[K"h||. Si tomamos el limite cuando n — oo en la
expresion anterior y usamos

"(b—a)
n!

|K"h]| < = Ihll = [IK"h]| = 0...

Teorema 2b: La sucesion f, construida mediante el método iterativo de
Picard tiende a la unica solucién de la ecuacién integral de Volterra.
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Recapitulemos el conjunto de propiedades que hemos usado:

@ Para el conjunto ([, ) las funciones continuas es unespacio vectorial
@ En ([, pjes un espacio normado y a su vez métrico

© El operador K es un operador lineal y acotado.

Q V(fy)n € Clap) 9. fo — f;p — 0 cuando n, m — oo, (i.e. sucesién de

Cauchy) es convergente, i.e., f; = f € Cj, ) cuando n — co =
Cla,b] €S UN espacio completo.
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Recapitulemos el conjunto de propiedades que hemos usado:

@ Para el conjunto ([, ) las funciones continuas es unespacio vectorial
@ En ([, pjes un espacio normado y a su vez métrico

© El operador K es un operador lineal y acotado.
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Cauchy) es convergente, i.e., f; = f € Cj, ) cuando n — co =
Cla,b] €S UN espacio completo.

i Existen otros espacios utiles para resolver este tipo de problemas?
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Recapitulemos el conjunto de propiedades que hemos usado:

@ Para el conjunto ([, ) las funciones continuas es unespacio vectorial
@ En ([, pjes un espacio normado y a su vez métrico
© El operador K es un operador lineal y acotado.
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Cla,b] €S UN espacio completo.

i Existen otros espacios utiles para resolver este tipo de problemas?

i Qué otras propiedades importantes tienen estos espacios?
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Cauchy) es convergente, i.e., f; = f € Cj, ) cuando n — co =
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i Qué otras propiedades importantes tienen estos espacios?

i Con qué otros tipos de operadores podemos encontrarnos en la practica?
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Recapitulemos el conjunto de propiedades que hemos usado:

@ Para el conjunto ([, ) las funciones continuas es unespacio vectorial

@ En ([, pjes un espacio normado y a su vez métrico

© El operador K es un operador lineal y acotado.

Q V(fy)n € Clap) 9. fo — f;p — 0 cuando n, m — oo, (i.e. sucesién de
Cauchy) es convergente, i.e., f; = f € Cj, ) cuando n — co =
Cla,b] €S UN espacio completo.

i Existen otros espacios utiles para resolver este tipo de problemas?
i Qué otras propiedades importantes tienen estos espacios?

i Con qué otros tipos de operadores podemos encontrarnos en la practica?
i Qué otras propiedades ltiles tienen los operadores lienales?

El objetivo de este curso es estudiar algunas de las propiedades de los es-
pacios funcionales asi como de cierta clase de operadores que generalizan
el operador de Volterra y, a ser posible, mostrar el ambito de aplicacién de
dicha teoria para describir el mundo que nos rodea.
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Filosofia general del curso ...

iSi aprendemos aprobamos pero no necesariamente al revés!

@ Conceptos bdsicos de topologia general. Espacios métricos. Espacios
normados y espacios de Hilbert. Operadores lineales entre espacios
normados. Espacio normados de dimensién finita e infinita. 10 horas.

@ Aproximacién en espacios de Hilbert. Sistemas ortonormales.
Coeficientes y series de Fourier. 10 horas

© Operador adjunto. Operadores compactos. Teoria espectral de
operadores. Aplicaciones. 16 horas.

@ Teorema de Hahn-Banach. Reflexividad. Ejemplos de espacios
reflexivos y no reflexivos. Duales de los espacios cldsicos de sucesiones
y funciones. 12 horas.

© Teorema de Baire. Principio de la acotaciéon uniforme. Teoremas de la
aplicacién abierta y del grafo cerrado. 12 horas.
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iSi aprendemos aprobamos pero no necesariamente al revés!

@ Conceptos bdsicos de topologia general. Espacios métricos. Espacios
normados y espacios de Hilbert. Operadores lineales entre espacios
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aplicacién abierta y del grafo cerrado. IT2=horas
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Evaluacion . ..

Se realizaran dos pruebas escritas a lo largo del curso: una a mitad una el
ultimo dia de clases.

Estas pruebas se evaluardn sobre 10 puntos cada una. Sera necesarios un
minimo de 4 puntos para aprobar cada prueba. La nota final serd la media
obtenida en ellas y si es mayor o igual que 5 se aprobara la asignatura.

Habrd un examen final escrito. Para aprobar la asignatura se necesita sacar
al menos 5 puntos en dicho examen.
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