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Espacios euclideos

Definicién
Se dice que un espacio vectorial E es un espacio euclideo si dados dos
elementos cualesquiera x,y € E existe un nimero denominado producto
escalar y que denotaremos por (x,y) tal que

@ Paratodo x,y € E, (x,y) = (y,x).

@ Para todo x,y,z € E, (x+y,z) = (x,z) + (y, 2).

© Para todox,y e Ey XA e C, (Ax,y) = A(x,y)

@ Paratodox € E, x #0, (x,x) >0 ysi(x,x) =0, entonces x = 0.
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Espacios euclideos

Definicién
Se dice que un espacio vectorial E es un espacio euclideo si dados dos
elementos cualesquiera x,y € E existe un nimero denominado producto
escalar y que denotaremos por (x,y) tal que

@ Para todo x,y € E, (x,y) = (y,x).
@ Paratodox,y,z€ E, (x+y,z)=(x,z) + (y, z).
© Para todox,y e Ey XA e C, (Ax,y) = A(x,y)

@ Paratodox € E, x #0, (x,x) >0 ysi(x,x) =0, entonces x = 0.

Ejercicio
Prueba que como consecuencia de la definicién anterior se tiene que
@ Para todos x,y,z € E, (x,y +z) = (x,y) + (x, 2).
@ Para todos x,y € Ey A € C, (x,\y) = X(x,y).
© Para todo x € E, (x,0) = (0,x) =0.
Q Si (x,z) = (y, z) para todos los z € E, entonces x = y.

R. Alvarez-Nodarse Espacios de Hilbert U. Sevilla 2



Espacios euclideos: Ejemplos

% C" con el prod. escalar: x = (x1,...,%n), ey = (V1,---,¥Yn)

n
<X7y> = Zxkﬁ'
k=1

Obviamente este es un espacio de dimensién finita.
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Espacios euclideos: Ejemplos

% C" con el prod. escalar: x = (x1,...,%n), ey = (V1,---,¥Yn)
n
<X7y> = Zxkﬁ'
k=1

Obviamente este es un espacio de dimensién finita.

% (2, el espacio de las sucesiones (x,), tales que Y 3% |x«|> < oo, donde
Six = (X1,%2, . s Xny---), €Y = (Y1, )2y, Yny--.)

00
<Xay> = Zxkﬁ'
k=1

De la desigualdad de Holder = el (x, y) esta bien definido
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Espacios euclideos: Ejemplos

% C" con el prod. escalar: x = (x1,...,%n), ey = (V1,---,¥Yn)

n
<X7 y> = Zxkﬂ'
k=1

Obviamente este es un espacio de dimensién finita.

% (2, el espacio de las sucesiones (x,), tales que Y 3% |x«|> < oo, donde
Six = (X1,%2, . s Xny---), €Y = (Y1, )2y, Yny--.)

00
<Xay> = Zxkﬁ'
k=1

De la desigualdad de Holder = el (x,y) esta bien definido (prueba directa).

* Cpap) (que denotaremo.s por C[%—;,b]) de las funciones continuas en [a, b]
cerrado y acotado con el siguiente producto escalar

b
(Fg) = / F(x)2(x)dx.
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Espacios euclideos

Teorema (Cauchy-Schwarz)

Para todos f, g € E espacio euclideo = ‘ (f,g)]? < (f,f)g,g) ’

Teorema (Todo espacio euclideo E es normado con la norma)

A=V | = Il <1 el

R. Alvarez-Nodarse Espacios de Hilbert U. Sevilla 4



Espacios euclideos

Teorema (Cauchy-Schwarz)

Para todos f, g € E espacio euclideo = ‘ (f,g)]? < (f,f)g,g) ’

Teorema (Todo espacio euclideo E es normado con la norma)

A=V | = Il <1 el

1y 2 son triviales. Probemos 3: que

If +gll> =(f+gf+g)=If, f>+23?(<fg>) (8,8)
<f,f>+2\<f,g>|+<g g) < (f,f)+2\/(f,f)lg.g) + (&:8)

(V(F.f) +V(g.8))?

Al
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Espacios euclideos

Teorema (Cauchy-Schwarz)

Para todos f, g € E espacio euclideo = ‘ (f,g)]? < (f,f)g,g) ’

Teorema (Todo espacio euclideo E es normado con la norma)

A=V | = Il <1 el

1y 2 son triviales. Probemos 3: que

If +gll> =(f+gf+g)=If, f>+2%(<fg>) (8,8)
<f,f>+2\<f,g>|+<g g) < (f,f)+2\/(f,f)lg.g) + (&:8)

(V(F.f) +V(g.8))?

Al

Corolario (Todo espacio euclideo E es un espacio métrico con la métrica)

[ bon) = e =yl = Vi—y,x = |
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Espacios euclideos y espacios normados

Ejercicio: Probar que que para todos x,y € E, la norma inducida por el
producto escalar cumple con la ley del paralelogramo:

la -+ b]|* + [la = blI* = 2(]|a]|* + [[6]|*).
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Espacios euclideos y espacios normados

Ejercicio: Probar que que para todos x,y € E, la norma inducida por el
producto escalar cumple con la ley del paralelogramo:

la -+ b]|* + [la = blI* = 2(]|a]|* + [[6]|*).

Proposicion
Un espacio normado X es euclideo si y sélo si para todos x,y € E, se
cumple la ley del paralelogramo.
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Ejercicio: Probar que que para todos x,y € E, la norma inducida por el
producto escalar cumple con la ley del paralelogramo:

la -+ b]|* + [la = blI* = 2(]|a]|* + [[6]|*).

Proposicion
Un espacio normado X es euclideo si y sélo si para todos x,y € E, se
cumple la ley del paralelogramo.

Para el caso real

1
f(x,2):={62) = 2(lIx+ 2P = Ix = 2I"),  zeX
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Espacios euclideos y espacios normados

Ejercicio: Probar que que para todos x,y € E, la norma inducida por el
producto escalar cumple con la ley del paralelogramo:

la -+ b]|* + [la = blI* = 2(]|a]|* + [[6]|*).

Proposicion
Un espacio normado X es euclideo si y sélo si para todos x,y € E, se
cumple la ley del paralelogramo.

Para el caso real

1
f(x,2):={62) = 2(lIx+ 2P = Ix = 2I"),  zeX

El caso complejo es algo mds complicado de probar. La demostracién original
se debe a P. Jordan y J. von Neuman (Annals of Math. 36, 719-723) y se
basa en probar que la cantidad
1 2 2, - .2 s .12
(x,z) = Z(IIX + 2|2 = |Ix = zl|* +illx + iz||* = i]lx — iz]|?)
define un producto escalar.
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Espacios euclideos y espacios métricos. Espacios de Hilbert

n
En C" tenemos que la norma inducida es ||x|| = Z | xx |2
k=1

o
En 2, |Ix| = | > b2,

k=1

b
En (i, la norma viene dada por ||f|| = / |f(x)[2dx.
a
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Espacios euclideos y espacios métricos. Espacios de Hilbert

n
En C" tenemos que la norma inducida es ||x|| = Z | xx |2
k=1
o
En 2, x| = |3 I,
k=1

En (5 la norma viene dada por ||f[| =

Ejercicio

Prueba que si x, — x, yp — yya, — a =

¢
1
¢

Xn + Yn T x4 Y, Qnxp — ax, (Xn,¥n) — (X,¥).
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Espacios euclideos y espacios métricos. Espacios de Hilbert

n
En C" tenemos que la norma inducida es ||x|| = Z | xx |2
k=1
o
En 2, x| = |3 I,
k=1
b
En (i, la norma viene dada por ||f|| = / |f(x)[2dx.
a
Ejercicio
n—o0 n—oo n—oo

Prueba que si x, — x, yp — yya, — a =

Xn + Yn T x4 Y,  QnXp 7 ax, (Xny Yn) e (x,y).

<Xn,_)/n> - <Xay> = <Xn*X7Y*)/n>+<Xa)/n*)/> + <Xn*Xayn>
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Espacios de Hilbert

Definicién
Un espacio euclideo E completo se denomina espacio de Hilbert y lo deno-

taremos por H.
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Espacios de Hilbert

Definicién
Un espacio euclideo E completo se denomina espacio de Hilbert y lo deno-

taremos por H.

Definicion
Sea el sistema de vectores (¢n)n (finito o infinito) de un espacio euclideo
E. Diremos que (¢,)7, es un sistema ortogonal dos a dos si

<¢m ¢m> = 5n,m||¢n||2-

Si ademas ||¢n|| = 1 para todo n € N, se dice que el sistema es ortonormal.
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Espacios de Hilbert: sistemas ortonormales

»El sistema de los vectores candnicos de C” (ex)}_,

er =(1,0,0,...,0,0),
e =(0,1,0,...,0,0),

en =(0,0,0,...,0,1).
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Espacios de Hilbert: sistemas ortonormales

»El sistema de los vectores candnicos de C” (ex)}_,

er =(1,0,0,...,0,0),
e =(0,1,0,...,0,0),

en =(0,0,0,...,0,1).
»El sistema (ex)7_, € /2 es un sistema ortonormal de (2.

es =(1,0,0,0,...),
e =(0,1,0,0,...),
en =(0,0,1,0...),

El sistema de funciones {1} U {sin nx,cos nx}%2; es un sistema ortogonal
del espacio de las funciones continuas en [0, 2], con el producto escalar

27 _
(Fe) = /O F(x)g(x)dx.
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Espacios Hilbert

Ejercicio
Prueba que si los vectores x, . .
ortogonales, entonces son linealmente independientes.

., Xn (no nulos) de un espacio euclideo son
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Espacios Hilbert

Ejercicio
Prueba que si los vectores xi, ..., X, (no nulos) de un espacio euclideo son
ortogonales, entonces son linealmente independientes.

Teorema (Gram-Schmidt)
En un espacio de Hilbert H de cualquier conjunto de vectores linealmente
independiente se puede construir un conjunto de vectores ortonormales
(ortogonales).

R. Alvarez-Nodarse Espacios de Hilbert U. Sevilla 9



Espacios Hilbert

Ejercicio
Prueba que si los vectores xi, ..., X, (no nulos) de un espacio euclideo son
ortogonales, entonces son linealmente independientes.

Teorema (Gram-Schmidt)

En un espacio de Hilbert H de cualquier conjunto de vectores linealmente
independiente se puede construir un conjunto de vectores ortonormales
(ortogonales).

Idea: Escogemos 1,51 = ¢1 vy luego, Vk > 2,

n—1

J}n = ¢n+ Z O‘n,kwka

k=1

donde apk, n € N, k = 1,...,n— 1 sean tales que (¢, ¢x) = 0 Vk =
1,2,....n—1.
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Espacios Hilbert

Del proceso anterior = Vn > 1,

n—1 n—1
¢~n = ¢n + Z an,quk = ¢n = Q/NJn + Z/Bn,k@zk =
k=1 k=1

(ryibp) =0, Vk=0,1,...n—1e (¢p,0p) =0, Yk=0,1,...n—1.
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Espacios Hilbert

Del proceso anterior = Vn > 1,

n—1

n—1

¢~n = ¢n + Z anJﬂZk = ¢n = 7Zn + Zﬁn,k@zk =

k=1

(D, ) =0, Vk=0,1,..

Usando lo anterior tenemos:

(¢1,01)
7 <¢2,' ¢1)

n—

(6ms 61)

k=1

n—1 (¢, Pn) =0, VYk=0,1,...n—1.

(p1,02) -+ (d1,0n-1) O1
(P2, 02) -+ (P2,0n-1) @2

(md2) - (Dnbno1)

Basta notar que (¢, ¥n) =0, k=1,2,...,n— 1.

R. Alvarez-Nodarse

Espacios de Hilbert U. Sevilla 10



Espacios Hilbert

Del proceso anterior = Vn > 1,

n—1 n—1
¢~n = ¢n + Z anJﬂZk = ¢n = 7Zn + Zﬁn,k@zk =
k=1 k=1

(ryibp) =0, Vk=0,1,...n—1e (¢p,0p) =0, Yk=0,1,...n—1.

Usando lo anterior tenemos:

(p1,01) (o1,02) -+ (o1,0n-1) ¢1
. (P2, 01) (D2,02) -+ (¢2,0n-1) ¢2

n =

<¢na'¢1> <¢n7¢2> <¢na¢.5n—1> ¢.n

Basta notar que (¢x, ¥,) =0, k =1,2,...,n— 1. Ejercicio: |||
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Espacios de Hilbert separables

Teorema

Si el espacio euclideo E es separable, entonces cualquier sistema ortogonal
(ortonormal) de E es numerable.
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Espacios de Hilbert separables

Teorema

Si el espacio euclideo E es separable, entonces cualquier sistema ortogonal
(ortonormal) de E es numerable.

Sea (1), ortonormal. Entonces |4, —¢m|| = V2 si n # m. Sea el conjunto
de las bolas B(v,1/2) - -
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Espacios de Hilbert separables

Teorema

Si el espacio euclideo E es separable, entonces cualquier sistema ortogonal
(ortonormal) de E es numerable.

Sea (1), ortonormal. Entonces |4, —¢m|| = V2 si n # m. Sea el conjunto
de las bolas B(v,1/2) - -

Definicién (Serie de Fourier respecto al sist. ortonormal (¢,)72 ;)

Dado un vector x € H definiremos la serie de Fourier

(e}

n=1

R. Alvarez-Nodarse Espacios de Hilbert U. Sevilla 11



Espacios de Hilbert separables: Series de Fourier

Teorema

Sea H el subespacio lineal de H generado por los vectores {¢1,¢2 ..., ¢n},
neN, e, H= span(¢1,¢2...,¢n). Entonces

n n
min [[x — gl = [Ix[Z = D lexl? = [IxI* = D 1{x, 6n)?
qeH

k=1 k=1

y se alcanza cuando q es la suma parcial de la serie s, :== Y| _; k.
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Espacios de Hilbert separables: Series de Fourier

Teorema

Sea H el subespacio lineal de H generado por los vectores {¢1,¢2 ..., ¢n},
neN, e, H= span(¢1,¢2...,¢n). Entonces

n n
min [[x — gl = [Ix[Z = D lexl? = [IxI* = D 1{x, 6n)?
qeH
k=1 k=1
y se alcanza cuando q es la suma parcial de la serie s, :== Y| _; k.

Definamos g, = >_7_; ak¢k. Calculamos ||x — gn||?

n n
2 2 2 2
(x — gn,x —gn) = IXI7 = D lePllowll® + D lak — cl*ll ol

k=1 k=1
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Espacios de Hilbert separables: Series de Fourier

Teorema

Sea H el subespacio lineal de H generado por los vectores {¢1,¢2 ..., ¢n},
neN, e, H= span(¢1,¢2...,¢n). Entonces

n n
min [[x — gl = [Ix[Z = D lexl? = [IxI* = D 1{x, 6n)?
qeH
k=1 k=1
y se alcanza cuando q es la suma parcial de la serie s, :== Y| _; k.

Definamos g, = >_7_; ak¢k. Calculamos ||x — gn||?

n n
2 2 2 2
(x — gn,x —gn) = IXI7 = D lePllowll® + D lak — cl*ll ol

k=1 k=1

|x — gnl|? es minimo <= ax = cx Vk €N, i.e., g, = sp.
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Espacios de Hilbert separables: Series de Fourier

Ix — &nll?

donde hemos usado la ortogonalidad de (¢n)n y

<X > ax— Y 8m¢k>
k:%7 m=1 N N
I[P = " (@kck + a) + Y > akam(bu, bm)

k=1
n

k=1 m=1
n n

x> = (@ + aC) + > D ak@mbi,m

k=1
n

k=1 m=1

n
X7 =D el + D la — il

k=1

k=1

lak — ck|* = (ak — k) (3K — k) = |ak|® + |ek|* — (chk + akCT)

R. Alvarez-Nodarse
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U. Sevilla
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Espacios de Hilbert separables: Series de Fourier

Como corolario del Teorema tenemos que

n
= lx = s> = x> =) la> >0, VneN
k=1
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Espacios de Hilbert separables: Series de Fourier

Como corolario del Teorema tenemos que

n
h=lx=sl>= x> =) la>>0, VneN =
k=1

Luego se tiene la Desigualdad de Bessel

o
MlalP<IxP | =
k=1
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Como corolario del Teorema tenemos que

n
h=lx=sl>= x> =) la>>0, VneN =
k=1

Luego se tiene la Desigualdad de Bessel

o o
DolalP <IN | = D lal <+oo=
k=1 k=1
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Espacios de Hilbert separables: Series de Fourier

Como corolario del Teorema tenemos que

n
h=lx=sl>= x> =) la>>0, VneN =
k=1

Luego se tiene la Desigualdad de Bessel

[o.¢] o0
Sl <Ixl? | = D lal < 4oo= lim |cal = 0.
n—oo
k=1 k=1
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Espacios de Hilbert separables: Series de Fourier

Como corolario del Teorema tenemos que

n
b= lx = sal®> = x> =Yl 20, VneN =
k=1

Luego se tiene la Desigualdad de Bessel

[o.¢] o0
Sl <Ixl? | = D lal < 4oo= lim |cal = 0.
n—oo
k=1 k=1

La serie de Fourier converge a x (en norma) <

o oo
Il =D le® =D 10x, ém)l?
k=1 k=1

Esta igualdad se denomina cominmente igualdad de Parseval y es, en
general, muy complicada de comprobar en la practica.
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Espacios de Hilbert separables: Series de Fourier

Definicién
Se dice que un sistema de vectores l.i. (¢n)n, es completo en X C H si
Vx € X C H y Ve > 0 existe una combinacion lineal |,

n
Iy = Zak¢k tal que ||x — || <e.
k=1

En otras palabras: Vx € X C H se puede aproximar en norma tanto como
se quiera mediante alguna combinacidn finita de vectores del sistema (bp,)p-

Definiciéon

Un sistema ortogonal (ortonormal) completo de X C H se denomina base
ortogonal (ortonormal) de X C H.

Ejemplos: Los sist. (ex)x, ex = 0j k son bases completas de C" y 2.

R. Alvarez-Nodarse Espacios de Hilbert U. Sevilla 15



Espacios de Hilbert separables: Series de Fourier

Teorema
Sea H un espacio de Hilbert y sea el sistema ortonormal de vectores (¢n)°° ¢

de H. Las siguientes condiciones son equivalentes:

@ (én)n es completo en X C H.

o0

@ Paratodox e XCH, x= Z(X, Ok ) Dk -
k=1
© Para todo x € X C H, se cumple la igualdad de Parseval

IxI? =D 16x, i) 2.
k=1

Q Si (x,¢k) =0 para todo k € N entonces x = 0.

La equivalencia entre 1 y 2, asi como las implicaciones 2 — 3 — 4, son
ciertas para cualquier espacio euclideo (no neces. completo).
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Espacios de Hilbert separables: Series de Fourier

Corolario

Sea el sistema ortonormal completo (¢n), y sean x,y € X C H tales que
(x, &) = (v, Pk) para todo k € N, entonces x = y.

En otras palabras, dos elementos de H con iguales coeficientes de Fourier son
iguales, por tanto cualquier vector de H queda biunivocamente determinado
por sus coeficientes de Fourier.
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Espacios de Hilbert separables: Series de Fourier

Corolario

Sea el sistema ortonormal completo (¢n), y sean x,y € X C H tales que
(x, &) = (v, Pk) para todo k € N, entonces x = y.

En otras palabras, dos elementos de H con iguales coeficientes de Fourier son
iguales, por tanto cualquier vector de H queda biunivocamente determinado
por sus coeficientes de Fourier.

Definicidon

Se dice que un sistema ortonormal (¢n)n es cerrado en un espacio euclideo
E si para todo vector x € E se cumple la igualdad de Parseval

oo o
Do lel® = 1x, g2 = lIx]>
k=1 k=1

Cosecuencia: (¢n)n es completo en H < (¢,), es cerrado en H.
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Espacios de Hilbert separables: Series de Fourier

Teorema

Todo espacio de Hilbert H separable tiene una base ortonormal.
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Espacios de Hilbert separables: Series de Fourier

Teorema

Todo espacio de Hilbert H separable tiene una base ortonormal.

Recordemos que span (¢1, ¢2, ... ) es el conjunto de todas las combinacio-
nes finitas de los vectores ¢1, ¢, .. ..
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Espacios de Hilbert separables: Series de Fourier

Teorema

Todo espacio de Hilbert H separable tiene una base ortonormal.

Recordemos que span (¢1, ¢2, ... ) es el conjunto de todas las combinacio-
nes finitas de los vectores ¢1, ¢, .. ..

@ H es separable = 3(¢,), denso en H.
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Espacios de Hilbert separables: Series de Fourier

Teorema

Todo espacio de Hilbert H separable tiene una base ortonormal.
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@ span (¢n,, Gy, - .. ) = span(d1, P2,...) = span(¢n,, Pn,, - - . ) €s denso
en H = es una base completa de H.

® Usamos Gram-Schmidt = (i«)x ortonormales, span (¢1,v2,...) =
span (¢n,, @ny, - --) = ()« es una base ortonormal de H.

Este teorema se puede generalizar a cualquier esp. euc. separable.
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Espacios de Hilbert separables: Series de Fourier

Vx € H existe su serie de Fourier jy el reciproco?
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Espacios de Hilbert separables: Series de Fourier

Vx € H existe su serie de Fourier jy el reciproco?

Teorema (Riesz-Fischer)

Sea (¢n)n un sistema ortonormal en un espacio de Hilbert H y sean los
(e}
nimeros ci, G, ..., Cn, ...tales que E |c,,|2 < 4+o00. Entonces, exis-
3 . n:1 . -
te un elemento x € H cuyos coeficientes de Fourier son precisamente los
niimeros ¢1, 3, ..., Cn, ..., I.€.,

oo
ol =X n=(x, ¢n):
n=1
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Espacios de Hilbert separables

Definicién
Una aplicacion U entre dos espacios de Hilbert H y H* se denomina unitaria
si U es lineal, biyectiva y preserva el producto escalar, i.e.?,

() = (Ux, Uy)s = (X", y%)s

Los espacios H y H* son isomorfos si existe una aplicacion unitaria U U :
H — H* tal que x* = Ux, donde x € H y x* € H*.

“Se entiende que (-, )« denota el producto escalar en H* que no tiene por que ser el
mismo que en H.
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si U es lineal, biyectiva y preserva el producto escalar, i.e.?,

() = (Ux, Uy)s = (X", y%)s

Los espacios H y H* son isomorfos si existe una aplicacion unitaria U U :
H — H* tal que x* = Ux, donde x € H y x* € H*.

“Se entiende que (-, )« denota el producto escalar en H* que no tiene por que ser el
mismo que en H.

Teorema (del isomorfismo)

Cualquier espacio de Hilbert separable H es isomorfo a C" o a (2.
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Espacios de Hilbert: Proyecciones ortogonales

Definicién
Sea M C H un subespacio® cerrado del espacio de Hilbert H. Denominare-
mos complemento ortogonal de M, y lo denotaremos por M, al conjunto

Mt = {x €H; (x,y) =0, Vy € M}.

?Como en el caso de los espacios normados M es un subespacio lineal de H.
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Definicién
Sea M C H un subespacio® cerrado del espacio de Hilbert H. Denominare-
mos complemento ortogonal de M, y lo denotaremos por M, al conjunto

Mt = {x €H; (x,y) =0, Vy € M}.

?Como en el caso de los espacios normados M es un subespacio lineal de H.

Ejercicio
Prueba que cualquiera sea M C H subespacio lineal cerrado del espacio de
Hilbert E, M+ es un subespacio lineal cerrado de E.

Teorema

Sea M C H un subespacio cerrado del espacio de Hilbert H y M+ su
complemento ortogonal. Entonces, todo vector x € H admite una tnica
representacion de la forma x = y + y* dondey € M e y*+ € M.
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Espacios de Hilbert: Proyecciones ortogonales

»Si Vx € H se puede escribir en la forma x = y + y* donde y € M e
y € M+, entonces se dice que M es suma directa de M y M y se escribe

H=Ma® M-
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dado. Entonces existe un tnico y € M tal que ||[x — y|| < |[x — m| para
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la -+ b]| + lla = blI* = 2(]|a]|* + [|6]]*)
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Espacios de Hilbert: Proyecciones ortogonales

El teorema anterior nos dice que el y € M = span (yi, ..., yp) mas cercano
a un vector x € H dado =

P
min x—g QY
k=1

se alcanza cuando x — y es | a cada uno de los yx, k=1,...,p. Luego

p
X—Zak)’kd’j =0, v./:177p =
k=1

p

Z<yj,}/k>0lj:<x,)/k>, k:]-aap
j=1

La matriz de este sistema, conocido como sistema normal, es la matriz de
Gram de los vectores y1, ..., y, (Teorema de Gram-Schmidt).
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Sead=minfx—yl| = Z=|x-y?=(x—yx—y)=(x—y,x)



Espacios de Hilbert: Proyecciones ortogonales

Sead=min|x—y| = =|x-y[?={(x-yx-y)=(x-yx

p

Z(yj,x>aj + 6% = (x,x)

-
Il
—

<)’ja)/k>04j:<x7}/k>7 k:]-?ap

M=

.
Il
-
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Espacios de Hilbert: Proyecciones ortogonales

Sead=min|x—y| = =|x-y[?={(x-yx-y)=(x-yx

zp;<yj,x>aj + 6% = (x,x)
i

i(ﬂa)/k>aj—<x7)/k>7 k=1,....p

i
<y1,.y1> <yp7.y1> <X’.y1> 9 o <X,.y1>
b o) o 0 | o || e
x) o Wex) (pex) 1 92 {x,x)
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Sead=min|x—y| = =|x-y[?={(x-yx-y)=(x-yx

f;<”,x>aj + 6% = (x,x)
i

i(ﬂa)/k>aj—<x7)/k>7 k=1,....p

i
<y1,.y1> <yp7.y1> <X’.y1> 9 o <X,.y1>
b o) o 0 | o || e
x) o Wex) (pex) 1 92 {x,x)

52— Dpri(yi, - s ¥ps X)
AP(yla o 7yP)

9

R. Alvarez-Nodarse Espacios de Hilbert U. Sevilla 24



Espacios de Hilbert: Proyecciones ortogonales

Como aplicacién de lo anterior veamos el siguiente:

Problema: Sean m ndmeros reales xi,...,xn y sea una matriz m x n,
W con n < m cuyas columnas son linealmente independientes. Encontrar
el vector z € R” tal que la norma euclidea |[x — Wz|| sea minima, i.e.,
queremos encontrar el mejor estimador lineal de x € R™.
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El teorema de representacién de Riesz

Definicidn

Un funcional lineal es una aplicacion lineal f : H — K con K= C o R.

Teorema (Riesz)

Cualquier funcional lineal acotado f : H — K (K = C o R) se puede
representar en términos de un producto escalar, i.e.,

f(X) = <X7Z>7

donde z depende de f y esta univocamente determinado por f y su norma

satisface la ecuacion
1zl = lI£]]-
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