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Espacios vectoriales

Definicién
Sea V' un conjunto de elementos (vectores) sobre el cual estan definidas las
operaciones suma x 4"y de dos elementos x, y € V y la multiplicacién

o " x de un escalar & € R por un vector.
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Espacios vectoriales

Definicion

Sea V' un conjunto de elementos (vectores) sobre el cual estan definidas las
operaciones suma x 4"y de dos elementos x, y € V y la multiplicacién

o x de un escalar & € R por un vector. V es un espacio vectorial si

@ Vx, y € V, el vector suma, w = x+ y € V y se cumple que:
D xX+y=y+x
@ (x+y)+z=x+(y+2)
© Existe un elemento “nulo” de V, tal que x+0=0+x = x
@ Cualquiera sea el vector x de V, existe el elemento (—x) “opuesto” a
x, tal que x + (—x) = (—x) + x = 0.
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Espacios vectoriales

Definicion

Sea V' un conjunto de elementos (vectores) sobre el cual estan definidas las
operaciones suma x 4"y de dos elementos x, y € V y la multiplicacién

o x de un escalar & € R por un vector. V es un espacio vectorial si

@ Vx, y € V, el vector suma, w = x+ y € V y se cumple que:
D xX+y=y+x
@ (xty)+z=x+(y+2)
© Existe un elemento “nulo” de V, tal que x+0=0+x = x
@ Cualquiera sea el vector x de V, existe el elemento (—x) “opuesto” a
x, tal que x + (—x) = (—x) + x = 0.

@ Vx eV, el vector w =a - x € V y se cumple que:
Q@ a (x+ty)=a-x+a-y
Q (a+f) x=a-x+p-x
® a-(B-x)=(af) x
O 1l-x=x
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Ejemplos de espacios vectoriales

» El conjunto de los vectores de R" cuando la suma de dos vectores y la
multiplicacién por un escalar es la estandard.

,_.
Q
RS

X1 1 X1+ X:

Xn Yn Xn + Yn Xn QXp
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Ejemplos de espacios vectoriales

» El conjunto de los vectores de R" cuando la suma de dos vectores y la
multiplicacién por un escalar es la estandard.

X1 1 X1+ X1 Xy

Xn Yn Xn + Yn Xn QXp

»El conjunto R™*" de las matrices m x n cuando la suma de dos matrices
y la multiplicacién por un escalar es la estandard.
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Ejemplos de espacios vectoriales

» El conjunto de los vectores de R" cuando la suma de dos vectores y la
multiplicacién por un escalar es la estandard.

X1 1 X1+ X1 Xy

Xn Yn Xn + Yn Xn QXp

»El conjunto R™*" de las matrices m x n cuando la suma de dos matrices
y la multiplicacién por un escalar es la estandard.

»El espacio de las funciones continuas C, p).
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Subespacios vectoriales

Definicion
Sea V' un espacio vectorial. Diremos que un subconjunto H de elementos
de V' es un subespacio vectorial de V' si H es a su vez un espacio vectorial
respecto a las mismas operaciones suma “+" y multiplicacién “" que V.
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Subespacios vectoriales

Definicion
Sea V' un espacio vectorial. Diremos que un subconjunto H de elementos
de V' es un subespacio vectorial de V' si H es a su vez un espacio vectorial
respecto a las mismas operaciones suma “+" y multiplicacién “" que V.

Ejemplos.

@ Dado un espacio vectorial V/, son subespacios vectoriales “triviales”
los subespacios H = {0} (conjunto que tiene como tnico elemento, el
nulo) y H =V (el mismo espacio vectorial).
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Subespacios vectoriales

Definicion
Sea V' un espacio vectorial. Diremos que un subconjunto H de elementos
de V' es un subespacio vectorial de V' si H es a su vez un espacio vectorial
respecto a las mismas operaciones suma “+" y multiplicacién “" que V.

Ejemplos.

@ Dado un espacio vectorial V/, son subespacios vectoriales “triviales”
los subespacios H = {0} (conjunto que tiene como tnico elemento, el
nulo) y H =V (el mismo espacio vectorial).

@ Sea k < n. En conjunto V = {(x1,...,x,0,...,0) € R” es un
subespacio vectorial de R”.
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Subespacios vectoriales

Definicion
Sea V' un espacio vectorial. Diremos que un subconjunto H de elementos
de V' es un subespacio vectorial de V' si H es a su vez un espacio vectorial
respecto a las mismas operaciones suma “+" y multiplicacién “" que V.

Ejemplos.

@ Dado un espacio vectorial V/, son subespacios vectoriales “triviales”
los subespacios H = {0} (conjunto que tiene como tnico elemento, el
nulo) y H =V (el mismo espacio vectorial).

@ Sea k < n. En conjunto V = {(x1,...,x,0,...,0) € R” es un
subespacio vectorial de R”.

© El conjunto de vectores x = (xi, ..., Xx,) de R" tales que para todos
al,...,0n €ER, aixy + -+ apnx, = 0.
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Subespacios vectoriales

Teorema
Un subconjunto H de elementos de V' es un subespacio vectorial de V' si y

sélo si se cumple que
@ Para todos x e y, vectores de H y o, B € R el vector w = ax + By

también es un vector de H.
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Subespacios vectoriales

Teorema
Un subconjunto H de elementos de V' es un subespacio vectorial de V' si y
sélo si se cumple que
@ Para todos x e y, vectores de H y o, B € R el vector w = ax + By
también es un vector de H.

Al vector v = x1vi + xovp + -+ + XpVp, X1,...,Xp € R, se le denomina
combinacién lineal de los vectores vq, va, ..., vp.

Sea span (vi, v2, ..., Vp) el conjunto de todas las combinaciones lineales de
los vectores vi,va,...,vp, € V
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Subespacios vectoriales

Teorema
Un subconjunto H de elementos de V' es un subespacio vectorial de V' si y
sélo si se cumple que

@ Para todos x e y, vectores de H y o, B € R el vector w = ax + By
también es un vector de H.

Al vector v = x1vi + xovp + -+ + XpVp, X1,...,Xp € R, se le denomina
combinacién lineal de los vectores vq, va, ..., vp.

Sea span (vi, v2, ..., Vp) el conjunto de todas las combinaciones lineales de
los vectores vi,va,...,vp, € V

Teorema

span (v1, v2, ..., Vp) es un subespacio vectorial de V.

Dicho subespacio vectorial cominmente se denomina subespacio generado
por los vectores vy, vo, ..., Vp.
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Conjuntos linealmente independientes

Definicion
Un conjunto de vectores vi, va, ..., v, de un espacio vectorial V' se denomina
linealmente independiente si /a ecuacion vectorial

xivi+xova+ -+ Xxpvp =0, x1,x,-- ,x €ER

tiene como dnica solucidn la trivial x; = -+ = x, = 0.

R. Alvarez-Nodarse Espacios normados U. Sevilla 6



Conjuntos linealmente independientes

Definicién
Un conjunto de vectores vi, va, ..., v, de un espacio vectorial V' se denomina
linealmente independiente si /a ecuacion vectorial

xivi+xova+ -+ Xxpvp =0, x1,x,-- ,x €ER

tiene como dnica solucidn la trivial x; = -+ = x, = 0.

Definicion
Un conjunto de vectores vy, v, ..., v, se denomina linealmente dependien-
te si existen xi,x2, -+ ,Xp € R no todos iguales a cero tales que se verifique
la ecuacion vectorial

Xv1+Xovo + -+ Xpvp = 0.
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Importancias de los vectores li: Bases

Definicién
Sea H un subespacio vectorial del espacio vectorial V. El conjunto de vec-
tores B = {b1, by, ..., by} de V es una base de H si

i) B es un conjunto de vectores linealmente independientes

ii) H=span(by, by, ..., bp), 0 sea, B genera a todo H.
En particular si H coincide con V/, entonces B es una base de todo el espacio
vectorial V.
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Importancias de los vectores li: Bases

Definicién
Sea H un subespacio vectorial del espacio vectorial V. El conjunto de vec-
tores B = {b1, by, ..., by} de V es una base de H si

i) B es un conjunto de vectores linealmente independientes

ii) H=span(by, by, ..., bp), 0 sea, B genera a todo H.
En particular si H coincide con V/, entonces B es una base de todo el espacio
vectorial V.

Ejemplo 1: Las n columnas as, ..., a, de una matriz invertible n x n, son li
) )

y ademds R” = span(ay, ..., an). Por tanto B = ay, ..., a, es una base de

R7.
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Importancias de los vectores li: Bases

Definicién
Sea H un subespacio vectorial del espacio vectorial V. El conjunto de vec-
tores B = {b1, by, ..., by} de V es una base de H si

i) B es un conjunto de vectores linealmente independientes

ii) H=span(by, by, ..., bp), 0 sea, B genera a todo H.
En particular si H coincide con V/, entonces B es una base de todo el espacio
vectorial V.

Ejemplo 1: Las n columnas as, ..., a, de una matriz invertible n x n, son li
) )

y ademds R” = span(ay, ..., an). Por tanto B = ay, ..., a, es una base de

R7.

Si A = I,, es la matriz identidad n x n, las columnas e, e, ..., e, de la
misma son la base candnica de R".

R. Alvarez-Nodarse Espacios normados U. Sevilla 7



Bases y dimensién del espacio

Teorema
Si un espacio vectorial V' tiene una base de n vectores B = { by, by, ..., bp},
entonces cualquier conjunto con mds de n vectores de V es linealmente
dependiente. Ademas, si un espacio vectorial \/ tiene una base de n vectores
B = {b1,...,bn}, entonces cualquier otra base de V tendra que tener n

vectores de V.
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Bases y dimensién del espacio

Teorema

Si un espacio vectorial V' tiene una base de n vectores B = { by, by, ..., bp},
entonces cualquier conjunto con mds de n vectores de V es linealmente
dependiente. Ademas, si un espacio vectorial \/ tiene una base de n vectores
B = {b1,...,bn}, entonces cualquier otra base de V tendra que tener n
vectores de V.

El menor numero de vectores linealmente independientes que generan un
espacio vectorial es una propiedad intrinseca de dicho espacioy se denomina
dimension del espacio vectorial.
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Bases y dimensién del espacio

Teorema

Si un espacio vectorial V' tiene una base de n vectores B = { by, by, ..., bp},
entonces cualquier conjunto con mds de n vectores de V es linealmente
dependiente. Ademas, si un espacio vectorial \/ tiene una base de n vectores
B = {b1,...,bn}, entonces cualquier otra base de V tendra que tener n
vectores de V.

El menor numero de vectores linealmente independientes que generan un
espacio vectorial es una propiedad intrinseca de dicho espacioy se denomina
dimension del espacio vectorial.

»Un espacio vectorial V' es de dimensidn finita n si V estd generado por
una base de n elementos en cuyo caso dim V = n.
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Bases y dimensién del espacio

Teorema

Si un espacio vectorial V' tiene una base de n vectores B = { by, by, ..., bp},
entonces cualquier conjunto con mds de n vectores de V es linealmente
dependiente. Ademas, si un espacio vectorial \/ tiene una base de n vectores
B = {b1,...,bn}, entonces cualquier otra base de V tendra que tener n
vectores de V.

El menor numero de vectores linealmente independientes que generan un
espacio vectorial es una propiedad intrinseca de dicho espacioy se denomina
dimension del espacio vectorial.

»Un espacio vectorial V' es de dimensidn finita n si V estd generado por
una base de n elementos en cuyo caso dim V = n.

» El espacio nulo {0} tiene dimensién 0.
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Bases y dimensién del espacio

Teorema

Si un espacio vectorial V' tiene una base de n vectores B = { by, by, ..., bp},
entonces cualquier conjunto con mds de n vectores de V es linealmente
dependiente. Ademas, si un espacio vectorial \/ tiene una base de n vectores
B = {b1,...,bn}, entonces cualquier otra base de V tendra que tener n
vectores de V.

El menor numero de vectores linealmente independientes que generan un
espacio vectorial es una propiedad intrinseca de dicho espacioy se denomina
dimension del espacio vectorial.

»Un espacio vectorial V' es de dimensidn finita n si V estd generado por
una base de n elementos en cuyo caso dim V = n.

» El espacio nulo {0} tiene dimensién 0.

»Si V no puede ser generado por una base finita, entonces V es de dimen-
sién infinita: dim V = cc.
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Bases y dimensién del espacio

Teorema

Si un espacio vectorial V' tiene una base de n vectores B = { by, by, ..., bp},
entonces cualquier conjunto con mds de n vectores de V es linealmente
dependiente. Ademas, si un espacio vectorial \/ tiene una base de n vectores
B = {b1,...,bn}, entonces cualquier otra base de V tendra que tener n
vectores de V.

El menor numero de vectores linealmente independientes que generan un
espacio vectorial es una propiedad intrinseca de dicho espacioy se denomina
dimension del espacio vectorial.

»Un espacio vectorial V' es de dimensidn finita n si V estd generado por
una base de n elementos en cuyo caso dim V = n.

» El espacio nulo {0} tiene dimensién 0.

»Si V no puede ser generado por una base finita, entonces V es de dimen-
sién infinita: dim V = cc.
Ejemplos: dimR" = n, dim ([, = oo.
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Espacios normados

o+ + anxall > e(lea] + -+ + )|
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Espacios normados

Definicion
Un espacio vectorial X se denomina espacio normado si para todo x € X

existe un numero real denominado norma, y que denotaremos por || x||, que
cumple con las condiciones

O Vx eX, ||x]| >0 ysi|x| =0 entonces x = 0.
@ VxeXyAeR, ||Ax]| = |AlIx]l.
© Vx,y € X, se tiene la des. triang. ||x + y|| < [|x]| + [ly-
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Espacios normados

Definicion
Un espacio vectorial X se denomina espacio normado si para todo x € X

existe un numero real denominado norma, y que denotaremos por || x||, que
cumple con las condiciones

O Vx eX, ||x]| >0 ysi|x| =0 entonces x = 0.
@ VxeXyAeR, ||Ax]| = |AlIx]l.
© Vx,y € X, se tiene la des. triang. ||x + y|| < ||x]| + [ly]|.

Ejemplo

n

D I

k=1

P, p = 2 es un espacio normado.

X =R" con la norma ||x|| = ?

La norma cuando p = 2 se denomina norma euclidea.
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Espacios normados

Definicion
Un espacio vectorial X se denomina espacio normado si para todo x € X

existe un numero real denominado norma, y que denotaremos por || x||, que
cumple con las condiciones

O Vx eX, ||x]| >0 ysi|x| =0 entonces x = 0.
@ VxeXyAeR, ||Ax]| = |AlIx]l.
© Vx,y € X, se tiene la des. triang. ||x + y|| < ||x]| + [ly]|.

Ejemplo

n

X =R" con la norma ||x|| = ? E |xk|P, p = 2 es un espacio normado.
k=1
La norma cuando p = 2 se denomina norma euclidea. iy sip>17
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i Todo espacio métrico es normado?
Si en un espacio normado X definimos p(x,y) = [|[x — y||, el par (X/]| - ||)

es espacio métrico, i.e.,

[Todo espacio normado es un espacio métrico]

A p se denomina métrica inducida por la norma.
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i Todo espacio métrico es normado? NO

Si en un espacio normado X definimos p(x,y) = [|[x — y||, el par (X/]| - ||)
es espacio métrico, i.e.,

[Todo espacio normado es un espacio métrico]

A p se denomina métrica inducida por la norma.

Sea X un espacio normado. Entonces, la métrica p inducida por la norma
satisface las condiciones

O p(x+z,y+2)=p(x,y),

@ p(Ax, Ay) = |Alp(x; ).
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i Todo espacio métrico es normado? NO

Si en un espacio normado X definimos p(x,y) = [|[x — y||, el par (X/]| - ||)
es espacio métrico, i.e.,

[Todo espacio normado es un espacio métrico]

A p se denomina métrica inducida por la norma.

Lema
Sea X un espacio normado. Entonces, la métrica p inducida por la norma
satisface las condiciones

O p(x+z,y+2)=p(x,y),

@ p(Ax, Ay) = |Alp(x; ).

Definicién
Un espacio normado completo (en la métrica inducida por la norma) se
denomina espacio de Banach.
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R"™ es un espacios métricos y normado.

n 1/p
Ejercicio: Probar que R" es normado con la norma ||x||, = Z | xk|P
k=1
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R"™ es un espacios métricos y normado.

n 1/p
Ejercicio: Probar que R" es normado con la norma ||x||, = Z | xk|P
k=1

1. Recordemos que para todos u,v >0y 1 < p < 400 se tiene

(u+v)P = |(r:)f1 {t'"PuP + (1 - t)'"PvPiu,v >0,0< t < 1}.
te
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R"™ es un espacios métricos y normado.

n 1/p

Ejercicio: Probar que R" es normado con la norma ||x||, = Z | xk|P
k=1

1. Recordemos que para todos u,v >0y 1 < p < 400 se tiene

(u+v)P = |(r:)f1 {t'"PuP + (1 - t)'"PvPiu,v >0,0< t < 1}.
te

2. Usamos 1. |x; + yi|P < (|xi| + |yi|)P = -+~
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iPara qué sirve la métrica?

Asi, en los espacios normados, como en los métricos, podemos definir la
convergencia de sucesiones, sucesiones de Cauchy, etc.
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iPara qué sirve la métrica?

Asi, en los espacios normados, como en los métricos, podemos definir la
convergencia de sucesiones, sucesiones de Cauchy, etc.

Definicién

Una sucesion (xn)n, de elementos de X es convergente, y lo denotaremos

por lim x, = x, si existe un x € X t.q. Ve > 0, AN € N t.q. Vn > N,
n—oo

||x, xn|| < €. En caso contrario diremos que (xp), es divergente.
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iPara qué sirve la métrica?

Asi, en los espacios normados, como en los métricos, podemos definir la
convergencia de sucesiones, sucesiones de Cauchy, etc.

Definicién

Una sucesion (xn)n, de elementos de X es convergente, y lo denotaremos

por lim x, = x, si existe un x € X t.q. Ve > 0, AN € N t.q. Vn > N,
n—oo

||x, xn|| < €. En caso contrario diremos que (xp), es divergente.

Corolario: Si existe el limite es tnico.
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iPara qué sirve la métrica?

Asi, en los espacios normados, como en los métricos, podemos definir la
convergencia de sucesiones, sucesiones de Cauchy, etc.

Definiciéon

Una sucesion (xn)n, de elementos de X es convergente, y lo denotaremos
por lim x, = x, si existe un x € X t.q. Ve > 0, AN € N t.q. Vn > N,
n—oo

||x, xn|| < €. En caso contrario diremos que (xp), es divergente.
Corolario: Si existe el limite es tnico.

Ejercicio: Tanto la norma es una aplicacién continua: Es decir, si x, — x
entonces || x| — ||x]|.
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Algunas propiedades de los espacios normados

Definicién
Dada una sucesion (xp)n € X, espacio normado, definiremos la sucesion de
sumas parciales (sp)n

n
sn:Zxk, Vn e N.
k=1

Sis, — s € X, n— o0, la serie es convergente y s es su suma. Si converge
la serie >~} _4 , diremos que la serie converge absolutamente.

| Xk
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Algunas propiedades de los espacios normados

Definicién
Dada una sucesion (xp)n € X, espacio normado, definiremos la sucesion de
sumas parciales (sp)n

n
sn:Zxk, Vn € N.
k=1

Sis, — s € X, n— o0, la serie es convergente y s es su suma. Si converge
la serie >~} _4 , diremos que la serie converge absolutamente.

| Xk

Teorema
Sea X un espacio de Banach (normado y completo). Entonces toda serie
absolutamente convergente es convergente.
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Algunas propiedades de los espacios normados

Definicién
Dada una sucesion (xp)n € X, espacio normado, definiremos la sucesion de
sumas parciales (sp)n

n
Sn:ZXk, Vn € N.
k=1

Sis, — s € X, n— o0, la serie es convergente y s es su suma. Si converge
la serie >~} _4 , diremos que la serie converge absolutamente.

| Xk

Teorema

Sea X un espacio de Banach (normado y completo). Entonces toda serie
absolutamente convergente es convergente.

Ejemplo
Prueba que si X es un espacio normado, entonces toda serie absolutamente
convergente es convergente si y sélo si X es completo.
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Algunas propiedades de los espacios normados

Definicion
Sea X un espacio normado y sea M un subespacio vectorial de X. Si M
es un espacio normado con la norma de X restringida a M se dice que M
es un subespacio de X. Si M es cerrado en X entonces se dice que es un
subespacio cerrado.
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Algunas propiedades de los espacios normados

Definicidn

Sea X un espacio normado y sea M un subespacio vectorial de X. Si M
es un espacio normado con la norma de X restringida a M se dice que M
es un subespacio de X. Si M es cerrado en X entonces se dice que es un
subespacio cerrado.

Definicién

Sea X un espacio normado. Sea (e,), una sucesion de elementos de X tal

que, para todo x € X, existe una dnica sucesion de escalares (), tales
n—o0 . s .

que ||x — (a1e1 + - -+ anep)|| — 0. Dicha sucesion se denomina base de

Schauder.
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es un subespacio de X. Si M es cerrado en X entonces se dice que es un
subespacio cerrado.

Definicidn

Sea X un espacio normado. Sea (e,), una sucesion de elementos de X tal

que, para todo x € X, existe una dnica sucesion de escalares (), tales
n—o0 . s .

que ||x — (a1e1 + - -+ anep)|| — 0. Dicha sucesion se denomina base de

Schauder.

Ejemplo
Sea X el espacio IP de las sucesiones y sea (e,)n la sucesion ey = 6k, i.e., la

sucesion de vectores de [P con 1 en la posicién k y 0 en el resto. Probemos
que dicha sucesion es una base de Schauder.
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Algunas propiedades de los espacios normados

Proposicion
Si un espacio normado X tiene una base de Schauder, entonces es

separable.
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Algunas propiedades de los espacios normados

Proposicion

Si un espacio normado X tiene una base de Schauder, entonces es
separable.

El reciproco no es cierto en general. Enflo en 1973 encontré un espacio de
Banach, separable que no tiene ninguna base de Schauder.
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Algunas propiedades de los espacios normados

|

Proposicion

Si un espacio normado X tiene una base de Schauder, entonces es
separable.

El reciproco no es cierto en general. Enflo en 1973 encontré un espacio de
Banach, separable que no tiene ninguna base de Schauder.

Teorema

Sea (X, [.|[) un espacio normado. Entonces existe un espacio de Banach X
y una isometria A de X en W C X tal que W es denso en X. Ademas, X
es tinico excepto isometrias.

R. Alvarez-Nodarse Espacios normados U. Sevilla 16



Espacios normados de dimension finita

lowxs + - + anxall > c(lon| + -+ + ou]) |

‘ i En cualquier norma ||x, — x|| — 07 ’

R. Alvarez-Nodarse Espacios normados U. Sevilla 17



Espacios normados de dimensién finita

Lema (Lema técnico)
Sean n vectores cualesquiera xi, ..., X, linealmente independientes de un
espacio normado X. Entonces, existe un nimero real ¢ > 0 tal que cuales

quiera sean los escalares oy, ..., ap,
larxs + -+ + anxapll = c(laa| + - - + an]). (*)

Demostracion:
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Espacios normados de dimensién finita

Lema (Lema técnico)
Sean n vectores cualesquiera xi, ..., X, linealmente independientes de un
espacio normado X. Entonces, existe un ndmero real ¢ > 0 tal que cuales

quiera sean los escalares oy, ..., ap,
larx + -+ 4+ anxa|l = c(|ea| + -+ - + |anl). (*)

Demostracion:
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Espacios normados de dimensién finita

Lema (Lema técnico)
Sean n vectores cualesquiera xi, ..., X, linealmente independientes de un
espacio normado X. Entonces, existe un ndmero real ¢ > 0 tal que cuales

quiera sean los escalares oy, ..., ap,

loaxs + -+ 4 anxal| = c(Jaa] + - - + |an]). (*)

Demostracion: What a f..k! A virus?
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Espacios normados de dimensién finita

Lema (Lema técnico)

Sean n vectores cualesquiera xi, ..., X, linealmente independientes de un
espacio normado X. Entonces, existe un nimero real ¢ > 0 tal que cuales
quiera sean los escalares oy, ..., ap,

loaxs + -+ anxpl| = c(Jaa] + - - + ). (*)

Demostracion: Sea s = || + -+ + |an|. Si s =0 el lema es trivial
asi que asumiremos s > 0. Dividiendo la igualdad (*) por s se sigue que la

férmula (*) es equivalente a probar que si x1, ..., x, son linealmente
independientes, entonces existe un niumero real ¢ > 0 tal que cuales quiera
sean los los escalares 31, ..., Bp, con D7 1 [Bk| =1

||/81X1 + -+ 6anH > cC.

La prueba serd por reduccién al absurdo.
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Prueba del Lema técnico

Entonces ha de existir (jpor qué?) una sucesién (ym)m C X tal que

%
ym =B+ + 88 x,, Z B =1,y llym| ™5
k=1
De la condicién >} _, |ﬁ,(<m)| = 1 se sigue que las n sucesiones numéricas
(ﬁkm))m, k=1,...,n, son acotadas.
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Prueba del Lema técnico

Entonces ha de existir (jpor qué?) una sucesién (ym)m C X tal que

_)
ym =B+ + 88 x,, Z B =1,y llym| ™5
k=1
De la condicién >} _, |ﬁl(<m)| = 1 se sigue que las n sucesiones numéricas
(ﬁkm))m, k=1,...,n, son acotadas.

Sea la sucesién (Bim))m acotada, entonces por el T de B-W de ella se puede

extraer una subsucesién convergente
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Prueba del Lema técnico

Entonces ha de existir (jpor qué?) una sucesién (ym)m C X tal que

_)
ym =B+ + 88 x,, Z B =1,y llym| ™5
k=1
De la condicién >} _, |ﬁ£m)] = 1 se sigue que las n sucesiones numéricas
(ﬁkm))m, k=1,...,n, son acotadas.

Sea la sucesién (Bim))m acotada, entonces por el T de B-W de ella se puede
J—)OO 6

Escojamos de cada una de las sucesiones restantes (ﬁ,((m))m, k=2,...,n,
las subsucesiones definidas por los indices m;.

extraer una subsucesién convergente Bl
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Prueba del Lema técnico

Entonces ha de existir (jpor qué?) una sucesién (ym)m C X tal que

_)
ym =B+ + 88 x,, Z B =1,y llym| ™5
k=1
De la condicién >} _, |ﬁ£m)] = 1 se sigue que las n sucesiones numéricas
(ﬁkm))m, k=1,...,n, son acotadas.

Sea la sucesién (Bim))m acotada, entonces por el T de B-W de ella se puede
J—)OO 6

Escojamos de cada una de las sucesiones restantes (ﬁ,((m))m, k=2,...,n,
las subsucesiones definidas por los indices m;.

extraer una subsucesién convergente Bl

Entonces (3, ( J)) es acotada y por B-W y podemos extraer una subsucesién
convergente 52 —> B>. Ademads, si escogemos los indices j; definidos, la

subsucesion (51’ )i Doy B1 (ipor qué?).
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gm gl g gim g™ acotada = 3(my);



gl gim gl gtm 5™ acotada = 3(my);
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gl gim gl gtm 5™ acotada = 3(my);
,Bi 7) ﬁ£ ) ﬁ;s, J) ,(1 .I), ﬁ§ ) J—>_> B, ﬂé;) 5 B



Prueba del Lema técnico

ﬁgm) 5§m) Bgm)

§mj) émj) /B(mj

38 ij/) l@éj/) ng/)

R. Alvarez-Nodarse

B

gmj)

8,

Espacios normados

Bgm) acotada = El(mj)j

_]—)OO

/Blmj Blv 623 7L> 5"
52 ) acotada = (mj)r == Ui

2 e,
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Prueba del Lema técnico

ﬁgm) 5§m) Bgm)
§mj) émj) ﬁgmj)
38 ij/) ﬁéj/) Béj/)

R. Alvarez-Nodarse

B

gmj)

8,

Espacios normados

Bim) acotada = El(mj)j

J‘)OO

51mj — b1, 523 7@5k

52 ) acotada = (mj)r == )i

) /2;) /32:

i) I—o0
( 5£Jl)i>ﬁ

1

y asi sucesivamente
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Prueba del Lema técnico

T

§mj) émj) ﬁémj)
38 ;j/) ,BgI) Béj/)

R. Alvarez-Nodarse

B
,(7"71)

8,

(h)

n

Espacios normados

Bim) acotada = El(mj)j

m“f*”&, 5w 7@6k

ﬁz ) acotada = (mj)r == )i

) lﬂf /32:

i) I—o0
( B£Jl)i>ﬁ

1
y asi sucesivamente

existe (/;); subsucecién

U. Sevilla

20



Prueba del Lema técnico

T

§mj) émj) ﬁémj)
ﬁij ) 5£J ) ng)

B1 B2 B3

Bn,

Bgm) acotada = 3(m;);

(my) I7°
52,3... > Bk
ﬁémj) acotada = (mj,); == (i),

723 B

i) I—o0
( 5£Jl)i>ﬁ

1
y asi sucesivamente

existe (/;); subsucecién

tal que i — o0

Dicha sucesién de indices define una subsucesién (y;.); de (ym)m t.q.

I 1 i
YIf:5§ )X1++/3r(1 )anigﬁlxl"i""""ﬂnxn =Y.

R. Alvarez-Nodarse

Espacios normados
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Prueba del Lema técnico

Asi, tenemos una sucesién de indices (/;); t.q. 5, =X B, Vk=1,2,....n.
Ademas, dicha sucesién de indices define una subsucesion (y;.)i de (yYm)m

t.qg.
= Z 51((/i)xk7 donde Bl((l,) iﬂ)o IBk 3

k=1

Z‘ﬁ/((/i)| -1 = Zwk‘ =1, vy I|m yi, = Zﬁkxk =Yy
k=1 k=1
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Prueba del Lema técnico

Asi, tenemos una sucesién de indices (/;); t.q. 5, =X B, Vk=1,2,....n.
Ademas, dicha sucesién de indices define una subsucesion (y;.)i de (yYm)m

t.qg.
= Z 51((/i)xk7 donde /Bl((l,) iﬂ)o IBk 3

k=1
Z‘ﬁ/((/i)| -1 = Zwk‘ =1, vy I|m yi, = Zﬁkxk =Yy
- k=1

Luego, no todos los 3 = 0 al mismo tiempo (; por qué?).
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Prueba del Lema técnico

Asi, tenemos una sucesién de indices (/;); t.q. 5, =X B, Vk=1,2,....n.
Ademas, dicha sucesién de indices define una subsucesion (y;.)i de (yYm)m

t.qg.
= Z ﬁl((/i)xka donde /Bl((l,) iﬂ)o IBk 3

k=1
Z‘”B/gi)| -1 = Zwk‘ =1, vy I|m yi, = Z,kak =Yy
- k=1

Luego, no todos los 3 = 0 al mismo tiempo (; por qué?). Como los vectores
X1, ..., Xp son li =y # 0 (ipor qué?).
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Prueba del Lema técnico

Asi, tenemos una sucesién de indices (/;); t.q. ﬁ,(!") —op Bk, Vk=1,2,... n.
Ademas, dicha sucesién de indices define una subsucesion (y;.)i de (yYm)m

t.q.
_ g ) dond (1) i—o0
Yi; E 5[( Xk onde /Bk ? /Bk =

k=1

n n n
l; ,
Z\»B/(()|=1 = > 1Bl=1, y I,'_Ip;oy/,-:ZBka =y
k=1 k=1 k=1

Luego, no todos los 3, = 0 al mismo tiempo (;por qué?). Como los vectores
X1, ..., Xp son li =y # 0 (ipor qué?). Pero recordemos que la norma es

una aplicacién continua =

Im y, =y #0 = lim [ly,]| = |lyll # 0.
1—00 1—00
Por otro lado ||ym|| ™" 0, entonces Iim; 0 ||y, || = 0, luego |ly|| = 0 de
donde se sigue que y = 0 lo cual es una contradiccién. |
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Espacios normados de dimensién finita

[ X 1. & Yoy, 3e > 0 tq. lawx + -+ awxal] = o] + - + o) |

Como corolario tenemos el siguiente teorema de completitud:

Teorema

Todo subespacio M de dimensidn finita de un espacio normado es completo.
En particular, todo espacio normado de dimension finita es completo.
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Espacios normados de dimensién finita

[ X 1. & Yoy, 3e > 0 tq. lawx + -+ awxal] = o] + - + o) |

Como corolario tenemos el siguiente teorema de completitud:

Teorema

Todo subespacio M de dimension finita de un espacio normado es completo.
En particular, todo espacio normado de dimension finita es completo.

Definicion

Una norma ||- || en un espacio vectorial X es equivalente a otra norma ||- ||’
en X si existen dos nuimeros a > 0, b > 0, tales que para todo x € X

allx||” < x|l < bllx|"
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Espacios normados de dimensién finita

[ X 1. & Yoy, 3e > 0 tq. lawx + -+ awxal] = o] + - + o) |

Como corolario tenemos el siguiente teorema de completitud:

Teorema

Todo subespacio M de dimension finita de un espacio normado es completo.
En particular, todo espacio normado de dimension finita es completo.

Definicion

Una norma ||- || en un espacio vectorial X es equivalente a otra norma ||- ||’
en X si existen dos nuimeros a > 0, b > 0, tales que para todo x € X

allx||” < x|l < bllx|"

Consecuencia:

Si dos normas son equivalentes entonces toda sucesién de Cauchy en el
espacio (X, | - ||) también lo es en (X, || - ||'), y viceversa.
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Espacios normados de dimensién finita: Otra consecuencia del LT

\ i Li. & Yoy, Ic > 0 t.q. [laaxs + - - + anxnl = (o] + - + |a,,|)J

Teorema (Equivalencia de las normas en dimensién finita)
Sea X un espacio vectorial de dimension finita. Entonces cualquier norma
| - || en X es equivalente a cualquier otra norma en X.
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Espacios normados de dimensién finita: Otra consecuencia del LT

‘ X Li. & Yayg, 3¢ > 0 t.q. |laaxy + -+ + apxal| > c(Jar| + - - + |an|) J

Teorema (Equivalencia de las normas en dimensién finita)

Sea X un espacio vectorial de dimension finita. Entonces cualquier norma
| - || en X es equivalente a cualquier otra norma en X.

Definicién
Un subconjunto M C X es compacto si M i.e., ¥Y(x,), de M tiene una
subsucesion convergente en M.

Ya vimos que si M C X es compacto, entonces M es cerrado y acotado y
que su reciproco, en general, es falso.
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Espacios normados de dimensién finita: Otra consecuencia del LT

‘ X Li. & Yayg, 3¢ > 0 t.q. |laaxy + -+ + apxal| > c(Jar| + - - + |an|) J

Teorema (Equivalencia de las normas en dimensién finita)

Sea X un espacio vectorial de dimension finita. Entonces cualquier norma
| - || en X es equivalente a cualquier otra norma en X.

Definicién
Un subconjunto M C X es compacto si M i.e., ¥Y(x,), de M tiene una
subsucesion convergente en M.

Ya vimos que si M C X es compacto, entonces M es cerrado y acotado y
que su reciproco, en general, es falso. Pero

Teorema
En un espacio normado X de dimension finita M es compacto si y sélo si es
cerrado y acotado.
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Operadores en espacios normados de dimensién finita

T:D(T)cC (X,p)— (Y,0) es continua en xo € D(T) si

[Ve >0, 30 > 0 t.q. Vx con p(x,x0) < d = o(Tx, Txg) < € ’

|}
[V(x,,),, con xp =3 x0, Ty —3 TX()J

Una aplicacién es continua en M C D(T) si es continua en todo x € M.
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Operadores en espacios normados de dimensién finita

T:D(T)cC (X,p)— (Y,0) es continua en xo € D(T) si

[Ve >0, 30 > 0 t.q. Vx con p(x,x0) < d = o(Tx, Txg) < € ’

|}
[V(x,,),, con xp =3 x0, Ty —3 TX()J

Una aplicacién es continua en M C D(T) si es continua en todo x € M.

Teorema

Sea T :D(T) C XY continua en el compacto M C D(T). Entonces la
imagen de M, T(M) también es un conjunto compacto.
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Operadores en espacios normados de dimensién finita

T:D(T)cC (X,p)— (Y,0) es continua en xo € D(T) si

[Ve >0, 30 > 0 t.q. Vx con p(x,x0) < d = o(Tx, Txg) < € ’
(i
—00

[V(x,,),, con X, =3 x0, Txn —3 TX()J

Una aplicacién es continua en M C D(T) si es continua en todo x € M.

Teorema

Sea T :D(T) C XY continua en el compacto M C D(T). Entonces la
imagen de M, T(M) también es un conjunto compacto.

Ejercicio: Sea una aplicacién continua T : M C X — R de un compacto
M en los reales. Entonces T alcanza su maximo y su minimo absolutos.
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Aplicaciones lineales en espacios normados

Definicidon

Una aplicacién (operador) A: D(T) C X +— Y es lineal si

Va,B €R, Vx,y € D(T), T(az+ By) =aT(x)+ BT(y).
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Aplicaciones lineales en espacios normados

Definicién
Una aplicacién (operador) A: D(T) C X +— Y es lineal si

Va,B €R, Vx,y € D(T), T(az+ By) =aT(x)+BT(y).

Ejemplos: El operador identidad, el operador nulo, el operador derivacién
(o derivada), ...
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Aplicaciones lineales en espacios normados

Definicién
Una aplicacién (operador) A: D(T) C X +— Y es lineal si

Va,B €R, Vx,y € D(T), T(az+ By) =aT(x)+BT(y).

Ejemplos: El operador identidad, el operador nulo, el operador derivacién
(o derivada), ...

»Sea S : Cpup) > Clapp)s y(t) = SF(t) = tf(t) que denominaremos opera-
dor multiplicacién por t.
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Aplicaciones lineales en espacios normados

Definicién
Una aplicacién (operador) A: D(T) C X +— Y es lineal si

Va,B €R, Vx,y € D(T), T(az+ By) =aT(x)+BT(y).

Ejemplos: El operador identidad, el operador nulo, el operador derivacién
(o derivada), ...

»Sea S : Cpup) > Clapp)s y(t) = SF(t) = tf(t) que denominaremos opera-
dor multiplicacién por t.

»El operador T : R" — R™, y = Tx = A-x, donde A € R™™ x c R" e
y eR™
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Aplicaciones lineales en espacios normados

Definicién
Una aplicacién (operador) A: D(T) C X +— Y es lineal si

Va,B €R, Vx,y € D(T), T(az+ By) =aT(x)+BT(y).

Ejemplos: El operador identidad, el operador nulo, el operador derivacién
(o derivada), ...

»Sea S : Cpup) > Clapp)s y(t) = SF(t) = tf(t) que denominaremos opera-
dor multiplicacién por t.

»El operador T : R" — R™, y = Tx = A-x, donde A € R™™ x c R" e
y eR™

»S: 12— I tal que 5(X1,X2,X37 .. ) = (0,X1,X27 .. )
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Aplicaciones lineales en espacios normados

Definicién
Dado T : D(T) — Y, llamaremos espacio nulo o niicleo de T al espacio
N(T) de todos los vectores x € D(T) tales que Tx = 0.
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Aplicaciones lineales en espacios normados

Definicién
Dado T : D(T) — Y, llamaremos espacio nulo o niicleo de T al espacio
N(T) de todos los vectores x € D(T) tales que Tx = 0.

Teorema

Sea T : X +— Y una aplicacion lineal. Entonces
@ Z(T) es un subespacio vectorial de Y.
@ SidimD(T) = n < oo, entonces dimZ(T) < n.
© N(T) es un subespacio vectorial de D(T).
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Aplicaciones lineales en espacios normados

Definiciéon

Dado T : D(T) — Y, llamaremos espacio nulo o niicleo de T al espacio
N(T) de todos los vectores x € D(T) tales que Tx = 0.

Teorema

Sea T : X +— Y una aplicacion lineal. Entonces
@ Z(T) es un subespacio vectorial de Y.
@ SidimD(T) = n < oo, entonces dimZ(T) < n.
© N(T) es un subespacio vectorial de D(T).

Teorema
Sea T : X — Y una aplicacion lineal con D(T) C X y Z(T) C Y.

@ Existe T~! de T, si y solo si Tx =0 implica x = 0.

@ Siexiste T, entonces T~! es lineal.

© Si T esinvertible y dmD(T) =n < oo = dimZ(T)=dimD(T)
U. Sevilla 26
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Aplicaciones lineales en espacios normados

Ejemplo
Sea T : X — Y una aplicacién lineal y supongamos que dimX = n < oo.
Entonces dimX = n=dimN(T) +dimZ(T).
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Aplicaciones lineales en espacios normados

Ejemplo
Sea T : X — Y una aplicacién lineal y supongamos que dimX = n < oo.
Entonces dimX = n=dimN(T) +dimZ(T).

Ejercicio
Sea T : X — Y una aplicacién lineal y supongamos que dimX = dimY =
n < co. Prueba que Z(T) = Y si y sdlo si T~1 existe.

Ayuda: Usa el resultado del ejemplo anterior.
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Aplicaciones lineales en espacios normados

Ejemplo
Sea T : X — Y una aplicacién lineal y supongamos que dimX = n < oo.
Entonces dimX = n=dimN(T) +dimZ(T).

Ejercicio
Sea T : X — Y una aplicacién lineal y supongamos que dimX = dimY =
n < co. Prueba que Z(T) = Y si y sdlo si T~1 existe.

Ayuda: Usa el resultado del ejemplo anterior.

Lo anterior no es cierto para dimensién infinita. Sea X el conjunto de las
funciones infinitamente derivables en R. Sea D : X — X, y(t) = Dx(t) =
x'(t) (derivada) ...
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Aplicaciones lineales en espacios normados

Definicién
Sean X e Y dos espacios normados y sea el operador T : D(T) — Y
lineal. T es acotado si existe ¢ > 0 tal quée?

ITx|| < cllxll,  vx e D(T). (%)

“Se sobrentiende que ||x|| es la norma en Xy || Tx|| es en Y.

U. Sevilla 28
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Aplicaciones lineales en espacios normados

Definicién
Sean X e Y dos espacios normados y sea el operador T : D(T) — Y
lineal. T es acotado si existe ¢ > 0 tal quée?

ITx|| < cllxll,  vx e D(T). (%)

“Se sobrentiende que ||x|| es la norma en Xy || Tx|| es en Y.

De lo anterior se sigue que si T es acotado, entonces para todo x # 0,

(e
]

<ec, Vx € D(T), x #0.

El menor valor de ¢ para el cual (*) se cumple lo denotaremos por || T|| y
se denomina norma del operador lineal T.
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Aplicaciones lineales en espacios normados

Tomando supremos en x # 0 en ””7)—:'('” < ¢ e infimos en ¢ tenemos
| x|
sup <.
xex\{oy IIxI|

Por otro lado, para todo y # 0
Il U7X
[yl xex\{0} [ x]l

)

luego || Ty|| < c||ly|| por lo tanto

T
ITI = inffc: 1Tyl <clyl, Wyex}<c= sup LI
xex\{o} ||
de donde se sigue que
— 1 7x]
1Tl =
xex\{oy [Ix]]
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Aplicaciones lineales en espacios normados

Tomando supremos en x # 0 en ””7)—:'('” < ¢ e infimos en ¢ tenemos
| x|
sup <.
xex\{oy IIxI|

Por otro lado, para todo y # 0
Il U7X
[yl xex\{0} [ x]l

)

luego || Ty|| < c||ly|| por lo tanto

, Tx

1Tl = iffc Tyl <clyl, wyexp<c= sup L
xex\{o} 1]l

de donde se sigue que

| Tx|l
T = ST ITII=sup | Tx]|.
xex\fo} IIxIl XEX, |x]|=1
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Si T =0 obviamente || T||=0.Si T =1/, ||T|| =1.



Aplicaciones lineales en espacios normados

Si T =0 obviamente |T||=0.Si T =1/, ||T| = 1.

Si en || Tx|| < cl|x||, tomamos infimos en ¢ =

[RESI

Vx € X,
x|

<ITH = (I <7l
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Aplicaciones lineales en espacios normados

Si T =0 obviamente |T||=0.Si T =1, ||T| =1.

Si en || Tx|| < cl|x||, tomamos infimos en ¢ =

[RESI

]

Vx € X,

<ITH = (I <7l

Ejercicio: Prueba que la expresién

IT)= sup |ITx] ’
x€X,||x[|=1

define una norma.

R. Alvarez-Nodarse Espacios normados
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Aplicaciones lineales en espacios normados

Si T =0 obviamente || T||=0.Si T =1,

[ T|l = 1.

Si en || Tx|| < cl|x||, tomamos infimos en ¢ =

[RESI
]

vxeX, Il = (1Tl < T

Ejercicio: Prueba que la expresién

IT)= sup |ITx] ’
x€X,||x[|=1

define una norma.

Corolario: El conjunto de todos los operadores lineales acotados de X en
Y, que denotaremos por £(X,Y) es un espacio normado.
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Aplicaciones lineales en espacios normados

Teorema
Toda aplicacion lineal T : X +— Y de un espacio normado de dimension
finita X en otro espacio normado cualquiera Y es acotada.
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Aplicaciones lineales en espacios normados

Teorema
Toda aplicacion lineal T : X +— Y de un espacio normado de dimension
finita X en otro espacio normado cualquiera Y es acotada.

A veces solo hace falta una pieza
para ser feliz...

El Lema
Técnico
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Aplicaciones lineales en espacios normados

Teorema
Toda aplicacion lineal T : X +— Y de un espacio normado de dimension
finita X en otro espacio normado cualquiera Y es acotada.

Como dim(X) =n, Vx € X, x = >} _; xkex =

n
T E Xk €k
k=1

Por otro lado, usando el lema técnico dc > 0 tal que

n n
Zxkek ZCZ’X;(L
k=1 k=1

1T =

n n
<D Il Tell < méx | Tew| Y [l
k=1 k=1

Il =

Combinando ambas tenemos

méxk H TekH HXH
C

17| < = 17 <Alix]-
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El Club de Fans del Lema Técnico
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Aplicaciones lineales

Teorema
Sea T : D(T) C X+ Y una aplicacion lineal de un espacio normado X a
otro espacio normado Y. Entonces

@ T es continuo si y sélo si T es acotado.
@ Si T es continuo en algiin xo € D(T), T lo es en todo D(T).
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Aplicaciones lineales

Teorema

Sea T : D(T) C X+ Y una aplicacion lineal de un espacio normado X a
otro espacio normado Y. Entonces

@ T es continuo si y sélo si T es acotado.
@ Si T es continuo en algiin xo € D(T), T lo es en todo D(T).

Asumiremos que T no es el operador nulo.

1. = Sea T acotado y sea xg € D(T) cualquiera. Como T es lineal y
acotado, entonces

ITx = Txoll = I T(x = x0)[| < [ T[lIx = xol|
Entonces, Ve > 0, 36 = ¢/|| T|| > 0 tal que, Vx con ||x — xo|| < d, || Tx —

Txol| < e.
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Aplicaciones lineales

< Sea T lineal y continuo en xo € D(T) cualquiera. Entonces Ve > 0,

36 > 0 tal que, Vx con ||x — xo|| < d = || Tx — Txol| < e.
Sea y # 0 en D(T) cualquiera. Escojamos x tal que

)
—x0 =5 = lx=xl<d = |[[Tx- Txl<e

Para dichos x tenemos (linealidad de T) que

1)
I~ Toll = 1T = sl = | Toy| = ol <
27| = 2

2e
= Il =5yl 1Tyl <Ayl
U. Sevilla
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Aplicaciones lineales

< Sea T lineal y continuo en xo € D(T) cualquiera. Entonces Ve > 0,
36 > 0 tal que, Vx con ||x — xo|| < d = || Tx — Txo|| <.
Sea y # 0 en D(T) cualquiera. Escojamos x tal que

sy = Ix=xl<dé = [[Tx—Txl <e

N o
— X0 =
2|lyll

Para dichos x tenemos (linealidad de T) que

ITx = Txol[ = | T(x = xo)l| =

0
T yH = )<
H 2171~ 20

2¢
= Il =5yl 1Tyl <Ayl

2. Nétese que en la prueba anterior se probd que si T era continuo en un
punto xp € D(T), entonces era acotado en D(T). Pero entonces por 1, al
ser acotado en D(T), es continuo en D(T).
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Aplicaciones en espacios normados

Teorema (Banach-Steinhaus)

Sea (T,)n una sucesion de operadores lineales acotados T, : X — Y. de
un espacio de Banach X a otro normado cualquiera Y tales que la sucesion
(|| Tax||)n es acotada para cada x € X, o sea,

IToxl| Scx  n=1,2,..., c€R (1)

Entonces la sucesion de normas (|| Ta||)n es acotada, es decir, existe un

c > 0 tal que
ITall <c  n=1,2,.... (2)

Ejercicio: Sea (T,), € L(X,Y). Probar que si T, es puntualmente con-
vergente a un operador T entonces la sucesién (T,), estd uniformemente

acotada, i.e.,
Jdc>0talqueVneN, [T, <c,

y el operador T es lineal y acotado (continuo).
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Series de Fourier de funciones continuas

Dada una funcién f(x) periédica de periodo 27 definiremos la serie trigo-
nométrica de Fourier por

Sf(x) = % + Z ap cos(nx) + by sin(nx),

n=1

27 2
a, = / f(x) cos(nx)dx, b, = / f(x)sin(nx)dx, neN.
0 0

™ s

iVx € [0,27) las sumas parciales S,f(x) — Sf(x)?

Snf(x) = % + Z ay cos(kx) + by sin(kx)
k=1
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Series de Fourier de funciones continuas

Dada una funcién f(x) periédica de periodo 27 definiremos la serie trigo-
nométrica de Fourier por

Sf(x) = % + Z ap cos(nx) + by sin(nx),

n=1

27 2
a, = / f(x) cos(nx)dx, b, = / f(x)sin(nx)dx, neN.
0 0

™ s

iVx € [0,27) las sumas parciales S,f(x) — Sf(x)?

Snf(x) = % + 3 akcos(kx) + bysin(kx) 1 SF(x) = F(x)?
k=1

R. Alvarez-Nodarse Espacios normados U. Sevilla 36



Series de Fourier de funciones continuas

Por ejemplo, si tomamos la funcién discontinua f(x) =1si0 < x <7y
0 si m < x < 2m, su serie de Fourier converge en todo punto de [0,27),
incluido el punto de discontinuidad x = 1/2.*

12

(x)

02 L L L L L L
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Series de Fourier de funciones continuas

Por ejemplo, si tomamos la funcién discontinua f(x) =1si0 < x <7y
0 si m < x < 2m, su serie de Fourier converge en todo punto de [0,27),
incluido el punto de discontinuidad x = 1/2.*

12

0.8

0.6

0.4

0.2

02 L L L L L L

La continuidad no es necesaria para la convergencia de la serie de Fourier
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Series de Fourier de funciones continuas

Por ejemplo, si tomamos la funcién discontinua f(x) =1si0 < x <7y
0 si m < x < 2m, su serie de Fourier converge en todo punto de [0,27),
incluido el punto de discontinuidad x = 1/2.*

12

0.8

0.6

04

02 [

02 L L L L L L

La continuidad no es necesaria para la convergencia de la serie de Fourier
iy es suficiente?
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Series de Fourier de funciones continuas

Por ejemplo, si tomamos la funcién discontinua f(x) =1si0 < x <7y
0 si m < x < 2m, su serie de Fourier converge en todo punto de [0,27),
incluido el punto de discontinuidad x = 1/2.*

12

0.8

0.6

04

02 [

02 L L L L L L

La continuidad no es necesaria para la convergencia de la serie de Fourier
iy es suficiente? NO!!!
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Series de Fourier de funciones continuas

Vamos a probar que existen funciones 2m-periddicas continuas que divergen
en un punto xp dado.
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Series de Fourier de funciones continuas

Vamos a probar que existen funciones 2m-periddicas continuas que divergen
en un punto xp dado.

Sustituyendo a, y b, en S,f(x) obtenemos

Spf(x) = 1/ i f(t)Dn(t — x)dt, Dp(z) = % + Zcos(kz)
0 k=1

s

donde D,(z) es el nicleo de Dirichlet.
Usando la identidad

2cos(kz)sint/2 = sin(k 4+ 1/2)z —sin(k — 1/2)z,
y sumando de k = 1 hasta n se tiene

sin(n+1/2)z

Dn(z) = 2sinz/2

1
2750, Dn(0)2n+§

Nétese que |D,(z)| < n+1/2.
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Series de Fourier de funciones continuas

Definamos el espacio C de las funciones continuas en [0, 27] tales que f(0) =
f(27) dotado con la norma del supremo:

| = f
Il = méx [FGO

C es un subespacio cerrado de C[ (ipor qué?), luego es completo.

0,27]
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Series de Fourier de funciones continuas

Definamos el espacio C de las funciones continuas en [0, 27] tales que f(0) =

f(27) dotado con la norma del supremo:

| = f
Il = méx [FGO

C es un subespacio cerrado de C[0 2r] (ipor qué?), luego es completo.

Sin pérdida de generalidad tomaremos como punto de divergencia x = 0.

R. Alvarez-Nodarse Espacios normados U. Sevilla
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Series de Fourier de funciones continuas

Definamos el espacio C de las funciones continuas en [0, 27] tales que f(0) =
f(27) dotado con la norma del supremo:

fll = max |f(x)|.
1] XgFoaj;ﬂ]l(X)!

[e.e]

C es un subespacio cerrado de C[0 2r] (ipor qué?), luego es completo.

Sin pérdida de generalidad tomaremos como punto de divergencia x = 0.

Definamos la sucesién (T,), de funcionales lineales T, : C — R

1 21
Tof = /0 f(t)Dn(t)dt.

™

Nétese que T,f = S,f(0).
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Series de Fourier de funciones continuas

Definamos el espacio C de las funciones continuas en [0, 27] tales que f(0) =
f(27) dotado con la norma del supremo:

fll = max |f(x)|.
1] XgFoaj;ﬂ]l(X)!

C es un subespacio cerrado de C[%f’27r] (ipor qué?), luego es completo.
Sin pérdida de generalidad tomaremos como punto de divergencia x = 0.

Definamos la sucesién (T,), de funcionales lineales T, : C — R

1 27
Tof = / f(t)Dn(t)dt.
™ Jo

Nétese que T,f = S,f(0).

Vamos a probar que T, es acotada para cada ny
1 2w
1Tl == [ IDa0)dk
T Jo
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Series de Fourier de funciones continuas

Para cada n € N, D,(x) = 0 en los puntos a; = 2%, i =1,2,...,2n+1,

2i+1"
es no negativa en [0, a1], ... [a2n, a2n+1], cuya unién llamaremos ¥ y no
positiva en [a1, a], ... [a2n—, 32|, cuya unién llamaremos X _.

Vamos a construir para cada n € N una sucesién (f)x € C en [0, 27]
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Calculando normas de operadores

Problema: Prueba que T : C[%?l] > C[%f’l], y = Tx, definido por

1
y(t) = /0 K(t, )x(r)dr,

con k(t,T) continua en el cuadrado [0,1] x [0, 1] es lineal y acotado y que

1
|T|| = K= méax / |k(t, 7)|dT.
te[0,1] Jo
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Calculando normas de operadores

Problema: Prueba que T : C[%?l] > C[%f’l], y = Tx, definido por
1
W6 = [ kX
0
con k(t,T) continua en el cuadrado [0,1] x [0, 1] es lineal y acotado y que

1
|T|| = K= méax / |k(t, 7)|dT.
te[0,1] Jo
Solucién: Comenzamos con

1 1
()] < /0 k(t, ) Ix(7)dT < [x] /0 k(t,7)|dr
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Calculando normas de operadores

Problema: Prueba que T : C[0 T C[o Y= Tx, definido por
1
y(t) = / k(t, )x(r)d,
0
con k(t,T) continua en el cuadrado [0,1] x [0, 1] es lineal y acotado y que
1
|T|| = K= méax / |k(t, 7)|dT.
te[0,1] Jo
Solucion: Comenzamos con
1 1
O < [ k(e r)lxdr < ) [ k(e 7)ldr

Tomando el supremoen t € [0,1] = | Tx|| < K||x|| = || T|| < K

—max/ |k(t,T)|dT.

t€[0,1]
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Calculando normas de operadores

Definamos la funcién

-1 t<-1/n,
up(t)=1<nt, —=1/n<t<1/n
1, t>1/n.

Sea la sucesién xp(t,7) = un(k(t,7)).
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Calculando normas de operadores

Definamos la funcién

-1 t<-1/n,
up(t)=1<nt, —=1/n<t<1/n
1, t>1/n.

Sea la sucesidn xp(t,7) = un(k(t,7)).Nétese que ||x,|| = 1, y que

k(t, T)un(k(t, 7)) >0, eigual a |k(t,7)| cuando |k(t,7)| > 1/n.
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Calculando normas de operadores

Definamos la funcién

-1 t<-1/n,
up(t)=1<nt, —=1/n<t<1/n
1, t>1/n.

Sea la sucesidn xp(t,7) = un(k(t,7)).Nétese que ||x,|| = 1, y que
k(t, T)un(k(t, 7)) >0, eigual a |k(t,7)| cuando |k(t,7)| > 1/n.

Sea I, C [0,1] el conjunto de puntos donde se cumple la desigualdad

/'n /[01\/n] _/,n (t,7)xa(t, 7)dT

1
| Txn(t, 7)| —/ k(t, 7)xn(t,7)
0
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Calculando normas de operadores

Definamos la funcién

-1 t<-1/n,
up(t)=1<nt, —=1/n<t<1/n
1, t>1/n.

Sea la sucesidn xp(t,7) = un(k(t,7)).Nétese que ||x,|| = 1, y que
k(t, T)un(k(t, 7)) >0, eigual a |k(t,7)| cuando |k(t,7)| > 1/n.

Sea I, C [0,1] el conjunto de puntos donde se cumple la desigualdad

/'n /[01\/n] _/,n (t,7)xa(t, 7)dT

1
/k(t,T)X,,(t,T)dT: Ink(t,T)\dT:/o |k(t“,7')|d7'—/[O |k(t,T)|dT

In A\

1
| Txn(t, 7)| —/ k(t, 7)xn(t,7)
0
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Calculando normas de operadores

|Tx,,(t,7')|2/0 |k(t,r)|d7’—/ Ik(t,7)|dr

[0,1]\ /s
En [0,1]\ /5, |k(t,T)| < 1/n, entonces

1

1

Ta(t) = [ ke)idr = [ k(e n)lar - 1
In 0
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Calculando normas de operadores

|Tx,,(t,7')|2/0 |k(t,r)|d7’—/ Ik(t,7)|dr

[0,1]\ /s
En [0,1]\ /5, |k(t,T)| < 1/n, entonces

1

1

Ta(t) = [ ke)idr = [ k(e n)lar - 1
In 0

Tomamos supremos en n

1
sup|Tx,,(t,7')|2/ |k(t, T)|dT.
n 0
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Calculando normas de operadores

H%@ﬂz%%@ﬂm—/|mmWT

[0,1]\ /s
En [0,1]\ /5, |k(t,T)| < 1/n, entonces

1
1
Ta(t) = [ ke)idr = [ k(e n)lar - 1
In 0
Tomamos supremos en n
1
sup | Txn(t, 7)| 2/ |k(t,7)|dT.
n 0

Tomamos el maximo en t

1
max [sup|Tx,,(t,T)|] > méx/ |k(t,T)|dT=K =
t€0,1] | n t Jo
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Calculando normas de operadores

1
|Txn(t,r)|z/ Ik(t,r)ldr—/ Ik(t, 7)]dr
0 [0,1]\/,,

En [0,1]\ /5, |k(t,T)| < 1/n, entonces
Tn(t, 7)) z/l Ik(t,7)|dr > /01 k(t, )| dr — %
TOmamOS supremos en n n
sup | Tx,(t, 7)| > /01 |k(t, T)|dT.

Tomamos el maximo en t

max [sup|Tx,,(t T)|:| > max/ |k(t,T)|dT=K =
t€[0,1]

IT|| = sup || Tx|| > méx {sup]Txn(t T } > max/ |k(t, 7)|dT = K
[ n tG[O ].]

Ix]|=1 A
43
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Calculando normas de operadores

Corolario: el funcional f : C[%f’l] — C[(())?l] con

f(x):/o k(T)x(T)dT

1
con k(7) continua en [0, 1] es acotado y ||f|| :/ |k(T)|dT
0
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Calculando normas de operadores

Corolario: el funcional f : C[C(fu — C[%?l] con
1
f(x) = / k(T)x(T)dT
0
1
con k(7) continua en [0, 1] es acotado y ||f|| :/ |k(T)|dT
0
Problema: Prueba que T : L'[0,1] — L[l0 1 ¥ = Tx, definido por

1
y(t) = /0 k(t, )x(r)dr,

es lineal y acotado y que

1
T = m4 k(t,7)|dt
71 = max [ Ik(e.)
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1 1
1T = /0 1y(8)|de = /O 0

/1 k(t, 7)x(7)dT| dt




Calculando normas de operadores: Solucién

1 1 1
1T = /o\y(t)|dt:/0 /Ok(t,T)x(T)dT dt

/01 (/ol ’k(t’T)HX(T)\dT> dt

IN
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Calculando normas de operadores: Solucién

il = [ olae= [ ][ ke oxran
< /01 (/01 ]k(t,T)HX(T)\dT) dt
_ /01 (/01 ]k(t,T)]df) Ix(r)|dr

R. Alvarez-Nodarse Espacios normados
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Calculando normas de operadores: Solucién

1 1 1
1T = /o\y(t)|dt:/0 /Ok(t,T)x(T)dT dt

< /01 (/01 ]k(t,T)HX(T)\dT) dt
_ /01 (/01 ]k(t,T)]df) Ix(7)|d7

1
méx < /0 |k(t,f)|dt) Ixll = Klixll = Tl < K

T€[0,1]

IN
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Calculando normas de operadores: Solucién

1 1 1
1T = /oy(t)|dt:/0 /Ok(t,T)x(T)dT dt

< /01 (/01 ]k(t,T)HX(T)\dT) dt
_ /01 (/01 ]k(t,T)]df) Ix(7)|d7

1
méx < /O |k(t,f)|dt) Ixll = Klixll = Tl < K

T€[0,1]

IN

1
Sea 19 € [0, 1] el valor donde se alcanza el maximo K = / |k(t,70)|dt.
0
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Calculando normas de operadores: Solucién

1 1 1
1T = /oy(t)|dt:/0 /Ok(t,T)x(T)dT dt

< /01 (/01 ]k(t,T)HX(T)\dT) dt
_ /01 (/01 ]k(t,T)]df) Ix(7)|d7

1
mix < /O |k(t,f)|dt) Ixll = Klixll = Tl < K

IN

T€[0,1]
1
Sea 19 € [0, 1] el valor donde se alcanza el maximo K = / |k(t,70)|dt.
0

k(t,T) es continua en un compacto, = es uniformemente continua.
Entonces Ve > 0 4§ > 0 tal que si
t—t|<6, |r—7|<d = |k(t,7)—k(t' ") <e
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Calculando normas de operadores

Sea | C [0,1] = [, 7] t.q. t1 <ty < tp, » — 71 < J y sea la funcién

1
X(t)=¢t—t
0, en otro caso,

te|m,T
’ 71, 72]; ademis ||X|| = 1.
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Calculando normas de operadores

Sea | C [0,1] = [, 7] t.q. t1 <ty < tp, » — 71 < J y sea la funcién

) t 6 ) ) ~
X(t)y=q ta—t1 (71, 7] ademds ||X|| = 1.
0, en otro caso,
1) 1
ITh = sup [Tl = T8I = || [ k(e nx(r)dr| o
lIx|l=1 o |Jo

dt

1 1
B t2—t1/0

[%)
/ k(t,7)dT
ty
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Calculando normas de operadores

Sea | C [0,1] = [, 7] t.q. t1 <ty < tp, » — 71 < J y sea la funcién

sy =dn-n T s im0
0, en otro caso,
1 1
ITI = sup [ITxl > | T%] = / / k(t,7)%(r)dr]| dt
[|x||I=1 0 0
1 1 to
= / / k(t,7)dT|dt
th—1t1 Jo f

k(t,m0) = k(t,7) + k(t,70) — k(t,7) =

[5) [%]
/ k(t,7)dt / k(t,T0)dT
t1

t
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> —€:(t2—t1)|k(t,7'0)‘—€,




