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Prefacio

Como la lectura, la clase es una obra en cola-
boracién y quienes escuchan no son menos im-
portantes que el que habla. En este libro esta mi
parte personal de aquellas sesiones. Espero que
el lector las enriquezca, como las enriquecieron
los oyentes.

Jorge Luis Borges
De “El libro”, Borges Oral (1979)

Estas notas contienen el contenido del curso Andlisis Funcional imparti-
do por el autor en la Facultad de Matematicas de la Universidad de Sevilla.
Dicho curso es una asignatura opcional del tercer curso del Grado en Ma-
tematicas. Las mismas estan divididas en ocho capitulos. El primero es un
resumen de algunos de los conceptos del andlisis matematico elemental
que, por diversas razones, no siempre se dan de forma satisfactoria. El se-
gundo es, de alguna forma, una motivacion y estd inspirada tras la lectura
del primer capitulo de la magnifica monografia de Schechter [21].

En los capitulos 3, 4 y 5 se introducen los espacios métricos, normados
(Banach) y euclideos (Hilbert), asi como se discuten algunas de sus prin-
cipales propiedades. Son sin duda la base para entender los subsiguientes
capitulos 6, 7 y 8. Cada uno de los capitulos 3, 4 y 5 se culmina enuncian-
do y probando un teorema clasico de especial importancia en el contexto
del mismo. Asi en el el capitulo 3, dedicado a los espacios métricos, se cul-
mina con el Teorema de categorias de Baire, en el 4, con el clasico Teorema
de Banach-Steinhaus para los espacios de Banach y en el 5, con el Teore-
ma de representacion de F. Riesz. El capitulo 6 esta dedicado a la teoria de
operadores y culmina con la prueba del Teorema espectral para operado-
res compactos, cuando ademds son autoadjuntos o normales. El capitulo



7 contiene tres de los teoremas clasicos del Analisis funcional: el Teore-
ma de Hahn-Banach sobre la extension de funcionales lineales, el Teorema
de la aplicacion abierta y el Teorema del grafo cerrado. También en dicho
capitulo 7 se discuten brevemente los conceptos de espacios duales y la
convergencia débil. Finalmente, en el capitulo 8 se muestra, brevemente,
la conexidn de la teoria de operadores en espacios de Hilbert con la Me-
cdnica cudntica. Cada capitulo culmina con una coleccién de problemas
(muchos de los cuales estan resueltos con todo detalle) para que el lector
interesado pueda ejercitar los conceptos y teoremas estudiados en ellos.

Quiero agradecer a todos los que de una forma u otra me han ayu-
dado a que estas notas sean posibles. En primer lugar a mi familia, a los
que les he robado un tiempo precioso. Sin duda también ocupan un lugar
destacado los alumnos que participaron activamente en los tres primeros
cursos durante el invierno/primavera de 2024, 2025 y 2026. En especial
a Manuel Alanis, Felipe Garrido, Adan Gonzdlez, Mario Herrera, Antonio
Medinilla, Jesus Mesa, David Ramos, Mateo Reino y Fernando Ruiz por
sus muchas puntualizaciones, revisiones y criticas (siempre constructivas).
Sin duda la presentacién actual de estas notas son mucho mejor gracias
a ellos y todos los errores responsabilidad exclusivamente mia. También
soy deudor de los autores de las monografias mencionadas en la bibliogra-
fia. Aunque estas notas no coinciden en su totalidad con ninguna de ellas
(si ese fuese el caso no hubiese sido necesario escribir este texto, hubiese
bastado usar una de dichas monografias), de cada una de ellas he tomado
prestado, entre otras cosas, demostraciones, ejemplos y problemas. Para
ayudar al lector a la hora de consultar dichos textos en el capitulo dedica-
do a la bibliografia se menciona que texto se ha usado en cada uno de los
grandes bloques (espacios métricos, normados y euclideos), y, por tanto,
muy recomendables para profundizar en los mismos.

Espero que el estudiante, y el lector en general, le encuentre utilidad a
estas notas y disfrute de su lectura como yo he disfrutado al escribirlas.

,,,,,,,,,

Renato Alvarez Nodarse

Sevilla, 14 de mayo de 2026
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Capitulo 1

Preliminares

Estudia el pasado si quieres conocer el futuro

Atribuida a Confucio

En este capitulo recordaremos algunos conceptos basicos del andlisis
necesarios para entender el resto de los capitulos de estas notas. Asumi-
remos que el lector tiene unos conocimientos minimos del célculo infi-
nitesimal, el algebra lineal y los nimeros complejos. Para mas detalles
consultar, por ejemplo, [23, 27, 28].

1.1. Sucesiones numeéricas en C

En adelante denotaremos por N = {1,2,3,...,n,n+1,...} al conjunto
de los niimeros naturales.

Definiciéon 1.1.1 La aplicacion o funcién f : N — A que hace correspon-
der a cada numero natural n un elemento a,, de cierto conjunto A se deno-
mina sucesion de elementos de Ay la denotaremos por (a,,)>2,, 0 (ap)n-

Por ejemplo, si A = C, diremos que f : N — C define una sucesién de
numeros complejos. Como ejemplo tenemos las

n = (_1)71 = {_17 L-1,1,... }, Zn = e = {€i,€2i,€3i, R }
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Definicidon 1.1.2 Sea N\ un subconjuntode N, N = {ny,no, ..., ng, ..., k €
N} siendo (ny)r una sucesion estrictamente creciente de niimeros naturales.
Sea (ay,), una sucesion de numeros cualquiera. Construyamos una nue-
va sucesion cuyos elementos sean los elementos de a, correspondientes a
los valores ny de N. Es decir, construyamos un subconjunto del conjunto
{an, n € N}. La nueva sucesion ast obtenida la denotaremos (a,, )r ¥ la
llamaremos subsucesidn de (ay,)p.

Por ejemplo, sea a,, = (—1)". De la sucesion a,, podemos construir las
subsucesiones de los elementos pares ay, € impares ay;,_; correspondientes
a los subconjuntos Al = {2,4,...,2k,..., k € N} y A = {1,3,....2k —
1,..., k € N}, respectivamente. Ellas son ao, = 1y ag,_1 = —1.

Definicidon 1.1.3 Se dice que una sucesion (z,),, estd acotada, si para todo
n € N, existe un M € R, M > 0 tal que |z,| < M.

Por ejemplo, las sucesiones (x,,) y (z,), definidas antes son claramente
acotadas (basta escoger M = 1).

Definicion 1.1.4 Se dice que una sucesion (z, ), es no acotada si para todo
M e R, M >0, existe un n € N tal que |z,| > M.

Por ejemplo, la sucesion b, = (—1)"n? no estd acotada.

Definiremos la distancia d(z, z2) entre dos numeros complejos z; =
T1+ 11 Y 20 = Ty + 1Yo COMO

d(Zl,ZQ) = |Zl — 2’2| = \/(ZEl — 172)2 + (yl — y2)2. (111)

Definiremos el e-entorno o e-vecindad de un nimero complejo z, a la
“bola” U.(z) definida por

Uc(z) ={2 € C; |z — 2| < e}

Obviamente U,(z) es un circulo del plano complejo de centro z, y radio ¢
excluyendo la frontera (o sea, la correspondiente circunferencia).

Sea z = x + 1y, 20 = xo + 1yo. Puesto que
méx{ |z —zo|, [y —yo|} < |2 —20| < [2—z0]+ |y —10l, |2+ 20| < |2|+ 20,

podemos construir la teoria de limites en C de la misma forma que se hace
en R. Asi pues, tenemos la siguiente definicion:
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Definicién 1.1.5 Diremos una sucesién de numeros complejos (z,), tiene
limite z, y lo denotaremos por lim,, ., z, = z, si®

Ve>0,eeR, INeEN; Vn>N, |z,—z2|<e.

?En adelante al escribir ¢ > 0 asumiremos que a es un numero real, ya que los
complejos no se pueden ordenar.

El significado geométrico del limite es claro: dentro de e-entorno U.(z)
del limite = de la sucesién (z,), hay infinitos términos de la sucesion (de
hecho todos a partir de cierto N) y fuera de él s6lo hay un nimero finito
de términos (a lo sumo los N primeros términos) de la misma.

Si escribimos z, = x,, +1iy, y z = x + iy, entonces, de las desigualdades
méx{|z, — x|, [yn — yl} < l2n — 2 < 2w — 2 + [yn — Yl
se deduce que

limz,=2 <= lmz,=2 y limy,=y.
n—o0 n—oo n—oo

En particular, z, — 0 siy solo si |z,| = 0.

Nota 1.1.6 De lo anterior se deduce que toda sucesion de ntimeros com-
plejos es equivalente a dos sucesiones de niimeros reales (la de sus partes
reales e imaginarias).

Asi pues, por analogia con el caso real podemos definir las sucesiones
de Cauchy, enunciar y probar el criterio de Cauchy y muchas otras propie-
dades de las las sucesiones’. No obstante al ser C un cuerpo no ordenado,
se pierden todas las propiedades relacionadas con el orden (supremo, mo-
notonia, etc). Gracias a la teoria de limites de sucesiones podemos definir
el limite de funciones, continuidad de funciones, derivabilidad de funcio-
nes, etc.

Ademds, estd claro que, al igual que en el caso real, si (z,),, tiene limite,
entonces (z,), es acotada, pero no al contrario.

'El lector no familiarizado con dichas definiciones puede consultar, por ejemplo, el
capitulo 3 de la magnifica monografia [27]
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Definicion 1.1.7 Una sucesion (z,), es de Cauchy (o fundamental) si para
todo € > 0 existe un N € N tal que para todos n,m > N, se cumple
|20 — zm| < e. O, equivalentemente, z,, es de Cauchy siy solo si

Ve >0, AN €N, talqueVn > N, yVp € N, |z,1p — 25| <&,
o, equivalentemente,

Ve >0, AN € N, talque Vn > m > N, |z, — zn| < €.

Teorema 1.1.8 (Criterio de Cauchy) Para que una sucesion de niimeros
complejos (z,), sea de convergente es necesario y suficiente que sea de
Cauchy.

Demostracion: La prueba se basa en la equivalencia entre z, = x,, + iy,
y las sucesiones reales (z,,), ¥ (y.)». En efecto, basta notar que

max{ |z, — xn+p|v |Yn — yn+p‘} < |zn — Zner’ < |z, — xn+p‘ A |Yn — yner’a

luego estd claro que si z, es de Cauchy, x,, e y, también lo son, luego
— — .

Ty TN Ty yn — y pues (z,), € (¥,), son ambas sucesiones reales para

las cuales es cierto el criterio de Cauchy. Luego z, — z = x + iy. ]

De la equivalencia entre las sucesiones reales y complejas (ver Nota
1.1.6) se sigue inmediatamente el siguiente teorema:

Teorema 1.1.9 (Propiedades algebraicas de los limites) Sean dos su-
cesiones convergentes (a,), Y (b,), con lim a, = a, y lim b, = b. Enton-
n—oo

n—o0
ces:

1. lim a, +0b,=a+0b.

n—00

2. lim a, - b, = a-b. En particular, para todo o € C, lim aa, = aa.

n—o0 n—oo

3. SineN, b, #0,yb+#0, entonces, lim dn _ %.
n—oo n

Definicion 1.1.10 Un punto z de un conjunto E C C es interior si existe
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un entorno U.(z) del mismo contenido por completo en E. Un conjunto es
abierto si todos sus puntos son interiores.

Evidentemente todo entorno U.(z) de z es un abierto.

Definicion 1.1.11 Dado un conjunto E C C diremos que z; € C es un
punto de acumulacion de F si en cualquier entorno U.(z,) existe al menos
un punto de F distinto de z, (y, por tanto, infinitos).

Por ejemplo, 0 es un punto de acumulacién del conjunto £ = {1,1/2,1/3,
...,1/n,...}, mientras que 10~*, cualquiera sea k € N no lo es.

De la Definicidn 1.1.11 se sigue inmediatamente el siguiente

Teorema 1.1.12 z; es un punto de acumulacion de E siy solo si existe al
menos una sucesion de niimeros (z,)n, CON 2, # z,11, para todo n € N, tal
que lim,, .o, 2, = 2.

Definicion 1.1.13 Un conjunto E es cerrado si contiene todos sus puntos
de acumulacion.

Por ejemplo, el conjunto U, (z) =: {z € C; |z — 2| < €} es un cerrado.

Definicidon 1.1.14 Un conjunto E es acotado si existe un M > 0 tal que,
para todo z € E, |z| < M.

A partir del Lema de Bolzano-Weierstrass para los conjuntos acotados de
R se sigue el siguiente resultado:

Lema 1.1.15 (Bolzano-Weierstrass) Cualquier subconjunto infinito® aco-
tado de C tiene por lo menos un punto de acumulacion. En particular se
tiene que de toda sucesion acotada se puede extraer una subsucesion con-
vergente.

9Es decir, con un nimero infinito de elementos.

1.2. Series

1.2.1. Series numéricas
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Definicién 1.2.1 Dada una sucesién de niimeros complejos (a,,),, la ex-
presion

o0

E ak:a1+a2+a3+...+ak+...

k=1
se denomina serie infinita o serie y a los numeros a;, as, ..., elementos de
la serie. Las sumas

Sn:Zak:a1+a2+a3+"'+an7
k=1

se denominan sumas parciales de la serie.

Definicién 1.2.2 Diremos que la serie ) -, ai converge a S, si la suce-
sion de sumas parciales (S,,), tiene limite finito S y a dicho niimero le de-
nominaremos “suma” de la serie. Si por el contrario, la sucesion de sumas
parciales no tiene limite, entonces diremos que la serie diverge.

El Criterio de Cauchy para las sucesiones establece que una sucesiéon
(), es convergente siy solo siVe > 0,dN € N, talquesin > N, yVp €
N entonces |z,+, —x,| < €. Una simple aplicacién del mismo a la sucesién
de sumas parciales nos conduce a nuestro primer criterio de convergencia
para las series.

Teorema 1.2.3 (Criterio de Cauchy para las series) Laserie ) ;- ayes
convergente si y solo si, para todo € > 0, existe un N € N, tal que para
todosn > N yparatodop € N, |ap41+ -+ anip| <€

Este teorema tiene dos consecuencias inmediatas: la primera es que si
alteramos un numero finito de elementos de la serie, la convergencia de
ésta no se afecta; y la segunda es el siguiente resultado:

Teorema 1.2.4 (Condicion necesaria de convergencia de una serie)
Si la serie 220:1 ay es convergente, entonces lim a,, = 0.

n—o0

Demostracion: Basta tomar p = 1 en el Teorema 1.2.3. [ ]

0o n2

Es fdcil ver, a partir del teorema anterior que la serie ) 7 | 55— es
divergente. Con algo de més trabajo se puede probar que la serie Y > 1

n=1 n?
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es divergente, lo cual ilustra que las condiciones del Teorema 1.2.4 son
necesarias pero no suficientes.

. . . o0 oo

Una propiedad de las series o:}:onvergentes esquesiy ;_,ary Y poqbi
convergen, entonces la serie > .~ | aay, + b, también es convergente, ade-
mas

iaak—kﬁbk:aiak—i—ﬁibk, Va, g € C.
k=1 k=1 k=1

Nétese, ademads, que del cardcter convergente de la serie Y .- (ax +
br) no se puede inferir el cardcter convergente o divergente de las series

S ary e, bi (épor qué?).

Definicién 1.2.5 Diremos que una serie Y .-, a;, es absolutamente con-
vergente si la serie Y .- | |ax| es convergente.

Teorema 1.2.6 (Weierstrass) Una serie > .-, aj es absolutamente con-
vergente siy solo si la sucesion S, = >, _, |ax| estd acotada.

Demostracion: La sucesién (.S,),, de sumas parciales S, = > 7, |ax| es
una sucesién mondétona, luego si esta acotada, entonces existira el limite
que es precisamente la suma de la serie. Por el contrario, si la sucesion
Sn = > _r_, |ax| es no acotada, entonces la serie serd divergente. n

A partir del criterio de Cauchy 1.2.3 se sigue el siguiente teorema:

Teorema 1.2.7 Toda serie absolutamente convergente es convergente.

Un ejemplo sencillo, y de gran importancia, de serie absolutamente
convergente es la serie geométrica
= k—1 2 1
T =1ttt =—, gl <L
k=1 1—q

Recordemos a continuacién algunos criterios para estudiar la conver-
gencia de series. El primero, y uno de los mas sencillos, es el criterio de
comparacion. Su demostracién es una simple consecuencia del Teorema
de las sucesiones mondtonas y acotadas similar a la prueba del Teorema
1.2.6.
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Teorema 1.2.8 (Criterio de Comparacion de Weierstrass) Sean las se-
ries de niimeros complejos » ;- ayy Y po, bx. Siexiste un N € N tal que
para todo n > N, |a,| < |b,|, entonces si la serie Y .-, |by| converge, la
serie > -, |ax| converge, y si’y .- | |ai| diverge, entonces Y -, |by| diverge.

Ejercicio 1.2.9 Prueba calculando el limite de sus sumas parciales, que
la serie > e +1) converge. Usando lo antenor y el criterio de compa-

racion deduce la convergencia de la serie > °°

nln2

Teorema 1.2.10 (Criterio de comparacion por paso al limite) Sean las
sucesiones (a,), Yy (b,)n tales que lim,,_, ||b”|| = ¢ > 0. Entonces, Y .-, |ax|
converge siy solo si ), | |by| converge.

Demostracion: Este teorema es una consecuencia del Teorema de com-
paracién 1.2.8. Como lim,, ,, a,/b, = ¢ > 0, ello significa que para todo
e > 0, existe un N € N, tal que para todo n > N, |a, /b, — q| < e. Luego,
si tomamos ¢ = ¢/2, a partir de cierto N tendremos que

1 1

—qb, < a, < =qb,,,

21 37
de donde, utilizando el criterio de comparacidon, se obtiene el resultado
buscado. [ ]
Ejercicio 1.2.11 Estudiar la convergencia de las series

anz’ zsm (—) y ilog(pr%),

n=

Nota 1.2.12 De la prueba del Criterio de comparacion por paso al limite
se deduce que si ¢ = 0, solo podemos afirmar lo mismo que en el Teorema
de comparacién 1.2.8 es decir; que si la serie ) .-, |by| converge, la serie

> re lax| converge, y si >~ |ag| diverge, >~.°  |by| diverge.

Veamos ahora dos criterios donde se involucra una tinica serie, es decir,
dos criterios donde solo precisamos la informacién relacionada con la serie
que queremos estudiar.
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Teorema 1.2.13 (Criterio del cociente de D’Alembert) Sea ) ",° , a; una
serie de numeros complejos tal que lim,, . |a,+1|/|a,| = q. Entonces,

1. Siq <1, laserie ) ;- ax es absolutamente convergente

2. Siq>1, laserie) -, |ay| es divergente.

3. Siqg=1, laserie ) ;. |ax| puede ser convergente o divergente.
Demostracion: Si lim,, ., |a,11/a,| = ¢ < 1, entonces a partir de cierto
N € N, existe un « € (0, 1), tal que |a,+1/a,| < o < 1. Por tanto,

|ania] < alan],  ana| < @fan-| < a®lan—s| = |aq| < " Vay| = Ca®,

y el criterio de comparacion, tomando b, = C'«@”, nos conduce al resultado
buscado. Andlogamente se demuestra la divergencia en el caso ¢ > 1.
Como ejemplo del caso 3 tenemos las series cuando a, = 1/ny a, =
1/n?, para las cuales obviamente lim,, ., |@,+1/a,| = 1, siendo la primera

divergente y la segunda convergente. ]
Este criterio no siempre funciona aun en casos sencillos como el si-
guiente: sea la serie > ;7 2 (2k . Obviamente tenemos

)

Unt1 12—1—(—1)”+1 [ 1/6 npar
a, 2 2+ (=1 | 3/2 nimpar

luego no existe el limite del cociente. No obstante,

2+ <2 (- &1 &1V
St G- (3)
k=1 k=1 k=1 k=1

y estas dos ultimas obviamente son convergentes.

Teorema 1.2.14 (Criterio de la raiz de Cauchy) Sea ) ;- , a; una serie
de niimeros complejos tal que lim,, ., \/|a,| = g. Entonces,

1. Sig <1, laserie ;. aj es absolutamente convergente
2. Sig>1, laserie) ;- ay es divergente.

3. Siq=1, laserie ;- aj puede ser convergente o divergente.
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Demostracion: La demostracion de este resultado se basa en si lim,,
a, = q < 1, entonces a partir de cierto N € N, {/|a,| < o < 1. Luego,
si utilizamos el criterio de comparacién tomando b, = " el resultado es
inmediato. Notese que si ¢ = 1, entonces pueden ocurrir ambas posibili-
dades. El mismo ejemplo, a,, = 1/ny a,, = 1/n?, teniendo en ambos casos
lim,, o /a, = 1, pero siendo la primera serie divergente y la segunda
convergente. [ ]

24-(—1)F
2k

127—1+2<</(—1)n+2<71+2:£7
2 o = o =\ o 2

por tanto lim,,_, {/a, = 3 < 1y segun el criterio de Cauchy 1.2.14 con-
verge.

Si aplicamos este criterio a la serie y tenemos

El ejemplo anterior nos indica que el criterio de Cauchy 1.2.14 es mas
general que el de D’Alembert 1.2.13 en el sentido que el criterio de criterio
de D’Alembert implica el de Cauchy, pero no viceversa.

Nota 1.2.15 Debemos destacar que tanto en el criterio de D’Alembert como
el de Cauchy antes descritos, el resultado sigue siendo cierto si cambiamos
los limites por los limites superiores.

Ejercicio 1.2.16 Estudia el cardcter de las series

k=0 1

1.2.2. Mas sobre series de numeros reales

Vamos a discutir ahora algunas propiedades de las series de niimeros
reales. Comenzaremos considerando serie de gran importancia en las ma-
temdticas —y fuera de ellas—: las series del tipo >_>° | L conp € R, p > 0.
Estas series se conocen como series armonicas. Ya vimos ejemplos de ellas
cuando p = 1, serie que divergia, y p = 2, serie que convergia. Una pre-
gunta evidente es ¢Para cudles p > 0 converge la serie armonica?
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Es evidente del Teorema de comparacién 1.2.8 que para todo p > 2
la serie converge y que para p < 1 diverge. Ahora bien, para 1 < p < 2
no nos sirve el Teorema de comparacién y un calculo sencillo nos muestra
que tanto el criterio de Cauchy como el de D’Alembert nos dan 1 con lo
cual no son concluyentes. ¢Como resolver este problema?

Teorema 1.2.17 (Criterio de McLaurin-Cauchy) Sea f(z) una funcién
real no negativa definida en [1,+00) y mondtona decreciente en todo su
dominio. Entonces la serie Y -, f(n) y la integral impropia [ f(z)dx
tienen el mismo cardcter de convergencia.

Demostracién: Como f es decreciente y no negativa, tenemos que para todo
k=0,1,...yzelkk+1],0< f(k+1) < f(x) < f(k), por tanto, usando la
monotonia de la integral de Riemann -recuérdese que si f es mondtona, entonces
es integrable—, tenemos

k+1
fli+1) < /k f@)de < f(k).

Luego, usando la aditividad de la integral,

n

n n+1
S fk+1) < /1 Fla)de <3 (),
k=1

k=1

es decir, para las sumas parciales S,, de la serie Y 2 | f(n) y la funcién F(¢) :=
flt f(z)dz, tenemos
Spt1— f(1) < F(n+1) < S,

De la desigualdad anterior deducimos que si la serie > | f(n) converge, enton-
ces sus sumas parciales S,, son acotadas y, por tanto, la funcién F'(t) es acotada,
luego existe el limite lim;,, F'(t), es decir, existe la integral impropia. Ademas,
si existe la integral impropia, entonces la sucesién F'(n + 1) es acotada, por tanto
las sumas S,,4+1 también lo son, de donde deducimos que la serie converge (ver
Teorema 1.2.6).

Si por el contrario la serie no converge, entonces las sumas parciales no estan
acotadas y, por tanto, F' tampoco lo esta, luego la integral impropia diverge.
Anélogamente, si la integral impropia no converge, entonces F' es no acotada,
luego S,, es no acotada y la serie diverge. [ ]

Ejercicio 1.2.18 Usa el criterio integral para estudiar el cardcter de las
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=1 > 1
series — — parap > 0.
; np y ; nlog? n p p

Reordenacion de términos en una serie

Dada una serie ), , a;, construyamos una serie y .-, aj, obtenida de
la anterior mediante la reordenacion de un ntmero infinito de términos,
es decir todos los términos de las sucesiones (a,), y (a/,), coinciden pero
estan, en general, situados en distintos sitios.

Teorema 1.2.19 Si )/, a; es absolutamente convergente, entonces la se-
rie y -, aj, también es absolutamente convergente y su suma coincide con
la de la serie original.

Demostracion: Supondremos que la reordenacion involucra a un nimero
infinito de términos —si es un numero finito sabemos que el resultado es
. _ oo ! [ o0 /
cierto—. Denotemos por Slasuma S =), a; y S’ lasuma S’ =) 7  aj.

Supongamos, que nuestra serie tiene todos sus términos positivos (o
negativos). Sean S), = »,_, aj, las sumas parciales de la serie reordena-
da. Escojamos ahora un N € N tal que todos los elementos del conjun-
to {a},d),...al,} estén contenidos en el conjunto {a,as,...ay}. Enton-
ces, obviamente S/ < Sy. Pero la serie original es convergente, luego
la serie S converge luego las S, estdn acotadas y, por tanto, el conjun-
to de las sumas parciales de S’ es acotado, luego S’ converge. Ademads
S’ < S. Para probar que S’ = S procedemos al contrario, es decir, dado
Sp =Y p_, ay escojamos un N € N tal que todos los elementos del conjun-
to {a1, as, . ..a,} estén contenidos en el conjunto {a}, a}, ... ay }. Entonces,
obviamente S,, < S ¥, por tanto, como hemos probado que S’ converge
tenemos S < S’ de donde deducimos que ambas series convergen y suman
lo mismo.

Supongamos a continuacion que la serie S tiene infinitos términos po-
sitivos e infinitos negativos —si alguno de ellos fuese un nuimero finito el
teorema estaria probado-. Entonces, si denotamos por «;' y a,, a los tér-
minos positivos y negativos, respectivamente, tendriamos

[e.9] o0

0 o0 0 i
E ap = E ay + E a,, ademas g lag| = E af + E (—ay,),
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1 k=1
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. 00 + [e's) —
de donde se deduce que ambas series ) .-, a y > .-, a, convergen. Sea,
como antes, S’ nuestra serie reordenada, entonces:

S=>"a=> (g +> (a;) =D af +> ay =Y ap=S5
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

pues ambas series Y ;- af ¥ Y ;- a;, convergen absolutamente y sus
términos tienen todos el mismo signo. ]

Este resultado solo es cierto para las series absolutamente convergen-
tes. Veamos el siguiente ejemplo.

Sea la serie S = ) > (—1)"*!/n. Esta serie es convergente como ve-
remos a continuacién, pero no lo hace absolutamente?. Ademads, como

n (_1)k+1 . (_1)n xn+1

log(1 = con 0

oB(L+e) =3 et e eon €€ (0a)
tenemos, sustituyendo x = 1, que

n (_1)k+1 1 )
log2 — — 0, si —
es decir, nuestra serie S es, en efecto, convergente
= (=1t 1 1 1 1 1 1 1
AV T I M B 4. =10c2 £0.

2. 2 3 1T e T 0827

n=1

Reordenemos la serie

(oo )

- LY,
2k—1 2k
de la siguiente forma:

2N U U A WS U U WA S e
U 2 4 3 6 8 5 10 12
1 1
_l’_

(96D (-2

?La serie Y ., 1/n diverge.
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es decir inuestra reordenacién cambia el valor de la serie!

Definicidén 1.2.20 Diremos que una serie es condicionalmente convergente
si la serie ) .- | ay, converge pero la serie Y .-, |ay| diverge.

Teorema 1.2.21 (Teorema de reordenacion de Riemann) Las series con-
dicionalmente convergentes se pueden reordenar de tal forma que sumen
cualquier valor real prefijado de antemano.

Demostracion: Sea S = ) ;°, a; nuestra serie. Obviamente S tiene infi-
nitos términos positivos e infinitos negativos —pues si alguno de ellos fuese
finito la serie seria absolutamente convergente—. Como antes denotaremos
por ¢ y a;; alos términos positivos y negativos, respectivamente, y sean

S+:iaz, y S‘zia;,
k=1 k=1

las correspondientes series de términos positivos y negativos y S y .S,
las sumas parciales de las mismas. Sean N* y N~ dos numeros naturales
suficientemente grandes. Como

N Nt N~
SIv = larl =D af +> (—a;) = Sy+ — Sy-,
k=1 k=1 k=1

entonces, para N* y N~ tendiendo a infinito se tiene que o S™ tiende a
+o0o 0 S™ tiende a —oo, pues si ambas convergieran, la serie S seria ab-
solutamente convergente. Probemos que ambas series Sty S~ divergen.
Supongamos que una de las dos series, digamos S+, converge, entonces

como
N N+ N-
_ + -
E akfg Clk—i-g ay, s
y S~ es necesariamente divergente, S tendria que ser divergente, lo cual
es una contradiccion. Por tanto, y como ambas series ST y S~ son series
de términos del mismo signo, tenemos
lim S = +o0, y lim S, = —o0.
n—oo n—oo
Para probar el teorema vamos a fijar un niumero L cualquiera y va-
mos construir una reordenacién de (a,), tal que la suma de nuestra se-
rie S’ sea L, es decir, L = Y ;- a;. Por comodidad tomaremos L > 0
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—el caso L < 0 es andlogo-. Como lim S;" = 400, los n; primeros tér-
minos de nuestra nueva serie Y -, aj, los escogemos, consecutivamente
tomando los primeros términos positivos de la sucesiéon (a,), hasta que
tengamos que S,. > L. Asf la suma parcial S;; = > "7' af > L. Como
lim S, = —o0, vamos a seguir construyendo nuestra reordenacion con los
primeros m; términos negativos de la sucesion (a,), hasta que tengamos
que S, + S, < L.Y asi sucesivamente construimos una sucesién de
sumas parciales

_ g+t - + - + -
Sk =S + S, + S0, F S, o+ S+ S

tomando los términos positivos o negativos de (a,,), de forma que en cada
paso (o bloque de sumandos de un signo dado) estamos a la derechao ala
izquierda de L. Ademds, como nuestra serie ) /-, a; converge, entonces
a, — 0 cuando n — oo, luego para todo ¢ > 0 siempre existe los valores
N=n+--4+nyM=m;+---+mytalesquesin > K = N+ M,
af <eyla,| <eparatodon > K.

Probemos a continuacién que la serie S’, construida de esta forma, tie-
ne limite L. Por construcciéon notemos que si escogemos n > K, siendo
K el encontrado anteriormente, entonces |S,, — L| se puede hacer tan pe-
quefio como se quiera. En efecto, supongamos que n corresponde justo al
ultimo sumando, a;,, de la suma S}, que no es mas que el ultimo sumando
de S; o S, , es decir, a; o |a, | entonces |S, — L| < |a;|, y éste es en
valor absoluto menor que ¢ como ya hemos visto. Es decir, si nos detene-
mos justo cuando en nuestro proceso saltamos por encima de L, entonces
|S, — L| < e.

Si ahora n > K, que no sea el tltimo sumando de S} o S, , entonces
como todos los a), son tales que |a],| < € si n > K, entonces vuelve a ser
Sy, — L| < |aj|, siendo aj, nuevamente el ultimo sumando de la suma S,
o S, anterior con lo que sigue siendo |S,, — L| < ¢. Por tanto, existe un K
suficientemente grande tal que la diferencia |S,, — L| se puede hacer tan
pequefla como se quiera para todo n > K, luego la serie S’ tiene como
suma a L. ]

1.2.3. Series de potencias

Las definiciones y teoremas anteriores nos permiten definir y estudiar
las series de potencias en C.
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Definicion 1.2.22 Dada una sucesion de niimeros complejos (a,), Yy zo €
C definiremos serie

Zan z—29)", z € C, (1.2.1)

n=0

que denominaremos serie de potencias.

Como casos especiales de las series de potencias tenemos:
o0 o [e.e]
5 P P
DB B D P
kl’ k-’
k=0 k=0 k=1

etc. Si la serie converge para todos los valores de z de cierto conjunto
A C C, entonces podemos definir la funcién suma f(z) de la serie.

Propiedades de las series de potencias

Sin pérdida de generalidad vamos a considerar las series de potencias

del tipo
Z an2", (1.2.2)
n=0

es decir, cuando zy = 0. Obviamente si tenemos una serie de potencias del
tipo (1.2.1), la podemos reducir a la anterior (1.2.2) haciendo el cambio
de variables ( = z — z, y viceversa.

Teorema 1.2.23 (Primer Teorema de Abel) Sea la serie de potencias
Yo ganz", an, z € C. Sila serie converge para cierto® w € C\ {0}, enton-
ces la serie converge absolutamente para todo z € C con |z| < |w|.

2Notese que la serie siempre converge para z = 0.
Demostracion: Como w # 0, entonces

oo o
z n
g a2 = E a,w" <—)
w

n=0 n=0
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Como ) °  a,w" es convergente, entonces por el Teorema 1.2.4 sabemos
que a,w" == 0, asi pues, la sucesién a, w" estd acotada, luego existe un
M € R, M > 0 tal que para todo n € N, |a,w"| < M, luego

00 00 2 |n
a3 M|
n=0 n=0 w

pero como |z| < |wl|, |£| < 1,y laserie Y77 /| 2| es convergente, luego el
criterio de comparacion de Weierstrass 1.2.8 nos asegura la convergencia
absoluta de la serie para |z| < |w]. u

Corolario 1.2.24 Si ">  a,z" diverge para algiin niimero complejo w,
entonces diverge para todo z con |z| > |w|.

Por tanto, el Primer Teorema de Abel nos asegura la existencia de re-
giones (circulos) de convergencia y divergencia, de una serie de potencias
en C. De hecho podemos afirmar que dada una serie de potencias cual-
quiera siempre existe un nimero no negativo R > 0 6 R = +oo tal que
para todo z con |z| < R la serie converge y si |z| > R la serie diverge.

Definicion 1.2.25 El numero R > 0 anterior se denomina radio de con-
vergencia de una serie de potencias.

Nota 1.2.26 De lo anterior se deduce que la region de convergencia de una
serie de potencias definida por la ecuacion (1.2.1) es un circulo de radio R
en el plano complejo estd centrado en z, (ver la figura 1.1). Es sencillo® de
ver que la region de convergencia de la serie definida por la ecuacion (1.2.2)
es entonces un circulo de radio R centrado en el origen. Nétese que se puede
obtener una region de la otra simplemente mediante una traslacion en el
plano complejo (mediante el vector z).

9Basta tomar z — zg = (

Teorema 1.2.27 (Segundo Teorema de Abel) Toda serie de potencias
Yoo 0 nZ", an, z € C, tiene radio de convergencia R > 0 6 R = +oo.
Ademds, la serie converge absolutamente para todo = tal que |z| < R.

Demostracion: Sea

A=<p, p>0; Zanp" converge
n=0
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3z |z — 20| < |w — 2o

~———

_______

Figura 1.1: Regi6n de convergencia de la serie " >° a,(z — z)".

El conjunto A es no vacio pues para p = 0, la serie siempre converge.
Entonces o bien sup A = 400, 0 bien supA < +oo. Sea R = sup A. Si
R = 0, entonces la serie sélo converge en z = 0. Si R = +4oco la serie
obviamente converge para todo z complejo y ademas por el Teorema de
Abel lo hace absolutamente. Si R < +o00, entonces por el Teorema de Abel
la serie converge para todo |z| < p < Ry lo hace absolutamente. Ademss,
por el corolario del primer Teorema de Abel la serie diverge para todo
|z| > p > R, asi pues R es el radio de convergencia. ]

Nota 1.2.28 Del teorema anterior se sigue que la mayor region de conver-
gencia de la serie )~ a,z" es el disco Ug(0).

Veamos ahora un criterio general para encontrar el radio de conver-
gencia de una serie de potencias. Como corolario del criterio de Cauchy
para las series tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.2.29 (Férmula de Cauchy-Hadamard) Dada una serie de po-
tencias > -, a,2", su radio de convergencia R viene dado por la férmula

R= _ (1.2.3)

I an]
n

Demostracion: Sea z € C. Sea limsup {/|a,2"| = ¢. Como

limsup v/|a,2"| = |z| limsup v/ |a,|,
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entonces, usando el criterio generalizado de Cauchy 1.2.14 (ver la Nota
1.2.15), nuestra serie original converge si |z|limsup {/]a,| < 1y ademés
diverge si |z|limsup {/|a,| > 1. Obviamente si limsup {/|a,| = 0, enton-
ces la convergencia es para todo z y, por tanto, en este caso R = +oo. Si
lim sup W = 400, entonces la serie converge solo para z = 0y, por tan-
to, R = 0. Finalmente, si 0 < lim sup W < 400, nuestra serie converge
para |z| < Ry diverge para |z| > R con R = 1/limsup /a,|, es decir, R
es el radio de convergencia de la serie. ]

En particular, si existe el limite lim, ., {/|a,| = [, entonces R =
1/lim, o v/|an|, ¥ si existe el limite 1im,,_, |a,|/|ans1]|, €entonces (ver el
criterio de D’Alembert 1.2.13) R = lim,, ., -2

lan+1]*

Ejercicio 1.2.30 Estudiar la convergencia de las series

) 00 00 00
. n on peg
E z, E nz-, E R E ¢
n: n
n=0 n=0 n=0 n=1

Ejercicio 1.2.31 Calcular el radio de convergencia para las series de po-

tencias
£ (_ 1>n22n+1 S

(—1)n22" 2, 220
7; (2n+ 1)’ ,; (2n)! ;7'

Notese que las series anteriores son tales que no todos los coeficientes a,,
son distintos de cero. De hecho solo aparecen los pares o los impares.

Teorema 1.2.32 Sea una serie de potencias f(z) = Y, a,z" con radio
de convergencia R > 0. Entonces

1. Para todo k > 1 la serie

Z nin—1)---(n—k+1a,2z"", (1.2.4)

n=0

tiene radio de convergencia R.
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2. La funcién f(z) es infinitamente diferenciable en Ur(0) y la k-ésima
derivada de f, f*)(z), viene dada por la serie (1.2.4).

3. Para todo n > 0, a, = f™(0)/n.

Demostracion: Asumiremos que R > (. Para demostrar 1 es suficiente
estudiar el caso £ = 1 (para £ > 2 el razonamiento es el mismo). Para
k =1 la serie (1.2.4) es de la forma ) > na,z"' = 1/2> 7 na,z", y
claramente lim sup {/na,, = limsup /a, pues lim,_.., {/n = 1. Probemos
2. Sean

= ianz”, Sn(z) = zn:akzk, Rn(2) = f: a2, Zk’akz )
n=0 k=0 k=n+1

y escojamos 2 tal que |zy| < r < R. Entonces

f(Z) - f(Z0> N 9(20) _ |:Sn(2) — STL(Z())

Z— 2 Z— 2 o S;L(ZO)} + 57, (20) — 9(20)]

f [l Fute]

zZ— 20

Vamos a probar que cada sumando se puede hacer lo suficientemente pe-
quefio. Comencemos por el tercero. Para ello ndtese que

R.(z) — PR
z—z e
0 k=n+1 0
pero
2k — 2k
O = R R T Y < R
zZ— 20

luego entonces escogiendo n > Ny, suficientemente grande

Z |ag |k~ %

k=n+1

‘Rn(Z)

Z— 20

pues la serie >".° | kayz" converge absolutamente para todo z con |z| < R.

Para el segundo sumando notemos nuevamente que la serie >~ | ka, 2"

converge absolutamente para todo z con |z| < R, luego para dicho z,
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existird un N, tal que para todo n > Ny, |S/(20) — 9(20)| < €/3. Sea
n > N = méx(Ny, Ny), entonces parta dicho n, en virtud de que S,(z)
es diferenciable en z, (épor qué?), existe un § > 0, tal que, para todo
z€0<|z—2]| <9,

Sn<z) - Sn(ZO)

Z— 20

Wl M

Juntando las tres desigualdades se sigue que para todo ¢ > 0, existe un
5 > 0, tal que, para todo z € 0 < |z — 2o] < 9,

’ f(z) = f(=0)

Z— 20

<&,

— 9(20)

i.e., f'(z0) = g(20) que es lo que se queria probar.

Finalmente 3 se deduce de 1 y 2 sustituyendo en la férmula

Znn—l “(n—k+1Da,z"*,
n=0

el valor z = 0. ]

Como consecuencia del teorema anterior se sigue que si f(z) admite
una serie de potencias, f(z) es infinitamente diferenciable en Ug(0), y
cada una de las funciones f*)(z), k = 0,1,2,..., es continua en Ug(0). Del
tercer apartado se tiene ademads que la serie de potencias de una funcion
dada coincide con la correspondiente serie de Taylor.

Ejercicio 1.2.33 Prueba que la funcién f(z) = > o 2"/k! es infinita-
mente diferenciable y que f'(z) = f(z), es decir;, f(z) = €.

1.2.4. Analiticidad de las funciones reales

Una de las principales diferencias entre las funciones complejas de va-
riable compleja y las funciones reales de variable real estd precisamente
relacionada con la diferenciacion y analiticidad. En el analisis real se dice
que una funcién f(z) es analitica en un entorno de un punto z, si en dicho
entorno f(x) se puede escribir como una serie de potencias

0.)
E an(x — 20)",

n=0
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con radio de convergencia R > 0. Una propiedad muy importante de las
series de potencias (reales o complejas) es que son infinitamente dife-
renciables. ¢Serd cierto el reciproco? ¢Toda funcién C'} serd analitica en
algun entorno de xz, € A?

La respuesta a esta pregunta la dio Cauchy, en 1821. Definamos la
funcién ,
e /T x40,

0, x=0.

Esta funcion es infinitas veces derivable en x = 0 (de hecho en todo R)
ademés f*)(0) = 0 para todo k € N, luego su serie de Taylor en z = 0 es
0y, por tanto, f(z) no admite una serie de potencias en cero (o lo que es
lo mismo, el radio de convergencia de la correspondiente serie es 0), i.e.,
la funcién de Cauchy no es analitica en xy = 0.

Teorema 1.2.34 (Condicidon necesaria y suficiente de analiticidad)
Una funcion f(x) infinitamente derivable en todo un entorno de x = x, es
analitica si y solo si el resto de Taylor

") (g
Rofe) = $@) ~ S T~ o,

tienda a cero para todo x de dicho entorno.

Demostracion: Sea

n f(k) (o)

Pn($a$0) - k'

(z — 20)". (1.2.5)
k=0

el polinomio de Taylor de f en el punto x, de una funcién f infinitas
veces derivable en © = zy y sea R,(z,x¢) = f(z) — P,(z,x) el resto o
error de Taylor. Obviamente el polinomio de Taylor P, (z, xy) coincide con
las sumas parciales de la serie de potencias de f, luego P, (z, z() converge
a f(z) en (zo + R,z — R) si y solo si R,(z,z) —> 0 para todo = €
(ZL’0+R,ZEO—R). |

El caso complejo es mucho mas sencillo. De hecho se tiene el siguiente
sorprendente resultado® cuya demostraciéon omitiremos:

3Ver, por ejemplo, A.I. Markushevich, Teoria de las funciones analiticas. Vol 1. MIR,
Mosct, 1970, pag 310.
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Teorema 1.2.35 (Cauchy-Goursat) Sea ) C C una region (abierto y
conexo) y sea f : 2 — C una funcidn diferenciable (holomorfa). Enton-
ces, para cada punto z, € €), f(z) admite una serie de potencias f(z) =
> > g an(z — 2p)" con radio de convergencia R > 0.

1.3. Continuidad uniforme

1.3.1. Definicion de continuidad uniforme

Recordemos la definicién de continuidad de una funcién en un conjun-
to A € D(f), donde D(f) denota al dominio de f.

Definicion 1.3.1 Se dice que una funcion f : A — R es continua en A si,

Ve >0,Va € A, 30 :=0d(a,e) >0; tal que |[x—a|l < = |f(x)—f(a)| <e.

Hemos de destacar que en la definicién anterior § depende, en general, no
sOlo de ¢, sino también del punto a. Veamos un ejemplo.

Sea f(z) = 1/x en (0,1]. f es continua, de hecho lo serd en cualquier
intervalo que no contenga al cero. Para probarlo usamos la definicidén.
Puesto que
1

= —|z —al.
|z al

|f(x) = fla)| =
Si a > 0 entonces podemos encontrar un d; > 0 tal que si x € (a — §y,a +
91) C (0,00), 1/|za] < M, de hecho, M es mas grande a medida que a se
acerque mds a cero. En efecto, puesto que 1/x es decreciente tenemos que
si a # 0 siempre podemos encontrar un §; > 0 (basta elegirlo menor que
a/2) tal que 1/x < 1/(a/2) = 2/a. Es decir,

r—a
a

T

2
\f(x)—f(a)|<§]x—a], Vr € (a—61,a+61) C (0,00).
Sea ¢ > 0 cualquiera, entonces si = es tal que 0 < |z —a| < § = €a?/2
tenemos que |f(z) — f(a)| < e.

En la figura 1.2 se muestra lo que ocurre. Si prefijamos un ¢ > 0 tene-
mos los dos entornos U(f(a)) y U(f(b)) con b < a. Obviamente a medida
que nos acercamos a cero el correspondiente entorno de a, U(a) se hace
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1
F=a--F-=-=-=-EF

>
o -
8

Figura 1.2: La funcién f(z) = 1/z, y la continuidad uniforme.

cada vez mas pequeiio ademads la longitud del mismo, como hemos visto
esigual a d = ea?/2, asique sia — 0, d — 0.

No ocurre lo mismo si escogemos, por ejemplo, en intervalo [«, 1] cual-
quiera sea o € (0, 1). En efecto, en este caso, nuestra desigualdad serd

2 2
|f(z) — fla)] < g\x—a\ < Elm —al, Vze(a—0d,a+6) C(0,00).

Es decir, que cualquiera sea ¢ > 0, entonces si x es tal que 0 < |z — a| <
§ = ea?/2 tenemos que | f(z) — f(a)| < ¢, 0 sea, inuestro § en este caso no
depende del punto a!, o sea, el mismo § nos vale para todo el intervalo.

Otro tanto le ocurre a la funcién f(z) = z* en el intervalo [0, cc). Para
a > 0 calculemos*

|f(z) — fla)| = (x+a)|lr —a|] < (2a+61)|z —al, si x€(a—0d,a+dy).

Sea §; = 1, por ejemplo. Entonces, cualquiera sea ¢ > 0, si = es tal que
|t —a] < 0 = ¢/(2a+ 1) tenemos que |f(x) — f(a)| < &, es decir, que
a medida que a aumenta ¢ disminuye. Nuevamente no podemos obtener
un ¢ vdlido para todo a > 0. Que ocurre si escogemos el intervalo [0, ],
b < oo. Entonces,

[f(z) = fla)] = (z + a)lz —af < (2b)|z —al,  Vzel0,0],

4Si a = 0 obviamente f es continua, ademds, las desigualdades también son validas
para z > 0.
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luego, cualquiera sea ¢ > 0, si = es tal que |z — a| < § = ¢/(2b) tenemos
que |f(x) — f(a)| < e, es decir, § no depende del punto a, por tanto el
mismo ¢ nos vale para toda el intervalo.

Definicion 1.3.2 Se dice que una funcion f : A — R es uniformemente
continua en un intervalo [a,b] si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que
para todos x e y de [a, b], tales que |x — y| < ¢, entonces |f(x) — f(y)| < e.

Es decir, para cualquiera sea el punto = de [a,b] que escojamos, f(x) es
continua y el § en la definicién anterior, a diferencia del de la definiciéon
de continuidad “estdndar” 1.3.1 solo depende de ¢ y no del punto, o equi-
valentemente, que si escogemos un ¢ > 0 cualquiera y denotamos por
U(f) el e-entorno de cualquier punto y = f(x) de la imagen, entonces,
existe un 6 > 0 tal que los correspondientes J-entornos de z, U(z) son
tales que f(U(x)) C U(f).

Es evidente que cualquier funcién uniformemente continua en [a, b] es
continua en dicho intervalo. Ahora bien, el reciproco, como hemos visto,
no es cierto. Por tanto, es interesante tener teoremas que nos aseguren
cuando una funciéon es uniformemente continua y cuando no. Nétese que
una funcién no es uniformemente continua en A C R si

Je>0, V§>03z,a€A; |z—al<d, = |f(z)—f(a)]>e

Teorema 1.3.3 Una funcidén f no es uniformemente continua en A si existe
n—oo

un € > 0y dos sucesiones (a,) y (b,) con |a, —b,| — 0 tales que |f(a,) —
fon)| = e.

Demostracion: Es inmediata a partir de la definicién de convergencia uni-
forme (o lo que es lo mismo de su negacion). ]

Ejercicio 1.3.4 Prueba que f(x) = 1/zy g(x) = x? no son uniformemente
continuas en (0, 1] y [0, 00), respectivamente, usando el teorema anterior.

En el primer caso escogemos a,, = 1/ny b, =1/(n+1), a, —b, = 1/(n(n+

n—oo

1)) = 0, pero |f(a,) — f(b,)] = 1. Para el segundo caso escogemos
an =/n+1yb, =+/n, de forma que a, — b, = 1/(v/n + 1+ /n) =30,
pero |g(an) — g(ba)| = 1. u

El siguiente teorema nos da un criterio muy util para saber cuando
una funcién es uniformemente continua en un intervalo cerrado y acotado
[a, b]:
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Teorema 1.3.5 (Heine)? Si la funcién f : [a,b] — R es continua en todo
[a, b] entonces f es uniformemente continua en [a, b).

“Este teorema, a veces atribuido a Cantor, también es cierto para funciones de varias
variables. Sea A C R™ un conjunto cerrado y acotado (compacto) y sea la funcién
f: A~ R, continua en A. Entonces f es uniformemente continua en A.

Demostracién: Supongamos que el teorema es falso. Entonces
>0, Vo>0dr,ycA; |zr—y|<9d, = |f(z)—fly)]>e

Entonces para cada n € N, si escogemos § = 1/n, existen dos nimeros a,,
y b, tales que |a,, — b,| < 1/ny |f(an) — f(by)| > €, 0 sea, podemos cons-
truir sendas sucesiones (a,) y (b,). Ahora bien, como a,, es acotada, por el
Teorema de Bolzano-Weierstrass para sucesiones existe una subsucesion
{ax, } convergente a cierto = € [a, b|. Tomemos ahora la subsucesién (by,, ).,
donde £,, es exactamente la misma subsucesion de nimeros naturales que
define a la subsucesion (ay, ), de antes. Para dicha subsucesion tenemos
que

n—oo n—oo

bk, — 2| < |bk, — ag, |+ |ag, — 2| — 0, = b, — =,
—_—— ——
<1l/n —0

es decir, la subsucesién {b;,} de (b,) también tiene limite x. Pero f es
continua en [a, b] asi que

T fla,) = f2), dm fb) = f@), = [fag,) — f(be)] S0,
lo cual contradice que |f(a,) — f(bn)| > € (ya que como {ay, } y {bs,} son
subsucesiones de {a,} v {b,}, tendria que ser |f(ax,) — f(b,)| >€). =

El teorema anterior nos indica que la funcién f(x) = 1/z es uniforme-
mente continua en cualquier cerrado y acotado que no contenga al cero y
que la funcién g(x) = 2* es uniformemente continua en cualquier cerrado
y acotado de R.

De la de la definicién de continuidad uniforme se sigue (basta escoger
d < ¢/K) el siguiente:

Teorema 1.3.6 (Condicion suficiente de continuidad uniforme) Para que
la funcion f sea uniformemente continua en A, es suficiente que exista una
constante K > 0 tal que para todo z,y € A, |f(x) — f(y)| < K|z —y|.
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Las funciones f : A — R que cumplen con que

Ve,ye A, |f(z) = fly)l < Klx —yl,

se llaman funciones de Lipschitz. Asi que el teorema anterior se puede pa-
rafrasear diciendo que toda funcién de Lipschitz es uniformemente conti-
nua.

Obviamente toda funcion de Lipschitz es continua, pero no viceversa,
no toda funcién continua es de Lipschitz. Por ejemplo, f : [0,1] — R,
f(x) = y/x es continua en [0,1] (y por tanto uniformemente continua
en [0, 1]) pero no es de Lipschitz en [0, 1], pues (se supone que = # y y

z,y #0)
|.T—y|7

1
|f(x)_f(y)‘:|\/§_\/§|§m

y el factor no es acotado en |0, 1].

1
Vo4l

1.4. Sucesiones y series de funciones reales

Definicion 1.4.1 La sucesion de funciones ( f,,(z)), tiene limite para cierto
xo € D(fn) si la sucesion numérica (f,(xo)), converge para dicho xz,. En
este caso diremos que la sucesion converge puntualmente en x,

Definicion 1.4.2 El conjunto X de todos los puntos x € D(f,) donde la
sucesion ( f,(z)), converge se denomina conjunto de convergencia de la su-
cesion de funciones.

Evidentemente para todo z € X, existe un tnico valor del limite de
sucesién numérica (f,(z)),, por tanto podemos definir una funcién f(x)
sobre X que es la funcidn limite de f, (). Asi tenemos la siguiente

Definicion 1.4.3 En el conjunto X de convergencia de la sucesion de fun-
ciones (f,(z)), la funcion f(x) definida para cada x € X de la forma
f(z) = lim,,_, fn(z) se denomina funcién limite de (f,(z)), y se dice que
la sucesion (f,(x)), converge puntualmente a f(x) en Xy lo denotaremos

como f,(z) = f(x).
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Ejemplo 1.4.4 Consideremos los siguientes ejemplos representativos.

1. Definamos en [0, c0) la sucesion f,(z) = 2™, n € N. Es facil com-
probar que la sucesién de funciones converge siy solo si z € [0, 1],
ademas

1, r=1

n—oo

lim 2" = f(x) = {

0 0<z<1

es la funcién limite. Notese que si escogemos X = [0,¢], 0 < ¢ < 1,
entonces f(z) = 0.

sen n’x

2. Sea f,(z) : R = R, f,(x) = - Es evidente que X = Ry
f(x) = 0.
3. Sea f,(z) : R =R, f,(z) = ser:l;n. Como en el ejemplo anterior

X=Ry f(z) =0.

4. Sea f,(z):[0,1] = R, f.(z) = 2(n+ 1)x(1 — 2?)". Evidentemente si
r=00z=1, f,(xr) = 0. Siz € (0,1) entonces (1 — 2?) < 1, luego
fn(xz) — 0 cuando n — oo. Por tanto, X = [0,1] y f(x) = 0.

5. Sean n,m € Ny sea f,(r) = lim,_,o(cosm!nz)*. Si mlr € Z,
entonces f,,(x) = 1, si m!z ¢ Z, entonces f,,(z) = 0. Veamos el
limite cuando m — oo de f,,(z). Si ¢ Q, entonces para todo
m € N, mlx ¢ Z, por tanto f,,(x) =0y f(x) = lim,, e frn(x) = 0.
Si x € QQ, entonces a partir de cierto m € N, m!z € Z, por tanto, a
partir de dicho m, f,,(z) = 1, luego f(x) = lim,, o frm(z) = 1. Asi,
tenemos que X = Ry f(x) es la funcién de Dirichlet D(x)

p@={y Ter

Nuestro objetivo fundamental es estudiar, no cuando las sucesiones
funcionales convergen o no —pues eso ya lo hemos visto en temas anterio-
res pues para cada x la sucesion (f,(x)), es una sucesién numérica— sino
decidir en que condiciones las propiedades de f, se traspasan a la funcion
limite. (Hereda f(z) todas las propiedades de las f,, (z)? Los ejemplos an-
teriores sirven de ilustracién a nuestro problema.

En el Ejemplo 1 las funciones ™ son continuas en [0, 1] pero la funcién
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0 1 2 3 4 5 6 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.3: La sucesion f,,(z) = sennz/n? en [0, 27) (izquierda) y f,(z) =
2(n + 1)z(1 — z*)" en [—1, 1] (derecha).

limite f(x) no lo es. No ocurre lo mismo en el intervalo X = [0, ¢].

En el Ejemplo 2 la funcién f,,(z) = (senn?z)/n es derivable en todo R,
y su funcion limite también, pero por ejemplo, la sucesién de sus derivadas
f!(z) = ncosn?z no tiene limite excepto cuando nx = kn/2, k € Z. Es
decir, la sucesidon de derivadas no converge a la derivada de la funcion
limite.

En el Ejemplo 3, a diferencia del anterior la sucesion de sus derivadas
fl(x) = (cosnz)/n converge a cero que justamente es la derivada de la
funcién limite. Es decir, en este ejemplo si que tenemos f/ (z) — f'(z).

Analizando el Ejemplo 4 vemos que la funcién f,(z) = 2(n + 1)z(1 —
z?)™ es integrable en [0, 1] y ademds

1 — x2>n+1 !

/Ofn(:v)dx:2(n+1)/0 r(1 — 2*)"dr = 2(n + 1) —( —] =1

Y

pero /f(x)dx = /Olodx = 0, luego /01 fo(x)dz £ /f(x)dx.

A diferencia del caso anterior, podemos comprobar que en [0, 1] la fun-
cién f,,(z) del Ejemplo 5 vale cero excepto un numero finito de puntos,
luego f,, es integrable y su integral vale cero, pero su funcién limite es
una funcioén no integrable (Riemann).
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Finalmente, en el Ejemplo 1 tenemos

/Olfn(x)dl":/olﬂdw:nil—>0=/010d$=/01f(x)dx.

Todo lo anterior nos dice que dada una sucesién f,(z) con determi-
nadas propiedades como la continuidad, derivabilidad, integrabilidad, la
funcién limite puede o no tenerlas. Por tanto nuestro objetivo es claro.
Encontrar condiciones bajo las cuales la funcién limite “herede” las pro-
piedades de las funciones de la sucesion.

Definicion 1.4.5 Una sucesion de funciones (f,(z)), converge puntual-
mente en | € X si para todo zy € [y todo € > 0 existe un N = N(xg,¢) €
N tal que para todo n > N, |f.(zo) — f(x0)| < €y lo denotaremos f, — f.

Claramente vemos que, en general, nuestro N dependera de z,. Con-
sideremos como ejemplo la sucesién f,(z) = z" en [0,1). Obviamente
fn(x) — 0 para todo z € [0,1). Sea 0 < € < 1 cualquieray xy € [0,1). En-
tonces, tendremos |f,(zy) — 0| = 2 < e. Si escogemos N tal que z’ < ¢,
o equivalentemente N log 2y < log ¢, tendremos, como log xy < 0 que, pa-
ra todon > N = loge/logzy, z{ < e. Es decir, que nuestra N depende
explicitamente de x, y lo que es peor, a medida que z, se va acercando a
1, N claramente va tomando valores mas grandes. La siguiente figura 1.4
aclara lo anterior.

0.8
0.15
0.6 -
0.1
04

0.05 +
0.2 -

Figura 1.4: La sucesion f,(z) = 2™ en [0,1) (izquierda) y en [¢, 1) (dere-
cha).
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En la figura 1.4 (izquierda) vemos la sucesion f,(z) = ™ dibujada en
[0,1). Las curvas son, de arriba hacia abajo, x, 22, 23, z°, z'0 ...2% (a
partir de n = 5 se representan las x°*). La linea horizontal representa a
nuestro ¢ > 0 y la vertical un xy dado. Como vemos, dado el ¢ > 0 de
la grafica de la izquierda, a partir de cierto N tenemos que x)) < ¢ es
menor que el ¢ > 0 dado —a partir de la novena curva de arriba abajo-.
Veamos que ocurre mas cerca del 1, para ello quedémonos solo con un pe-
quefio intervalo cercano al 1, digamos [g, 1), estando ¢ “suficientemente”
cercano a 1. Aumentemos nuestro x, hasta hacerlo mas préximo a 1 tal
y como observamos en la figura de la derecha —la primera linea vertical
era nuestro anterior z, y la segunda, mas a la derecha es nuestro nuevo
xo—. Como vemos, ahora tenemos que aumentar nuestro /N hasta llegar a
la catorceava curva. Concretamente, en las graficas de la figura 1.4 hemos
escogido los siguientes valores numéricos: para ¢ = 0,1 y g = 0,9 el valor
de N es 25. En el segundo caso ¢ = 0,1, o = 0,95 y el N necesario fue
45. Obviamente a medida que nos acercamos a 1 nuestro N crecerd tal y
como hemos mostrado antes.

Una pregunta evidente es la siguiente. ¢Cualquiera sea una sucesion
(fn(x)), siempre ocurrird lo mismo. Para responderla consideremos el si-
guiente ejemplo:

0.2
0.9
0.8
0.7 015 -
0.6 -
0.5 01
04
0.3
02 | 0.05
0.1

0 | 0

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

Figura 1.5: La sucesion f,(z) = z™, en [0, q] (izq.) y una ampliacién (der.)

Sea la misma sucesién f,,(z) = 2" pero en |0, ¢ con ¢ € (0, 1). Hagamos
un experimento numérico como el anterior usando como antes ¢ = 0,1.
En la figura 1.5 representaremos nuevamente mediante linea horizontal
a nuestro ¢ > 0, la primera linea vertical corresponderd a un x cualquie-
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ra en [0, ¢q] y la segunda linea vertical correspondera a ¢, el extremo del
intervalo. Dibujaremos la sucesién z™ para que se vea con mas claridad
el comportamiento de la misma. Obviamente x < ¢, asi que escogeremos
g = 0,95, por ejemplo. Un simple vistazo a la figura 1.5 nos permite ver
que cualquiera sea el z < ¢ que escojamos, dado el ¢ > 0 tenemos un
valor de N, que en nuestro caso corresponde a la séptima grafica tal que
™ < ¢ para todo n > N y icualquiera sea la x € |0, ¢]! Es decir, podemos
encontrar una N vdlida en todo punto de [0, ¢|. En realidad esto no es de
extrafiar pues para todo ¢ > 0 si escogemos N = loge/logq, entonces
tendremos ¢" < ¢, por tanto para todo x € [0, ¢], y para todo n > N ten-
dremos ™ < ¢" < ¢, es decir, 2" tiende a 0 en todo [0, ¢| y ademads lo hace
uniformemente en todo el intervalo.

Lo anterior nos conduce de manera natural a la siguiente

Definicién 1.4.6 Dada una sucesion de funciones ( f,(z)),, definidas en un
intervalo I € X, diremos que f,(x) converge uniformemente a f(z) en I si
para todo € > 0 existe un N = N(e¢) € N tal que para todo n > N y para
todos los x € I, |f.(x) — f(z)| < &, y lo denotaremos f,, = f.

Gréficamente la convergencia uniforme esta representada en el grafico
de la izquierda de la figura 1.6.

Figura 1.6: Convergencia uniforme (izquierda) y no uniforme (derecha)
de una sucesion de funciones (f,,(z))y.

La funcién f estd al centro y esta localizada en el interior de cierto
entorno de longitud . Cualquiera sea la = € I, f,,(z) debe estar contenida
en el entorno (f(z) — ¢, f(x) + ¢) tal y como se muestra en dicha figura.
En esta misma figura 1.6 podemos ver a la derecha lo que ocurre cuando
la convergencia es no uniforme. Y es que para todo n siempre existe un x
tal que f,(z) sale fuera del entorno (f(z) — ¢, f(x) + ¢) (ver los circulos
azul y rosa). Es evidente que si f,, = f entonces f,, — f.
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Nuestro préximo objetivo es dar condiciones necesarias y suficientes
para que una sucesién de funciones converja uniformemente. Para ello
vamos a considerar las funciones representadas en la figura 1.6. Vamos a
representar graficamente —ver grafico 1.7- las funciones f(z) — f,,(z) de la
figura 1.6. Las lineas horizontales representan los valores de +¢ escogidos.

St f b
OO NS L.

Figura 1.7: Gréficos de f(x)— f,(x) en el caso de la convergencia uniforme
(izquierda) y no uniforme (derecha) de (f,(x)),-

Estd claro de las graficas de la figura 1.7 que para que la convergencia
sea uniforme, todas las funciones ¢,(z) = |f(x) — f.(x)| han de estar
contenidos en el entorno [0, ¢) lo cual ocurrird si los maximos o supremos
de cada funcién ¢, () —que son numeros reales— estdn contenidos en dicho
intervalo. No ocurre lo mismo en el caso de la convergencia no uniforme,
donde siempre, cualquiera sea el ¢ que escojamos siempre habra un valor
de n tal que el valor de la funcién ¢, (x) en cierto punto z, del dominio
sobrepasa a ¢, pero entonces, si ese punto no corresponde al maximo,
éste, si existe, también ha de sobrepasar a ¢. Los anteriores razonamientos
“geométricos” nos lleva a la siguiente condicidn necesaria y suficiente de
convergencia uniforme para una sucesién de funciones:

Teorema 1.4.7 (Condicion necesaria y suficiente de convergencia
uniforme) Dada una sucesién de funciones (f,(x)), definidas en I € X,
fn(z) converge uniformemente a f(x) en I siy solo si

lim sup |fa(z) = f(2)] = 0.

n—oo zel

Demostracion: Supongamos que f, = f en . Entonces para todo ¢ > 0
existe un N € N tal que para todo n > N y para todos los = € I, |f,(x) —
f(z)| < e/2, luego para todo € > 0 existe un N tal que para todon > N la

sucesion sup,.; | fn(z) — f(z)| < &, luego lim,,_,o sup,; | fn(z) — f(z)| = 0.
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Por el contrario, si lim,,_,« sup,¢;|fn.(z) — f(z)| = 0, entonces para
todo ¢ > 0 existe un N tal que para todo n > N, sup,.; |fn(x) — f(2)| <
g, luego, por la propiedad del supremo tenemos que para todo = € I,
|fn(x) — f(x)| < €, es decir, para todo € > 0 existe un N € N tal que para
todon > N y para todos los x € I, | f,(x) — f(z)| < e,0sea, f, = fen I.m

Corolario 1.4.8 Para que una sucesion de funciones (f,(x)),, definidas en
I € X, f.(z) converja uniformemente a f(x) en I es necesario y suficiente
que exista una sucesion (a,,), de términos no negativos con lim,,_,, a,, = 0,
y un numero N € N tal que para todo n > N, |f,(z) — f(z)]| < a,.

Demostracion: De las condiciones dadas

sup | fn(z) — f(z)| < supa, = a, — 0,
xel xel

de donde se sigue el resultado. ]

Ejercicio 1.4.9 Probar que la sucesién f,(x) = z™ converge uniformemen-
te a cero en [0,¢], 0 < g < 1, pero no lo hace en [0,1).

En efecto, en el primer caso tenemos

sup |z" — 0] = ¢" = a,, y lim ¢" =0,
x€[07q] n—oo

mientras que en el segundo sup,¢ () [2" — 0| = 1 que no tiende a 0 cuando
n — oo. u

Teorema 1.4.10 (Criterio de Cauchy de convergencia uniforme para
una sucesion de funciones) Dada una sucesion de funciones (f,(z)),
definidas en I € X, f,(x) converge uniformemente a f(x) en I siy solo si
para todo £ > 0, existe un N € N tal que para todo n > N, para todo
p € Nyparatodo x € I, |fnip(x) — fulz)] <e.

Demostracidon: Supongamos que f, = f en /. Entonces para todo ¢ >
0 existe un N € N tal que para todo n > N y para todos los z € I,
|fn(x) — f(x)| < e/2. Entonces, paran > N, ytodoz € I, comon+p > N,
tenemos

[Fasa@) = Ful@)] = |fuspl@) = (&) + (&) = fulo)
< futpl@) = F@) + fula) = f@)] < S +

€

226.
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Por el contrario, si para todo ¢ > 0, existe un N € N tal que para
todo n > N, para todo p € Ny para todo x € I, |fni,(x) — fu(x)] < £/2,
entonces el criterio de Cauchy para las sucesiones nos asegura que existe
el limite para cada x € I. Pero ademads, tomando el limite p — oo tenemos
que paratodo x € I, |fu(x) — f(z)] <e/2 <e,portanto f, = fenl. m

Del teorema anterior se deduce el siguiente corolario.
Corolario 1.4.11 Una sucesién de funciones (f,(x)), definidas en I € X,
converge uniformemente a f(xz) en I siy solo si para todo ¢ > 0, existe

un N € N tal que para todo n > N y para todo p € N sup,c; | faip(z) —
fulz)| <e

La demostracion del siguiente resultado se deja como ejercicio al lec-
tor.

Proposicion 1.4.12 Si (f,.(z)),Y (g.(x)), son dos sucesiones de funciones
uniformemente convergentes en I a las funciones f(x)y g(x), respectiva-
mente, entonces, para todos «, 3 € R y toda funcion h(z) acotada en I se
tiene que, en I,

afn(®) + Bgn(®) 3 af(x) + Bg(x), h(z)fu(z) = h(z)f(z).

Pasemos a continuacion a estudiar lo que ocurre en el caso de las series
de funciones. Por analogia con el caso de las series numéricas definiremos
las series de funciones

Definicion 1.4.13 Dada una sucesién de funciones (a,(x)),, la expresién

Zak () + az(x) + as(x) + - - +ap(z) + - -

se denomina serie funcional infinita o serie de funciones. Las funciones

Zak (@) + as(z) + as(z) + - - + an(z),

se denominan sumas parciales de la serie de funciones.

Obviamente las sumas parciales S,(z) son a su vez una sucesién de
funciones por tanto podemos definir la convergencia puntual y uniforme
de una serie de funciones.
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Definicién 1.4.14 Diremos que la serie ) - , ax(x) converge a S(z), para
cierto x € R si la sucesion de sumas parciales (S,(x)),, tiene limite S(x).
Si por el contrario, la sucesion de sumas parciales no tiene limite, entonces
diremos que la serie diverge.

Definicion 1.4.15 Una serie de funciones Y .-, ax(x) converge puntual-
mente en [ € X si para todo x € I y todo € > 0 existeun N = N(x,¢) € N
tal que para todo n > N, |S,(x) — S(x)| < ¢y lo denotaremos S,, — S.

Definicién 1.4.16 Una serie de funciones ) .-, ax(x) converge uniforme-
mente a S(x) en [ si para todo € > 0 existe un N = N(¢) € N tal que para
todo n > N y para todos los x € I, |S,(z) — S(z)| < € y lo denotaremos
Sp =2 S.

Si definimos el resto de la serie

o0

ru(t) = S(x) = Su(z) = ) ax(x), (1.4.1)

k=n+1

entonces, la serie converge uniformemente si y solo si r,(z) = 0, en caso
contrario la convergencia no es uniforme. Una prueba sencilla es usar
el Teorema 1.4.7 para la sucesién de funciones S(z) — S, (x). En efecto,
puesto que r,(z) = S(z) — S,(x), tenemos si r,(x) =2 0, entonces existe
una sucesién (a,,), de términos positivos que tiende cero tal que |r,(z)| <
an, luego |S(z) — S,(x)| < a, — 0. El reciproco es andlogo.

Lo anterior nos conduce al siguiente

Teorema 1.4.17 Si S, (z) = S(x) en I, es decir, si la serie > -, aj(z) es
uniformemente convergente en I, entonces, a,(x), el término general de la
serie converge uniformemente a O en I, es decir, a,(x) = 0.

Demostracidon: Como S,,(z) =% S(z) en I, el criterio de Cauchy 1.4.10 nos
dice que para todo ¢ > ( existe un N € N tal que, paratodosn > N,p € N
y para todo = € [ se tiene |S,;1 — S,| < €. Como S,+1 — Sy = apy1(2),
tenemos entonces que para todo ¢ > 0 existe un N € N tal que, para todo
n > N,y paratodo z € I, |a,41| < €, es decit, a,, = 0. [ ]

Esta condicién es necesaria pero no suficiente.
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Ejemplo 1.4.18 Estudiar la convergencia de laserie )~ z"enI = [0,1).

Como z" = 0 en [0, 1), entonces la serie no converge uniformemente
en [0,1). n

Un criterio muy util para establecer la convergencia uniforme de una
serie de funciones es el siguiente Criterio de Weierstrass:

Teorema 1.4.19 Sea (a,);2, una sucesion de funciones definidas en I C
R, y (b,)22, una sucesion de niimeros reales no negativos, tales que |a,(x)| <
b, para todon € Ny x € Iy cuya serie > - b, es convergente. Entonces
la serie de funciones Y~ | a,(x) es uniformemente convergente en I.

Demostracion: Usando en criterio de comparacién de Weierstrass se si-

gue que la serie ) ° - a,(z) converge para cada x € I. Para probar la con-

vergencia uniforme basta probar que r,,(z) = 0 en /. Como la serie (b,)>°,
n : oo .

converge, entonces B, = > ;' _, b, tiendea B =) b,, sin — oo, 0 sea,

la diferencia B — B,, =Y ;- 1 bk, tiende a cero si n — oo. Por tanto,

[Su(@) = S(@)] = lra(@)l = | Y anl@)] < Y an(@) < Y b,

de donde tenemos

sup |S,(z) — S(z)] < Z by = B— B, — 0, cuando n — oo,
xel pR—

luego S,,(z) = S(z). u

Ejercicio 1.4.20 Sea la serie >~ x". La serie converge uniformemente
en el intervalo = € [—q, q], para todo ¢ € (0, 1).

Efectivamente, como z" < ¢" y la serie ) | ¢" converge, entonces el
criterio de Weierstrass nos asegura la convergencia. ]

1.4.1. Propiedades de las sucesiones y series de funcio-
nes

En este apartado vamos a estudiar en qué condiciones las propieda-
des de f, se traspasan a la funcion limite. Es decir, responderemos a la
pregunta formulada al principio: ¢hereda f(x) todas las propiedades de

las f,(z)?
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Teorema 1.4.21 (Sobre la conmutatividad del limite de una suce-
sion de funciones) Sea (f,(x)), una sucesion de funciones definidas en
I C R tal que para cada n € N existe el limite lim,_,,, f.(z) = l,, o € L.
Si fu(x) = f(x) en I, entonces

n—oo \ T—xg T—To \Nn—0o0

lfm (h’m fn(x)> — lim (h'm fn(m))

Demostracién: Sea f,(r) = f(z) en I. Entonces, para todo ¢ > 0 existe
un N € Ntal que paratodosn > N,p e Nyx € I, |fnip(x)— fu(z)] < /3.
Como existe el lim,_,,, f.(z) = [,, entonces, tomando limites © — x, en
la desigualdad | f,,+, (%) — fn(2)| < /3, tenemos |l,,1, — l,| < ¢/3, luego la
sucesién (l,,), es de Cauchy y, por tanto, existe el limite cuando n — oo
que denotaremos por /. Probemos entonces que lim,_,,, f(z) = [. Para
ello, usamos que

[f (@) = 1] < [f(2) = fu@)[ + [fo() = lu] + |00 = 1].

Comprobemos que en las condiciones del teorema todos los sumandos
anteriores se pueden hacer tan pequefios como se quiera. Como f,(z) =
f(z), entonces, cualquiera sea el x € I, escogiendo n > N tenemos |f(z)—
fn(z)| < ¢/3. Ahora bien, como lim,_,,, f.(z) = [,,, entonces, si escogemos
un § > 0 suficientemente pequefio, entonces para todo x € (z¢— 9, x¢+9),
|fu(z) — 1,] < /3. Finalmente como [, — [ si n — oo, escogiendo n
suficientemente grande, digamos mayor que cierto M € N, |l,, — | < /3,
luego, para todo ¢ > 0, escogiendo n > méax(N, M)y z € (xg — 0,9 + 0),
tenemos |f(z) — | < e. |

Como corolario trivial tenemos el siguiente

Teorema 1.4.22 (Continuidad de una sucesion de funciones) Sea
(fn)o2, una sucesion de funciones definidas en I C R. Si f, es continua en
I para todo n € N, y f, converge uniformemente a f en I entonces f es
continua en 1.

Demostracion: Como f,(x) es continua en x = z,, entonces existe el

limite lim f,(x) = f.(zo) y el teorema anterior nos dice que
T—T0

n—oo \ T—xg T—To \Nn—0o0 T—T0

lfm (h’m fn(x)> = lim (h'm fn(m)> = lim f(z) = lim f,(20) = f(z0).
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Como lo anterior es cierto para todo =, € I, entonces f(z) es continua
en [. [ ]

El inverso del teorema anterior es falso en general, es decir, que si
fn(x) = f(z) en I, y tanto f,(z) como f(x) son continuas en /, ello no
implica f,(z) = f(x). Por ejemplo, sea la sucesién de funciones

sennx, 0<z<?
fulz) = ,  1m f,(z)=0= f(z), Vze€][0,n].

Obviamente tanto f,(z) como f(z) son continuas en [0, 7]. Ahora bien,
T

sup [fn(z) — f(z)| = sup [sennz[=1+0,

z€[0,7] z€[0,7]

por tanto f,(x)=£ 0.

No obstante si imponemos que la sucesién (f,(z)), sea mondtona si
que se tiene el reciproco.

Teorema 1.4.23 (Dini) Sea (f,(z)), una sucesion de funciones continuas
que tienden mondtonamente (para cada x) a f(z) en el intervalo |a, b

(cerrado y acotado). Entonces f(x) es continua siy solo si f,(x) = f(x) en
[a, b].

La demostracién se deja como ejercicio.

Los teoremas anteriores 1.4.21 y 1.4.22 se pueden reescribir para las
series de funciones. En efecto si tomamos como sucesion de funciones

(fn(z))n la sucesién de sumas parciales de una serie y | a,(x), tenemos
el siguiente teorema

Teorema 1.4.24 (Conmutatividad del limite y la suma para una se-
rie de funciones) Sea )", a,(x) una serie de funciones uniformemente
convergente en [ tales que lim a,(z) = a,, entonces

T—T0

Ii n = lim a, = n-
Jim Za (x) 1( im a (x)) Za

n=1 n=

Si ademds, las funciones a,(x) son continuas, entonces la suma S(z) de la
serie es una funcioén continua.
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Teorema 1.4.25 (Integrabilidad de una sucesion de funciones) Sea
(fn)o2, una sucesion de funciones definidas en [a,b] C R e integrables en
[a,b] y sea f, uniformemente convergente a f en |a,b|. Entonces

lim ah@Mx:[ng;h@ﬂdx:Zfﬂ@du

n—0o0 a

Demostracidon: Ante todo hay que demostrar que f(z) es integrable. Por
sencillez asumiremos que las funciones f,, son continuas entonces por el
Teorema 1.4.22 se sigue que la funcion limite f también es continua y, por
tanto, integrable y se puede simplificar la demostracién.> Como f,(z) =
f(z) en [a,b], entonces para n suficientemente grande, y para todo = €
a.b

9
|f(z) = ful2)| < m

de donde se sigue que

/abf(x)dx - /ab fo(x)dz

y, por tanto,

9 9

< [ U@ -pwls < [ 355mdr=5 <=

1m_bh@mlewmwleng&h@ﬂm.

n—oo a

u

El siguiente ejemplo pone de manifiesto la importancia de las condi-
ciones del teorema que ademds son suficientes.

Ejemplo 1.4.26 Sea la sucesién de funciones (f,)n, fn : [0,1] — R, defi-
nida por

1 (Bl | o
2na,x, 0<z< 5, L
1 1 1
falz) = § —2nan(z—3), 5, <z<y,
0, L<r<i
n
0 ]_/n 1

°El caso general, para la integral de Riemann, esta desarrollado al final del capitulo.
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Es evidente que las funciones f,, (=) son continuas en [0, 1], y por tanto
integrables en [0, 1] y que cualquiera sea la sucesién (a,), de sus maxi-
mos lim,, ., f.(x) = 0. Como SUD,e[0,1] |fn(2)| = ay, silim, ,a, =0,
entonces f,(x) = 0en [0,1]y

lfm fn dx_/f

n—o0

lo cual es facil de comprobar mediante un cdlculo directo pues el drea
de la figura A, La, — 0.

Ahora bien, podemos escoger a,, de forma que A, = 2a, — 0, con
a, / 0 —por ejemplo, a, = 1, o incluso a, = /n — oo—. En este caso
también tenemos

lfm fn dx_/f

n—o0

Finalmente, si escogemos a, de forma que el drea A, = %%an # 0,
—por ejemplo, a, = n 0 a, = n?, ademds en el primer caso el limi-

te lim,, fol fa(z)dx existe y en el segundo no (vale +o00)— entonces
110, 00 [y fo(z)da # [ f(z)da = 0.

En el caso de las series tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.4.27 (Integrabilidad de una serie de funciones) Sea (f,)>
una sucesion de funciones definidas en [a,b] C R e integrables en [a, b] tales
que la serie >~ a,(x) es uniformemente convergente en I. Entonces su
suma S(x) es integrable y ademds

S [ o= [ sarin = [ st

Teorema 1.4.28 (Derivabilidad de una sucesion de funciones) Sea
(fn)22, una sucesion de funciones definidas en un intervalo acotado I C R
y derivables en I tales que para cierto xy € I se tiene lim,, ., f,(z¢) = [
y ademds la sucesion de funciones (f!) , converja uniformemente a g en
I. Entonces la sucesion (f,,)°, converge uniformemente a cierta funcion f
en I y ademds f'(x) = g(x) para todo x € I, es decir, la sucesion se puede
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derivar término a término, i.e.,

(h’m fn(:c)),: lim [/ (z).

n—oo n—oo

Demostracién: Definamos la sucesién de funciones (¢, (x)),, definidas
por

In(2)— fn(z0)
I — T # To
on(T) =
fn(@o), T =T

Las funciones ¢, (x) son continuas en I —pues las funciones f,,(x) son de-
rivables en [ por condicién del teorema-.

Ademas ¢, (x) = ¢(x) en I. En efecto, aplicando el criterio de Cauchy
para la convergencia uniforme tenemos

(ftp(®) = fu(@)) = (faip(wo) = fnl20))

T — 2

|onp(2) = on(2)] =
= |£rp(&) = £1(8)

donde ¢ € (z, z). Para obtener la ultima igualdad hemos aplicado el Teo-
rema del valor medio de Lagrange a la funcién F(z) = f,1,(z) — fu(x),
es decir, F(z) — F(xo) = F'(§)(x — x¢). Ademds, por definicién tene-
MOS @nip(70) — Pulw0) = Fhep(o) — F1(r0), 1uego gnip(@) — wulw)] =
| fr 1 (6) — f1(€)| para todo = € I. Ahora bien, como f,(z) = g(z) en I,
entonces, para todo ¢ > 0 existe un N € N tal que paratodon > N,p € N

y para todo z € I, |f}, (&) — fL(£)| <&, entonces

| ontp(@) = ul(@)] = | frip(€) = £L(E)] <&

de donde deducimos que ¢,,(x) = ¢(z) en I. Probemos ahora que f,(z) =
f(z) en I. Para ello usamos las identidades f,,(z) = foip(zo) + (x —

20)Pntp(2), ¥ fr(x) = fulzo) + (x — 20)@n(x). Entonces,
| forn(®) = fu(@)] = | farp(w0) — ful@0) + (2 — 20) [Prp() — @n(@)]]
< [farp(@o) = ful(mo)| + |2 — @o| [Pnp(z) — n(2)]

Ahora bien, como f,(zg) — f(zo), entonces, para todo ¢ > 0 existe un
N; € N tal que para todo n > Ny, yp € N, |forp(z0) — fulzo)| < /2.
Ademas, p,(x) =2 ¢(z) en I, por tanto, para todo ¢ > 0 existe un N, € N
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tal que para todon > N, p € Ny para todo z € I, [pn+,(2) — pn(x)| <
e/2(b — a), es decir, para todo € > 0 existe un N € N, N = max(N;, Na),
tal que paratodon > N, p € Nyparatodo x € I, |foip(z) — fu(z)| <€, 0
sea, f,(r) = f(z) en I.

Para culminar nuestra prueba nos resta demostrar que la funcién limite
f(z) es derivable en I y que f'(xz) = g(z) para todo = € I, es decir, que
f(x) = lim, o f1 ().

Ante todo, notemos que puesto que f,(x) = f(z) en I, entonces la
condicion lim,, ., fn(xo) = f(xo) se cumple para cualquiera sea zy € [
y no solo para el x, prefijado en el enunciado del teorema. Por tanto, si
probamos que f(z) es derivable en cierto ¢ € I —en particular zo— y que
f1(¢) — f'(¢) = g(¢), entonces f'(x) = g(z) en todo I. Escojamos por
tanto un ¢ cualquiera y redefinamos las funciones

fn(m) - fn(C) T
§0n<x) = T = , 7o
fa(€), r=

Como antes, las funciones ¢, (z) son continuas en I y ¢,(z) = ¢(x) en I.
Luego
fal@) = FulQ) _ (@) = ()

:1/ n :1/ =
Plo) = el = M T P

Lo anterior junto con el hecho de que todas las funciones ¢, (x) son con-
tinuas en 7, y que ¢,(z) = ¢(z) en I, nos permiten utilizar el Teorema
sobre la continuidad de una sucesién de funciones 1.4.22 para afirmar que
¢(x) es continua en [ asi como el Teorema sobre el limite 1.4.21 que nos
da

1mﬂﬁ;ﬂ9:m{mn£@:ﬁ£§:umQm%@g

x—C T — z—( \ n—oo r—C n—oo \ z—¢
—_ 14 ¢ f”(x) — fn(C) Y /
= i (1 PR ) = o

Esta igualdad nos asegura que existe la derivada de f(x) para todo x € I,
y ademas que

Q) =1me(x) = lm f(0), VeI,
z—(C n—00
que es que se queria demostrar. |

Del teorema anterior se sigue fdcilmente el siguiente teorema para las
series de funciones:
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Teorema 1.4.29 Sea S(z) = Y- a,(x) una serie de funciones que con-

verge al menos en un punto xo € I, cuyos términos a,(z) son derivables
o . o /
en todo I, y cuya serie de las derivadas de a,(x), >~ a,(x) converge

uniformemente en I. Entonces la serie S(x) = > 7, a,(x) converge unifor-
memente en I y ademds se cumple que

§'(z) = (Z%(ﬂf)) =Y (an(2)),

n=1

o0 sea, es derivable término a término.

o0

Ejemplo 1.4.30 Consideremos la serie e* = ) > | %7;, que converge en
elintervalo [— R, R], cualquiera sea R > 0. Obviamente la serie ) > (%)

—1 .
= (‘””— converge uniformemente en [—R, R|. Entonces,
=1 (n—1)! ’

o n 4 o0 n / [o@) nil 0 n
o xr o X o xr o X oz
<e>—<§m) do = Z(m)— ey iaP el

Es decir, (e*) = e”.

Ejemplo 1.4.31 Sea la funcién

1

x2cos—, x#0
T

0, x=0

Dicha funcion es derivable en R y su derivada, definida por,

1 1
(@) 2xcos;—|—sen;, x#0
Yi(z) =
0, z=0

es continua para todo x € R excepto el cero. Numeremos todos los pun-
tos racionales del intervalo [0, 1] mediante la sucesién (z,),, lo cual es

posible pues Q es un conjunto numerable (ser la secciéon 1.5.1). Defina-
mos la sucesion a,(z) = 59 (x — z,,). Entonces, a),(z) = 5¢'(x — z,) es

n2
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discontinua en un dnico punto x = x,,, ademas

|z —x,2 1 ) 142z —x, 3
() < EEl Ly g < L] 3

n? -
ambas series >~ a,(z)y > ., a, () convergen uniformemente en [0, 1]
pues ambas se pueden mayorar por la serie convergente > >° | 3/n?. Por
tanto el teorema 1.4.29 nos dice que

§'(x) = (Z%(ﬂf)) =D (a,(x)),

es decir, que la funcién S(z) es derivable en todo [0, 1] y su derivada es
discontinua en cada uno de los puntos racionales del intervalo.

Anexo: demostracion del Teorema 1.4.25 para funciones integrables

En el caso que las funciones f,, de la sucesion de funciones sean integrables
Riemann podemos hacer lo siguiente: Como f,(z) = f(x) en [a,b], entonces
para todo € > 0 existe un NV € N tal que para todo n > N y para todo = € [a, b,
|fn(z) — f(2)] < ﬁ. Por tanto, para todo n > N tendremos

[f(@) = fW)l = [f(@) = falx) + fu(2) = fuly) + fuly) = [()]
[f(@) = fu(@)| + [ fo(2) = fa(W)] + [fuy) = F(W)I-

IN

Obviamente, el primer y ultimo sumando se pueden hacer mds pequefios que
1—ay Pues fu(z) = f(z) en[a,b], ie.

’f(x) - f(y)’ < ‘fn(‘r) - fn(y)‘ + Q(b— a)7 Vr,y € [av b]'

Dividamos el intervalo [a,b] en intervalos mds pequefios A; = [x;, ;11| (una
particién de [a, b]). Usando la dltima desigualdad tenemos

up |f(@) = FO) < s 1fale) = fulw)] + 555 o

Entonces,

n

> sup [f(x) ~ FW)IAT <Y sup |fale) - fuly)lAw + .

i—1 T,yeN; i—1 T,yEN;
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Pero fu(z) € R4, luego, por el criterio de Riemann, existe una particion P,
de [a,b], tal que Y 1" | sup, yea, |fu(z) — fu(y)|Az; < /2, por tanto, para dicha
particién Sy(P,) — sy(P,) < ¢, luego f(z) € Ry, El resto de la prueba es
analogo.

1.5. Sobre conjuntos infinitos

En este seccién recordaremos algunas cuestiones sobre conjuntos infi-
nitos haciendo hincapié en el caso de los niumeros reales.

1.5.1. Conjuntos numerables

Sean dos conjuntos A y B cualesquiera. Por ejemplo, digamos que A
es el conjunto de los numeros primos menores que un numero dado (di-
gamos 10), B el de los vértices de un dodecdgono (12 lados). Ay B son
finitos, es decir, A y B estdn constituidos por un nimero finito de elemen-
tos. Luego, una forma natural para compararlos puede ser sencillamente
usando el numero de sus elementos. Obviamente A tiene cuatro elemen-
tos, 2,3,5,7y B doce, asi que B serd mas grande que A. Sea ahora C' el
conjunto de los lados de un cuadrado. Entonces A y C' tienen el mismo
numero de elementos de forma que podemos hacer corresponder a cada
uno de los elementos de C' el correspondiente elemento de A y viceversa.
Es decir, existe una correspondencia biunivoca entre los elementos de A
y C. Obviamente tal correspondencia es imposible de encontrar entre los
elementos de Ay B o By C ({por qué?).

¢Qué ocurre si ahora A 'Y B tienen infinitos elementos, es decir, si son
conjuntos infinitos? Ejemplo de tales conjuntos son conocidos: N, Q, R,
etc.

En este caso el primer método de comparar conjuntos no nos sirve pues
no podemos “contar” los elementos ya que éstos son infinitos asi que solo
nos queda el segundo de ellos: intentar encontrar una correspondencia
biunivoca entre conjuntos.

Recordemos que N = {1,2,3,...,n,n+ 1,...} es el conjunto de los
numeros naturales que es el conjunto infinito mas sencillo.
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Definicion 1.5.1 Un conjunto A es numerable si

1. A es vacio.
2. A tiene un numero finito de elementos.

3. Si A tiene un numero infinito de elementos, estos se pueden poner en
correspondencia biunivoca con N.

Veamos algunos ejemplos.

Por ejemplo, P, el conjunto de todos los nimeros pares es numerable.
En efecto, cualquiera sea n € N existe un tnico p € P talque p = 2ny
viceversa, cualquiera sea p € P, existe un tnico n € N tal que n = p/2,
es decir existe una correspondencia biunivoca entre ambos conjuntos, o lo
que es lo mismo hay tantos niimeros pares como naturales.

Existe una forma muy sencilla de probar lo anterior. Escribamos todos
los numeros naturales en una tabla

(1]2[3[4]5]6]---[2n—12n[2n+1[2n+2] -]

y eliminemos todos los impares y “contamos” los niimeros resultantes. Asi
tenemos

(A2 4] pl6]---[2a—1]2n[2a+1|2n+2] -]
L1 J2[ [3[-] [ n | [n+1 ][]

es decir, P es numerable, los nimeros pares se pueden “contar”, existe
una correspondencia biyectiva entre los niimeros pares y los naturales.

De forma similar se puede proceder para probar que el conjunto de los
numeros impares / es numerable. Lo mismo ocurre con los enteros

0]1]-1]2 :
(1]2] 3 4[5 ]6] 7 [8]9]10][11] -]

Veamos un ejemplo mas complicado. Sea A el conjunto de puntos del
plano de la forma (n,m), n,m € N. Entonces A es numerable.

Para comprobarlo vamos a “contar” todos los pares anteriores, es decir,
vamos a construir una funcidén biyectiva que a cada par le haga correspon-
der un unico valor de n € N. Lo haremos siguiendo el siguiente esquema:
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(1,1)

|

(1,2) — @D

/

(1,3) —(2,2) —— (3,1)

149 —@23) — B2 —“D

Figura 1.8: Contando el conjunto A = {(n,m), n,m € N}.

ordenamos los pares por filas segtin la suma n+m = 2,3,4, ... y cada fila
la ordenamos de menor a mayor segun el primer valor n y asi tenemos
una correspondencia biunivoca tal y como se ve en la figura 1.5.1

De forma andloga se puede probar la siguiente

Proposicion 1.5.2 El conjunto B = {(p,q); p,q € Z} es numerable, es
decir, que se puede construir una “ordenacion” de B similar a la del ejemplo
anterior.

Una consecuencia de la proposicion anterior es la numerabilidad de Q. En
efecto, sea un numero r racional cualquiera, » € Q. Entonces r se puede
escribir como r = p/q, con p € Z 'y q € N. Asi que a cada ntimero racional
le podemos hacer corresponder el par (p,q) con p € Zy ¢ € N que es un
subconjunto de los pares B definidos en la Proposicién 1.5.2 ({por qué?),
asi que Q es numerable.

1.5.2. Propiedades de los conjuntos numerables

Veamos algunas propiedades de los conjuntos numerables. La siguiente
proposicién es sencilla de probar:

Proposicion 1.5.3 1. Si A es un conjunto numerable y B es un sub-
conjunto de A, entonces B es numerable.
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2. La unioén de un conjunto numerable y uno finito es numerable.

3. La unidn de dos conjuntos numerables es numerable, y por tanto la
union de un numero finito de conjuntos numerables es numerable.

4. La union de un numero numerable de conjuntos numerables es nu-
merable.

Para probar el ultimo apartado podemos escribir cada uno de los con-
juntos numerables de la forma A; = {a11,a12,... a1, ...}, Ao = {a21, a2, ...
A2y Joeves Am = {@m1, Gma, ... Qmn, ... }, yescribirlos como pares (m, n),
n,m € N. Dichos pares son los representados en la figura 1.5.1 y, como ya
vimos, son numerables. Luego tenemos 4. Esta claro que 2 y 3 son casos
particulares de 4. Para probar 1, basta usar la reduccion al absurdo.

Veamos como usando los apartados anteriores podemos probar los
ejercicios que antes hemos resuelto.

Sea N~ el conjunto de los numeros enteros negativos y sea Zy, k € N,
los conjuntos de los numeros de la forma n/k, con n € Z, es decir, Z;, =
{n/k;n € Z}. Obviamente Z = N U {0} UN~, pero tanto N como N~
son numerables, asi que Z es numerable. Ademas, por construccién Z; es
numerable. Ademas, Q = Z, UZy U ---UZ, U---, 0 sea Q es la unién de
una cantidad numerable de conjuntos numerables asi que Q es numerable.

Definamos ahora el conjunto producto cartesiano de dos conjuntos.
Sea A y B dos conjuntos cualesquiera. Definiremos el “producto carte-
siano” de A y B que denotaremos por A ® B al conjunto de todos los
pares ordenados (a,b) cona € Ayb € B.

Estd claro que si A y B son numerables el conjunto A® B es numerable.
Para ello basta usar de forma inteligente las proposiciones 1.5.2 y 1.5.3.

Como consecuencia de lo anterior tenemos otra prueba de que Q es
numerable pues, como hemos visto, a cada nimero racional le podemos
hacer corresponder el par (p,q) conp € Zy q € N, p,q primos entre si, 0
sea, Q =Z ® N.

Usando la Proposicién 1.5.3 se puede comprobar que el el conjunto
P, de todos los polinomios de grado a lo mds n con coeficientes ay, . . . a,
racionales:

2 n.
P, = {ap + a1 + agx” + - - - a,z™; ag, a1, a9, . ..a, € Q},
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es numerable y, por tanto, el conjunto de todos los polinomios con coefi-
cientes racionales

P = {ay + a1z + axx® + - - a,2"; ag, a1, as, .. .a, € Q, ¥Vn € N},

también lo es pues P = Py UP; UP, U - - -, y podemos usar el punto 4 de la
Proposicién 1.5.3.

Definicidn 1.5.4 Sea x € R tal que z es solucion de la ecuacion algebraica
ap+ a1z +ax®+ - a,2" =0, ,n€EN, aga,ay,...a, €Q.

Entonces se dice que x es un numero algebraico. Si x no es solucién de
ninguna ecuacion algebraica, entonces se dice trascendente.

Por ejemplo, 2 es un ntimero algebraico (x — 2 = 0), v/2 es un irracional
algebraico pues es soluciéon de 22 — 2 = 0. Se puede probar® que e y 7 son
trascendentes.

Nétese que, a diferencia de los nimeros irracionales, ningiin nimero
racional puede ser trascendente ({por qué?). Sea A el conjunto de todos
los nimeros algebraicos y T el de los trascendentes. Dado que un polino-
mio de grado n solo puede tener a lo més n raices y que el conjunto P es
numerable se sigue que el conjunto A es numerable.

Ejemplo 1.5.5 Prueba que el conjunto de todos los subconjuntos finitos de
un conjunto numerable A es numerable.

Para comprobarlo usaremos la Proposicién 1.5.3. Esta claro que el
conjunto A; de todos los subconjuntos de A con un solo elemento es nu-
merable. En conjunto A, de todos los subconjuntos de A con dos elemen-
tos es numerable. En general, el conjunto A,, de todos los subconjuntos
de A con n € N elementos es numerable. De esta forma obtenemos un
conjunto numerable (A;, A, ...) de conjuntos numerables. [

Asi, por ejemplo, el conjunto de todos los subconjuntos finitos de
numeros racionales es numerable. Basta identificar A = Q, A; con el
conjuntos de todos los racionales ¢, A, con el conjunto de todos los pares
de racionales (p, q), y asi sucesivamente.

®El caso del nimero e fue probado por C. Hermite en 1873 y el de 7 por C.L. Linde-
mann en 1882.




1.5. Sobre conjuntos infinitos 51

Definicidon 1.5.6 Dos conjuntos A y B se denominan equivalentes y se
denota por A ~ B si existe una correspondencia biunivoca entre sus ele-
mentos. En este caso el “numero” de sus elementos es el mismo lo que se
suele denotar por card A = card B

?En realidad el concepto de cardinal o potencia de un conjunto es ligeramente mas
complicado que el nimero de sus elementos, pero para nuestros objetivos esta defini-
cién es suficiente.

En facil comprobar entonces que si A ~ B entonces B ~ A (épor qué?)
yquesi A~ By B~ C, entonces A ~ (.

Por ejemplo, segin hemos visto antes N ~ Z, N ~ Q, N ~ P, N ~ A,
Q ~ A, etc.

Es evidente que el conjunto de los nimeros racionales que pertenecen
al conjunto [0, 1] es numerable pues son un subconjunto de Q. La pregunta
es ¢sera también numerable el conjunto de los irracionales contenidos en
[0,1]?, o, equivalentemente, éserd numerable [0, 1]?

Vamos a intentar responder a esta pregunta.

Supongamos que [0,1] ~ N. Entonces ha de existir una sucesién de
numeros reales (z,), tal que cualquiera sea = € [0, 1], x coincidird con al
menos un miembro de la sucesién (z,,), (en caso contrario [0, 1] no seria
numerable, {por qué?).

Hagamos la siguiente construccién: sea [, = [0, 1]. Escojamos un in-
tervalo cerrado I; C I, que no contenga a x1, o sea, x; ¢ I;. A continua-
cién escojamos un intervalo cerrado /o C [; que no contenga a x», O sea,
x9 & Io, y asi sucesivamente. Entonces tenemos una sucesion de interva-
los (cerrados) encajados tal que I,y C I, pero x,.+1 & I,.:. Pero, como
(I,), es una sucesién de intervalos encajados, entonces, existe al menos
un = que pertenece a todos los I,, (Teorema de los intervalos encajadas de
Cantor), el cual, por construccién es distinto a todos los z,,, lo cual es una
contradiccion.

De lo anterior se deduce el Teorema de Cantor

Teorema 1.5.7 R no es numerable. Es decir;, hay mds niimeros reales que
naturales, i.e., card R > card N.

Como corolario tenemos
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Corolario 1.5.8 1. R # Q, es decir, existe I = R \ Q, el conjunto de los
numeros irracionales, y ademds 1 no es numerable.

2. A #£ 1, existe el conjunto de los numeros trascendentes T, y T no es
numerable.

Resulta que la mayoria de los numeros irracionales que conocemos son
algebraicos, por ejemplo, vk si k # I, | € N, v/2 + v/2 (prueba que este
nuamero es irracional algebraico), etc. Por el contrario se conocen pocos
numeros trascendentes: m, e. No obstante resulta que éstos son la mayoria
de todos los niimeros ya que los nimeros algebraicos (que incluyen, como
hemos visto a los racionales) es un conjunto numerable, pero R no lo esy
obviamente R = AU T.

Automdticamente surge la pregunta. ¢Existird algun conjunto infinito
intermedio entre N y R?, es decir, que tenga “mds” elementos que N pero
“menos” que R?

Georg Cantor fue quien desarroll6 la teoria moderna de conjuntos in-
finitos, a él debemos la notacién y algunos de los resultados que hemos
descrito aqui. Precisamente fue Cantor quien conjeturd que no existia di-
cho conjunto intermedio (hipdtesis del continuo). Este fue el primero de
los 23 famosos problemas que formul6 Hilbert en 1900. La respuesta a
este problema fue totalmente inesperada. Por un lado Kurt Gédel probd
en 1940 que usando los axiomas de la teoria de conjuntos era imposible
desmentir la hipétesis de Cantor. La respuesta definitiva la dio Paul Cohen
en 1963 cuando demostré que bajo el mismo sistema de axiomas de la
teoria de conjuntos era imposible probar la conjetura, o sea, la hipdtesis
del continuo se puede aceptar o no y eso no lleva a ninguna contradiccién
l6gica dentro de la teoria de conjuntos.

> RO~

1.6. Problemas

Problema 1.1 Prueba que si lim, .., z, = 0, entonces la sucesion de sus
modulos converge y lim,, ., |2,] = 0 pero la sucesién de sus argumentos
¢, puede no converger. (Qué ocurre en el caso cuando lim,, ., 2, # 0?
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n

Problema 1.2 Calcula el lim en funcién de a € C.

n—oo | + a™

Problema 1.3 Suponiendo que lim,, ., z, = z, prueba que lim,, ..z, = Z,
lim,, o Rz, = Rz, im0 Sz, = Sz y limy, oo |20] = |2

Problema 1.4 Prueba que toda sucesion (z,), de Cauchy es acotada.

Problema 1.5 Estudia el caracter de las siguientes series:
o0
Ly
n=1
o0

2. i |Senn|’ i(—l)"[m —nl, > ey bnx“, a,b,x > 0.

an_bn

nn 00 o 1 o0
) vn—1)", —_—, log(1 + 4/n?),

n=1 n=0

n=1 n=1 n=1

Problema 1.6 Sea {u,} una sucesién de términos u, > 0 tal que lim wu,

n—oo

= 0. Demuestra que las series > | u, y Y log(1 + u,) comparten el mismo

cardcter convergente o divergente. Aplica este resultado para determinar
’ . 00 2

el caracter de la serie ) | log (1 + —=2—5).

Problema 1.7 Determina el radio de convergencia de las series de poten-

cias ), a,z" con a, definido por:

—1)" 1) 3n 2

2 an=logn b)a,= L ¢q, = CFI gy,
n! 1 1 nmw\”
e) an:ﬁ’ Dan:ﬁﬂ g) an:a, h) ap = <S€DI> .

Problema 1.8 Obtener las series de potencias de las siguientes funciones
indicando la regién de convergencia de las mismas:

a) f(z) =log (1 j_L z>, b) f(z) = arctan (z), ) f(z) = cos(1/2),
d) f(z) = (z;—n2)”’ e) f(z) =cosh(z), ) f(z)=1log(a+ bz), (a #0).

Problema 1.9 Estudia la convergencia uniforme de las sucesiones de fun-
ciones consideradas en el Ejemplo 1.4.4.
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Problema 1.10 Estudia la convergencia puntual y uniforme de las si-
guientes sucesiones de funciones { f,, } nen:

1 on’x
fn

:1_’_nx’x6|:071]’ fn:Ie_nx’xE[0,00), fn:m’xeR.

Problema 1.11 Demuestra la Proposicién 1.4.12

Problema 1.12 Demuestra el Teorema 1.4.17 que establece una condi-
cién necesaria de convergencia uniforme de una serie.

Problema 1.13 Sea f,(z) = arctan (nx).

a) Estudiar la convergencia puntual de {f,}. ¢Es uniformemente con-
vergente en R?.

b) Demostrar que converge uniformemente en {z € R : |z| > a > 0}.

c) Estudiar la convergencia uniforme de la serie de funciones

Z arctan (nz) .

n?4+1

d) Demostrar que la funciéon suma de la serie anterior es derivable en

R\{0}.

Problema 1.14 Como vimos en el apartado 1.2.3, toda serie de potencias
> gan2", a,, z € C, tiene un radio de convergencia R > 0 6 R = +o0.
Ademaés, la serie converge absolutamente para todo z tal que |z| < R.
Prueba que toda serie de potencias converge uniformemente en cualquier
region () del plano complejo contenida en el circulo de radio r < R, i.e.,
QC{z|z| <r < R}.

Problema 1.15 Aplica los teoremas 1.4.24, 1.4.27 y 1.4.29 a las series de
potencias y deduce los correspondientes teoremas. Comparalos con los del
apartado §1.2.3. Discute cuando las series de potencias convergen unifor-
memente.
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¢Qué es el anadlisis funcional?

El arte de la Matemadtica consiste en encontrar
ese caso especial que contiene todos los gérme-
nes de la generalidad.

Atribuida a David Hilbert

¢{Cémo comenzar un curso de Andlisis funcional? Sin duda una posi-
bilidad es con un poco de historia, pero para eso se puede consultar el
interesante articulo de Berta Gamboa de Buen, Historia del Andlisis Fun-
cional publicado en la revista Misceldnea Matemdtica de la Sociedad Mate-
mdtica Mexicana, volumen 28 (1999) péginas 17-39!, Como bien cuenta
su autora, el analisis funcional surge y se desarrolla en el siglo XX genera-
do por la evolucion del andlisis matematico clasico, la fisica-matematica,
las nuevas ideas del dlgebra y la geometria y muy ligado a la topologia. En
otras palabras, en cierta forma el Analisis Funcional atina las principales
areas de la matemadticaZ.

Nosotros, sin embargo, vamos a proceder de otra forma. Vamos a se-
guir la idea de Schechter en [21] y comenzar con un ejemplo relativa-
mente sencillo que nos conducird a redescubrir varios de los conceptos
fundamentales del analisis clasico asi como algunos otros del propio ana-
lisis funcional.

https://miscelaneamatematica.org/ContenidoNumero/28

2Véase también el detallado estudio histérico de G. Birkhoff y E. Kreyszig titulado The
establishment of functional analysis y publicado en Historia Mathematica, volumen 11
(1984) péginas 258-321, https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/
0315086084900363
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2.1. Una ecuacion diferencial lineal

Uno de los problemas tipicos de un curso de ecuaciones diferenciales
es la resolucion del siguiente problema de valores iniciales

F'@) + f@) = g(a), zelabl, fl@)=1, fla@)=0, (211

donde por f’ denotamos la derivada de f respecto a x. Ademads, por sim-
plicidad asumiremos que ¢ es una funcién continua en [a,b] y que f, la
solucién buscada, es una funcidn dos veces diferenciable con segunda de-
rivada continua. Asi, usaremos la notacién g € C([a,b]) y f € C®([a, b)),
para denotar al conjuntos de funciones continuas en [a,b] y las que son
dos veces diferenciable con segunda derivada continua en [, b], respecti-
vamente.

Se puede comprobar que la (una) solucién de dicho problema de valo-
res iniciales (2.1.1) viene dada por la expresion

f(z) = cos(x —a) + /w sin(x — t)g(t)dt, x € [a,b]. (2.1.2)

Comprobemos que, efectivamente, la funcién f anterior es solucion de la
ecuacion (2.1.1) con los valores iniciales dados. Lo primero que es obvio
es que f(a) = 1, pues la integral en (2.1.2) es cero. Calculemos ahora
f'(x). El primer sumando no tiene problemas, pero el segundo es algo més
complicado pues la variable = aparece tanto en el limite de integracion,
como en la funcién a integrar. Este es un problema tipico de la teoria
de integrales dependientes de un pardmetro. Asi pues, para calcular la
derivada de nuestra funcién f conviene recordar el siguiente teorema:>

Teorema: Sea h(t,z) una funcién continua tal que su derivada parcial
respecto a x sea también continua en D = {(t,x) € R*|t € [a,b],z €
[c, d]}. Entonces la funcion H(x) = f; h(t,x)dt es continua y diferenciable
en [c,d]y
b
Oh
H'(z) = i a—x(t,x)dt.

Idea de la demostracion: Para probar la continuidad se puede usar el
Teorema de Heine 1.3.5 para funciones continuas en un intervalo cerrado

3Ver, por ejemplo, la seccién §17.1.13 de [28].
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y acotado que establece que si f(z) := h(¢,x) es continua en [c, d] (¢ fijo),
entonces f es uniformemente continua en |c, d| es decir, para todo ¢ > 0
existe un ¢ > 0 tal que para todos x, 2’ € [c, d], que satisfacen |[z—2'| < 6, se
tiene |h(t, ) —h(t,2’)| < €. Entonces, para todos z, 2’ tales que |z —z'| < d,

b
\H(z) — H(z')| < / \h(t, ) — h(t, 2)|dt < (b — a),

i.e., H(z) — H(z') cuando z — 2’. Para probar la diferenciabilidad basta
mostrar que para todo z € [c, d]

H($0 + 5) - H(l‘o) — H'(x0)5 = 0(5), o€ R,

donde o(4) es tal que o(9)/d — 0 cuando ¢ — 0.

Para ello supondremos, por simplicidad, que existe 2% (¢, ) es continua
oz ) .
en D y por tanto acotada. Entonces, usando el Teorema del valor medio
en la variable z, y teniendo en cuenta que

b
|Hw+®—Hm»4ﬂmw3/

h(t,zo + 9) — h(t,xo) — %(t, 930)(5‘ dt

> on oh , ["|9%h
= R - — _ / < 2
31 [ |Gt = G| de = 157 [ S0 de < bIgP,
donde £, ¢ € (¢,d) y M = (b — a) mdxX,ceq) %(i,x)‘.
El caso general lo dejamos como ejercicio al lector. ]

Sea a(x) una funcién diferenciable en [c, d] cuya imagen esté contenida
en [a,b] y sea la funcién ® (o, z) = [ h(t,z)dt, o € [a,b], © € [c,d]. Usando
el Teorema fundamental del célculo asi como el teorema anterior tenemos

que

0P “oh 0P

%(&,x) = %(t,x)dt, a—a(a,x) = h(a, x).
Dado que ambas derivadas parciales son continuas, entonces ®(«, x) es di-
ferenciable en « € [a,b], x € [c, d]. Definamos ahora la funcién compuesta
U(x) = ®(a(x),x), x € [c,d]. Dicha funcién es diferenciable en = € [c, d]
asi que usando la regla de la cadena obtenemos

a

oU  0dda 0P *@ Jh
5% =~ 3o 0z + = o' ()h(a(r), ) + / %(t, x)dt.

a
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Aplicando la férmula anterior a nuestra funcién f definida en (2.1.2),
donde en el segundo sumando a(z) = =y h(t,x) = sin(z — t)g(t), obtene-
mos expresiones, r

f'(x) = —sin(zx —a) + /:v cos(x — t)g(t)dt, x € [a,b]. (2.1.3)
Andlogamente,
f"(x) = —cos(x —a) + g(x) — /w sin(x — t)g(t)dt, x € [a,b]. (2.1.4)

Notese que esta ultima expresion se puede escribir, usando (2.1.2), como

f'(@) =—=f@) +g(x) = ["(@2)+ f(x)=9(x), x€lab]

Ademds, de (2.1.3) se tiene que f’(a) = 0y, por tanto, dado que f(a) =
1 como ya vimos, la funciéon f definida por (2.1.2) es efectivamente la
soluciéon del problema (2.1.1).

El método anterior nos permite, al menos formalmente, plantearnos el
siguiente problema: resolver el problema de valores iniciales

["(x)+ f(z) =0o(x)f(x), x€lab], fla)=1, f'(a)=0. (2.1.5)
Esta claro que la solucion sera
f(z) =cos(z —a) + /m sin(z — t)o(t) f(t)dt, x € [a,b]. (2.1.6)

Lo anterior define una ecuacion integral. Escribamos dicha ecuacién (2.1.6)
de una forma mds conveniente.

Sea D = {(t,z) € R*|t € [a,b],z € [a,b]} ¥ sea k(x,t) una funcién
continua en D. Definamos el operador K, K : C([a,b]) — C(a, b))

Kf = K(f(z)) = /Ik(az,t)f(t)dt. 2.1.7)

Entonces (2.1.6) la podemos reescribir como
f=u+Kf, wu=cos(x—a), k(x,t)=sin(x—1t)o(t).

¢Como resolver esta ecuacion?
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2.2. La ecuacion integral de Volterra

Vamos a intentar resolver la ecuacion
f(z) =u(z)+ Kf(zx), =€ ]a,b], (2.2.1)

donde u, f € C([a,b]) y K es el operador de Volterra definido en (2.1.7).

Notese que K trasforma funciones continuas en funciones continuas.
Una forma natural de resolverla es usar el método iterativo de Picard.

Asi, elegimos una funcién f; € C([a,b]) cualquiera y la sustituimos en
el miembro derecho de (2.2.1) lo que nos dard, en principio, una nueva
funcién continua f;

fi(z) = u(z) + Kfo(x), =z € [a,bl. (2.2.2)

Si fi = fo, lo cual es improbable, tendriamos la solucién buscada. Si no,
entonces sustituimos f; en el miembro derecho de (2.2.1) y obtenemos
una nueva funcién f,

fo(z) = u(z) + Kfi(x), x € a,bl. (2.2.3)

Si f, = f; tendriamos la solucidn, si no, sustituimos f; en en el miembro
derecho de (2.2.1), y asi, sucesivamente. De esta forma obtenemos una
sucesién de ecuaciones

folx) =u(z) + K foa(x), x€la,b], n=12,.... (2.2.4)

Como ya hemos dicho, es improbable que para algun n, f, = f,_1, asi
que la pregunta natural es écudn cerca esta f,, de f si n es muy grande?
y ¢qué significa que f, esté cerca de f, o que f, — f en [a,b] cuando
n — oo?

Esta claro que esta pregunta corresponde a saber cuando una sucesiéon
de funciones continuas f,, converge a alguna funcién f, y para que f sea
solucion de (2.2.1) necesitamos ademas que [ sea continua.

Por otro lado, nétese que si f,, — f, otra pregunta natural es si K f,, —
K f. Si esto fuera asi, entonces, tomando limites cuando n — oo en (2.2.4)
obtendriamos (2.2.1) y, por tanto, la solucidn de la ecuacién. Intentemos
formalizar lo anterior de una forma rigurosa.
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Como las f,, son continuas y nos interesa que la funcién limite también
lo sea, entonces podemos usar el concepto de convergencia uniforme de
funciones (véase la seccion 1.4). Alli vimos que una sucesiéon de funciones
fn converge uniformemente a f en [a, b] si

sup |fn(z) — f(x)] — 0, cuando n — oc.
z€[a,b]

Lo anterior nos da una idea de como definir la distancia p entre dos funcio-
nes fy g. Asi, dada dos funciones f, g € C([a, b]) definiremos la distancia
p(f,g) mediante la expresion

p(f,g) = sup |f(z)— g(x)|.

z€[a,b]

De esta definicién se sigue que para todas f, g, h € C([a, b))

L p(f,9) 20y p(f,g) =0siysolosi f =g,
2. p(f,9)=0rlg, 1),y

3. p(f,9) < p(f,h) + p(h, g)-

En muchas ocasiones se dice que la funcién p que satisface las propiedades
anteriores define una métrica. Los conjuntos donde se puede definir una
métrica se suelen denominar espacios métricos (ver la Definicion 3.1.1).

Asociada a la definicién de distancia se puede definir el tamafio o la
norma de una funcién. Asi, dada una funcién f € C([a,b]) definiremos la
norma de f, || f|| al numero

[fI}:= sup [f(z)]. (2.2.5)

z€[a,b]

Es facil comprobar que la norma anterior satisface las siguientes pro-
piedades: para todo f, g € C([a,?]),

L fl =0y |f] = 0siysolosi f =0,
2. Paratodo ) € R, |\f]| = M| £,

3. Para todos f,g € C([a,b]), [[f + gl < I/l + llgll-
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Los conjuntos donde se puede definir una norma se denominan espacios
normados (ver la Definicion 4.2.1).

Lo siguiente que queremos hacer notar es que el espacio de las funcio-
nes continuas C'([a, b]) satisface una serie de interesantes propiedades que
pasamos a enumerar:

1. Para todos f, g € C([a,b]),lasuma, h = f+g € C([a,b]) y para todos
fyg,h € C([a,b]) se cumple que:

a f+g=9+f
b) (f+9)+h=f+(g+h)
¢ f+0=0+f=f,donde () denota a la funcién  : [a,b] — R,

O(x) = 0.
d) Cualquiera sea f existe una funcién (—f) tal que f + (—f) =
(=) +f=0.

2. Paratodo f € C([a,b]),ya € R, g =a- f € C([a,b]), y para todos
fyg € C(la, b)), y a, € R se cumple que:
a) a-(f+g)=a-f+a-g
b) (a+p)-f=a-f+B-,
) a-(B-f)=(aB) f
d1l-f=Ff

Los conjuntos que satisfacen las propiedades anteriores se denominan es-
pacios vectoriales (ver la Definicién 4.1.1).

De la propia definicién del operador K (2.1.7), usando las propiedades
de la integral, tenemos que, para todos o, 3 € Ry f,g € C([a,b]),

K(af +pg) = aKf+ BKg. (2.2.6)
Un operador cumple con lo anterior se dice que es un operador lineal.
Ademds, para toda funcién f € C([a, b]) se tiene, usando (2.1.7),

1< [ ool < [ s ko] s [0

x,tela,b] tela,b

< &[lfll(z = a) < &l f]I(b = a) = cl| fI],

(2.2.7)
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donde k = sup, ;e |k(z,t)] Yy ¢ = k(b — a). Es decir, para toda f €
C([a,b]), existe un ¢ > 0 tal que

K f]| = 81[112] K f| <e|f]l- (2.2.8)
tela,

Los operadores que cumplen con dicha propiedad se denominan operado-
res acotados.

Armados de todo lo anterior estamos en condiciones de responder a
nuestra pregunta sobre si la ecuacion (2.2.1) tiene solucion y si esta la
podemos encontrar mediante el limite de la sucesion de funciones f,, de-
finidas por (2.2.4).

Para ello vamos a estimar el valor de || f,, — f.»|| donde la norma es la
definida en (2.2.5). Si resulta que su valor es tan pequefio como se quiera
cuando n, m son lo suficientemente grandes (i.e., (f,), es una sucesién
de Cauchy) entonces f, converge uniformemente (ver Teorema 1.4.10) a
una funcién f en [a,b] que, por el Teorema 1.4.22, es continua en [a, b].
Esta propiedad de que toda sucesién de Cauchy sea convergente se conoce
como propiedad de completitud del espacio (ver Definicion 3.5.12).

Partiendo de (2.2.3) y usando (2.2.2) tenemos
fo=u+Kfi=u+Ku+Kf) =ut+Ku+ K(Kfy)=u+ Ku+ K2f,
donde K? es el operador que se obtiene al componer, o multiplicar, K por

si mismo: K? : C([a,b]) — C([a,b]), K*f = (K o K)(f) = K(Kf). En
general, definiremos el operador K" inductivamente, i.e., K" = Ko K" 1.

Continuando este proceso podemos comprobar por induccién que
fo=u+Ku+Ku+ -+ K" '+ K"f,
por tanto, para todos m < n obtenemos
fo—fn=K"u+ -+ K" 'u+K"fo— K™f.
Entonces, usando las propiedades de la norma (concretamente la tercera)

o= Sonll < Bl oo LKl 1K foll + 1K™ foll. (2:2.9)

Vamos a acotar cada uno de los sumandos. Notese que estos se pueden
escribir de la forma || K™h||, h € C([a,b]), n =1,2,....
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Para n = 1 ya hemos visto en (2.2.8) que | Kh| < ¢||h||. Entonces,

R = [ K(ER)| < [ Khll < k] = [IK"A] < c"[[A]. (2.2.10)

De esta forma podriamos obtener una cota superior de la suma del
miembro derecho de (2.2.9), pero dicha cota solo es 1til si ¢ < 1 pues
en caso contrario cualquiera de los sumandos tenderia a infinito cuando
n — oo.

Vamos a afinar nuestra cota. Como vimos en (2.2.7) tenemos que
|[Kh| < &|[hll(x —a), z>a,

luego
|K?h| = |K(Kh)| </ |k(x,t)||Kh|dt < /i/ | K hldt

_Rle—ap
<l [ G = ayie = ",

|K3h| = |K(K?h) |</ k(x,t ||K2h|dt< n/ | K2h|dt
K3||h /43 x —
|| I (3! a)’ 1Al

y, asi, por induccién, obtenemos

K'(x —a

) < T gy,

que tomando supremos en = € [a, b] nos conduce a una cota mucho mas
fina que la obtenida en (2.2.10)

K" (b

—a n
jnn < SOy, (2.2.11)

Por tanto, podemos reescribir (2.2.9), definiendo ¢ = (b — a)x, como

S oL ¢
R R ) L LR € B L R E

Por un lado estd claro que ¢"™/m! + (" /n! — 0, cuando n, m — oco. Por el
otro,

m n—1
C—+-~ ¢ Z —>0cuandom%oo

m)! (n—1)!
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pues es la cola de la serie >_,°  ¢*/k! = €°. De esta forma hemos proba-
do que f, es uniformemente convergente y que limite f es una funcion
continua en [a, b].

Probemos ahora que Kf, — Kf si f, — f. Para ello, usaremos la
linealidad y la acotacién de K (ver (2.2.6) y (2.2.8), respectivamente)),
que nos conduce a

1K fr = KfI] = [[K(fo = DI < ellfo = fI = 0sin — o0

Por tanto, si ahora tomamos el limite cuando n — oo en (2.2.4), obte-
nemos (2.2.1) lo que prueba que la sucesion f,, construida mediante el
método iterativo de Picard aqui descrito tiende a la solucién de la ecua-
cién integral de Volterra (2.2.1).

Hemos encontrado una solucion de (2.2.1) pero ées tnica? Probemos
que si. Supongamos que hay dos funciones continuas en C([a,b]), f ¥ g,
con f # gtalesque f =u+ Kfyg=u-+ Kg. Restando ambas tenemos
f—g9g=K(f—g).Seah = f— g. Entonces

h=Kh = h=K(Kh)=K?h=K?*(Kh)=Kh=---=K"h,

y, por tanto, ||h|| = ||[K"h||. Si tomamos el limite cuando n — oo en la
expresion anterior y usamos (2.2.11) obtenemos || K™h|| — 0 de donde se
deduce que ||| =0, i.e. f = g, lo cual es una contradiccion.

Recapitulemos el conjunto de propiedades que hemos usado:

1. El conjunto C(|a, b]) las funciones continuas es un espacio vectorial.
2. En C([a, b])es un espacio normado y a su vez métrico.

3. El operador K es un operador lineal y acotado.
4

. Toda sucesiéon f, € C([a,b]) tal que f, — f,, — 0 cuando n,m —
o0, (es decir, (f,,), es una sucesion de Cauchy) es convergente, i.e.,
fn — f € C([a,b]) cuando n — oo. Es decir, el espacio C([a, b]) con
la métrica del supremo es un espacio completo.

¢Existen otros espacios utiles para resolver este tipo de problemas?
¢Qué otras propiedades importantes son necesarias para lidiar con estos
espacios? ¢Con qué otros tipos de operadores podemos encontrarnos en
la préctica?
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Nuestro objetivo sera estudiar algunas de las propiedades de los espa-
cios funcionales asi como de cierta clase de operadores que generalizan el
operador de Volterra discutido en este capitulo.

(00—
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Capitulo 2. ¢Qué es el andlisis funcional?




Capitulo 3

Espacios métricos

Mide lo que es medible y haz medible lo que no
lo es.

Atribuida a Galileo Galilei

Los espacios métricos son la extension natural de los espacios R y C. La
idea consiste en, dado un conjunto cualquiera de elementos, poder medir
la distancia entre ellos.

3.1. Definicidon de espacio métrico

Definicién 3.1.1 Un espacio métrico es un par (X, p) donde X es un con-
juntoy p := p(z,y) es una funcion real (univaluada) no negativa definida
para todos x,y, z € X tal que

1. p(z,y) =0z =y,
2. p(z,y) = ply, ),

3. p(z,2) < p(z,y) + p(y, 2).

En adelante diremos simplemente que X es el espacio y p su métrica.

Veamos varios ejemplos representativos de espacios métricos. Notese
que muchos de ellos estan definidos sobre el mismo conjunto X pero con
diferentes funciones p, i.e., la métrica cambia.

67
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Ejemplo 3.1.2 Sea X un conjunto arbitrario y definamos la métrica trivial
plr,y) =1six #yy p(r,y) = 0si z = y. Este espacio se suele denominar
espacio métrico discreto.

Ejemplo 3.1.3 Si X es el conjunto de todos los niimeros reales y p(z,y) =
|z — y|, donde |x| es el valor absoluto de x, obtenemos un espacio métrico
normalmente denotado por R.

Ejemplo 3.1.4 El espacio métrico C es el espacio definido por el par X = C
y la métrica p(x,y) = |x — y|, donde |x| es el médulo de z.

Ejemplo 3.1.5 X = R", es decir; el espacio de las n-tuplas x = (x1,...,x,)
con la métrica

p(x,y) = | D lox — uel.
k=1

Dicho espacio lo denotaremos por RY. Andlogamente se puede definir para
el caso complejo.

Ejemplo 3.1.6 Si X es el espacio de las n-tuplas reales © = (x1,...,2,)
pero con la métrica

n

p(,y) =) lox — wil,

k=1

obtenemos otro espacio métrico (distinto al anterior) que denotaremos por
RY. Andlogamente se puede definir para el caso complejo.

Una generalizaciéon de los dos ejemplos anteriores es el siguiente:

Ejemplo 3.1.7 X = R", es decir, el espacio de las n-tuplas x = (x1, ..., x,)
con la métrica

n 1/p
p(r,y) = (Z |7k — ykl”> ,  p=>1
k=1
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Dicho espacio lo denotaremos por R}. Andlogamente se puede definir para
el caso complejo.

Ejemplo 3.1.8 R”. Es decir, X = R" espacio de las n-tuplas © = (1, xo, . . .,
x,,) pero con la métrica:

p(z,y) = kmaX Tk — Yi|.

.....

Ejemplo 3.1.9 Sea X = C(]a, b)), es decir, el espacio de las funciones con-
tinuas definidas sobre el segmento [a, b]. Definamos la funcion

p(f,g9) = xrg[agg] |f(z) — g(x)].

El par obtenido Cf?fb] es un espacio métrico.

Ejemplo 3.1.10 Sea nuevamente X = C(a, b)), es decir, el espacio de las
funciones continuas definidas sobre el segmento [a, b] y definamos la métri-

ca
1/p
( / |f(x \pd%’) .,  p>1L

El par obtenido C[I; p €5 Un espacio métrico. Como caso particular (de espe-
cial relevancia) tenemos el caso p = 2, i.e., X = C([a, b]) y p es la funcidén

o(f.9) \/ / 1£(2) — g()|2da.

Ejemplo 3.1.11 Sea X el espacio de todas las sucesiones numéricas reales
(o complejas) x = (x,), acotadas y definimos la métrica

P(%y) = sup |37k - yk’
keN

El espacio obtenido es un espacio métrico que denotaremos por (.
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Ejemplo 3.1.12 Sea ahora X el espacio de todas las sucesiones reales (o
complejas) x = (x,,), tales que >/, |z|? < +oo con la métrica

59 1/p
p(z,y) = (Z |2k — yk\p> , p>1
k=1

Dicho espacio lo denotaremos por (7.

Un caso particular de los espacios (F es cuando p = 2, i.e., el espacio
métrico (* usualmente asociado al nombre de Hilbert. O sea, (* = (X, p)
donde X es el espacio de todas las sucesiones x = (x1,xs,...,T,,...) tales
que > 72, |zk|* < 400 con la métrica

p(z,y) = Z |2k — yil*.
k=1

Ejemplo 3.1.13 Sea ahora X el espacio de todas las sucesiones reales x =

(21,22, ..., Ty, ...)y definamos la métrica por
p(x y)zii ’xj_yj| '
S 21+ -yl

Este espacio también es un espacio métrico.

Ejemplo 3.1.14 Sea el espacio métrico (X, p). Entonces si definimos sobre
X una nueva métrica o(x,y) = p(z,y)/(1 + p(z,y)), obtenemos un nuevo
espacio métrico (X, o).

A continuacién probaremos que los espacios considerados en los ejem-
plos anteriores son, en efecto, espacios métricos.

Ante todo notemos que en todos los casos es facil comprobar los axio-
mas 1y 2 de la definicion 3.1.1. Probemos la desigualdad triangular. Para
los ejemplos 3.1.2-3.1.4, 3.1.8, 3.1.9 y 3.1.11 las pruebas son sencillas y
se basan en la desigualdad triangular en R (o C) menos en el Ejemplo
3.1.2 donde es trivial. Nétese ademds que en todos estos casos la métrica
(funcion p) esta bien definida.
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Para estudiar los ejemplos (3.1.5)-(3.1.7), (3.1.10) y (3.1.12) necesi-
taremos la desigualdad de Minkowski para n nimeros, series o integrales.
Asi tenemos el siguiente:

Teorema 3.1.15 (Desigualdad de Minkowski) Sea los nimeros x; e y;, i =
1,2...,n, cualesquiera. Entonces, para todo p > 1 se tiene

(Zm +yi|p)p < (Zw)p + (Z\ym’) e
=1

=1 =1

donde la igualdad solo tiene lugar si x; = cy; para todoi = 1,2,...,n (es
decir, si x; y y; son proporcionales).

Demostracion: El primer paso consiste en probar que para todos u,v > 0
y 1 < p < 400 se tiene

(u+v)P = inf ) {t"PuP + (1 — )" PoPyu,0 > 0,0 <t <1}. (3.1.2)

(0,1

Para ello basta comprobar que el minimo absoluto de la funcién f: (0, 1) —
R, f(t) =t'"PuP+ (1 —t)* PvP conu,v >0y 1 < p < +oo (el caso p = 1 es
inmediato) se alcanza en ¢, = u/(u+v)y f(t.) = (v + v)?. Entonces, para
todos x; e y;, usando (3.1.2) tenemos
i +yil” < (il + lal)” = inf (Pl + (1= ) 7P[yl?)
te(0,1)
<l + (1= )yl

que, sumando en 7, nos conduce a

DolwrwlP <Y a1 =6yl
i=1 i=1 i=1

Llamando u? = )" | |z;?, v? = Y, |y;|” y tomando el infimoen ¢ € (0,1)
en la desigualdad anterior y usando nuevamente (3.1.2) se sigue que
p

n n % n %
D lzi+uil < <Z\l‘z’|p> + (ZM”) :
=1 =1 =1

de donde se obtiene el resultado! (3.1.1). [

!Esta prueba se debe a Heinz Konig (A simple proof of the Minkowski inequality. In:
Walter, W. (eds) General Inequalities 6. International Series of Numerical Mathematics, Vol.
103. Birkhé&user, Basel, 1992, pag. 469).
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Del teorema anterior se sigue que los espacios R} (o C}) del ejemplo
(3.1.7) son espacios métricos.

La desigualdad de Minkowski (3.1.1) se puede extender facilmente al
caso de las series infinitas (ver Problema 3.5), en el caso de que las mismas
converjan. Asi se tiene, en particular para las sucesiones numéricas (z;); e

(vi)i>» que

(Z e w-V’)p < (Z rasm)p + (Z |yi|p> L @1
=1 =1 =1

De lo anterior se sigue que los espacios ¢* del Ejemplo 3.1.12 son espacios
métricos.

Analogamente, para las funciones integrables correspondientes (i.e.,
donde estén definidas las integrales) se tienen, para todo p > 1, (ver
Problema 3.6) la desigualdad de Minkowski para integrales,

(/ f(x) +g(z \pdx) (/ f(x ‘pd;c>;+(/ab‘g(x),pdx>’l"(3.1.4)

Luego los espacios C[’; B del Ejemplo 3.1.10 son espacios métricos. Para
los ejemplos 3.1.13 y 3.1.14 usamos que la funcién real f : [0,00) — R,
f(z) = z/(1 + x), es siempre creciente. En el primer caso tenemos que,
para todo a,b € C, |a+b| < |a| + |b] = f(Jla+b]) < f(|a|] + |b]), luego

la+b _ _a[+b] _ |al N 0] < _ld 0]
L+la+b = 1+al+1b] 14 |a|+1]0] 1+]al+1[b] = 1+|a] 1410

de donde se sigue el resultado (ver Problema 3.17). En el segundo basta
usar que p(z,y) < p(,2) + p(z,y), luego f(p(x,y)) < f(p(z,2) + p(z,9)).

3.2. Algunas definiciones topoldgicas

Definicion 3.2.1 Sea X un espacio métrico, xo € Xy r > 0. Definiremos
la bola abierta B(xq, ) al conjunto

B(zg,7) = {z € X; p(x9,x) < 1},
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bola o esfera cerrada S(x,r) al conjunto

S(zo,r) = {z € X; p(x0, ) <7}

Las bolas abiertas B(zg, ) se suelen denominar e-vecindades (o entornos)
de z,. Es evidente que toda e-vecindad de z, contiene al propio x,. Se
suele decir que un entorno es pequefio si ¢ es pequefio.

Por ejemplo, sea X = R con la métrica habitual®. Entonces B(xq,r) =
(xog — 1,20+ 1)y S(x0,7) = [T0 — T, 20 + 7]

Definicidn 3.2.2 Un punto x, se denomina punto interior del conjunto
M C X, X espacio métrico, si existe un € > 0 tal que B(xy,e) C M.

Es decir, un punto z es un punto interior de M si existe un entorno de di-
cho punto contenido en M tal y como se muestra en la figura 3.2. Asi, por
ejemplo, 1 es un punto interior de (0, 2] con la métrica de R, sin embargo
2 no lo es.

Definicidn 3.2.3 Se dice que un punto x, € X (no necesariamente x, €
M c X), X espacio métrico, es un punto de la frontera de M si en cualquier
entorno de x( (tan pequefio como se quiera) hay al mismo tiempo elementos
de M y de su complementario X\ M (pudiendo ser, en ambos casos, el propio
x). El conjunto de todos los puntos frontera de M se denomina frontera de
M y se suele denotar por OM.

Por ejemplo, sea X =Ry M = (0, 1]. Todos los z € (0, 1) son interiores
y los puntos 0 y 1 constituyen la frontera.

Noétese que puesto que la definiciéon de punto frontera es simétrica
respecto al conjunto M C X y su complementario X\ M, luego ambos
tienen la misma frontera.

Definicidn 3.2.4 Se dice que el conjunto M C X, X espacio métrico, es
abierto en X si todos sus puntos son interiores. Un conjunto M C X es
cerrado en X si su complementario X\ M, es abierto.

Esta claro que un conjunto M C X es abierto en X si y solo si todos
sus puntos (elementos) se pueden encerrar en una bola abierta contenida

2En adelante, a no ser que se diga lo contrario, para R y los distintos subconjuntos de
R usaremos la métrica habitual, es decir, la del Ejemplo 3.1.3.
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completamente en M. Nétese también que, dado un entorno B(zg,¢) de
xo, y cualquiera sea y € B(xg, ) existe un entorno de y tal que B(y,d) C
B(x, ). Es decir, cualquier punto dentro de una bola abierta (entorno) es
el centro de un entorno contenido en dicha bola. Para probarlo notemos
que todos los puntos z del entorno B(z,¢) son tales que p(z,z) < e.
Sea la bola B(y,d) con 0 < § < € — p(xg,y). Entonces, para todo z €
B(y, ¢) tendremos que p(zo, 2) < p(xo,y) +p(y, 2) < p(zo,y)+6 < €. O sea
B(y,d) C B(zg,¢). De lo anterior se deduce que las bolas son conjuntos
abiertos.

Notese que la definicién de conjunto abierto es equivalente a decir que
todos los puntos = € E estdn contenidos en un subconjunto abierto F' C F
de F (si F' es abierto todos los puntos de F' son interiores, luego x es un
punto interior de F'y, por tanto, de F).

Por ejemplo, sea X = R. El conjunto (0, 1) es abierto, [0, 1] es cerrado y
[0, 1) no es ni abierto ni cerrado.

Proposicién 3.2.5 Un conjunto M C X, X espacio métrico, es abierto si y
solo si no contiene ningtin punto frontera.

Demostracion: Si M es abierto todos sus puntos son interiores, luego ca-
da punto x € M tiene un entorno de puntos que solo contiene puntos de
M por lo que no cualquier entorno de x tiene puntos de su complemen-
tario X\ M, luego ningun x puede ser un punto frontera. Por otro lado, si
M no tiene ningun punto frontera, entonces cualquier x € M no es un
punto frontera, luego tiene que haber al menos un entorno de = que solo
contenga puntos de M, luego x es un punto interior. Como z es cualquiera
M es abierto. |

Proposicién 3.2.6 Un conjunto M C X, X espacio métrico, es cerrado si
y solo si contiene todos sus puntos frontera.

Demostracidn: Si M es cerrado, su complementario X\ M es abierto, lue-
go por la Proposicién 3.2.5 X\ M no contiene ningun punto frontera (re-
cordemos que M y X\ M comparten la misma frontera), por tanto todos
los puntos frontera de M pertenecen a M. Por otro lado, si M contie-
ne a todos sus puntos frontera, entonces X\ M no contiene a ninguno Yy,
por tanto, la Proposicidn 3.2.5 nos dice que X\ M es abierto, luego M es
cerrado. |
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Nétese que la frontera OM de cualquier conjunto M es un cerrado (es
consecuencia de la Proposicién 3.2.6), luego su complementario X \ oM
es abierto.

La siguiente proposicién es de gran interés en la practica:

Proposicion 3.2.7 Sea ¥ el conjunto de todos los subconjuntos abiertos de
X, X espacio métrico. Entonces

1. 0ex Xey,

2. la unioén (finita o infinita) de subconjuntos abiertos de X es abierto:
Si Uy, k=1,2,... son abiertos, | J, Uy €

3. La interseccion de un nuimero finito de abiertos es abierto: Si Uy,
k=1,2,...,nson abiertos, (,_, Uy € %.

Demostracion: El apartado 1 es evidente pues () no contiene elementos
y X es todo el espacio. Para probar 2 notemos que cualquiera sea = €
U= U,U: € %, v € U, para cierto k. Pero entonces existe una bola
B(xz,e) C Uy pues Uy es abierto y, por tanto, para todo = € U, existe
una bola B(z,e) C U, de donde se sigue que U es abierto. Para probar
3 basta comprobar que es cierto para n = 2. Sean U; y U, dos abiertos.
Si U, (U, = 0 entonces es trivial (por 1). Asumamos U = U, (U, # 0.
Entonces para todo = € U existe una bola centrada en z tal que B(z,e;) C
U, y otra tal que B(z,e9) C U,. Pero entonces la bola B(z,¢) con radio
e = min(ey, e7) estd contenida en U. []

Las tres propiedades anteriores son de extrema importancia. Tal es asi
que ellas definen un tipo de espacios muy generales: los espacios topolo-
gicos. Asi, el par, dados un conjunto X y una coleccién ¥ de subconjuntos
de X, (X,3) se denomina espacio topoldgico si ¥ cumple con los axio-
mas (propiedades) 1, 2 y 3 de la proposicidon anterior. Al conjunto ¥ se
le denomina topologia de X. Asi pues, todo espacio métrico es un espacio
topoldgico.

Nota 3.2.8 La interseccion de infinitos conjuntos abiertos no tiene que ser
un abierto: (,—,(0,1+1/k) = (0,1]. La unién de infinitos conjuntos cerra-
dos no tiene que ser cerrada: | J,-,[0,1 —1/k] = [0, 1).

Antes de continuar vamos a describir cémo es la geometria de algu-
nos espacios métricos. Como ejemplo tomaremos X = R? y escogeremos
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— .2 2
VlopevEtE T = lal+ el
0 0 N
x
Yyl p=max{|z], |z2|} Yy B(0,1)
0 N 0
T

Figura 3.1: Entornos B(0, 1) segun las métricas de los ejemplos 3.1.5 (en-
cima a la izquierda) y 3.1.6 (encima a la derecha) y del Ejemplo 3.1.8
(debajo a la izquierda). Debajo a la derecha se muestran los tres entornos
en una Unica figura. Las distancias p corresponden a la distancia entre los
puntos z = (z1,22) Y zo = (0,0).

distintas métricas. En la figura 3.1 estdn representados las bolas B(0,1)
para las métricas de los ejemplos 3.1.5, 3.1.6 y 3.1.8, respectivamente, asi
como la comparacién de las correspondientes bolas.

Definicidon 3.2.9 Sea M C X, X espacio métrico. Diremos que = € X es un
punto de contacto (o adherente) de M si en cualquier bola B(z,¢), € > 0
hay al menos un elemento de M. Asi mismo, diremos que x es un punto
de acumulacion (o punto limite) de M si en cualquier bola B(x,¢), € > 0
hay al menos un elemento de M distinto de x, o equivalentemente, en cada
bola B(z,¢), ¢ > 0 hay infinitos elementos de M. Un punto x se denomina
aislado de M si existe una bola B(z,c), € > 0 que no contiene ningtin
elemento M excepto el propio .
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En la figura 3.2 se muestras esquematicamente un punto limite que
se encuentra en la frontera, un punto interior (que también es un punto
limite) y un punto aislado.

punto aislado y
punto frontera

punto interior y
punto limite

punto limite y
punto frontera

Figura 3.2: Esquema donde se muestra un punto interior, un punto limi-
te y un punto aislado del conjunto M. Los circulos rojos representan los
entornos (bolas) centrados en los diferentes.

Nétese que si © € M, entonces obviamente = es un punto de contacto
de M. En particular, todo punto interior de M es un punto de contacto.
Ademas, todo punto interior es obviamente un punto de acumulacién (ver
figura 3.2). Por otro lado, = es un punto de acumulacién de M si y solo
si es un punto de contacto de M \ {z}. De lo anterior se deduce que los
puntos de contacto de M o bien son puntos limites, o bien son aislados.
De hecho, si x € M y no es un punto de acumulacién, entonces es un
punto aislado.

Nétese ademds que un punto limite x de M no puede ser un punto
interior de X\ M (pues si lo fuese entonces algin entorno de = no con-
tendria puntos de M), luego todo punto limite x o es un punto interior
de M o es un punto frontera (ver figura 3.2). Obviamente todo conjunto
contiene sus puntos interiores y si es cerrado, como ya vimos en la Pro-
posicién 3.2.6, también contiene sus puntos frontera. Luego un conjunto
cerrado contiene todos sus puntos limites. De hecho se tiene el siguiente
resultado:
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Proposicion 3.2.10 Un conjunto M C X, X espacio métrico, es cerrado si
y solo si contiene a todos sus puntos limites.

Demostracion: Ya hemos visto que si M es cerrado, entonces contiene
todos sus puntos limites. Supongamos ahora que M contiene todos sus
puntos limites. Probemos que entonces M contiene todos sus puntos fron-
tera y, por tanto, es cerrado (ver Proposicidn 3.2.6). Para ello notemos que
si x es un punto de la frontera de M, entonces = o es un punto aislado,
en cuyo caso x € M, o bien es un punto limite. Probemos estd ultima
afirmacién. Sea x € OM, y supongamos que x no es un punto aislado,
entonces en cualquier entorno de x tiene que haber elementos de M que
no contengan a x (en caso contrario habria un entorno no contendria a
ningun elemento de M a excepcién de = y x seria aislado), lo que prueba
que z es un punto limite. Pero como M contiene todos sus puntos limites,
entonces contendrd todos sus puntos frontera que era lo que queriamos
demostrar. ]

Definicidon 3.2.11 Dado un subconjunto M C X, X espacio métrico, se
denomina clausura de M al conjunto M de los elementos de M y sus puntos
de contacto.

De la definicién anterior se sigue que M = M U{conjunto de sus puntos
limites} ({por qué?). De hecho muchos textos definen la clausura de M al
conjunto de de los elementos de M y sus puntos limites.

Por ejemplo, si X = Q, entonces Q = R pues todo = € R es un punto
limite de Q ({por qué?).

Proposicion 3.2.12 Un subconjunto M C X, X espacio métrico, es cerra-
do si y solo si M = M. Como M C M, entonces M es el menor conjunto
cerrado que contiene a M.

Demostracion: El resultado se sigue del hecho que M = MU{conjunto de
sus puntos limites} y la Proposicién 3.2.10. No obstante, por completitud,
daremos una prueba topolégica del mismo.

Sea M cerrado. Como M C M basta probar que M > M. Como M es
cerrado, entonces X\ M es abierto asi que para todo x € X\ M existe una
bola B(z,r) completamente contenida en X \ M, i.e., B(z,r) no contiene
puntos de M, luego x ¢ M (pues si # € M en cualquier bola B(x,r)




3.3. Aplicaciones en espacios métricos 79

tendria que haber al menos un x’ de M distinto de z lo cual contradice lo
anterior), es decir, v € X\ M, asi que X\ M C X\ M, i.e. M C M.

Asumamos ahora que M = M. Probaremos que X \ M es abierto. Sea
xr ¢ M, entonces x ¢ M. Entonces » € X\ M. Como x ¢ M entonces
x no es un punto adherente de M asi que debe existir al menos una bola
B(x,r) que no contiene a ningtin elemento de M, es decir, x € X\ M es un
punto interior del conjunto X \ M. Como x es arbitrario, X \ M es abierto
luego M es cerrado. ]

La siguiente propiedad de la clausura nos sera de utilidad mas adelan-
te.

Fjercicio 3.2.13 Prueba que dados A,B C X, AUB = AU B.

En efecto,
A BCAUB=ACAUByBCAUB = AUBCAUB.

Est4 claro que AUB C AUB, pero A U B es el menor cerrado que contiene

a AUB, luego cualquier cerrado que contenta a AU B tiene que contener a

AU B. Asi que el cerrado AU B tiene que contener a AU B, i.e., AUB C

AUB. n
Definicion 3.2.14 Un subconjunto M C X, X espacio métrico, es acotado
si su didmetro d(M) definido por d(M) = sup p(z,y) es finito.

z,yeM

Estd claro que si X = RR, los conjuntos (0,1) y [-2, 1) son acotados.

3.3. Aplicaciones en espacios métricos

Alo largo de lo que queda del capitulo asumiremos que X es un espacio
métrico.

Definicion 3.3.1 Por aplicacion (operador) o funcion entenderemos una
regla T que le hace corresponder a cada elemento del subconjunto D(T) C
X un unico elemento del espacio métrico Y. Ast, T : X — Y, y = Tz o
y = T(z), donde x € D(T) C X ey € Y. Al conjunto D(T) C X se le
denomina dominio de la aplicacion.
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Figura 3.3: T': X — Y (esquema de la derecha) es una aplicacién pero S
(a la izquierda) no lo es.

Definicidon 3.3.2 Sea = € D(T) cualquiera u sea y = Tx € Y. Diremos
que T'x es la imagen de x segtin T. Al conjunto de todas las imdgenes Tx le
denominaremos imagen (o rango) de T'y lo denotaremos por J(T).

Por ejemplo, el dominio de la aplicaciéon 7" de la figura 3.3 (derecha) es
el conjunto D(T") = {a, b, ¢, d} mientras que su imagen J(7") es el conjunto

{a, 8,0}

Definicion 3.3.3 La imagen inversa de y € Y es el conjunto de todas las
x € D(T) tales que Tx = y. La imagen inversa de un subconjunto M C Y
es el conjunto de todas las x € D(T) tales que T'x = y para todos y € M.

La imagen inversa de un elemento y € Y puede ser el conjunto vacio, un
Unico punto (elemento) de D(T") o un subconjunto M C D(T).

Por ejemplo, para la aplicacion 7' de la figura 3.3 (derecha) la imagen
imagen inversa de ¢ es el conjunto {c,d}, la de 5 es {a} y la de ~ es el
conjunto vacio ().

Definicién 3.3.4 Una aplicacién T': D(T) C X — Y se llama sobreyecti-
va si todo elemento y de Y es imagen de algiin elemento x del dominio, es
decir, T es tal que

VYyeY, dxeDT) talque Tr=y <+—= IT)=Y.

Definicion 3.3.5 Una aplicacion se llama inyectiva si todo elemento y de
la imagen de T es imagen a lo sumo de uno y solo un elemento x del
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dominio. Es decir, T : D(T) C X+ Y es tal que
\V/yl, Yo € j(T), tales que y; = Ty, = Yo = TZL’Q, = 1 = 9.

O, equivalentemente, si para todo 1,z € D(T) con x; # xs, se tiene
Tl’l 7é T[L‘Q.

Es decir, una aplicaciéon inyectiva es tal que diferentes puntos tienen
diferentes imagenes y, por tanto, la imagen inversa de cada y € J(T') es un
Unico elemento de D(T).

X X

Figura 3.4: La aplicacién U : X — Y es sobreyectiva (pero no es inyectiva)
y que la aplicaciéon V : X +— Y es inyectiva (pero no es sobreyectiva).

Definicion 3.3.6 Una aplicacion inyectiva y sobreyectiva se denomina bi-
yectiva.

Es decir, una aplicacién es sobreyectiva si, para todo y € Y, la ecuaciéon
Tx = y tiene al menos una solucién, e inyectiva si la ecuacidon anterior
tiene o bien una unica solucion, o bien no tiene solucién. Asi mismo, 7" es
biyectiva si para todo y € Y, la ecuacién 7'z = y tiene siempre una y solo
una solucién.

Si una aplicacién es inyectiva, podemos definir si inversa.

Definicién 3.3.7 Sea T : D(T) C X — Y una aplicacion inyectiva. De-
finiremos su aplicacion inversa T~ a la aplicacién T~ : J(T) C Y ~
D(T) C X tal que a cada elemento y € I(T') le hace corresponder un unico
r € D(T) tal que Tx =y, ie, v =T 1y.

Para ilustrar los conceptos anteriores mostraremos algunos ejemplos
con funciones reales.
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ae B — Y ae B_ 1 P Y
p— P
e ° f \‘ Ce ‘ 5 \‘
‘ .N:E/ ‘ 'N:;/

Figura 3.5: La aplicacién B : X — Y (izquierda) es biyectivay B~ : Y —
X (derecha) es su inversa.

Por ejemplo, la funcién f : R — R, f(z) = z? no es inyectiva pues
para f(x) = 4, por ejemplo, existen dos valores de = del domino tales que
f(z) = 4, ellos son x = —2 y x = 2. Esta funcién tampoco es sobreyectiva
pues para y = —1 no existe ningiin = del dominio tal que f(z) = —1
(f(z) = -1 <= 22 = -1).

Un ejemplo de funcién sobreyectiva es h : R — R, h(z) = 3. La
funcién f : [0,+00) — [0,+00), f(z) = 2? es inyectiva pues a cada y €
f(A) le corresponde una z € [0, 4+00) tal que f(x) = y. Dichaz esz = /3.
Por tanto la funcién f : [0, +00) — [0, +00) tiene inversa y dicha inversa
es [ [0,+00) € [0, +00), [\ (x) = V.

Definicion 3.3.8 (Composicion de aplicaciones) SeanT : D(T) C X —
IT) c Yy U : DU) C Y — J(U) C Z dos aplicaciones tales que
IJ(T) < D). Entonces definiremos la aplicacion U oT : X — Z Yy
la denominaremos aplicacion compuesta de U y T a la aplicacion que le
hace corresponder a cada * € D(T) C X un elemento z € 7 tal que
z2=UT)x:=UoT)x=U(Tx).

En general UTz # TUz, de hecho que exista U o T no implica que
exista T’ o U.

Por ejemplo, sea f : R — R, f(z) =2’y g: R — R, g(x) = z + 2. Es
evidente que la imagen de f estd contenida en el dominio de g, por tanto
podemos definir la funcién (g o f)(x) = g(f(x)):

(9o )lx) =g(f(x)) = g(a®) = 2* + 2.

Ademas, la imagen de g también estd contenida en el dominio de f, por
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X Y Z

Figura 3.6: Composicién de funciones ToU de T : X — J(T) C Yy
U:DU)CY+ Z,donde J(T') C D(U).

lo que podemos definir la funcién compuesta (f o g)(z) = f(g(x))

(fog)(z) = flg(x)) = flz +2) = (z+2)"

Notese que (f o g)(x) # (g o f)(x). De hecho que exista (f o g)(a:) no
implica que exista (g o f)(x). Por ejemplo, si f : [-1,1] — R, f(z) = y
g :[0,1] = R, g(x) = 2?2, entonces, por un lado, (f o g)(z) : [0,1] — R

(f o g)(z) = 22, pero por el otro, (g o f)(r) no existe.

Nota 3.3.9 De las definiciones 3.3.7 y 3.3.8 se sigue que si una aplicacion
T es invertible, entonces T o T~! = Iy y T-! o T = Ix, donde I es el
operador identidad [ : 7. +— 7, 1z = z para todo z € Z (Z = X o Y).

Definicién 3.3.10 La restriccién de una aplicacion T : D(T) C X — Y
a un subconjunto B C D(T) es la aplicacion T'|p : B — Y que se obtiene
de T al restringir el dominio de T al conjunto B C D(T), i.e., T|px = Tx
para todo x € B. Una extension de una aplicacion T : D(T) C X — Y
a un subconjunto C' tal que X D C' D D(T) es una aplicacion T tal que
T|@(T) =T, ie, Tr=Tx para todo x € D(T).

Definicion 3.3.11 Una aplicacion T : D(T) C X — Y es continua en
xo € D(T) si para todo € > 0, existe un 6 > 0 tal que para todo = € D(T')
con p(x,xy) < 0 es tal que® o(Tx,Txy) < €. Se dice que T' es continua en
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todo M C D(T) si T es continua en todo x € M.

2Aqui p denota la métrica de Xy o la de Y.

Notese que la definicidén anterior es equivalente a decir que para cual-
quier bola B(T'x¢,¢) de radio ¢ arbitrario, existe una bola de radio § > 0,
B(xy,6), tal que T'(B(x¢,0)) C B(Txg,¢).

Concluiremos este apartado con una caracterizacién topoldgica de las
funciones continuas que nos serd de utilidad més adelante.

Proposicion 3.3.12 Una aplicacién T : D(T) C X — Y es continua si y
solo si la imagen inversa de cualquier subconjunto abierto (cerrado) de Y
es un subconjunto abierto (cerrado) de X.

Demostracidon: Sea T' continua y sea S C Y un abierto. Sea S, la imagen
inversa de S. Si Sy = () la proposicién es trivial asi que asumiremos que
So # ). Sea zy € Sy cualquiera y sea yo = T'ro € S su imagen. Como S
es abierto existe una bola B(yy,e) C S. Pero T es continua asi que existe
una bola B(zy,0) tal que T'(B(z,0)) C B(o, ). Pero como B(yp,e) C S,
entonces necesariamente B(xzg,d) C Sy, luego zy € Sy es interior y en
virtud de que z es arbitrario, Sy es abierto.

Sea T una aplicacion tal que imagen inversa de cualquier subconjunto
abierto de Y es un subconjunto abierto de X. Sea 2, € D(T') cualquiera,
sea S = B(T'zy,¢) una bola abierta de radio ¢ arbitrario y sea S, la imagen
inversa de dicha bola S que, por hipodtesis, es un abierto. Como T'xy € S,
xo € Sp. Pero entonces, como T'(Sy) = S, y Sy es un abierto, existe una una
bola de radio § > 0, B(zy,0) C Sp, tal que T'(B(x9,0)) C B(Txg,e) C S, es
decir, T es continua en x,. Como z era arbitrario, entonces 7' es continua
en D(T). n

3.4. Espacios métricos separables

Como ya hemos comentado, un espacio métrico puede contener mu-
chos o pocos elementos. Es facil intuir que en un espacio con pocos elemen-
tos es en general mds sencillo para trabajar que en uno con muchos. Un
ejemplo de ello es R. Cuando trabajamos con nimeros reales estos pueden
ser racionales Q o irracionales I. En el primer caso es sencillo operar con
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ellos en la practica, pero en el segundo es formalmente imposible pues pa-
ra representar un irracional necesitamos un nimero infinito de decimales.
Sin embargo en los cursos de andlisis matemadtico elementales se prueba
que dado un irracional (en general un real) cualquiera siempre se puede
encontrar un racional que esté tan cerca como se quiera de dicho irracio-
nal. Esta propiedad se conoce como la densidad de Q en R. Pero aparte de
esta ventaja indudable de los racionales frente a los irracionales hay otra
mas: el conjunto Q de todos los racionales es numerable mientras que el
de los irracionales (y, por tanto, R) no lo es (ser la secciéon 1.5.1). En este
apartado trataremos estas cuestiones para un espacio métrico general.

Definicion 3.4.1 Sea M C Xun subconjunto de X. Se dice que M es denso
en X si su clausura coincide con X, i.e., M = X.

De la definicién anterior, y teniendo en cuenta que M = M U{conjunto
de sus puntos limites}, se sigue que si M es denso X entonces cualquiera
sea la bola B(z,¢) (por pequefio que sea ¢ > 0) siempre contiene puntos
de M. En otras palabras, si M es denso en X entonces siempre hay un
elemento m de M tan cerca como se quiera a cualquier z € X, i.e., para
todo ¢ > 0 existe un m € M tal que p(x,m) < e. Por el contrario, si para
todo x € X existe un elemento de M tan cerca como se quiera, entonces
o bien z € M (luego = € M), o bien z es punto limite de )M, en cuyo caso
r € M, luego X = M.

Por ejemplo, Q es denso en R pues, como ya hemos mencionado, para
todo = € R siempre existe un ¢ € Q tan cerca como se quiera de z, luego
Q=R.

Recordemos (ver el apartado 1.5.1) que un conjunto M cualquiera se
denomina numerable si se puede poner en correspondencia biunivoca con
N ={1,2,3,...}. Es decir, existe una correspondencia biunivoca entre los

elementos de M y los numeros naturales. Por ejemplo, Q es numerable,
pero R no lo es.

Definicion 3.4.2 Un espacio métrico X es separable si contiene un subes-
pacio numerable M C X denso en X.

Asi pues, R es separable pues Q es numerable y denso en R.

Ejercicio 3.4.3 Prueba que C es separable.
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Basta usar la separabilidad de R y tener en cuenta la Nota 1.1.6 de la
pagina 3. |

Ejemplo 3.4.4 Estudia la separabilidad del espacio métrico trivial del Ejem-
plo 3.1.2.

Es evidente que por la naturaleza de la métrica del espacio del ejem-
plo 3.1.2 este espacio no puede ser separable pues no en cualquier en-
torno de = € X hay puntos de M (basta escoger ¢ = 1/2, por ejemplo),
a no ser que M sea el propio X. En otras palabras, el inico posible sub-
conjunto denso de X es el propio X, asi que X es separable si y solo si X
es numerable. [

Ejemplo 3.4.5 Prueba que (>, el espacio del Ejemplo 3.1.12 con p = 2, es
separable.

Sea Q C (? el espacio de todas las sucesiones del tipo y = (q1, g,
.yqn,0,0,...), para todo n € N, donde para todo k, ¢, es racional.
Obviamente () es un subespacio numerable de ¢? ({por qué?)?. Probemos
que @ es denso en (2. Sea (z,), € (* una sucesién cualquiera de ¢°.
Entonces para todo ¢ > 0 existe (¢por qué?) un N € N tal que el resto r,,
de la serie Y7 | |zx|? satisface que

00 2

k=n+1

Como Q es denso en R, entonces para todo x; existe un racional ¢, tan
cerca como se quiera, luego existe una sucesién ¢ € @ tal que ({por

qué?)
Z 2k — qu]® < =
k=1 2

Entonces, para todo x € ¢* podemos encontrar un ¢ € @ tal que

& 2
5
)2:Z|$k—%|2 Z |$k— I, | <—+§= ;
k=1

k=n+1
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i.e., para todo x € (?, existe un ¢ € Q tal que p(z,q) < ¢, luego Q es
denso en /2. n

?Ver Ejemplo 1.5.5.

Ejemplo 3.4.6 Prueba que (> (ver Ejemplo 3.1.11) no es separable.

Sea y = (y1,Y2,¥s,...) una sucesion de ceros y unos. Obviamente
y € (. Si a cada y le asociamos un nimero real que en base dos tenga
la forma r = y;/2 + yo/2* + -+ + y,/2" + - - -, entonces acabamos de
establecer una relacién biunivoca entre los nimeros reales del intervalo
[0,1] y el conjunto de Y de todas las sucesiones de ceros y unos. Como
[0,1] no es numerable, Y tampoco lo es. Dadas dos sucesiones y e ¢/
cualesquiera de Y, se tiene que p(y,y') = 1siy # v v p(y,y') = 0 si
y =y (épor qué?). Sean y # y' los centros de sendas bolas de radio
1/3 cada una. Obviamente dichas bolas no tienen puntos en comun. Asi
pues, el conjunto de todas las bolas con centro en algin y € Y y radio
1/3 no tiene puntos en comun. Sea M cualquier conjunto denso en (.
Entonces, en cada una de las bolas anteriores debe haber al menos un
elemento de M, luego M no es numerable (el conjunto de las bolas no
lo es) y como M era arbitrario, entonces ¢> no tiene ningun conjunto
numerable denso, asi que ¢ no es separable. ]

Ejercicio 3.4.7 Sea X un espacio métrico separable y sea M C X. Prueba
que M también es separable.

Como X es separable existe una sucesion (z,), € X densa en X. Para
cada n,m € N elegimos x € M tal que p(z,z,) < 1/m (si existe, si no, no
elegimos ninguno). Denotemos a estos elementos x,, ,, i.€., P(Tpm, Tn) <
1/m. Estd claro que el conjunto de todos los z,,,, es numerable. Sea un
y € M yun ¢ > 0 cualquiera. Elijamos m € N tal que 1/m < ¢/2. Como
(xn)n es denso en X, entonces existe unn € N tal que p(y, z,) < 1/m < £/2
(ndtese que de lo anterior se sigue que el conjunto de los z,, ,, s no vacio).
Ahora

1 1 2
—+—==<c

< <
M%%mﬁ_ﬂ@ww+p@m%mﬂ_nl —=—

Entonces, para todo y € M existe un elemento z, ,, de un subconjunto
numerable de M que estd tan cerca como se quiera de él, luego M es
separable. [ ]
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Antes de discutir el concepto de convergencia en espacios métricos
conviene hablar de otro tipo muy especial de conjuntos: los conjuntos raros
o densos en ninguna parte.

En la Definicién 3.4.1 vimos que un subconjunto M C X es denso (en
todas partes) en X si su clausura M = X. Esto implica que si M no es denso
en X, entonces M # X, por lo que M dejard sin rellenar algtin entorno® de
X. Sin embargo hay otros conjuntos que también es conveniente conocer.
Asi tenemos la siguiente:

Definicion 3.4.8 Un conjunto M C X es raro o denso en ninguna parte
si su clausura M no contiene ningun entorno, i.e., el interior de M es el
conjunto vacio .

En otras palabras, un conjunto M es raro si su clausura M no contiene
puntos interiores. Ello implica que cualquier entorno de X contiene una
bola que es disjunta a M. A diferencia de los conjuntos no densos en
general, los no raros son tales que su clausura tiene que rellenar algtiin
entorno de X pero no necesariamente todo el espacio.

Un conjunto cerrado M que no contiene ningun entorno es raro. Como
M es cerrado, M = M. Si M no fuese raro, entonces M contendria un
entorno, pero como M = M, M contendria un entorno lo que es una
contradiccion.

Proposicion 3.4.9 Sea M un abierto. Entonces M \ M es raro.

Demostracion: Como M es abierto, entonces no contiene sus puntos fron-
tera (ver Proposicién 3.2.5), luego todos los elementos de la frontera estan
en el cerrado M (ver Proposicién 3.2.6) y, por tanto, M \ M = M. Pero
la frontera OM de M es un cerrado que no tiene ningun entorno, luego
por lo anterior M \ M es raro. |

Ademas, se tiene la siguiente caracterizacion:
Proposiciéon 3.4.10 Un conjunto M C X es raro siy solo si X\ M es denso

enX, ie, X\ M =X

Demostracién: (=) Supongamos que M es raro pero X \ M # X. Enton-
ces existen z € X tales que ni pertenecen a X \ M ni son puntos limites

3Recuérdese que un entorno de un punto = € X es una bola centrada en z.
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de X'\ M ({por qué?), i.e., hay elementos = € X tales que existe una bola
(entorno) U = B(x,§) que no contiene elementos de X \ M y, por tanto,
dicho entorno esté contenido en M lo cual es una contradiccién. (<) Su-
pongamos ahora que X \ M = X pero que M no es raro. Entonces existe
un entorno (bola) U = B(x,6) C M, luego U (X \ M = (). Pero entonces
existen x € X para los cuales existe un entorno que no contiene elementos
de X\ M, es decir, existen x € X que no son puntos limites de X\ M, luego

X\ M # X, lo que es una contradiccion. |

Definicidon 3.4.11 Un conjunto formado por la union numerable de con-
juntos raros se denomina de primera categoria o magro. Si un conjunto no
es de primera categoria, entonces se dice que es de segunda categoria.

Por ejemplo, si X = R, cualquier conjunto finito de puntos es raro
(pues son cerrados que no contienen entornos) y, por tanto, de primera
categoria. El conjunto de los nimeros racionales Q es de primera cate-
goria (es uniéon numerable de conjuntos raros: U, = {q.}, ¢, € Q). Es
conveniente aclarar que un conjunto o bien es de primera categoria o bien
es de segunda. Eso implica que si C' = AU By A es de primera categoria
y C de segunda, entonces B tiene que ser de segunda pues claramente
la unién de dos conjuntos de primera categoria es de primera categoria.
Una cuestién que no suele ser trivial es saber cuando un conjunto es de
segunda categoria. Por ejemplo, ¢es R de segunda categoria? ¢y el conjun-
to (—1,2]? A esta cuestion regresaremos al final de este capitulo cuando
probemos el Teorema de Baire 3.6.1.

Probemos ahora que el conjunto vacio ) es denso en ninguna parte (la
palabra raro le viene muy bien), por tanto es de primera categoria. Para
ello usamos que ) = () (P es cerrado) por lo que X\ ) = X\ § = X, es

decir, X\ ) = X, luego por la Proposicién 3.4.10, se sigue que () es raro.
Este resultado tiene una gran importancia pues de él se deduce que si
un conjunto es de segunda categoria, entonces tiene que tener elementos,
asi que si probamos que un conjunto es de segunda categoria entonces
sabemos que dicho conjunto contiene elementos luego no puede ser el
conjunto vacio ().

Aunque no es nuestro objetivo tratar demasiado este tipo de cuestiones
topoldgicas conviene mostrar un ejemplo de lo sutil que puede llegar a ser
el concepto de conjuntos de primera y segunda categorias. Como mencio-
namos antes, un conjunto numerable de puntos de R (por ejemplo, los
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numeros naturales) es de primera categoria. El siguiente ejemplo muestra
que no siempre es asi.

Ejemplo 3.4.12 Que un conjunto sea de primera o de segunda categoria
puede depender del propio espacio métrico.

Ante todo, recordemos que en R, con la métrica habitual, cualquier
conjunto numerable de puntos, en particular N, es de primera categoria.
Consideremos ahora el conjunto Q2 = {1,2,3,...} de los numeros natura-
les y elijamos en €2 la métrica habitual de R de forma que €) sea un espacio
métrico. Es sencillo comprobar que los entornos (bolas) en §) de radio me-
nor que 1 estdn constituidos por puntos tinicos. Sea M C 2 un subconjunto
cualquiera no vacio de ). Estd claro que M no tiene puntos limites ({por
qué?), luego M = M. Andlogamente se tiene que X \ M = X\ M. Luego,
X\ M =X\ M =X\ M #X,y, por tanto, usando la Proposicién 3.4.10
se concluye que ningtin M no vacio es raro. Es decir, el tinico subconjunto de
(2 que es denso en ninguna parte es el conjunto vacio y, por tanto, cualquier
subconjunto no vacio de () es necesariamente de segunda categoria. ]

3.5. Convergencia en espacios métricos

En esta seccion estudiaremos el concepto de convergencia en espacios
métricos y alguna de sus consecuencias.

Definicién 3.5.1 Dada una sucesion (z,,),, de elementos de X, diremos que
() es acotada si existe un subconjunto M C X acotado tal que =, € M
para todo n € N.

Lo anterior es equivalente a que exista un € X y un nimero K > 0
tal que p(z,x,) < K para todon € N.

Definicién 3.5.2 Una sucesion (z,,), de elementos de X es convergente, y
lo denotaremos por lim,,_,., x, = x, si existe un x € X tal que para todo
e > 0 existe un N € N tal que para todo n > N, p(z,x,) < €. En caso
contrario diremos que (x,,),, es divergente.

Nétese que en la propia definicién de limite esta explicito que el limite
ha de ser un elemento de X. Por ejemplo, sea X el intervalo abierto (0, 1)
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con la métrica habitual de R. La sucesién x,, = 1/(n + 1) no tiene limite
en X ya que claramente 1/(n + 1) =3 0 pero 0 ¢ (0, 1).

Una consecuencia de la propia definicion es que, si existe el limite, este
es unico (ver Problema 3.10).

Ejercicio 3.5.3 Da una interpretacion geométrica (topoldgica) del con-
cepto de limite en un espacio métrico cualquiera.

Gracias al concepto de convergencia podemos dar una caracterizacion
analitica muy elegante de los conjuntos cerrados.

Proposicion 3.5.4 Sea M un subespacio no vacio de un espacio métrico
X, y sea M su clausura. Entonces

a) x € M siy solo si existe una sucesién (z,,),, de elementos de M tal
que lim,, ., z, = .

b) M es cerrado si y solo si lim,, ., z, = x implica que z € M.

Demostracion: Probemos a). Si x € M, tomamos la sucesién z,, = z. Si
x &€ M, entonces es un punto de acumulacién de M y es fdcil construir la
sucesion x,, (¢por qué?). Por otro lado, si (x,), € M es tal que z,, — =
entonces, o bien € M o bien en todo entorno de x hay un z,, # z, i.e., x
es un punto de acumulacidn, luego = € M. La propiedad b) se deduce de
a) teniendo en cuenta que un conjunto es cerrado siy solo si M = M (ver
Proposicién 3.2.12). [

Definicion 3.5.5 Un espacio métrico X se denomina (secuencialmente)
compacto si cualquier sucesion (x,), de elementos de X tiene una subsu-
cesion convergente.

Entenderemos que M C X es compacto si M es compacto como subcon-
junto de X, i.e., cualquier sucesién (z,), de elementos de M tiene una
subsucesién convergente en M.

Ejercicio 3.5.6 Prueba que el espacio métrico discreto del Ejemplo 3.1.2
constituido por infinitos puntos no es compacto. (Ayuda: Basta escoger
una sucesion de elementos distintos.)
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Lema 3.5.7 Si M C X es compacto, entonces M es cerrado y acotado.

Demostracion: Sea M compacto y sea # € M cualquiera. Como » € M
entonces existe una sucesion (z,), en M tal que z, % ¢ e X. Como
M es compacto, entonces z € M ({por qué?), luego M = M por lo que
M es cerrado. Supongamos que M es compacto y no acotado. Entonces
existe al menos una sucesién (x,,), de elementos de M tal que, fijado un
b € M arbitrario, se tiene que p(z,,b) > n (¢{por qué?). Dicha sucesién ob-
viamente no puede tener ninguna subsucesion convergente (pues en caso
que la tuviera ésta seria acotada), por tanto, M no puede ser compacto. m

El reciproco del resultado anterior es falso. Por ejemplo, consideremos
el espacio (2 (ver Ejemplo 3.1.12) y sea M el conjunto formado por las
sucesiones e, = 0;, k = 1,2,..., i.e., las sucesiones e, cuyos términos
son todos cero excepto el k-ésimo que vale 1. Estd claro que para todo
k € N, p(0,ex) = 1, luego M es acotado. Ademads todos los puntos de
M son aislados ({por qué?), por tanto M es cerrado. Ahora bien, como
M solo tiene puntos aislados, M no tiene ningin punto de acumulacién
por lo tanto ninguna sucesion que escojamos de elementos distintos de M
contiene una subsucesién convergente.

Recordemos que una aplicaciéon 7' : D(T) C X — Y es continua —ver
la Definicién 3.3.11-en zy, € D(T) si para todo € > 0, existe un ¢ > 0 tal
que para todo z € D(T) con p(z,x¢) < ¢ es tal que o(Tx,Txy) < e.T es
continua en M C D(T) si es continua en todo = € M.

Ejercicio 3.5.8 Prueba que la Definicion 3.3.11 de continuidad en un pun-
to es equivalente a la siguiente definicion por sucesiones: ' es continua en
n—oo

. . ./ n—r00 .
Xo SL para cualquler sucesion (Qin>n con xr, — X, Se tiene que Tz, —
T.Io.

En efecto, supongamos 7' es continua segtn la Definicién 3.3.11 pe-
ro no lo es segin la segunda. Entonces, ha de existir una sucesién (z,,),

n—0o0

tal que =, — z, pero Tz, —/~ Tx, es decir, dada dicha sucesién z,,
existe un ¢ > 0 tal que cualquiera sea N € N, existe un n > N tal que

. n—00 .
o(Tx,,Tzy) > e. Ahora bien, como z,, — =z, entonces cualquiera sea
d > 0 existe un N € N tal que para todon > N, p(z,,z¢) < 0. Uniendo las
dos condiciones anteriores deducimos que

de >0, V6>0, Jx=uz,, plr,,z)<d = o(Tz,,Try) > e,
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lo cual contradice nuestra hipétesis.*

Supongamos ahora que 7" es continua segun la definicién por sucesio-
nes pero no lo es segun la Definicién 3.3.11. Entonces existe un ¢ > 0 tal
que cualquiera sea § > 0 ha de existir un x tal que p(x, zy) < 6 que cumple
con o(Tx,Tx) > €. Escojamos ¢ = 1/n. Entonces, para cada n € N existe
un z,, tal que p(z,, z9) < 1/n, o sea, x, — z, pero o(T'z,, Txy) > . Luego
Tx, # Txg, lo cual es una contradiccién. [ ]

Teorema 3.5.9 Sea 7' : D(T') C X — Y continua en el compacto M C
D(T). Entonces la imagen de M, T (M) también es un conjunto compacto.
O sea, las aplicaciones continuas transforman compactos en compactos.

Demostracidon: Sea una sucesion (y,), € T(M) C Y cualquiera. Probe-
mos que existe una subsucesion (y,, ), convergente en Y. Para ello no-
temos que como para todo n € N, y, € T(M) C Y, entonces existe x,
tal que T'x,, = y,. Como M es compacto, entonces existe una subsuce-
sién (z,, ), convergente en M, pero entonces, por la continuidad de 7,
Tx,, =Y, — Tax € T(M) cuando k — oco. Luego toda sucesioén de 7'(M)
tiene una subsucesién convergente y, por tanto, 7'()) es compacto. n

Corolario 3.5.10 Sea una aplicacion continua T : M C X — R de un
compacto M en los reales. Entonces I' alcanza su mdximo y su minimo
absolutos.

Este corolario es una generalizacién del Teorema de Weierstrass para las
funciones continuas.

Demostracion: Del teorema anterior se sigue que 7'(M) C R es compac-
to. Entonces, por el Lema 3.5.7, T(M) es cerrado y acotado y, por tanto,
inf(T(M)) y sup(T(M)) estan contenidos en T'(M), i.e., existen z; y x de
M tales que T'(z1) = inf(T'(M)) y T(z2) = sup(T(M)), de donde se sigue
el resultado. |

3.5.1. Espacios métricos completos

#Veamos una prueba directa de esta implicacién. Sea ¢ > 0, cualquiera. Como que
T es continua en x, existe § > 0 tal que si p(z,z9) < ¢ entonces, o(Tx,Txy) < e.
Sea (x, ), cualquiera tal que z,, — (. Entonces para todo § > 0 existe N € N tal que
para todo n > N, p(z,,z) < J, pero entonces, por la continuidad de T' se tiene que
o(Tx,,Txo) < €, de donde se sigue el resultado.
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Definicion 3.5.11 Una sucesion (z,,), de elementos de X se denomina de
Cauchy o fundamental si existe para todo ¢ > 0 existe un N € N tal que
para todon > N ytodop € N, p(x,, Tpip) < €.

En R toda sucesion es convergente si y solo si es de Cauchy. Esta pro-
piedad fundamental de R no es cierta para cualquier espacio métrico X.
Por ejemplo, si escogemos nuevamente X como el intervalo abierto (0, 1)
con la métrica habitual de R, la sucesion z,, = 1/(n+1), que es de Cauchy
(épor qué?) no tiene limite en X.

Definicion 3.5.12 Un espacio métrico X se denomina completo si y solo si
toda sucesion de Cauchy de elementos de X converge (a un elemento de X).

Por ejemplo, el espacio X = R con la métrica usual de R, es completo.
También lo es X = C con la métrica usual de C. Sin embargo Q, el con-
junto de los nameros racionales, es incompleto ({por qué?), y el conjunto
X = (0,1) de antes también lo es.

Proposicion 3.5.13 Sea (x,), una sucesion convergente de elementos de
un espacio métrico X. Entonces (z,),, es de Cauchy.

Demostracion: Como lim,,_,., x, = z, entonces, para todo ¢ > ( existe un
N € N tal que para todon > N, p(x,z,) < /2. Luego, para todo p

P(Tn, Tpyy) < p(Tn, ) + p(x, Tpgp) < €/2+¢/2=¢
con tal que n > N, i.e., (x,), es de Cauchy. |

Teorema 3.5.14 Un subespacio M de un espacio métrico completo X es
completo siy solo si es cerrado en X.

Demostracion: Sea M completo. Probaremos que M = M. Sea z € M
cualquiera, entonces existe una sucesion (ver Proposicién 3.5.4) de ele-
mentos de M que converge a x. Entonces (z,), es de Cauchy (pues es
convergente) pero M es completo, luego « € M, i.e., M = M.

Sea M cerrado (i.e., M = M) y (x,), una sucesién de Cauchy en M.
Entonces lim,, ,, x,, = x con x € X (X es completo). Pero entonces = € X
es un punto de acumulacién de M, i.e., x € M y como M es cerrado
x € M, i.e., toda sucesiéon de Cauchy en M tiene limite en M, i.e., M es
completo. ]
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Nota 3.5.15 Nétese que en la prueba de la primera parte no se usa la
completitud de X. Es decir, se tiene que si un subespacio M C X es completo,
entonces es cerrado en X.

Ejemplo 3.5.16 El espacio métrico ¢* del Ejemplo 3.1.12 (p = 2) es com-
pleto.

Sea 2™ := (2" a{ ... 2 .. ) el n-ésimo término de una suce-
sién (z(™),, de Cauchy de (2, i.e., 3°°, |2\"|2 < +o0. Entonces, para
todo e > 0

Z |xk n+p > < &2, Vp € N,

con tal que n sea lo suficientemente grande. Pero entonces, como todos
los sumandos son positivos, podemos asegurar que, para todo k£ € N,

z{™ — 2P| <, Vp € N,

y n suficientemente grande. Es decir, cada una de las sucesiones reales
(o complejas) (x,(g”))n, k =1,2,3,..., es de Cauchy. Pero R (o C) es un
espacio completo por lo que existe lim,, x,(cn) = x;, para cada k. Sea
x = (11,75,...,7,...). Probemos que = € (? y que 2™ converge a x en
la métrica de ¢2. Como (2™),,, de Cauchy, entonces para todo p sin es lo

suficientemente grande las sumas parciales satisfacen que
Z 1z — M2 o2 YN eN.

Como x,i") converge a xj, para cada k, tomando el limite cuando p — oo

tenemos que, para todo N,

N 0o
Z |x,(€") —* < = Z |x,(€n) — > < €?
k=1 k=1

o, equivalentemente, si n es suficientemente grande, p(z\"™, z) < . Lue-
go hemos probado que ™ converge a x en la métrica de ¢2. Finalmente,
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usando la desigualdad (0 = (0,0,0,...))
p(x,0) < p(z,z™) + p(z™,0),

y usando que ™ es de (2, se tiene que p(x,0) estd acotada, por lo que
x € (2. Al ser (" una sucesién fundamental arbitraria, se sigue que /2
es completo. [

De forma andloga se puede probar que /7, p > 1 es completo.

Ejemplo 3.5.17 El espacio C[me] del Ejemplo 3.1.10 no es completo.

Vamos a probar que existen sucesiones fundamentales de funciones
continuas cuyo limite no puede ser, en la métrica de O[i,b}, una funcién
continua. Por sencillez tomaremos [a,b] = [—1, 1], y construyamos la su-
cesién de funciones (f,), en [—1, 1] definida por ¢

-1, -1<z< -3,

3=

folx) =< nx, -— SZUS%

Para cada x € [—1, 1], f,, converge puntualmente a f definida por

-1, -1<z<0,

lim f,(z) = f(x) = 0, x =0,
e 1, O0<az<l.

Por otro lado, como para todo = € [—1,1], | f.(z) — fnsp(x)| < 1, tenemos
que |fn(z) = fuip(@)* < |fulx) = fuip(x)|. Vamos a estimar la distancia
entre dos funciones f,, y f,1,. El 4rea entre las funciones f, y f,., estd
representada en la grafica de la derecha de la figura 3.7. De dicha grafica
se deduce que dicha drea estd acotada por la de los cuadrados con vér-
tices (0,0), (0,1), (1/n,1), (1/n,0) y (0,0), (0,—1), (=1/n,—1), (=1/n,0)
que, junto con la desigualdad anterior, implica que

1 1 9
/;1 ’fn(x) - fn+p(x)‘2dx < /_1 ‘fn(m) - fn+p(l')’dl' < E =
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! 2 noseo
p(fnafn+p) = /_1 ‘fn(x) - fn+P<x)’2d‘x < \/; — 07 vp € N,

es decir, (f,,), es una sucesion fundamental. Ademds, se tiene que

plfas £) = \/ [ @) - s <20

Por otro lado, dada una funcién continua cualquiera g € Cﬁl’b} se cumple
la desigualdad ®

p(f,9) < p(g, fu) + p(fn, £)- (3.5.1)

Probemos que p(f,g) # 0. Como g es continua en [—1, 1] entonces

g — [ es continua en / = [—1,0) U (0,1] (pues f lo es I) y no puede
ser idénticamente nula en 7 pues si lo fuese entonces lim, .o g(z) = —1

y lim, 0+ g(x) = 1 lo cual es una contradiccién (g es continua en 0).
Entonces tiene que existir un entorno U C [ tal que |f(z) — g(z)| > 0,
y en dicho entorno [, |f(z) — g(x)|dz # 0, pues |f(z) — g(z)| es una
funcién continua positiva de donde se sigue que existe un d > 0 tal que
p(f,g) = d>0.

Por otro lado, dado que p(f,, f) se puede hacer tan pequefio como
se quiera, entonces de la desigualdad (3.5.1) se deduce que p(f,,g) >

p(f,g) > d > 0 por lo que no existe ninguna funcién g € C[fl’b] que sea
limite de (f,,), en la métrica de C[me]. Luego C[zmb] no es completo. ]

2Un ejemplo andlogo es el de la sucesién de funciones f, : R — R, f,(z) =
arctan nx. Otro mds sencillo es definir h,(x) = 0 para z € [—1,0] ¥y hn(z) = fu(x)
paraz € (1/n,1].

bAunque f ¢ C[2a,b}’ la desigualdad es cierta como consecuencia de la desigualdad
de Minkowski para integrales (3.1.4).

Ejemplo 3.5.18 Probar que el espacio métrico Cf;‘jb} del Ejemplo 3.1.9 es
completo.

Sea el espacio de las funciones continuas C([a,b]) con la métrica
p(f,9) = maxseap | f(x)—g(x)| y sea (f,(x)), una sucesion de cualquiera
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Figura 3.7: La funcién f, : [-1,1] — [—1, 1], del Ejemplo 3.5.17 (izquier-
da) y el drea entre las funciones f,, y f,+, (derecha).

de Cauchy en dicho espacio. Entonces

Ve >0, INeN|Vn>N,VpeN, mix |f,(z)— forp(z)] <e/2,

z€[a,b]

Luego por el Corolario 1.4.11 f,, es uniformemente convergente. Como
fn = [ en [a,b], entonces, por el Teorema 1.4.22, f € C([a,b]). Asi,
tomando el limite p — oo en la expresion anterior tenemos

Ve >0, INeN|Vn>N, p(fn,f)=méx |f.(z)— f(x)| <e,

z€[a,b]

es decir, toda sucesion fundamental es convergente en C’ ¥, por tanto,
Chry €s completo. n

Definicién 3.5.19 La sucesion de esferas (bolas cerradas) (S,(xn,77))n,
Sp(zp, ) C X, tales que para todo n € N

S1(21,71) D S2(w2,72) D - -+ D SnlTny Tn) D Sny1(Tnt1, Tng1) D -+,

se denomina sucesion de esferas (cerradas) encajadas.

Teorema 3.5.20 (De las esferas encajadas) Sea X un espacio métrico.

Entonces, X es completo si y solo si, cualquier sucesion de esferas encajadas
. . — . . .7 7 .

cuyos radios tiendan a cero (r, — 0) tiene interseccién no vacia, i.e.,

nzozl Sn(l‘na Tn) 7é @
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Demostracion: Sea X completo y sea S, (x,,r,), n = 1,2,3,..., una su-
cesién de esferas encajadas con r, "= 0. Entonces la sucesién (z,,), de
los centros de las esferas son una sucesion de Cauchy ({por qué?). Co-
mo X es completo, entonces existe lim, ,, x, = x € X. Probemos que
z € (), Sn(zy,1,). Como las esferas son encajadas, entonces cualquiera
sean € N, la esfera S, contiene los elementos z,,, T, 11, Tni2, ..., asi que
x es un punto limite de S,,, para todo n, pero como S,, es cerrada x € S,
para todo n, luego = € (02, Sn(zp, 7).

Probemos ahora la implicacién contraria. Sea (z,), una sucesion fun-
damental arbitraria de X i.e.,

Ve >0, ANeN, |Vn>m >N, p(z, x,) <Ec. ™

Sea ¢ = 1/2. Como (z,), es de Cauchy, existe n; € N tal que para todo
n > ny, p(x,, Ty,) < 1/2 (tomamos N = n; — 1 en (*)). Sea la esfera
Sy = S(x,,,1). Esté claro que z,, € S; para todos los n > n;.

Sea ahora ¢ = 1/22. Entonces existe n, > n; € N tal que para todo n >
N, P(Tn, Tn,) < 1/22. Ademds, como ny > nq, tenemos que p(r,,, Ty, ) <
1/2. Sea la esfera S, := S(x,,,1/2). Estd claro que, por un lado z,,, € S; y
que x,, € S, para todos los n > n,. Y asi sucesivamente. Esta construccion
esta representada en la figura 3.8.

De esta forma construimos una sucesién de esferas S := S(x,,, 1/2%1)
(representadas por los circulos rojos centrados en z,, de la figura 3.8)
cuyos centros son los elementos de la subsucesién (z,,); de (z,), que
cumplen que p(z,,,,,zn,) < 1/2*. Notese que los centros z,,, con m > k
siempre estdn en el interior de las bolas abiertas B(z,,,1/2*) (representa-
das por los circulos azules con lineas discontinuas centrados en z,, de la
figura 3.8). Probemos que Sy, C Si. Para ello probaremos que para cual-
quiera sea x € Si,1, se tiene que = € Sy. En efecto, si € Si, 1, entonces
p(x, &n,,,) < 1/2%, luego la distancia entre z y x,,, cumple con

1 1 1
p(xaxnk) < p(x7$nk+1) + p<xnk+17xnk) < @ + % = F = T € S,
i.e., Skr1 C Sk Y, por tanto, la sucesion (Si), es una sucesién de esferas
encajadas cuyos radios, por construccion, son tales que r, = 1/2¥1 — 0.
Pero como, por hipdtesis, cualquier sucesidon de esferas encajadas cuyos
radios tiendan a cero tiene intersecciéon no vacia, entonces existe x €
N, Sk, ¥ obviamente limy_,o x,, = = ({por qué?). Pero (z,), es una
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Sk

-
e Sa

Figura 3.8: Esquema de la construccidn de la sucesidn de esferas encajadas
S = S(a:nk, 1/2k_1)

sucesién fundamental y hemos probado que tiene una subsucesién con-
vergente, luego la propia sucesion converge a x (ver el apartado 2 del
Problema 3.13). Como (z,), era arbitraria, X es completo. n

Ejercicio 3.5.21 Prueba que si X es completo, entonces (., Sn(Zn,7n),
con r,, — 0, contiene un tnico punto. (Ayuda: Usa el teorema anterior y
reduccion al absurdo).

Basta notar que, si para todo n € N, los elementos x # y pertenecen
a todas las esferas S,,, entonces p(x,y) < 2r, — 0, lo que implica que
T =1y. |

Apliquemos el teorema anterior al espacio métrico R. Como sabemos
R es completo, luego toda sucesion de esferas encajadas, en este caso los
intervalos cerrados [z,, — 7y, T, + 15, tales que r, "% 0 tienen al menos
un punto en comun (|, [, — ryn, T, + ] # 0. De hecho tienen uno y solo
uno. Lo anterior no es mas que el Teorema de los intervalos encajados de
Cantor en R.
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Nota 3.5.22 Para la prueba del Teorema de las esferas encajadas 3.5.20
ha sido esencial el hecho de que la interseccion infinita (., Sy(Tn,75)
sea no vacia, lo cual no es cierto en general. Por ejemplo, si tomamos los
conjuntos M,, = [n,o0) C R, entonces M, 1 C M, pero (\,—, M, = 0. En
este caso el Teorema de las esferas encajadas no es aplicable ({por qué?).

Veamos, sin embargo, que si los conjuntos encajados son conjuntos com-
pactos no vacios, entonces su interseccion infinita no es vacia. Ast, probemos
que una sucesion de conjuntos compactos no vacios (.S, ),, son tales que, pa-
ra todon € N, S,.; C S,, entonces ()—, S, # 0. Ademds, en el caso
de que los didmetros d(S,) — 0, entonces dicha interseccién consta de un
unico punto.

Para demostrarlo vamos a elegir de cada S,, un elemento x,, y vamos
construir con ellos la sucesion (x,,),. Estd claro que, por construccion, x,, €
Sk para todos m > k. Como S es compacto entonces existe una subsucesion
(2, )k de (x,)n que es convergente. Denotemos por x al limite de dicha
subsucesion. Estd claro que x € S;. Notemos ademds que, por construccion,
todos los términos de (x,, )i, excepto quizd el primero pertenecen a Sy (¢por
qué?), luego x es un punto limite de Ss, y como Sy es compacto, y por tanto
cerrado, = € S,. Pero todos los términos de (z,, ), excepto quizd los dos
primeros pertenecen a Ss, luego luego x es un punto limite de Ss, y por tanto
x € S3. Y ast sucesivamente. De esta forma tenemos que x es punto limite
de todas los S,, y por tanto x € S, para todo n. Luego = € (>~ S, lo que
prueba el resultado. Eso si, de la prueba se desprende que puede haber mds
elementos de X en la interseccion de todos los S,,. Para poder asegurar que
solo haya uno es necesario asumir que los didmetro d(S,) — 0, prueba que
dejamos al lector.

Para terminar este apartado vamos a discutir el concepto de comple-
tamiento de un espacio métrico. Para ello necesitamos la siguiente defini-
cién:

Definicion 3.5.23 Sea T : X — Y una aplicacién biyectiva del espacio
métrico (X, p) al espacio métrico (Y, o). Diremos que T es una isometria si

Vo, ze € X, p(x1,x9) = 0(Txy, Txs).

Dos espacios métricos (X, p) e (Y, o) son isométricos si existe una isometria
entre (X, p)e (Y, o).
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Esto tiene una implicacién muy importante: si dos espacios son isomé-
tricos, entonces las distancias de los elementos originales y de sus ima-
genes segun 7' son las mismas, es decir, los espacios solo difieren por la
naturaleza del conjunto X pero son idénticos segun la métrica. En particu-
lar los conceptos topoldgicos (entorno, cercania, etc) son equivalentes en
ambos espacios.

Definicidon 3.5.24 Sea X un conjunto cualquiera y sea p una funcion tal
que (X, p) sea un espacio métrico. Llamaremos completamiento de (X, p) al
espacio métrico completo (X*, o) tal que X C X* y X = X*.

Es decir, el conjunto X es un subconjunto denso de X* en el espacio mé-
trico (X*, o).

Por ejemplo, el conjunto de todos los reales R es el completamiento
del conjunto de los racionales Q usando en ambos casos la métrica de R
(ver Ejemplo 3.1.3).

Ejercicio 3.5.25 ¢Cudl es el completamiento del espacio (0, 1) discutido
anteriormente?

Teorema 3.5.26 Todo espacio métrico (X, p) tiene un completamiento. Di-
cho completamiento es tinico salvo isometrias. Es decir, si X* y X** son
dos completamientos de X, entonces existe una aplicacion T : X* — X**
x** = Tx* tal que Tx = x para todo x € Xy p*(z*,y*) = p™(Tx*, Ty").

La demostracidn de este Teorema se puede encontrar, por ejemplo, en
[9, §3.4 pag. 76] y [10, §1.6, pag. 41].

Nota 3.5.27 Una consecuencia del teorema anterior es que el espacio C’[Qa B
del ejemplo 3.5.17 se puede completar. El completamiento de dicho espacio
se denota por L[Za,b} y es el espacio de las funciones de cuadrado integrable,

es decir, los espacios de las funciones tales que f: |f(z)]2dx < 400, donde se
considera que dos funciones son iguales si y solo si difieren en un conjunto
de medida nula. De forma andloga se pueden definir los espacios Lf[’a b de

las funciones tales que f; |f(z)[Pdx < +00.El estudio detallado de estos
espacios requiere el uso de muchos resultados de la Teoria de la medida por
lo que no lo consideraremos aqui. El lector interesado puede consular, por
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ejemplo [5, Capitulo 2], [13, Capitulo 13] y [22, Capitulo 10].

3.5.2. El Teorema del punto fijo

Definicion 3.5.28 Sea T : X — X una aplicacién. Si existe un o € (0, 1)
tal que
Vr,ye X = p(Tz,Ty) < ap(z,y),

diremos que T es una aplicacién de contraccion.

Ejercicio 3.5.29 Prueba que toda aplicacion de contraccion es continua.

Usando la definiciéon de continuidad mediante sucesiones (ver Ejercicio
3.5.8) tenemos que probar que si x,, — =z, entonces Tz, — Txz. Pero
como 7" es de contraccién p(T'z,, Tx) < ap(z,,z) — 0, de donde se tiene
el resultado. Nétese que no es necesario que o € (0,1) para probar el
resultado. ]

Definicion 3.5.30 Sea T' : X — X una aplicacién. El punto z € X se
denomina punto fijo de T si Tz = .

Teorema 3.5.31 (Del punto fijo) Sea X un espacio métrico completo y
T : X +— X una aplicacion de contraccion. Entonces T tiene un tinico punto

fijo.

Demostracion: Sea z;, € X cualquiera. Construyamos la siguiente suce-
sion

rg, 11=Txg, x9=T21, =T 1 = 2,=T"20.

Probemos que (z,), es fundamental. En efecto,

)
(T"xo, T"(TPx0)) < ap(T™ tao, T HTPxg)) <

(X, Tpyp) =
< a"p(xo, TPxo) = " p(xg, 1)
< o [p(xo, x1) + plar, x2) + -+ + p(xp-1, 7p)]
< a" [p(xo, 1) + p(Two, Twy) + -+ + p(TP g, TP 1)
<« (

" [p(o, 1) + ap(xo, 1) + -+ 4+ o p(wo, 1)

n

n

1—a? e}
= a"p(xg, 1) <

l—-a T 1—«

p(wo, 1),
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Luego, cualquiera sea ¢ > 0, existe un N € N, tal que paratodon > Ny
todo p € N, p(zy,, Tntp) < € (Epor qué?), i.e., (z,), es fundamental. Como
X es completo entonces dicha sucesiéon tiene limite, i.e., lim, .., x, = .
Pero entonces, como 7' es continua lim,,_,. Tz, = Tx, pero Tx, = x,.1
y lim, o0 Tpy1 = lim, o x, = z, asi que tomando limites en T'x,, = x,, 41
obtenemos z = T'z.

Para probar la unicidad asumamos que existen dos puntos fijos = e y
conx #y.Asi, Tx =z y Ty =y, pero

ple,y) = p(Tx, Ty) < ap(x,y) = (1-a)p(r,y) <0 = plz,y) =0,
que implica = = y, lo cual es una contradiccion. ]

Corolario 3.5.32 Sea X un espacio métrico completo y sea T' : X — X
una aplicacion de contraccion. Entonces cualquiera sea el elemento o € X
la sucesion xo, x1 = Txq, ..., ¥, = Txp_1, ..., tiene un unico punto limite
que coincide con el punto fijo de T. Ademds, p(z,,z) < 2~p(x¢, 1)

— l-«

Demostracidon: La prueba es inmediata a partir de la desigualdad

an

1—

p($n7$n+p) < ap<x0’x1)’

tomando el limite cuando p — . [ ]

Ejemplo 3.5.33 Como ejemplo sencillo consideremos las funciones reales
en f : [a,b] — R tales que para todos z; e x5 de [a, b] se satisface la con-
dicion de Lipschitz con K € (0,1), i.e.,

F@) = fa2)| < Kz — 22, K € (0,1).

Entonces, f es una aplicacion de contraccion y por el Teorema del punto
fijo la sucesién

Zo, T1= f(xo)a Ty = f(SC1>, Tpy1 = f(ﬂ?n),

converge a un unico limite z tal que x = f(z). En particular, f satisface
la condicién de Lipschitz con K € (0,1) si f es diferenciable y |f'(z)| <
K < 1len [a,b. u
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Definicion 3.5.34 Sea (T,,),, una sucesion® de aplicaciones T,, : X — Yy
sea M C D(T). Diremos que T,, converge puntualmenteen M aT : X — Y,
si para todo x € M la sucesion (T,,x), es convergente, i.e., para cada x € M
lim, ..o Thox=Tr =y €Y.

?Se asume que todos los operadores T, tienen el mismo dominio D(T,,).

En otras palabras
Ve>0 y VeeM 3IN:=N(z)eN;, Vn>N = p(T,x,Tx) <e.

Esta claro de la definicion anterior que el nimero N depende no solo del
valor de ¢ sino también del elemento x. Para diferentes x tendremos en
general diferentes N.

Definicién 3.5.35 Sea (7,), una sucesioén de aplicaciones T, : X — Y y
sea M C D(T). Diremos que T,, converge uniformementeen M a T : X —
Y, si

Ve>0 AN:=N()eN;, Vn>NyVeeM = p(T,x,Tz) <e.

Es decir, fijado el ¢ > 0, podemos escoger un N tal que la desigualdad
p(T,x,Tz) < € es cierta en todo el subconjunto M.

Este concepto es bastante delicado incluso en el caso de las funciones
reales como ya vimos en el capitulo 1 de estas notas.

Una aplicacion del Teorema del punto fijo

Apliquemos el Teorema del punto fijo vamos a probar el siguiente re-
sultado:

Teorema 3.5.36 (Picard) Sea f(z,y) una funcién continua en ) C R?,
Q= {(z,y)| lt—xo| < a, |y—yo| < b}. Supongamos ademds que f satisface
la condicion de Lipschitz en y, en €, i.e.,

3K > 0; Vz,y,5 € Q, |f(z,y) — f(=,9)] < Kly — 3.
Entonces, existe un j-entorno de x,, donde el problema de valores iniciales

y/(.’L’) = f(:c,y), y($0> = Yo,
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tiene solucion tnica.

Demostracidon: Ante todo notemos que el problema de valores iniciales
es equivalente a la siguiente ecuacién integral

y(z) =yo + /x F(t,y(t))dt.

La idea de la prueba es la siguiente. Vamos a probar que la aplicacién
1iC O o=Ty o=+ [ o)
o

es una aplicacion de contraccion en cierto espacio completo C*.

Como [ es continua en (2 que es cerrado y acotado, entonces (por el
Teorema de Weierstrass para las funciones continuas) existe un M > 0 tal
que para todos (z,y) € Q, |f(z,y)] < M. Dado § > 0 tal que Ko < 1, sea
el conjunto cerrado y acotado ' C Q, Q' = {(x,y)| |z —xo| <9, |y —yo| <
M é}. Esté claro que en ' también se tiene que |f(z,y)| < M.

Denotemos por C* el espacio de las funciones continuas y(x) en el
intervalo I definido por |z — 2| < § y tales que |y(z) — yo| < M4 (di-
cho intervalo / existe pues y(z) es continua). Definamos en C* la mé-
trica p(g,h) = max,er|g(z) — h(z)|. Probemos que C* es cerrado en el
espacio C'° de las funciones continuas en / y, por tanto, completo (¢{por
qué?).fara ello tomemos una sucesion (y,(t)), € C* cualquiera tal que

yn(t) — y(t). Como (y,(t)), € C* entonces, para todo n y cualquiera sea
t € I se cumple que |y, (t) — yo| < M6, de donde se sigue

[9(8) = yol < [y(®) = ()] + [y (t) — yo| < méx[y(t) — ya(t)| + M.

Tomando el limite cuando n — oo en la expresion anterior y usando que
Y (t) =3 5(t), se tiene que |y(t) — yo| < MG, i.e., y(t) € C*, luego, por el
apartado b) de la Proposicién 3.5.4 C* es cerrado.

Definamos sobre C* la siguiente aplicacion 7
o=Ty ¢(x)=yo+ / [t y(t))dt.
xo

Probemos que 7" transforma C* en C*. En efecto, si y(z) € C*, entonces
paratodo t € I, |y(t) —yo| < My |f(t,y(t))| < M, luego

Ty — ol = 6(z) — ol < / (e y(e))dt < M§ = Ty € C*.
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Ademés, cualesquiera sean y e §j de C*, ¢ = Ty, ¢ = T3,
6=d < [ 1) - FE50)]dt < Komix]y g,

de donde se sigue, tomando méax en I que p(¢, ) < Kdp(y, i), con Ké <
1. O sea, T es de contraccién luego, por el Teorema 3.5.31, 7' tiene un
unico punto fijo, y por tanto la ecuacion T’y = y tiene solucién unica, i.e.,
el problema de valores iniciales tiene una unica solucion en el espacio C*
de las funciones continuas en I = [z — d, 2z + 0] tales que |y(z) — yo| <
M. ]

Nétese que del corolario 3.5.32 se sigue que la solucion del problema
de valores iniciales puede ser aproximada mediante la sucesion

wol(@) = o, y1(2) = yo + / " F(t wolt))dt
() = o + / CF (8t

conocida como sucesién de Picard.”

3.6. El Teorema de las categorias de Baire

Vamos a terminar este capitulo demostrando un teorema importante
relacionado con los espacios métricos completos que nos sera de utilidad
mas adelante.

Teorema 3.6.1 (Baire) Todo espacio métrico completo X # () es de segun-
da categoria.

Demostracion: Supongamos que X es magro (de primera categoria), en-
tonces

X = U My, M, C X conjuntos raros. (3.6.1)
k=1

Sea M, raro. Entonces M; no puede contener un entorno (abie_rto). Pero
X si que puede contener un abierto (el propio X), luego X # M; # (), de

>Compdrese con lo discutido en el apartado 2.2.
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donde se sigue que C(M,) := X\ M; es no vacio. Sea z; € C(M;). Como
x1 € M, x1 no puede ser ni punto de acumulacién ni punto frontera de M,
(¢épor qué?) y, por tanto, ha de haber una bola® B, := B(x,¢,) C C(M,),
£1 < 1/2 (M; es cerrado, luego C(M,) es abierto y z; es un punto interior
de C(M,)). Nétese que B, (M, = 0.

Sea ahora M, que también es raro y, por tanto, M, no puede conte-
ner abiertos. Entonces M, no puede contener a la bola B(x,¢,/2), por
tanto C(Ms) () B(x1,21/2) # 0 es no vacio y abierto, luego podemos ele-
gir un z, y una bola By := B(zs,82), €2 < £1/2 < 1/22, tal que By, C
C(My) (N B(z1,1/2) C B, (estd claro que B(x1,¢1/2) C B(x1,¢1) = By)
con By (M, = () (B, estd en el complementario de M,). Y asi sucesiva-
mente.

De esta forma tendremos una sucesién de bolas abiertas’ (entornos)
Bi,By,..., B,,...,cong, < 1/2F tales que By (Y My =0,y
Biy1 = B(%hy1,6641) C By, ex/2) C B(ay, ex) = By
Es mds, para todo n > m
B, = B(xp,e,) C B(Tm,em/2) C B(m,em) = B,

por tanto p(z,,z,) < 1/2™, lo que significa que la sucesién (z,), de los
centros de B,, es de Cauchy. Como X es completo, =, — z, r € X. Ademas,
de la inclusion anterior B,, C B(z, £, /2) Se tiene que x,, € B(xy,,m/2),
y, por tanto, de la desigualdad triangular se sigue que para todo n > m

Em Em
P( T, ) < p(T, Tn) + p(5, 2) < -+ p(Tn, ) — 5

cuando n — oo. Luego, &m,x) < en/2 < en, i.e., z € B, para todo
m € N. Como B,, € C(M,,), entonces, para todo m, z ¢ M,,, lo cual
contradice (3.6.1). Luego X no puede ser de primera categoria lo cual

prueba el teorema. |

Corolario 3.6.2 Sea un espacio métrico completo X # (). Supongamos que

oo
X = U My, M, C X, M, conjuntos cerrados.
k=1

6Recuérdese que las bolas son conjuntos abiertos.
’En la prueba se puede también razonar con cerrados y usar el Teorema de las esferas
encajadas (ver Problema 3.22).
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Entonces al menos un M, contiene un abierto no vacio (un entorno).

Demostracion: Si fuese falso todos los M serian conjuntos raros (pues
al ser cerrados M, = M;) y X seria un conjunto de primera categoria
(magro) lo cual contradice el Teorema de Baire. [

Notese que dado un espacio métrico X, si X es una unién numerable
de conjuntos My, donde los subconjuntos M, C X, k£ = 1,2,..., no son
necesariamente cerrados, entonces

X = U M, = UM7
k=1 k=1

donde la ultima igualdad se sigue de que cambiar los M, por sus clausuras
no adiciona ningtin nuevo elemento a X. Si tenemos en cuenta el corolario
3.6.2 ello nos dice que si X es completo y es una unién numerable de
conjuntos M, entonces al menos uno de los M, es tal que su clausura M
tiene interior no vacio.

Otro corolario del Teorema de Baire es que todo espacio métrico com-
pleto X no constituido por puntos aislados es necesariamente no nume-
rable pues si lo fuese entonces X = |J;~,{x:}, pero cada conjunto {x}
constituido por un tnico punto x; es raro y por tanto X seria de primera
categoria, lo cual contradice el Teorema de Baire. De lo anterior se sigue,
por ejemplo, que R no es numerable.

Dos aplicaciones “sencillas” al analisis clasico

El Teorema de Baire nos serd de gran utilidad para probar algunos
teoremas clasicos del analisis funcional como veremos mas adelante. No
obstante, en este apartado veremos dos ejemplos “sencillos” de aplicacion
al analisis cldsico.

Ejemplo 1. No es complicado probar que existen funciones continuas
en los irracionales y discontinuas en los racionales para distintos sub-
conjuntos de R (ver, por ejemplo, el Problema 3.21). {Y al contrario? Es
decir, ¢{existen funciones continuas en los racionales y discontinuas en
los irracionales? La respuesta es no.

Vamos a probar que no existen funciones definidas en [0, 1] que sean
continuas en cada racional de (0, 1) y discontinuas en cada irracional de
(0, 1). Para ello necesitamos ciertas definiciones previas.
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Seaa € I C R, I abierto, y sea Is;(a) = (a — d,a + ¢) C I. Definamos
las cantidades

W(f, 1) = sup |£(@) = f()l,  w(f,0) = limw(f, Is(a),

zyel

conocidas como oscilaciones de f en el abierto I y el punto a € I, respec-
tivamente. Es claro de lo anterior que para todo abierto U C I, w(f,U) <
w(f,I), luego w(f,a) < w(f,Is(a)) < w(f,I). Notese que si w(f,a) = 0,
entonces para todo £ > 0 existe un ¢ > 0 tal que w(f, I5(a))<e. Por tanto,

[f(x) = fla)] < sup |f(z) = f(y)| = w(f, [5(a)) <e,

x,y€ls(a)

de donde se sigue que f es continua en x = a. Ademads, de la definicion
de w(f,a) se deduce que si f es continua en a, w(f,a) = 0. Asi, tenemos
la siguiente propiedad:

Propiedad I: Una funcién f es continua en x = a siy solo si w(f,a) = 0.

Por otro lado, el conjunto U(x,¢) de las x € I tales que w(f,z) < ¢,
para todo € > 0 es abierto. Para ello tomemos ¢ > 0 y sea xy € U(z,¢). Sea
J C U(z,¢e) un abierto que contenga a z, tal que w(f,J) < . Entonces,
para todo y € J se tiene que w(f,y) < w(f,J) < ¢, ie.,y € U(x,e) y por
tanto J C U(z,¢), luego U(z, ¢) es abierto.

Propiedad II: Para cada ¢ > 0, el conjunto U(x,e) = {z € I |w(f,z) < €}
es abierto.

Supongamos que tenemos una funcién continua en cada racional de
(0,1) y discontinua en cada irracional de (0,1). Para ello usaremos que
X = (0,1) es un espacio métrico con la métrica habitual de R. Sean los
conjuntos

Up,={z€(0,1)|w(f,z)<1/n}, n=12,....

De la Propiedad II se sigue que, para todo n € N, los U, son abiertos.
Como f es continua en los racionales r, € (0,1), la Propiedad I implica
w(f,rn) =0, luego >, U, = (0,1) (N Q, es decir, la interseccién de todos
los U, solo pueden ser los racionales de (0,1) (pues f es discontinua en
los irracionales, luego w(f,7) > ¢ > 0 para todo i irracional). Como los
racionales son densos en (0, 1), entonces cada U,, es denso en (0, 1) (pues
la interseccién de todos los U, son los racionales de (0,1)). Sean ahora
los conjuntos V,, = (0,1) \ U,, n = 1,2,..., que son cerrados (son los
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complementarios de los U,, que eran abiertos). Como los U,, son densos en
(0, 1), entonces los V,, son raros en (0,1) pues (0,1) =X =U, = X\ V, =
X\ V,, (ver la Proposicién 3.4.10). Adem4s®, (0,1)\ Q = [J°2, V,,. Como
Q es numerable, y, por tanto, Q()(0,1) también, podemos construir una
sucesién (¢, ), que enumera a los racionales de (0, 1). Entonces

(0,1) = VIU{QI}UVZU{QQ}U”'

y, por tanto,

0,1 = oyt Uw Utay U ve Utad U -+

que es una unién numerable de conjuntos raros y, por tanto, de prime-
ra categoria. Pero [0, 1] es completo (es un cerrado de R), luego, por el
Teorema de Baire es de segunda categoria, lo cual es una contradiccién.m

Ejemplo 2. Sea Cj), el espacio métrico de las funciones continuas en
[0,1] con la métrica del p(f,g) = max,cpoq|f(z) — g(z)|. Como ya vi-
mos en el Ejemplo 3.5.18, este espacio es completo. Sea A el espacio de
las funciones continuas que tienen al menos en un punto una derivada
lateral finita. Entonces A C Cloy) €S un conjunto de primera categoria.

Es decir, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.6.3 El conjunto de todas las funciones continuas que no tienen
ninguna derivada finita en ningtin punto del intervalo [0, 1] es de segunda
categoria.

Demostracidon: Para probar el teorema construiremos la siguiente familia
de subconjuntos £, de las funciones continuas f € C'(]0, 1]) tales que para
cadan € N

B, — {|f<x+l2_f($)| <mn, Vh € (0,1/n), paraalginz € [071—1/71]}-

Si una funcién continua es tal que en algin punto su derivada lateral
por la derecha existe, entonces el cociente w, h > 0, es acotado
(épor qué?), de donde se deduce que todo elemento de A, el espacio de

las funciones continuas que tienen al menos en un punto una derivada

8Ello se sigue de la ley de Morgan (X \ A) J(X\ B) =X\ (AN B).
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lateral por la derecha finita, pertenece a algtiin F,,, y, por tanto, las que
tienen derivada finita también. Estd claro que el conjunto de los F, es
numerable.

Demostremos que F,, es cerrado para todo n. Para ello probaremos que
si f € E,, entonces f € E,. Como [ € FE,, entonces existe una sucesion
(fe)r € E, tal que f; — f, con f continua (recordemos que en la métrica

de Con la convergencia es uniforme). Como f;, € F,, existe para cada k

un z € [0,1—1/n], que denotaremos por z, tal que
|fu(ze + h) — flai)]
h

Como z;, es una sucesion acotada, podemos encontrar una subsucesion
convergente 1, — x € [0,1—1/n]. Para dicha subsucesion tenemos

iy (@, + 1) — f ()|
h
Pero como f, — f, entonces f,, — f, luego, tomando limite cuando
J — oo tenemos que
fh) = @] _
A <
para cierto x € [0,1—1/n/, i.e., f € E,.

<n, zp€[0,1-1/n].

<n, x €[0,1-1/n].

Nota: Existe otra forma de probar que f € E,, que es la siguiente. Como f € E,,
entonces existe (fx)r € E, tal que fr — f, con f continua Ahora bien, como
fx — f tenemos que para todo € > 0, existe un N € N, tal que para todo k > N,

) 1
e |f(z) = fi(@)] < She.

Por otro lado,

S +h) = @] | @+h) = fla+ B | [fulz+h) - fu(a)
h - h h
GRS

Luego, luego para todo ¢ > 0 y todo £ > N tenemos que el primer y tltimo
sumandos son menores o iguales que /2 y, por tanto,

[fle+h) = f@)] _|fele+h) - fi(z)
h - h

+e.
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Pero, para cada ¢ > 0 y cada k existe un z € [0,1—1/n] tal que

(@ +h) = fi(@)] _ .
h — )

pues fr € E,, de donde se sigue que

f@rh) —f@) _
) <n,

y, por tanto, f € E,, luego E,, es cerrado.

Probemos ahora que C([0,1]) \ E,, = C([0, 1]), entonces por la Proposi-
cion 3.4.10, E,, es raroy, por tanto, la unién de todos los F,, es de primera
categoria, luego A también.

Notemos que D,, = C([0,1]) \ E, es el conjunto de las f € C([0,1])
tales que para cadan € N

D, = {]f(x—k};)—f(x)\ > n, para algun h € (0,1/n), yVx € [0,1—1/n]}.

Para probar que D,, = C([0,1]) lo que haremos en demostrar que en
cualquier entorno de C([0, 1]) hay un elemento de D,, o lo que es lo mis-
mo, que para cualquiera sea ¢ € C([0,1]) y cualquiera sea ¢ > 0, existe
una g € D, tal que p(¢, g) < ¢. Para ello necesitamos un teorema auxiliar
cuya prueba® omitiremos:

Teorema 3.6.4 (de aproximacion de Weierstrass) Sea [ un intervalo
cerrado y acotado de R y sea ¢(x) una funcién continua en I. Entonces,
para todo £ > 0 existe un polinomio p(x) definido en I tal que

méx [¢(z) — p(z)| <e.

Entonces, para toda funcién ¢ € C([0,1]) existe un polinomio p(x) en
[0,1] tal que p(¢,p) < €/4. Para cada n € N construyamos una funcién
sierra (una recta creciente y una decreciente) s, (z) como la de la figura
3.9 cuya altura sea ¢/4 y cuya pendiente m sea mayor, en valor absoluto,
que max,ep,1 [p'(x)| + n, de forma que la funcién'® g(z) = p(z) + sn(z)

Ver, e.g., [4, pag. 129-130].

ON6tese que para s, (z) se tiene que, para todo x € (0,1) siempre existe un h > 0 lo
suficientemente chico tal que |s,(z + h)—s,(z)|/h = m, siendo m la pendiente de los
dientes de s,,.
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pertenece a cada D,, y es tal que

0(2) — g(2)] < [d(x) = pla)| + [sn(2)| < 5 = plo,g) <e.

DO | ™

Asi E,, es raro pues su complementario es denso en C(]0,1]). Ahora

Figura 3.9: La funcidn sierra s,,(x) definida en cada E,,.

bien, como A C |J,_, E,, y los E, son raros, entonces A es de prime-
ra categoria, y como C([0,1]) es completo (ver Ejemplo 3.5.18) enton-
ces, por el Teorema de Baire 3.6.1 es de segunda categoria. Ahora bien,
c([0,1]) = AU{C(]0,1]) \ A}, de donde se sigue que C([0,1]) \ A es de
segunda categoria. ]

Asi pues, el conjunto de las funciones continuas en [0, 1] (que tienen
una derivada direccional por la derecha en al menos un punto es un con-
junto de primera categoria, y por tanto el conjunto de las que son deri-
vables también. Sin embargo, el conjunto de las funciones continuas que
no tienen derivada direccional por la derecha (y, por tanto, no son de-
rivables) en ningtin punto es de segunda categoria. Es decir, el conjunto
de estas ultimas funciones monstruos son las mas comunes en el analisis,
mientras que las funciones con las que estamos acostumbrados a trabajar
constituyen un conjunto magro.
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3.7. Problemas

Problema 3.1 Prueba la desigualdad de Young: dados dos nimeros reales
a,b>0yp> 1, entonces,
1 1 1
avbs < —a+-b, ~ —+-=1 (3.7.1)
p q p q
Ademas la igualdad solo tiene lugar si a = b. Ayuda: Encuentra los extremos
de la funcién f : [0,00) — R, f(z) = 2* —azx +a — 1, a € (0,1) y prueba que
f(z) < 0 para todo = > 0. Escogiendo = = a/b, a,b >0y a = 1/p,p > 1 se
deduce el resultado.

Solucidn: La funcién f es continua y derivable en (0, c0).
fll@)=a@@*' =1, = f@1)=0

Ademas f"(z) = a(a — 1)z*2 < 0 pues a € (0,1). Luego en z = 1 f tiene un
maximo local. Pero como el Unico extremo local que tiene la funcion es éste, y
ademds f(0) =a—1 < 0ylim, ,; f(z) = —o0, entonces en x = 1 f tiene un
mdximo absoluto. Ademds f(1) = 0, por tanto, f(x) < 0 para todo = > 0, ademds
la desigualdad es estricta para todo x > 0 distinto de 1.

Si elegimos x = a/b, a,b > 0y o« = 1/p, p > 1, entonces, el resultado anterior
nos conduce a (3.7.1), ademas la igualdad solo tiene lugar si z = 1, o sea, si
a=b. [ |

Problema 3.2 Prueba la desigualdad de Hoélder: Sean los nimeros z; e
vi, © = 1,2...,n no negativos. Entonces, para todo p > 1y ¢ > 1, con
% + é =1, se tiene

hSA

Zn:ﬂ%%é (iﬂf”) (En:yq> Lyl (3.7.2)
i=1 i=1 i—1 p q

donde la igualdad solo tiene lugar si 2% = cy{ paratodoi =1,2,...,n (es
decir, si 2% y y! son proporcionales). Ayuda: Usa la desigualdad de Young.

Solucién: Si x; = y; = 0 para todo i = 1,2,...,n, la desigualdad es trivial.
Supongamos entonces que al menos uno de los z; y de los y; son distintos de
cero. Sea

p q

n n
X=> al>0, Y=) y!/>0, y a=3 b= p>1
i=1 =1
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entonces usando la desigualdad de Young (3.7.1) obtenemos

A UAISSE Yy
X Y “pX qY

sumando en 7 desde 7+ = 1 hasta ¢+ = n obtenemos

S EY < Z Zyz—f+f 1,

i1 XrYae Pi4

de donde se deduce la desigualdad. Finalmente, la igualdad se obtiene si y solo
sia/b =1, de donde se deduce la proporcionalidad de los valores de z” y y!. =

Problema 3.3 Prueba la desigualdad de Minkowski (3.1.1) a partir de la
desigualdad de Holder (3.7.2).

Solucidén: Si z; = y; = 0 para todo ¢ = 1,2,...,n, la desigualdad es trivial.
Supongamos entonces que al menos uno de los x; y de los y; son distintos de
cero. Tenemos

n n

S @ity = (@i + i) (i +yi)P sz zi+y)P T+ Zyz zi+yi)P

=1 i=1

A continuacién aplicamos la desigualdad de Holder a ambos sumandos

B =

i=1

n n
D wilwi+ )t < (Z :Ef)
i=1 i=1

1 1
Zyz xz + yz p < (Zn: yf) ' (Zn: fcz + yﬂ(pl)q) q s
i=1

donde la igualdad tiene lugar si y solo si 27 = ¢/(z; + y:) P Dy of = ' (2; +
y;) P14, es decir, si 2f = ¢//"yf, o sea si z; = cy;, para todoi = 1,2,...,n
Ahora bien, como % + % = 1, entonces (p — 1)q = p, asi pues,

1

S () (o) (2] (o)

de donde, dividiendo por (>, (z; + yi)p)% obtenemos el resultado. [
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Problema 3.4 Encontrar los extremos de la funcién f : [0,00) — R,
flz) = 2*—ar+a—1,cona >10a < 0y probar que f(z) > 0
para todo x > 0. Deduce a partir de este resultado las desigualdades ana-
logas a las desigualdades de Young (3.7.1), de Holder (3.7.2) y Minkowski
(3.1.1), respectivamente.

Solucidn: Este problema es andlogo a los Problemas 3.1-3.3, simplemente las
desigualdades son las contrarias.

Problema 3.5 Extiende a las series infinitas las desigualdades de Holder

1 1
Z ;Y < (Z xf) (Z 3/3) ) (3.7.3)
i=1 i=1 i=1

y Minkowski (3.1.3), respectivamente, donde (x;); y (v;); son sucesiones
de numeros no-negativos. Se asume que las sucesiones son tales que las
correspondientes series son convergentes.

Solucidn: Silas series Y ;7,2 y >"°, y! convergen, entonces, de la desigualdad
(3.7.2) se tiene que las sumas parciales de la serie ) ;°, z; y; estdn acotadas y, al
ser esta una serie de términos positivos, es convergente (Criterio de comparacion
de Weierstrass 1.2.8). Luego, tomando el limite cuando n — oo en (3.7.2) se
tiene (3.7.3). La desigualdad (3.1.3) se sigue de (3.1.1) tomando el limite cuando
n — oo. [ ]

Problema 3.6 Sean f y ¢ dos funciones continuas en |[a,b]. Usando la
desigualdad de Young (3.7.1) prueba las desigualdades de Holder

[ 15 < (/ b If(x)\”dfv>; (/ b |g(x)\qu>;, pol (374

donde g es tal que % + ¢ =1, y Minkowski

([0 +atomar)” < ([ orwas) + ([ toras) oo

éSon ciertas estas igualdades si f y g son integrables?
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Solucidén: Sea

b b
X = P y — q _ _ 9@
/af(@l dz > 0, /Q'W)‘ dr >0, a= L 7

Aplicando la desigualdad de Young se sigue que

(If(X)\p> <|g<Y>| )2;, |f<§>|p+; rg<§>|q.

Luego, por la monotonia de la integral, tenemos

/ab(];i?’ lg(z ) /\f +;[wadx:;+;:1_

Multiplicando por X'/ e Y'/4 obtenemos la desigualdad buscada.

Probemos ahora la desigualdad de Minkowski. Si f o g son idénticamente
nulas, entonces la desigualdad es inmediata asi que asumiremos que no lo son.
Notemos que, parap > 1,

b b
[ 1@+ g@lds = [ 15@) + 9@l 5@ + gla) o <
b
< [15@]+lg@Dlf () + )P =
ab ,
= [ @@ +o@pdrs @il +owpr

Aplicando la desigualdad de Holder (3.7.4) a los dos miembros de la ultima
igualdad obtenemos

b b
[ 1#@I7@) + g@P o+ [ lgla)lf@) + g(a)P e <

) <[ [ 1w g [ e ;> [ 1@+ a0 %

Como % + % = 1, se tiene que (p — 1)¢g = p, entonces dividiendo la expresion
1

b
anterior por </ |f(z) + g(m)|pdaz) ’ , y usando que

b
</ o dg;I = ([ 17+ awyrar) g ([ v +swpar)
J21(@) + gla)lPds
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se obtiene el resultado.

Como se ve de la prueba la continuidad de f y g no es necesaria, lo que se
necesita es que las funciones f y g y sus correspondientes potencias sean integra-
bles. Esta claro que si f y g son continuas son integrables. [ ]

Problema 3.7 Prueba que los espacios métricos definidos en los Ejemplos
3.1.5-3.1.7 y 3.1.12 son separables. Ayuda: Usa los subespacios definidos
mediante los vectores y = (q1,q2,---,qn), @& € Q, k = 1,2,...,n para los es-
pacios de los ejemplos 3.1.5-3.1.7 y los subespacios definidos por los vectores
y = (q1,92,--.,qn,0,0,...), para todo n € N, en el espacio del Ejemplo 3.1.12
(p > 1) y prueba que son numerables y densos en los correspondientes espacios
métricos.

Solucién: Como en el Problema 3.15 es suficiente con probarlo para R}, p > 1.
Sean los vectores y = (q1,42,---,qn), gk € Q, k = 1,2,...,n. Como la unién finita
de conjuntos numerables es numerable, y Q es numerable, el conjunto Y de todos
los y anteriores es numerable. Probemos que Y es denso en R}}. Puesto que Q es
denso en R, entonces, para todo x; € Ry e > 0, existe un ¢; € Q tal que

1/p

6p

|z — qi] < <> .
n

Por tanto, para todo z = (z1, ..., z,) € R existe un ¢ = (q1,...,q,) € Y tal que

n l/p
o) = (Sloi-al) <@ <e
=1

Es decir, Y es denso en R}, luego R} es separable.

El caso de (P es totalmente andlogo al caso especial de ¢? discutido en el
Ejemplo 3.4.5. |

Problema 3.8 Prueba que el espacio R con la métrica discreta (ver Ejem-
plo 3.1.2) no es separable.

Solucién: Supongamos que existe un conjunto A/ C R denso en R. Como M = R,
entonces todo = € R es punto limite de M, luego existe una sucesion (z,,), € M
tal que z,, — z. Pero las tnicas sucesiones que convergen en nuestro espacio
son las que son constantes a partir de cierto N € N (pues estamos tomando la
métrica discreta), lo cual implica que = € M. Luego, si M es denso, M no puede
ser numerable y;, por tanto, nuestro espacio no puede ser separable. ]
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Problema 3.9 Sea B(a,b) el conjunto de todas las funciones acotadas (no
necesariamente continuas) en [a, b]. Prueba que B(a, b) es un espacio mé-
trico con la métrica p(f, g) = sup,epy |f(2) — g(z)|. Prueba que dicho es-
pacio no es separable. Ayuda: Sea el conjunto de todas las funciones f;(z) = 0
para0 < x <ty fi(x) =1parat <z < b, t € [a,b]. Prueba que dicho conjunto
no es numerable. Calcula la distancia entre dos funciones cualesquiera de dicho
conjunto y razona como en el Ejemplo 3.4.6.

Solucion: Probar que el espacio B(a,b) es un espacio métrico es similar al caso
del Ejemplo 3.1.10. Sea A el conjunto de todas las funciones f;(x) = 0 para
0<z<tyfi(r)=1parat <z <b,t € [a,b]. Estd claro que hay una funcién
f+ para cada t € [a,b], luego A es no numerable pues [a,b] no es numerable.
Ademas, la distancia entre cualesquiera dos funciones distintas del conjunto A es
1, por tanto, razonando como en el Ejemplo 3.4.6 podemos construir un conjunto
de bolas centradas en cada f; y disjuntas entre si, siendo no numerable dicho
conjunto de bolas. Sea M cualquier conjunto denso en B(a, b). Entonces, en cada
una de las bolas anteriores debe haber al menos un elemento de M, luego M no
es numerable (el conjunto de las bolas no lo es) y como M era arbitrario, entonces
B(a,b) no tiene ningtin conjunto numerable denso, asi que B(a, b) tampoco lo es
y, por tanto, B(a, b) no puede ser separable. [ ]

Problema 3.10 Sea X un espacio métrico y sea (z,), una sucesién con-
vergente. Prueba que

1. (z,), es acotada.
2. El limite de (z,), es unico.

3.8z, =% zevy, =3 y, entonces lim,_, o(xn,yn) = plz,y), €s
decir, la aplicacién p : X — R es continua. Ayuda: Usa que p(zy, yn) <

p(Tn, ) + p(2,y) + p(Y; Yn)-

Solucién: 1. Por la definicién de convergencia, sabemos que existe un N € N
talque p(z,, L) < 1 para todo n > N. Ademas, existe el min,—; _ n p(zn, L) = 6.
Por tanto, si elegimos » > max{l,d} < +oo, tenemos que para todo n, z, €
B(L,r), i.e., estd contenida en la bola centrada en L de radio r, luego (z,,), es
acotada.

2. Supongamos que la sucesion admite dos limites distintos /; # l». Entonces,
por un lado, d = p(l1,l2) > 0, y por otro, como x,, — l; Y x, — l2, entonces




3.7. Problemas 121

para todo € > 0 existe un N € N tal que, para todo n > N se cumple, al mismo
tiempo, que p(zy,l1) < 5y p(zn,l2) < 5, por tanto,

p(lg,ll) < p(lg,xn) + ,o(a:n,ll) <e = 1=l

También se puede razonar como sigue: como x,, — l1 y &, — lo, para todo ¢ > 0
existe ({por qué?) un N tal que, para todo n > N, x, € B(l1;5) y zn € B(l2; 5).
Como [; # 2 se puede siempre elegir ¢ > 0 tal que B(l1; 5) () B(l2; 5) = 0. Pero
entonces x, € B(l1; §) () B(l2; §) = 0, lo cual es una contradiccién.

3. Usando la desigualdad triangular tenemos

P(Tn,yn) < p(xn,y) + p(Y, yn) < p(zn, ) + p(x,y) + p(Y, Yn),

o0 sea, p(Tn,yn) — p(z,y) < p(zn, x) + p(y, yn). Andlogamente

p(x,y) = p(Tn, Yn) < p(Tn, ) + p(Y; Yn)-

Combinando ambas desigualdades obtenemos

lp(z,y) — p(Tn, yn)| < p(@n, ) + p(Y, Yn),

de donde se sigue el resultado pues p(xy,,z) — 0,y p(yn,y) — 0. [ ]

Problema 3.11 Es conocido que en R de toda sucesién acotada se puede
construir (extraer) una subsucesion convergente (Teorema de Bolzano-
Weierstrass). Sea ahora X un espacio métrico arbitrario y sea (z,), una
sucesién acotada de X. ¢Se puede construir (extraer) de (z,), una subsu-
cesion convergente? Justifica la respuesta.

Solucién: No necesariamente. Por ejemplo, sea X = (0,1) con la métrica habi-
tual. La sucesién z,, = 1/n es acotada pero no tiene limite en X y, por tanto,
tampoco tiene limite ninguna de sus subsucesiones. De hecho es suficiente cons-
truir una sucesion acotada en X cuyo limite no pertenezca a X (como el ejemplo
anterior). Puesto que todas las subsucesiones de una sucesion convergente tienen
el mismo limite que la propia sucesion, ninguna subsucesién serd convergente.
Por tanto, la completitud de X es una condicion necesaria. El préoximo problema
nos muestra que no es suficiente. |

Problema 3.12 Sea X un espacio métrico completo. Sea (z,), una su-
cesion acotada en X. ¢Se puede extraer de (z,), una subsucesion con-
vergente (es decir, ées cierto el Teorema de Bolzano-Weierstrass para los
espacios métricos completos?). Justifica tu respuesta. ¢Qué ocurre si X no
es completo?




122 Capitulo 3. Espacios métricos

Solucidn: Si X no es completo, ver Ejercicio 3.11, donde vimos que la comple-
titud era, en general, una condicién necesaria. Supongamos que X es completo.
Mostremos que tampoco es suficiente. Sea /> el espacio de las sucesiones acota-
das con la métrica del supremo (ver Ejemplo 3.1.11). Este espacio es completo
(ver Problema 3.16). Escojamos la sucesion ) = ¢,, donde ¢}, es la sucesién
cuyos términos son todos nulos excepto en k-ésimo que tomamos igual a 1. Esta
claro que la sucesién ||2(¥)|| = 1 para todo k, luego es acotada. Ademds, para
todos n # m € N, p(z®,2(™)) = 1, por tanto de dicha sucesién no podemos
extraer ninguna subsucesion convergente. Este ejemplo también nos vale si en
vez de usar /> usamos ¢?> como espacio métrico completo. ]

Problema 3.13 Sea (z,), una sucesién fundamental (de Cauchy) de ele-
mentos de un espacio métrico X.

1. Prueba que (z,), es acotada.

2. Sea (z,, ) una subsucesion de (z,),. Prueba que si (z,, ), converge
a x, entonces (x,), también converge y lim,, ., =, = .

Solucién: Sea una sucesién de Cauchy (z,), € X. Entonces,

Ve>0,a3NeN:Vnm>N, p(xy,zy) <e. (3.7.5)

1. Tomando € = 1 en (3.7.5) se tiene que para todo n > N, p(x,,zy) < 1.
Razonando como en el punto uno del Problema 3.10 se tiene el resultado.

2. Sea (zp, )i la subsucesién convergente a x € X. Entonces, por un lado que
T, — x si k — oo, luego existe N > 0 tal que p(zy,,z) < /2 sin, > N, Y, por
el otro, como, para todo k € N, n; > k, tenemos por (3.7.5) que para k > N
(que podemos tomar sin pérdida de generalidad igual que el N anterior) que
p(xg, xp, ) < €/2. Pero entonces, para k > N

p(xkax) S p(xkuxnk) + p(xnk7$) < 57

de donde se sigue el resultado. [ ]

Problema 3.14 Prueba que el espacio métrico trivial del Ejemplo 3.1.2 es
completo.
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Solucidn: Sea (z,), C X una sucesién de Cauchy del espacio métrico trivial del
Ejemplo 3.1.2. Entonces se tiene (3.7.5). Eligiendo ¢ < 1 cualquiera tenemos,
por la definicién de la métrica trivial, que para todos n,m > N, p(zy,Zm) = 0,
luego para todos n,m > N, x, = x,,. Es decir, las tnicas sucesiones de Cauchy
de X son las que son constantes a partir de cierto N, es decir, x,, = zn11 Vn > N.
Luego, todas las sucesiones de Cauchy son convergentes y su limite es zy 1 € X
de donde se sigue la completitud del espacio métrico trivial. ]

Problema 3.15 Prueba que los espacios métricos de los ejemplos 3.1.5-
3.1.7 son completos. ¢Y el del Ejemplo 3.1.8?

Solucion: Vamos a probar que R}, p > 1 es completo de donde se sigue el resul-
tado para los ejemplos 3.1.5-3.1.6. La prueba es esencialmente la misma que la
del Ejemplo 3.5.16 asi que solo daremos un esbozo de la misma.

sea (z®);, 20 = (2™ 2 2{¥) una sucesién de Cauchy. Entonces,

cualquiera sea ¢ > 0,
Sl — e < vmeN, (3.7.6)
i=1

con tal que & sea lo suficientemente grande. Pero entonces como todos los suman-
dos son positivos, podemos asegurar que, para todo m € N, ]a:gk) — wz(-k’Lm)] < g,
y k suficientemente grande. Es decir, cada una de las sucesiones reales xl(-k),
k =1,2,...,n, es de Cauchy. Pero R es un espacio completo por lo que existe
limy, oo :cgk) = x; para cada i. Sea x = (1, 2,...,x,). Como xl(.k) converge a x;
para cada 4, tomando el limite cuando m — oo en (3.7.6) tenemos

—~ (k
Z |x§ ) _ zi|P < €P,
i=1

i.e, p(z®),z) < ¢, si n es suficientemente grande. Luego hemos probado que z(*)
converge a x y como z*) era una sucesién fundamental arbitraria, se sigue que
R} es completo.

Para el Ejemplo 3.1.8, i.e., para R”, el razonamiento es similar. De hecho, la
completitud para todos estos espacios se sigue del Teorema 4.3.2 que probaremos
en el préximo capitulo. [ ]

Problema 3.16 Prueba que el espacio métrico ¢ del ejemplo 3.1.11 es
completo.
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Solucién: z(%) .= (xgk),:ngk), ... ,x%k), ...) una sucesién de Cauchy. Usamos (3.7.5)

que, en nuestro caso, implica que sup;cy |a:£k) — x(k+m)| < ¢, luego para todo

K3
1 €N, \a:,gk) — x5k+m)| < g, i.e., cada una de las sucesiones :cz(k), k=1,2,...,n,es
. o k
de Cauchy. Pero R es un espacio completo por lo que existe limy_ xﬁ ) = x; para
cadai. Sea x = (z1,22,...,Ty,...). Probemos que x € ¢*°. Para ello notemos que

para todoi € N

k k
| < g — 2P| + |2,

pero para cada i € N, (a:<k)

., /) es de Cauchy, luego es acotada, y si elegimos & su-

. . k . . ~
ficientemente grande, podemos hacer |z; — xE )] suficientemente pequeiio, luego
(z;); es una sucesion acotada, luego = € ¢*°. Finalmente, como para todo i € N,
(k) fici - (k) bién 1
.| es suficientemente pequefio, entonces sup;cy |z; — «; |, también lo es,
luego z(*) — x. Como z(¥) era una sucesién arbitraria de Cauchy, /> es comple-

to. |

|x; —x

Problema 3.17 Prueba que el espacio métrico definido en el Ejemplo
3.1.13 es completo y separable.

Solucion: Sea X el espacio de las sucesiones reales con la métrica

Lz — il
)=y = 3.7.7
p(z,) ;wlﬂxj_yj‘ (3.7.7)

En primer lugar, como la funcién f(z) = z/(1 + z) < 1 para todo = > 0, tenemos
que

1z — gyl 1 .-

——1 <=M, Y Mj=1<cx,

21+ x;—y| ~ 2 =

Por tanto, por el criterio de comparacién de Weierstrass 1.2.8 tenemos que la
serie (3.7.7) es convergente cualquiera sean las sucesiones (z), € (yn)n que
escojamos.

Esté claro que p(x,y) > 0y solo es cero si x = y. Ademds p(z,y) = p(y, ).
Por otro lado, como f(z) es creciente para = > 0, entonces, para todos a,b € R,
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f(Ja+b]) < f(|la|+1b]) ¥, por tanto, tomando a = z; —y; y b = y; — zj, obtenemos

21 |z — 2 1 oy -y +yi— 2
o= Yo p bz al S L Immnrnal
= i A 3 JTYi Y T A

<§:i 2 —yil+lys =zl
T Y Ay =yl A+ [y — 2

o0 o0

Z 1 lzj — vy +Z 1 lyj — 2l <
2]1"“37]_%“"‘%_2]’ 231+\x]—y]|+\yj—zj\

<i1 |mj—yj| _‘_il |yJ_zJ| ( )+( )
—— — x ,
STy gl Py gy LTI

Luego la funcién (3.7.7) es efectivamente una métrica y nuestro espacio es un
espacio métrico.

Probemos que X es completo. Sea (z(™),, € X una sucesién de Cauchy. En-
tonces (3.7.5) implica que para todo ¢’ > 0 existe un N € N tal que para todos
n,m> N,

p(z” R <. (3.7.8)
Z I+ \x g™

Ahora bien, para cada k € N fijo y cualquiera sea ¢ > 0, tenemos'!, para todos
n,m > N,

L G SIS S e B S

O =T R R

1
2k 1+s

para x > 0 lo anterior implica que para todo j € N, |xj - xj | < e. Es decir,

donde hemos elegido &’ = en (3.7.8). Como f es estrlctamente creciente

para cada j € N, las sucesiones (xg-”))n € R son de Cauchy y como R es completo,

son convergentes. Sea xg.") — x; cuando n — oo. Estd claro que z € X. Tomando

el limite m — oo en (3.7.8) y usando que la métrica es una aplicaciéon continua
tenemos que p(z("), z) < ¢ sin es lo suficientemente grande, luego (™ — z € X,
y como (z(™),, era arbitraria, X es completo.

Veamos ahora que es separable. Para ello definiremos el conjunto @ C X
de todas las sucesiones del tipo y = (¢1,92, -..,¢s,0,0,...), para todo n € N,

De hecho, de esta misma forma se puede probar que p(x,y) es suficientemente pe-
quefio si y solo si |z; — y;| es suficientemente pequefio para cada i, donde = = (z;); e
y = (%i)i-
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donde para todo k, g es racional (ver el Ejemplo 3.4.5)). Como ya vimos @
es un subespacio numerable. Probemos que () es denso en X. Sea una sucesion
cualquiera (z,), € X. Entonces, para todo ¢ > 0 existe un N € N tal que
o0
1 |z €
> e |71 <l

Como Q es denso en R, entonces para todo zj existe un racional ¢ tan cerca
como se quiera, i.e., para todo ¢ > 0y todo k, |z — ¢x| < €/(2N). Luego existe
una sucesién q € @ tal que

N

Zi o —ysl €
ot 214+ |zj—y;| 2
Entonces, para todo x € X podemos encontrar un ¢ € () tal que
(2,q) il %) — 4] il 7 =yl i L L7
pl,g)=) ——F L =N —_J I S i LR
= 291+ |:Ej — Qj| st 271+ ]a:j — yj] Pt 271+ |£C]’

i.e., para todo = € X, existe un g € @ tal que p(z,q) < ¢, luego @ es denso en X.
Como X contiene un subconjunto denso y numerable entonces es separable. m

Problema 3.18 Estudia bajo qué condiciones (sobre los a; ;) la aplicacién
A : R™ — R™ definida por el sistema de ecuaciones

ylzz:aijxijbi, i:1,2,...,n,

es de contraccion en los siguientes casos
1. Si usamos la métrica del Ejemplo 3.1.5.
2. Si usamos la métrica del Ejemplo 3.1.6
3. Si usamos la métrica del Ejemplo 3.1.8
Solucidn: En el segundo caso tenemos RY':

p(Ax, Ay) Z Zawxj +b; — Zaijyj +bi| = Z Zaz’j(%‘ —yj)| <
= ==

=1 |j=1

iz'% =Y |<ZZ( méix |am)|asj—yjr=

=1 j=1

Z aX |azJ|Z‘$J_?/J‘—OZZ’%_?JJ’—O‘P@ Y).
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Luego A serd contractiva si o« = > | max;—1,. 5 |a;j| < 1.

Para el tercer caso

n n
p(Az, Ay) = max Za,jacj +b; — Zaijyj +b;i| = l:rrllaxn Zlaij(xj —y;)| <
— iz

IA

n
_max E Jaijlle; — ;] < méx > méx |ai;llz; —y;| =
1=1,....,n 4 1=1,....,n 4 l]:l,..n

: ]:

= mix méx Jaglle; —yiln=a méx |z -yl = oplry)
i=1,...,nj=1,..,n Jj=1,...,n

Luego, A sera contractiva si

1
a=n Jrillax la; j| <1 @Z,Jmlax’ |la; j| < .

Finalmente, en el primer caso, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz'?

en R"”, se puede comprobar que

p(Ax, Ay) = Z ZGU —vj)

=1 |j=1

; . n 2 . .y .
asi que si, /> /", [a;;|” < 1, nuestra aplicacion es contractiva. No obstante
debemos mencionar que si A es una matriz simétrica el resultado anterior se
puede mejorar usando el Teorema espectral para matrices simétricas. ]

Problema 3.19 Utiliza el Teorema del punto fijo para probar que el pro-
blema de valores iniciales asociado al sistema de ecuaciones diferenciales

yi(x) = fil@,y1, 90, yn)si =1 on, ga(@o) = (Y)o, - -, Yn(@0) = (Yn)o,

tiene solucion unica en cierto J-entorno de x,. Asumir que las funcio-
nes f; son continuas en cierta regién 2 de R"*! que contiene al punto
(20, (¥1)os - - -» (Yn)o), ¥ que se satisfacen una condicién de Lipschitz de la
forma

dK > O; vxayiagi S Qv |f(xay17' .. 7yn)_f(x7gla s 7gn>’ S Kzirlléxn‘yl_@’

12‘22:1 aby| < \/22:1 ai \/EZ:1 bi
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Solucidn: La prueba consiste en adaptar la prueba del Teorema de Picard 3.5.36
para una ecuacidén a un sistema de ecuaciones.

Problema 3.20 Sea la ecuacién integral de Fredholm de 2° tipo

—A/ny y)dy + h(z),

donde el nicleo K (z,y) de la ecuacién integral y h son funciones conocidas
y continuas en el cuadrado D = {(z,y) |z € [a,b], y € [a,b]}. Prueba que
en el espacio de las funciones continuas C([a, b]) con la métrica p(f,g) =
maxX,cpp | f(2) — g(x)| (ver Ejemplo 3.1.9) la ecuacién anterior tiene una
Unica solucién si |A| < (M(b—a))~!, donde M es el méximo de la funcién
|K(x,y)| en D. Ayuda: Utiliza el Teorema del punto fijo.

Solucidn: Sea el operador 7" : C([a, b]) — C([a, b]), definido por

—)\/K$y y)dy + h(x).

Tomemos en C([a, b]) la norma del méximo (supremo) de forma que tenemos el
espacio métrico completo C[(;Ob}. Calculamos

b
Tf(2) - Ty(a)| = \A [ K - sty
b
< / K (2, 9)I1£ () — 9(9)ldy

b
< / M- méx |f(y) — g(y)ldy
a yG[a,b}

= [A|M (b —a) méx |f(y) — g(y)I,
y€la,b]

donde M = méx, ;e | K (7, )| Luego

méx [T'f(z) — Tg(x)| < [A|M(b—a) méx [f(y) — g(y)|
z€[a,b] y€la,b]

de donde se sigue que
p(Tf,Tg) < |AIMb—a)p(f,g9) =ap(f,g9), a=|AMb-a).

Si |\ < (M(b— a))"!, entonces a € (0,1) y, por tanto, T es un operador de
contraccién en un espacio métrico completo, luego podemos aplicar el Teorema
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de punto fijo de Banach 3.5.31 que nos asegura que existe una tnica funcién f*
tal que Tf* = f*, i.e.,

b
F@) = [ K@) @)y + hia),
por lo que existe una unica solucién a la ecuacion integral de Fredholm. ]

Problema 3.21 Prueba que la funcién f(x) definida sobre (0, 1) tal que
f(z) = 1/q si x = p/q (fraccién reducida) e igual a 0 si = es irracional
es continua en cada irracional de (0, 1) y discontinua en cada racional de
(0,1).

Solucion: La funcion propuesta se conoce como funcion de Thomae: f : R
[0, 1], definida como

1, siz="L¢ Q, conp € Z,q € Nymed(p,q) =1,
fla)=q 1 !
0, sizeR\Q.
Estudiemos ahora su continuidad. Sea xy = % € Qconp € Z,q € N, coprimos.
Luego f(zo) = ¢-
Sea a € R\Q, arbitrario. Definimos x,, = xo + % € R\Q, n € N. Entonces

20—zl = %y f(a0) = Son)] = =

Luego x,, — xo pero f(x,) # f(zo), ¥, por tanto, f no es continua en ningun
racional.

Veamos ahora la continuidad en los irracionales. Sea ¢ > 0 cualquiera, i € N
y zo € [0,1]\Q, cualquiera. Por la propiedad arquimediana, existe » € N tal que
0 < 1/r <e, yexisten k; € N tales que

k; +1

Vi=1,..,r setiene 0 < — < x9 <
i
Ahora definimos la minima distancia de z a sus ¢-ésimas cotas como:
) ki ki + ,
d; == mln{ - - , ysea 0= min {d;}.

To —
075 ] 1<i<r

Elijamos = € (xo — 6,0 + ¢). Si z es irracional, entonces f(zp) = f(x) = 0. Si

x es racional con fraccidn irreducible p/q, necesariamente ha de ser ¢ > r y, por

tanto:

; [To —

F(zo) - f(z)] = ; <lee

T
Asi concluimos que f es continua en los irracionales.
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Problema 3.22 El Teorema de Baire 3.6.1 se puede probar a partir del
Teorema de las esferas encajadas 3.5.20 para ello hay que encontrar una
sucesion apropiada de esferas encajadas'®. Ello también se puede hacer
razonando de la misma forma que en la prueba presentada en el apartado
3.6 y mostrado que existe una esfera S; tal que S, C By pero que no
estd contenida en Bj ;. Usar esta idea para dar una prueba alternativa
del Teorema de Baire 3.6.1.

13Ver, e.g., G.E. Shilov, Elementary Real and Complex Analysis. Dover Publications, New
York, 1996.




Capitulo 4

Espacios normados y espacios de
Banach

Man muss immer generalisieren (Uno debe siem-
pre generalizar).
Atribuida a Carl G.J. Jacobi

4.1. Espacios vectoriales

Definicidon 4.1.1 Sea V un conjunto de elementos cualesquiera y K el cuer-
po de los numeros reales R o complejos C. Definiremos en V las operaciones
suma “+” de dos elementos z, y de V y multiplicacién “-” de un elemento de
V por un niimero (real o complejo) o € K por un elemento de V. Diremos
que V es un espacio vectorial sobre K (real o complejo si K = R o K = C,
respectivamente), si se cumplen las siguientes propiedades (axiomas):

1. Para todos x e vy, vectores de V, el vector suma, w = x + y, también
es un vector de V y para todos x,y, z € V se cumple que:
azty=y+z
b) (z+y)+z=2+(y+2)
¢) Existe un elemento “nulo” de V, talque t + 0 =0+ =z

d) Cualquiera sea el vector = de V, existe el elemento (—z) “opues-
to” a z, tal que v + (—x) = (—z) + = = 0.

131
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2. Para todo z vector de V, el vector que se obtiene al multiplicar por un
escalar, w = « - x, también es un vector de V y para todos =,y € V,
a, B € K se cumple que:

a a-(zr4+y)=a-z+a-y
b) (a+8) - z=a-z+p-x
 a-(B-x)=(aB)

d 1l z=2x

Ejemplos.

1. El conjunto de los vectores de R" cuando la suma de dos vectores y
la multiplicacién por un escalar es la estandar.

2. El conjunto de las matrices m x n cuando la suma de dos matrices
y la multiplicaciéon por un escalar es la estdndar. Dicho espacio lo
denotaremos por R"™*",

3. El conjunto de los polinomios reales’ de grado a lo sumo n, que
denotaremos por PP, o sea,

P, ={pn(t)=ap+a1t+---+a,t", ao,..,a, nimeros reales.},

donde definiremos la suma de dos polinomios y la multiplicacién por
un escalar de la siguiente forma:

p(t) =ag+art+---+ant", q(x)=by+brt+---+byt",
(p+q)(t) := p(t) + q(t) = (ao + bo) + (a1 + b1)t + -+ - + (an + bu)t",
(a-p)(t) == ap(t) = (aag) + (aa)t + - - - + (ap)t"™.

Ademas, p, =0,siysolosiay=a; =---=a, =0.

4. El conjunto de las funciones continuas en el intervalo [a, b], que de-
notaremos por C(]a, b]), cuando la suma de dos funciones f y g y la
multiplicacién por un escalar « estan dadas por

(f+9)(t) = f(t) +9(), (- )(t):=a-[f().

IDe forma totalmente andloga se puede definir para el caso complejo.
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Definicidon 4.1.2 Sea V un espacio vectorial. Diremos que un subconjunto
H C V de elementos de V es un subespacio vectorial de V si H es a su
vez un espacio vectorial respecto a las mismas operaciones suma “+” y
multiplicacién “” que V.

Ejemplos.

1. Dado un espacio vectorial V, son subespacios vectoriales “triviales”
los subespacios H = {0} (conjunto que tiene como tnico elemento,
el nulo) y H =V (el mismo espacio vectorial).

2. ParaV = C([a,b]), H = P, es un subespacio vectorial, para cualquier
n =0, 1,2, ... entero no negativo.

3. ParaV =P,, H = P, es un subespacio vectorial para todo k < n.

Ejercicio 4.1.3 Prueba que los espacios (> y (* (p > 1) de los ejemplos
3.1.11 y 3.1.12, respectivamente, son espacios vectoriales.

Que la suma = + y € /> es inmediato. Para el caso de /P se sigue de la
desigualdad de Minkowski (3.1.3). Para la multiplicacién por un escalar es
inmediato. Finalmente, se puede comprobar mediante un célculo directo
que en cada caso se cumplen las propiedades de la Definicion 4.1.1. ]

Teorema 4.1.4 Un subconjunto H de elementos de V es un subespacio
vectorial de V si y solo si se cumple® que para todos x e y, vectores de H y
a, 8 € Kel vector w = ax + Py también es un vector de H.

2Usualmente se impone ademds que el elemento nulo de V pertenezca a H, pero
eso se deduce de la condicién w = ax + By € H tomando oo = 5 = 0.

La demostracion es inmediata de la definicidn de subespacio vectorial.

Definamos ahora la envoltura lineal span (vy, v, ..., v,) de los vectores
U1, V3, ..., U, como el conjunto de todas las combinaciones lineales de dichos
vectores:

p
span (v, Vg, ..., Up) = Zakvk ar, €K, k=1,2,...,p
k=1

Usando el teorema anterior se deduce el siguiente
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Teorema 4.1.5 Dado un conjunto de vectores {vy, vs, ..., v, } de un espacio
vectorial V, el conjunto span (vy, vs, ..., v,) s un subespacio vectorial de V.
Dicho subespacio vectorial comunmente se denomina subespacio generado
por los vectores vy, vy, ..., Up.

Conjuntos linealmente independientes. Bases.

Un conjunto de vectores vy, vs, ...,v, de un espacio vectorial V se
denomina linealmente independiente si la ecuacién vectorial

101 + Tav2 + - - + 2,0, = 0,

tiene como unica solucion la trivial 21 = --- =z, = 0.

Un conjunto de vectores vy, vo, ..., v, se denomina linealmente depen-
diente si existen los valores 1, xs, - - - , z,, no todos iguales a cero tales que
se verifique la ecuacién vectorial

L1V + Loy + - - - +3:pvp =0.

Se dice que un conjunto infinito de vectores es linealmente indepen-
diente si cualquier subsistema finito del mismo es linealmente indepen-
diente. En caso contrario se dice que el sistema es dependiente.

Las siguientes propiedades se pueden verificar facilmente:

1. Un conjunto S = {vy,vs,...,v,} de dos o mds vectores es linealmente
dependiente si y solo si al menos uno de los vectores del conjunto es
combinacion lineal de los demds.

2. Un conjunto S = {vy, v, ..., v, } de dos o mds vectores de V con alguno
de los vectores v; = 0 (1 < ¢ < p) es necesariamente un conjunto de
vectores linealmente dependientes, o sea si alguno de los vectores de
S es el vector nulo entonces S es un conjunto de vectores linealmente
dependientes.

3. Dos vectores vy, y vy de V son linealmente dependientes si y solo si
son proporcionales, es decir, si existe un escalar « tal que v; = avy 0
Vo = (XU1

Los vectores linealmente independientes de un espacio vectorial jue-
gan un papel fundamental en el estudio de los sistemas lineales gracias a
la siguiente definicién:




4.1. Espacios vectoriales 135

Definicidon 4.1.6 Dado un subespacio vectorial H del espacio vectorial V
diremos que el conjunto de vectores B = {by, by, ...,b,} de V es una base de
H si

i) B es un conjunto de vectores linealmente independientes

ii) H = span (b, bs,...,b,), 0 sea, B genera a todo H.

En particular si H coincide con V, entonces B es una base de todo el espacio
vectorial V.

Por ejemplo, si tomamos una matriz n x n invertible, entonces sus
columnas aq, ..., a,, son linealmente independientes y ademads se tiene que
R™ = span (ay,...,a,). Por tanto B = {ay,...,a,} es una base de R". En
particular, si A = I,,, la matriz identidad n x n, las columnas ey, es, ..., €,
de la misma son una base de R" la cual se conoce como base candnica de
R™.

Otro ejemplo lo constituye el conjunto de vectores S = {1,¢,¢?,...,t"}
del espacio vectorial IP,,. Es facil comprobar que dichos vectores son lineal-
mente independientes y que span (1,¢,t%,...,t") = P,. S se conoce como la
base canodnica de P,,.

El siguiente teorema es de gran importancia en las aplicaciones.

Teorema 4.1.7 Si un espacio vectorial V tiene una base de n vectores B =
{b1,bs, ..., b, }, entonces cualquier conjunto con mds de n vectores de V es
linealmente dependiente. Mds aun, si un espacio vectorial V tiene una base
de n vectores B = {by, b, ..., b, }, entonces cualquier otra base de V tendrd
que tener n vectores de V.

Por tanto, el menor numero de vectores linealmente independientes
que generan un espacio vectorial es una propiedad intrinseca de dicho
espacio. Dicho niumero se denomina dimension del espacio vectorial.

Un espacio vectorial es de dimensién finita n si V estd generado por
una base de n elementos, es decir, si V = span (by,...,b,), donde B =
{b1,...,b,} es una base de V y lo escribiremos de la forma dim VV = n. En el
caso que V = {0} sea el espacio vectorial nulo, dim{0} = 0. Si V no puede
ser generado por una base finita de vectores, entonces diremos que V es
de dimension infinita y lo denotaremos por dim V' = oo.

Asi, dimR™ = n, dimP,, = n + 1, dim C'([a, b]) = 0o, y dim ¢ = oc.
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4.2. Espacios normados y de Banach

Definicidn 4.2.1 Un espacio vectorial X (real o complejo) se denomina
espacio normado si para todo x € X existe un numero real denominado
norma, y que denotaremos por ||z||, que cumple con las condiciones

1. Para todo x € X, ||z|| > 0y si ||z|| = 0 entonces = = 0.
2. Paratodo x € Xy A € R (0 O), || \z| = |N||z]],

3. Para todos x,y € X se tiene la desigualdad triangular

lz +yll < [lzll + llyll- (4.2.1)

Es evidente que si en un espacio normado X definimos la funcién p(z,y) =
||z —y||, esta satisface los axiomas de la Definicién 3.1.1, i.e., todo espacio
normado es un espacio métrico. La funcién p anterior se denomina métrica
inducida por la norma.

Definicidon 4.2.2 Un espacio normado completo (en la métrica inducida
por la norma) se denomina espacio de Banach.

Ejemplo 4.2.3 X = R" (C") el espacio de las n-tuplas © = (x1, 23, ..., T,)
con la norma ||z|| = v/>_;_; |zx|? es un espacio de Banach.

Ejercicio 4.2.4 (Qué ocurre con X = R™ (C") si usamos las normas

,,,,,

En ambos casos los correspondientes espacios son de Banach. ]

Ejemplo 4.2.5 Sea X = C(|a, b)) el espacio de las funciones continuas defi-

1
nidas sobre el segmento [a, b| y definamos la norma || f||= (f; |f(x) |pdm>

2

p > 1. Este espacio es un espacio normado pero no de Banach (épor qué?).

Ejemplo 4.2.6 Sea X = C(]a, b)) el espacio de las funciones continuas de-
finidas sobre el segmento [a, b]. Definamos la norma | f|| =méx,cq4|f(2)|.
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Este espacio es un espacio de Banach.

Ejemplo 4.2.7 Sea X el espacio de las sucesiones © = (x1, To, ..., Tp,...)
tales que Y ;- |zx|[’ < +oo con la norma ||z|| = (>°;2, |z, P)P, p > 1.
Dicho espacio lo denotaremos por (? y es un espacio de Banach.

Ejemplo 4.2.8 El espacio X de las sucesiones x = (1, g, ..., Zy,...) Aco-
tadas con la métrica ||z|| = sup,ey |zk|, €s un espacio de Banach (ver el
Problema 3.16).

Esta claro que todo espacio normado es un espacio métrico con la mé-
trica inducida por la norma. Una pregunta inmediata es si el reciproco
es cierto, es decir, si todo espacio métrico es normado. Para responder a
esta pregunta consideremos el espacio X de todas las sucesiones reales
x = (r1,%2,...,%y,...) con la métrica (ver Ejemplo 3.1.13)

i i |z — yjl
s 201+ |z; —y;|
Esta métrica no puede ser inducida por ninguna norma ya que de ella

nunca podremos obtener la propiedad 2 de la Definicion 4.2.1. De hecho
una consecuencia inmediata de dicha definicion es el siguiente lema:

Lema 4.2.9 Sea X un espacio normado. Entonces, la métrica p inducida
por la norma satisface las siguientes condiciones:

p(x+2,y+2) =p(x,y),  pAz, \y) = |A|p(z,y).

Como ya vimos, los espacios normados son espacios métricos con la
métrica p inducida por la norma p(x,y) = ||z — y|| y por tanto en ellos
podemos definir la convergencia de sucesiones, sucesiones de Cauchy, etc..
Asi, por ejemplo, la Definicién 3.5.2 se transformaria en la siguiente:

Definicidon 4.2.10 Una sucesion (z,,), de elementos de un espacio norma-
do X es convergente, si existe un r € X tal que para todo ¢ > 0y un
N € N tal que para todo n > N, ||z, — || < €. En ese caso escribiremos
que x, X ro que lim,, . x,, = x. En caso contrario, si no existe dicho z,
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diremos que (x,,),, es divergente.

Ademas, al tener los espacios normados una estructura algebraica po-
demos definir, entre otras cosas, las series.

Definicién 4.2.11 Dada una sucesion de elementos (x,), de un espacio
normado X definiremos la sucesién de sumas parciales (s, ),

n
sn:Zxk, Vn € N.
k=1

Si s, converge (en norma) a cierto s € X, cuando n — oo, diremos que la
serie es convergente en X y s es su suma. Si converge la serie >, _, ||z,
diremos que la serie converge absolutamente.

Teorema 4.2.12 Sea X un espacio de Banach (normado y completo). En-
tonces toda serie absolutamente convergente es convergente.

Demostracién: Sea (z,), absolutamente convergente, i.e., la serie numé-
. . ﬁ
rica ;7 ||z, converge. Entonces, obviamente Y ° . [z, = 0, o

equivalentemente, su sucesion de sumas parciales (s,),, es de Cauchy, i.e.,

Ve>0, AN eN |Vn > N,Vp eN, |5,1p—5u| = |1+ -+ ||wnsp] <e.

Entonces, para todo ¢ > 0, existe un N € N tal que, para todon > Ny
todo p € N,

n+p n+p
I8 — Snapll = Z Tp|| < Z |zal| <e,
k=n+1 k=n+1

es decir, la sucesion (s, ), de las sumas parciales es fundamental. Como X
es completo, entonces existe un s € X tal que lim,, .o, s, = s. [

El teorema anterior no es cierto si X no es completo. Como ejercicio se
proponemos al lector que encuentre un contraejemplo.

Ejemplo 4.2.13 Prueba que si X es un espacio normado, entonces toda
serie absolutamente convergente es convergente si y solo si X es completo.

Si X es completo se sigue del teorema anterior que si la serie es abso-
lutamente convergente es convergente. Probemos el reciproco, i.e., asu-
mamos que toda serie absolutamente convergente es convergente. Sea




4.2. Espacios normados y de Banach 139

(x,)n una sucesion de Cauchy cualquiera, i.e.,
Ve >0, INeN, Vn>N,VpeN, |z,— x| <e.

Entonces, existe (¢por qué?) una sucesién creciente de nimeros natura-
les (ny) tales que ny < ny < ng < ---

1
||xnk+1_$nk”§?7 k:1,2,37... o

Ademas, la serie
o0 o0 1
Z Hxnk-H - xnk” < Z 2_k < +00.
k=1 k=1

. o0 .
Entonces, la serie ), (%y,,, — ¥y,), converge a cierto x € X. Pero
esta serie es una serie telescopica, y sus sumas parciales son tales que

N
§ :(xnkJrl - xnk) =Tpy — Tpy 7 T
k=1

y, por tanto,

(xnkﬂ — Tn,) = klgfolo(l’nk - Tny) = klggo Tpy = T+ Ty,

I
NE

i

1

es decir, la sucesidn (z,, ), es convergente, pero entonces la sucesion ori-
ginal (z,), también converge (ver el punto 2 del Problema 3.13). Como
(x,)n era una sucesion arbitraria de Cauchy, entonces X es completo. =

Definicidon 4.2.14 Sea X un espacio normado y sea M un subespacio vec-
torial de X. Si M es un espacio normado con la norma de X restringida a
M se dice que M es un subespacio de X. Si M es cerrado en X entonces se
dice que es un subespacio cerrado.

Definicion 4.2.15 Sea X un espacio normado. Sea (e,,), una sucesion de
elementos de X tal que, para todo x € X, existe una tnica sucesion de

n—00

escalares (o, ), tales que ||z — (e + - - - + ayey,)|| — 0. Dicha sucesion
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se denomina base de Schauder.

Ejemplo 4.2.16 Sea X el espacio (P de las sucesiones y sea (e,,), la sucesion
definida por e, = (0,1);, i.e., la sucesion de vectores de (F con 1 en la
posicion i = k y O en el resto es una base de Schauder.

En efecto, para todo x € (P tenemos © = (x1, %2, T3,...,Tp,...). Sea
Sp = Y n_y Qr€x, CON oy = 1z, para todo k € N. Como x € (7, entonces

£ 1/p
lim ||s, — s|| = lim Z |k |? 0.
n—oo n—oo
k=n+1

Estd claro que la sucesién de escalares («,), es Unica. Para ello basta
notar que, en general, la distancia

n oo
oo —slF = lax—aulr + 3 faul?
k=1 k=n+1

solo se puede hacer tan pequefio como se quiera si «; = z; para todo
jeN. [

Proposicion 4.2.17 Si un espacio normado X tiene una base de Schauder,
entonces es separable.

Demostracion: Por simplicidad asumiremos el caso real. i.e., K = R (el
caso complejo se deja como ejercicio). Sea (e, ), una base de Schauder en
Xy sea el conjunto

N
Y = y:ZBjeijeN, B;eQ, 7=1,2,...,N »,
j=1

i.e., el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas con coeficientes
racionales de elementos de la base (e,),. Obviamente Y es numerable
(pues Q lo es). Sea x € X cualquiera y sea ¢ > 0. Como (e,), es una base
de Schauder entonces existen ay, as,...,ay € R tales que

N

15

T — E Q€ <§.
i=1
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Como Q es denso en R, entonces existen 1, (o, .. ., Sy € Q tales que

oy = G5l <

3
2N |l

Entonces, para todo z € X existe un y = zy: 1 Bjej € Y, tal que

N
lz =yl = |z =) Bre;
i=1

N N
< e = ajes|| + {1 (e = Bye;
J=1 i=1
N N
<o =D aje|[+ ) oy — Billlell < e
Ji=1 Ji=1

El reciproco no es cierto en general. P.H. Enflo en 1973 encontré un
espacio de Banach, separable que no tiene ninguna base de Schauder.

Finalmente debemos mencionar que todo espacio normado se puede
completar y convertirlo en un espacio de Banach. De hecho como conse-
cuencia directa del Teorema 3.5.26 se tiene el siguiente teorema:

Teorema 4.2.18 Sea (X, ||.||) un espacio normado. Entonces existe un es-
pacio de Banach X y una isometria Ade Xen W C X, tal que W es denso
en X. Ademds, X es tinico excepto isometrias.

4.3. Espacios normados de dimension finita

Comenzaremos con un lema técnico.

Lema 4.3.1 Sean n vectores cualesquiera x, ..., x, linealmente indepen-
dientes de un espacio normado X. Entonces, existe un numero real ¢ > 0
tal que cualesquiera sean los escalares ay, . .., au,

loazy + -+ - 4+ anzn|| = e(laa| + -+ + |aw])- (4.3.1)

Demostracidn: Sea s = |ay| + -+ - + |a,|. Si s = 0 el lema es trivial asi que
asumiremos s > 0. Dividiendo por s 4.3.1 se sigue que 4.3.1 es equivalente
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a probar que si z4, ..., r, son linealmente independientes, entonces existe
un numero real ¢ > 0 tal que cuales quiera sean los los escalares f, ...,

Bu,con 300 Bl =1

Supongamos que la desigualdad anterior es falsa. Entonces ha de existir
(¢por qué?) una sucesién (y,,),, C X tal que

Y = B A Bz, DB =1y [yl 0.
k=1

g n (m)| . . ‘
De la condicién },_, |3,"’| = 1 se sigue que las n sucesiones numéri-
cas ( ,im))m, k =1,...,n, son acotadas. Sea la sucesién (ﬁfn))m acotada,

entonces por el Teorema de Bolzano-Weierstrass de ella se puede extraer
una subsucesién convergente Bfmj ) 2% (1. Escojamos de cada una de las
sucesiones restantes (6,im))m, k = 2,...,n, con las subsucesiones defini-
das por los indices m; de antes. Entonces la sucesion (ﬁém]’ )) ; es acotada
y por Bolzano-Weierstrass de ella se puede extraer una subsucesion con-
vergente Béj’) ooy [B2. Ademas, si escogemos los indices j; definidos por
esta sucesion, la subsucesion (590) j 2% 8 (¢por qué?). Continuando es-
te proceso n veces tenemos que existe una subsucesion de indices /; tales
que 5,8” =0 Bk para todos los £ = 1,2,...,n. Ademas, dicha sucesion de
indices define una subsucesién (y;,); de (y,, ) tal que

l; l;) i—o0
Y, = Zﬁ;ﬁ Ja, 5;& i
=1

Luego
limy, = Gue=yy 3 |%l=1
k=1 k=1

De lo anterior se sigue que no todos los 3, pueden ser ceros al mismo
tiempo. Como los vectores x4, ..., x,, son linealmente independientes y
no todos los /i, ... 3, son cero, entonces y # 0 (épor qué?). Ahora bien,
como la norma es una aplicacién continua (ver Problema 4.2), entonces
se tiene

limy, =y = lim |yl = [y,
71— 00 71— 00
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m—0o0 3
pero como |ly,,|| — 0, entonces lim; , ||y, || = 0, luego |y|| = 0 de
donde se sigue que y = 0 lo cual es una contradiccidn. |

Como corolario tenemos el siguiente teorema de completitud:

Teorema 4.3.2 Todo subespacio M de dimension finita de un espacio nor-
mado es completo. En particular, todo espacio normado de dimension finita
es completo.

Demostracidon: Sea (y,,),, una sucesién de Cauchy arbitraria de M. Sea
dim M = n. Entonces para todo y,, € M, existen los nimeros (dnicos)
a};’”, k = 1,2,...,n, tales que y,, = > ._, a,gm)ek. Como (Ym)m €s de

Cauchy, entonces, por un lado
Ve>0, AN eN, |Vm >N, Vpe N, ||[Um — Um+pll <&,

y por el otro, existe un ¢ > 0 (por el lema anterior) tal que

n

e> D (0" =™ ey || = ¢y oy - m““r:»Z\ak o] < =,
k=1

k=1

e., las sucesiones (a,(cm))m son de Cauchy y, por tanto, convergen (los

a,gm) son numeros reales o complejos), a ciertos o, k = 1,2,...,n. Sea

Y= Zzzl aje; € M. Entonces

n

Iy — yll = | (0™ — an)ex <Z|a — ay[lex]] =30,

k=1

lo que implica que lim y,, =y € M, i.e., M es completo. ]
m—0o0

Corolario 4.3.3 Todo subespacio M de dimension finita de un espacio de
normado (en particular de Banach) X es cerrado en X.

Demostracidon: M es en si mismo un espacio normado y por hipoétesis
es de dimensién finita, luego, por el Teorema 4.3.2, es completo. Pero si
M c X es completo, entonces repitiendo la demostracion de la primera
implicacién del Teorema 3.5.14 se sigue que M es cerrado en X (ver Nota
3.5.15). [

El siguiente ejemplo muestra que la condiciéon de dimensién finita no
se puede eliminar.




144 Capitulo 4. Espacios normados y espacios de Banach

Ejemplo 4.3.4 Sean los vectores linealmente independientes x, ..., x, €
X, X espacio normado y sea M = span (z1, %3, - ,x,). Dado que M C X
es de dimension finita, el corolario anterior 4.3.3 implica que M es cerrado.

Veamos que, efectivamente, la condicién de dimensién finita es esen-
cial. Para ello consideremos el espacio Cfy,, del Ejemplo 4.2.6 y sea
M = span (xy,T9, 19, - ), donde z,, := z,(t) = t" !, i.e., M es el espa-
cio de todos los polinomios de cualquier grado. M no puede ser cerrado
pues hay infinidad de funciones continuas que son puntos de acumula-
ciéon de M pero no pertenecen a M. Por ejemplo, si elegimos f(t) = €,
entonces, usando el Teorema de Taylor tenemos que P,(t) = >_;_ L, es
tal que

egtn—i—l

(n+1)!

e
- = 0,£€(0,1),

L—P,(t)|| = méx |e'—Py(t i
le =P (t)]] = mdx |e'—P,(t)] = mdx CF)

t€0,1] - t€[0,1]

cuando n — oo, luego ¢’ es un punto de acumulacién de M pero obvia-
mente no es un polinomio, luego M no puede ser cerrado. [

Definicion 4.3.5 Una norma || - || en un espacio vectorial X es equivalente
a otra norma |- ||" si existen dos nimeros reales a, b positivos (a > 0, b > 0)
tales que para todo x € X

allzl" < [l=]| < bfjz".

Ejercicio 4.3.6 Sea X un conjunto dado y sean || - || y || - ||’ dos normas
equivalentes definidas en X. Prueba que toda sucesion de Cauchy en (X, ||-||)
siysolosiloesen (X,| -]'). ¢Qué consecuencia tiene esta propiedad?

Esto es una consecuencia inmediata de la definicién anterior dado que
si dos normas son equivalentes entonces, si para todo ¢ > 0 tan pequefio
como se quiera se tiene ||x,, — z,,,||" < €, entonces la distancia ||z, — z,,|| <
be, seguird siendo tan pequefia como se quiera, y si ||z, —z,,|| < €, entonces
|xn, — zm||" < €/a, también seguird siendo tan pequefia como se quiera. En
otras palabras, todas las definiciones que involucran la norma no se ven
afectadas si cambiamos una norma por otra equivalente, por ejemplo no
solo las sucesiones de Cauchy seguirdn siendo de Cauchy, sino que las
propiedades topoldgicas de los espacios y sus subespacios no cambian,
etc. u




4.3. Espacios normados de dimensién finita 145

Teorema 4.3.7 Sea X un espacio vectorial de dimensidn finita. Entonces
cualquier norma || - || en X es equivalente a cualquier otra norma || - ||'.

Es decir, en cualquier espacio normado de dimension finita la propiedad
de convergencia (o divergencia) es independiente de la norma.

Demostracion: Sea dimX = n y sea ey, ..., e, una base de X. Entonces

para todo = € X existen (y son unicos) los nimeros ay, ..., «, tales que
n

x =) ., aje;. Entonces, por el Lema 4.3.1

lo > elloa] + -+ lanl) = | + -+ + o] <

Pero

=" = Z%% <Z|ag|||€g\|’<ma><|legllZI%|< 1],

donde hemos denotado por k al méx; ||e;||. Intercambiando las normas
obtenemos ||z|| < & ||z, de donde se sigue el resultado. n

Ya vimos en el apartado 3.5 que en un espacio métrico todo subcon-
junto compacto (Definicion 3.5.5) era cerrado y acotado (Lema 3.5.7) y
también vimos que el reciproco no es cierto (ver también el Problema
4.17). Esta afirmacion obviamente es valida para los espacios normados
al ser estos espacios métricos con la métrica inducida por la norma. Sin
embargo, si el espacio normado es de dimensién finita, entonces todo ce-
rrado y acotado es necesariamente compacto. Asi tenemos el siguiente
teorema:

Teorema 4.3.8 En un espacio normado X de dimensidn finita, todo sub-
conjunto M C X es compacto siy solo si es cerrado y acotado.

Demostracion: Si M es compacto entonces, por el Lema 3.5.7, es cerrado
y acotado. Probemos el reciproco. Sea M cerrado y acotado. Probemos
que M es compacto. Sea n = dimX y sea ey, ..., e, una base. Sea (z,,),
una sucesién de elementos de M, entonces z,, = Y ,_, a,(cm)ek € X. Como
M es acotado, x,, también lo es, i.e., existe K > 0 tal que, para todo

m €N, ||z,|| < K, luego, por el Lema 4.3.1 tenemos que

K > ||zn] = Zak el > cZ\a,&m)
k=1
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Luego las sucesiones (a,&m))m son acotadas para cada k y, por tanto, existe

una subsucesién convergente (Lema de Bolzano-Weierstrass) a «y, para
todo k = 1,2,...,n —debemos hacer una construcciéon similar a la de la
prueba del lema 4.3.1-. Asi, existe una subsucesion (z,, ), que converge a
=) ,_, agex. Como M es cerrado = € M. Luego toda sucesién (z,,), de
m tiene una subsucesién convergente en M, i.e., M es compacto. [

4.4. Aplicaciones lineales

Gracias a la estructura algebraica de los espacios normados podemos
definir un caso particular de gran importancias de los operadores discuti-
das en el apartado 3.2: las aplicaciones lineales. Como alli D(7") denotard
el dominio (que asumiremos es un subespacio vectorial de X) de la apli-
cacion 7' e J(T') la imagen de 7. Asumiremos que los espacios X e Y son
espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K (R o C) y que tenemos el ope-
rador A: D(T) Cc X — Y.

Definicién 4.4.1 Una aplicacién (operador) A : D(T) C X +— Y es lineal
si para todos o, f € K, y todos z,y € D(T)

T(ax + By) = o1 (x) + BT (y).

Veamos algunos ejemplos de operadores lineales:

Ejemplo 4.4.2 El operador identidad [ : X — X, definido por y = Iz = x
para todo x € X.

Ejemplo 4.4.3 El operador nulo © : X — Y, definido por y = Oz = 0
para todo x € X.

Ejemplo 4.4.4 Sea P el espacio de los polinomios reales p(t) (o complejos)
de cualquier grado. Definimos el operador D : P — P, y(t) = Dp(t) = p'(t)
que no es mds que operador de derivacion (o derivada).
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Ejemplo 4.4.5 El operador T : R" — R™, definido por y = Tz = A -z,
donde A es una matriz n x m, x e y son los correspondientes vectores de R™
y R™ respectivamente, y “” denota la multiplicacion usual de matrices.

Ejemplo 4.4.6 Sea C([a,b]) el espacio de las funciones continuas y sea
g(t) € C([a,b]). Definimos el operador M : C([a,b]) — C([a,b]), y(t) =
Mf(t) = g(t)f(t) que denominaremos operador multiplicacion por g(t).

Definicion 4.4.7 Llamaremos espacio nulo o niicleo de T al espacio N (T')
de todos los vectores = € D(T') tales que Tz = 0.

Teorema 4.4.8 Sea T : X — Y una aplicacidn lineal. Entonces

1. I(T') es un subespacio vectorial de Y.
2. Sidim D(T) = n < oo, entonces dimI(7T") < n.

3. AL(T) es un subespacio vectorial de D(T).

Demostracién: 1. Sean y;,y> € J(T'). Entonces existen xq,z, € D(T) tales
que y; = T'r1 e yo = Tx9. Como T es lineal, entonces para todo «, § € K,

IT) > T(axy + Pre) = aTxy + fTxs = ayy + Bys,
y obviamente 70 = 0. Luego por el Teorema 4.1.4, J(T') es un subespacio
vectorial de Y.

2. Sean y1,...,yn+1 € I(T), n + 1 vectores. Existen n + 1 vectores
x1,...,Tny1 de D(T) talesque Try = yg, k = 1,...,n+1. Como dim D(T) =
n, existen n+1 nimeros «q, . . ., @, 11, No todos nulos, tales que ZZE QLT =
0 (¢por qué?). Pero T es lineal luego

n+1 n+1 n+1
r (z ) S T =S =0
k=1 k=1 k=1

i.e., los vectores y1,...,y,+1 € I(T) son linealmente dependientes, por
tanto dimJ(7T") < n.
3. Este apartado es similar al primero y se deja como ejercicio. ]

Una pregunta natural e importante que surge al estudiar los operado-
res lineales es saber cudndo existe el operador inverso. El siguiente resul-
tado responde a dicha cuestion:
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Teorema 4.4.9 Sea T : X — Y una aplicacién lineal con D(T) C Xy
J(T') C Y. Entonces

1. Existe la aplicacién inversa T~ de T, si y solo si Tx = 0 implica
x = 0.

2. Siexiste T~!, entonces T~! es lineal.

3. SiT esinvertibley dim D(T') = n < oo, entonces dim J(7') =dim D(T)

= n.

Demostracion: Ante todo recordemos que para que una aplicacion tenga
inversa ha de ser inyectiva, i.e., z; # xo = Tz # Txs, 0, equivalentemen-
te, T, =Tx9 = 11 = 9.

Comenzaremos probando 2. Supongamos que existe 7 !. Probemos
que paratodos y1,y2 € J(T) vy, B € K, T~ ay,+Py2) = oT Ly + 8T Lys.
Como existe T~!, entonces, para todos y;,y, € J(T) existen 1, o € D(T)
tales que x; = Ty y 29 = Ty, luego 4y, = Tx, y y» = T'x5. Como T es
lineal

T(axy + Bxg) = aTxy + BTxs = ay; + Bys.

Si le aplicamos el operador T~! a la ecuacién anterior nos queda

T Yoy + Byz) = amy + Bas = oT 'y + BT 'y

Probemos ahora 1. Supongamos que 7'z = 0 implica z = 0. Entonces,
cualesquiera sean x; y x, tales que T'z; = Tz, tenemos

O0=Tx);—Try=T(r1 —13) = z1—22=0 = 31 =uy,

i.e., T es inyectiva, luego existe su inversa 7. Por el contrario, si T' tiene
inversa entonces 7! es lineal (por el apartado 2) asi que tomando 7!
en la ecuacién Tz = 0 obtenemos z = 710 = 0.

Probemos 3. Por el Teorema 4.4.8 dimJ(7") < dim D(T'). Si aplica-
mos el mismo teorema a la aplicacién lineal 7! obtenemos dim J(7 ') =
dim D(T) < dim D(T1) = dim I(T), i.e., dimJ(T) > dim D(T), de donde
se sigue el resultado. ]
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Ejemplo 4.4.10 Sea T : X — Y una aplicacion lineal y supongamos que
dim X = n < oco. Prueba que dim X = n = dim A[(T) + dim I(T").

Sea ey,...,er, k < n una base del nacleo A[(7') de T. Completemos
dichos vectores con los vectores linealmente independientes e, 1, ..., e,
de X tales que ep,e,,...¢, sean una base de X. Probemos que Te;, 1,

. Te, es una base de la imagen J(7") de 7. Ante todo notemos que
span (Tegy1, ..., Te,) = I(T). En efecto, para todo y € J(T) existe un
reDT)cXtalquey =Tz,

y=Tx =T(r1e14 - Fxpept+rpiiepr1+enes) = 0+xp 1 Tepi+. ..z, Te,.

Probemos ahora que son linealmente independientes. Supongamos que
no lo son, entonces existe al menos un z; # 0, j = k+1,...,n, tal que

g lepr+ -+ z,Te, =0 =  T(xpiiep1+ -+ xpe,) =0.

Pero entonces z = 16541 + -+ + zpe, € N(T), lo cual indica que
z = 0 (pues z es combinacidén lineal de vectores que no pertenecen al
nucleo). Pero entonces los vectores ¢, 1, ..., e, son linealmente depen-
dientes lo cual es una contradiccion, i.e., los vectores Te;,1,...Te, son
linealmente independientes y, por tanto, son una base de J(7"). Entonces
dim A (T) = ky dimIJ(T) = n — k, de donde se deduce el resultado. m

Ejercicio 4.4.11 Sea T : X — Y una aplicacion lineal y supongamos que
dimX = dimY = n < oo. Prueba que J(T) = Y si y solo si T~ existe.
Ayuda: Usa el resultado del ejemplo anterior.

Si existe T, entonces por el apartado 3 del Teorema 4.4.9 dim A((T') =
0y por el 3 dim D(T") = dim J(T"). Del ejemplo anterior tenemos entonces
que dimX = dimJ(T"), luego J(T) = Y. Por el contrario, si J(T) = Y, en-
tonces del ejemplo se deduce que dim A(7") = 0, por lo que el apartado 1
del Teorema 4.4.9 nos asegura que 7" es invertible. |

Este resultado no es cierto para dimensidn infinita. En efecto, sea X el
conjunto de las funciones infinitamente derivables en R. Sea D : X — X,
y(t) = Dz(t) = 2/(t) (derivada). Para cada y(t) € X podemos definir
x(t) = fot y(7)dr, de forma que 2/(t) = y(t) en R, i.e., I(D) = X. Pero
Dz = 0 no implica x = 0, ya que z/(t) = 0 para toda funcién constante,
no necesariamente nula, es decir, no existe el inverso de D (ver el punto
1 del Teorema 4.4.9).
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Definicion 4.4.12 Sean X e Y dos espacios normados y sea el operador
T:D(T) C X+ Y lineal. T es acotado si existe ¢ > 0 tal que

x| < ¢z, Vo € D(T). (4.4.1)

Nota 4.4.13 En la definicion anterior se sobrentiende que ||x|| es la norma
en Xy ||Tz| esen Y.

De la definicién anterior se sigue que si 7' es acotado, entonces para
todo x # 0,

<c, Vr € D(T), = #0. (4.4.2)

El menor valor de c para el cual (4.4.1) se cumple lo denotaremos por || 7|
y se denomina norma del operador lineal 7. Tomando supremos en z # 0
en (4.4.2) e infimos en ¢ tenemos

Tz
sup 10 <y,
vex\{o} |zl
Por otro lado, para todo y # 0
1Tyl [Tzl _

Y

Iyl ~ zexvioy ] o

luego || T'y|| < ¢|ly|| por lo tanto

T
1T = fuf{c - Tyl < clloll, VyeX}<d= sup L2l
rex\(o} [|]]
de donde se sigue que
Tx
7= s 0y = sup 7. “443)

zeX\{0} [Eeal |z)|=1

SiT = 0 obviamente ||T|| = 0. Ademds de (4.4.1), tomando infimos en
c se tiene

1Tyl
VeX, T—=<|TI < Tyl <ITllyl-

Yl
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Ejercicio 4.4.14 Prueba que la cantidad ||T'|| definida en (4.4.3) es una
norma, es decir, se cumplen los axiomas de la definicion 4.2.1.

Usando (4.4.3) se sigue que ||T'|| > 0y solo vale cero si sup,_; [|Tz[| =
0, i.e., Tx = 0 para todo = € D(T), luego T = 0. Ademds, como (AT )z =
AMT'z) se sigue que sup,—; [[(AT)z|| = |A|sup = [|Tz]| = [A[|T]|. Final-
mente, como |[(T' + U)zx| < ||Tz| + ||Ux| para todo z € X, se tiene,
tomando supremos en ||z|| =1 que || T+ U|| < ||T|| + [|U]|. u

Ejemplo 4.4.15 El operador I del Ejemplo 4.4.2 es acotado y ||I|| =

El operador © del Ejemplo 4.4.3 es acotado y ||©| = 0. El operador D
del Ejemplo 4.4.4 es no acotado. En efecto, escojamos el espacio P en J =
[0, 1] e introduzcamos la norma ||p|| = méxc; |p(t)|. Como Dp(t) = p'(t),
entonces si escogemos la sucesion p,(t) = t", ||p.|| = 1, tenemos || Dp,|| =
n, luego ||Dpyl||/|lpnll = n, que obviamente no es acotada. Finalmente,
para el Ejemplo 4.4.5 de las matrices si usamos, por ejemplo, la norma

|| = (ZZ:1 |$k|2)1/2, entonces

[Tz < ell=]], = [I7°ll

donde ay; son los elementos de la matriz A.

Ejercicio 4.4.16 Sea el espacio Cian de las funciones continuas con la nor-
ma del mdximo del Ejemplo 4.2.6. Sea x(t) € Cgy y sean los los puntos
t; <ty < --- < t, pertenecientes [a, b]. Definamos el funcional

[ Cpy — R, f(z chxtk Cly...,Cn €R.
Prueba que f es lineal y acotado y que || f|| =1, :== > ;_, |cxl-

La linealidad se sigue facilmente de la definicién de f. Como R es un
espacio normado con la norma del valor absoluto, entonces

D < lenlle)] < max (0] lal =bllell = IF] < b
k=1 ’ k=1
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Dividamos el intervalo [a, b] en los subintervalos [a, t1], . . ., [t,, b]. Cons-
truyamos ahora una funcién z(t) de forma que Z(t;) = signo(cx), y sea
lineal entre los puntos (0, 0), (t1,signo (¢1)), ..., (tn,signo (¢,)) y (b,0) (ver
figura 4.1).

Obviamente ||Z(¢)|| = 1. Ademas

3

n

Z Ckf(tk)

k=1

ekl = Il = In,
k=1

11l = Sup [f(@)| = |f(2)] =

z||=1

de donde se deduce || f|| = l,.- n

>

#(t) 4
1

—1
Figura 4.1: La funcién Z(¢) con n = 6.

Teorema 4.4.17 Toda aplicacion lineal T : X — Y de un espacio normado
de dimension finita X en otro espacio normado cualquiera Y es acotada.

Demostracién: Sea dim X = n y sea (ey, ..., e,) una base de X. Para todo
reX,z =73 ,_, xxe,. Entonces

n
T E LK€
k=1

Por otro lado, usando el Lema 4.3.1 tenemos que existe un ¢ > 0 tal que

n n
Zxkek 202|ku.
k=1 k=1

[Tz =

n n
< > lwelliTer]l < masc || Tegl| Y lal-
k=1 k=1

] =
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Combinando ambas tenemos
. |||
|Tz]| < mgXHTekll—c = |[|Tz] <Az,

con vy = maxy ||Texl||/c. n

Para terminar este apartado probemos el siguiente teorema sobre apli-
caciones lineales continuas.

Teorema 4.4.18 Sea T' : D(T) C X +— Y una aplicacién lineal de un
espacio normado X a otro espacio normado Y. Entonces

1. T es continuo si y solo si T es acotado.

2. Si T es continuo en algiin xy € D(T), T es continuo en D(T).

Demostracion: Asumiremos que 7" no es el operador nulo.

1. Sea T acotado y sea z € D(T') cualquiera. Como 7T es lineal y acotado,
entonces
[Tz — To| = |T(z — xo) || < [| T[] — zol|

Entonces, para todo £ > 0, existe un § = ¢/||T|| > 0 tal que, para todo =
con ||z — xo|| <9, [|[Tx — Txol|| < ¢, i.e., T es continuo en D(T).

Sea T lineal y continuo en z, € D(T') cualquiera. Entonces para todo ¢ >
0, existe un § > 0, tal que, para todo = con ||z — zg|| < 6, ||Tx — Txo|| < e.
Sea y # 0 en D(T) cualquiera. Escojamos x tal que

J
x:x0+my:>x—xo y = ||z —x0|| < = [Tz — T <e.
)

2|y

Ademas, para dichos = tenemos, usando la linealidad de T, que

) ) 2e
HTa:—Ton=||T<a:—xo>||=HT sz Tyl <= = 179l < Eyll,
2[ly|l 2|yl d

luego T es acotado.

2. Noétese que en la segunda parte de la prueba anterior se probd que si T’
era continuo en un punto z, € D(7"), entonces era acotado en D(T"). Pero
entonces por la primera parte, al ser 7' acotado en D(7'), es continuo en
D(T). |
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Nota 4.4.19 El teorema anterior nos indica que la acotacién y continuidad
para las aplicaciones lineales son conceptos equivalentes.

Sea L(X,Y) el espacio de todas las aplicaciones lineales de X en Y,
X e Y espacios vectoriales. Definamos en dicho espacio la suma de dos
aplicaciones A+ B y la multiplicacidn por un escalar A de la forma habitual

VeeX, (A4 B)x=Az+ By, (M)x = \(Ax).

Con esta definicién es facil ver que £(X,Y) es un espacio vectorial (el
elemento nulo de £(XY) es el operador nulo).

Supongamos ahora que X e Y son espacios normados. Definamos el
subespacio B(X,Y) C £L(X,Y) de todas las aplicaciones lineales acotadas
(v, por tanto, segtn el Teorema 4.4.18, continuas). Entonces, como conse-
cuencia del Ejercicio 4.4.14 se sigue que B(X,Y) es un espacio normado.
De hecho, como veremos a continuacién, es un espacio de Banach.

Ejercicio 4.4.20 Prueba que si X es un espacio normado e Y es un espacio
de Banach, entonces ‘B(X,Y) es un espacio de Banach. (ver Teorema 6.3.6).
Sea (Uy,), € B(X,Y) una sucesion de Cauchy. Entonces
Ve >0, IN €N, talqueVn,m > N, ||U,—U,l <e¢,
y, por tanto, para cada = € X
[(Un = Un)z|| = [|[Unz = Unz|| < ef|], (4.4.4)

i.e., para cada z € X, la sucesién (U,z), € Y es de Cauchy, y como Y es
completo entonces lim, U,z = y. Definamos el operador U tal que, para
cada z € X, Uz = lim,, U,,x. Tomando limite n — oo en

Uplax + Py) = aUpx + Uy =  Ulax+ py) = aUx + Uy,
luego U es lineal. Tomando el limite m — oo en (4.4.4) tenemos
|Upz — Ux|| <¢ljz]| = U - U, es acotado.

Como U, € BX,Y)yU - U, € BX)Y),susuma U, +U - U, = U
es acotada. Ademads, de la desigualdad anterior se sigue que, para todo

x #0,

U,-U
N (A

<e = |U,-Ul|—=0.
[| ]| /|0 | ]|
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Luego, U, — U € B(X,Y), de donde se sigue que el espacio de las apli-
caciones lineales acotadas B(X,Y) cuando Y es de Banach, es completo
(épor qué?) y, por tanto, de Banach. ]

4.5. El Teorema de Banach-Steinhaus

Para terminar este capitulo dedicado a los espacios normados vamos a
demostrar un resultado muy ttil para una sucesién de operadores lineales
y acotados: el Teorema de Banach-Steinhaus.

Teorema 4.5.1 (Banach-Steinhaus) Sea (T,), una sucesion® de opera-
dores lineales acotados T, : X — Y de un espacio de Banach X a otro
normado cualquiera Y tales que la sucesion (||T,,z||), es acotada para ca-
da © € X, o sea, para cada r € X existe un ¢, € R tal que, para todo
n=1,2,... setiene

| Tnz|| < co. (4.5.1)

Entonces, la sucesion de normas (||71,,||). es acotada, es decir; existe un ¢ > 0
tal que, para todon = 1,2,... se cumple

Tl < e. (4.5.2)

?Se asume nuevamente que todos los 7;, tienen el mismo dominio D(7;,).

Nota 4.5.2 Este teorema se puede generalizar a una familia de operadores
T;, i € I, no teniendo que ser el conjunto de indices I numerable. Se deja
como ejercicio al lector que modifique la prueba para este caso.

Demostracion: Comenzaremos construyendo una familias de subconjun-
tos M, C X, k=1,2,..., de todos los = € X tales que para todon € N

I Tz| < k.

Probemos que los M), son cerrados. Para ello probemos que cualquiera sea
x € M, entonces z € M, (ver Proposicién 3.5.4). Como z € M, existe
una sucesion (z,,),, € M, tal que z,, — z, pero entonces, para todo m y
todo n, como x,, € M, usando la continuidad de la norma y que 7,, son
acotados, luego continuos, obtenemos

| Thzm|| <k = m—oo, ||Th]|<k = z¢&M.
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Por la condicién (4.5.1) esta claro que para cada x € X existe un entero
k. = [cx] + 1, tal que

|Thxl| < cp < ea] + 1= kg,

luego cada z € X pertenece a algin My, o sea,

X:OMk.
k=1

Pero entonces el Corolario del Teorema de Baire 3.6.2 (X es completo)
nos asegura que al menos uno de los conjuntos M, contiene un abierto.
Supongamos que M, es dicho conjunto, i.e., entonces existe una bola
B(zo,7) C My, tal que para todo z € B(xo, ) se tiene ||T,,z|| < k. Elijamos
ahora z

z2=x9+yx, >0,

de forma que z € B(xg,r) para todo x € X, x # 0. Para ello basta que
v|lz|| < r, para todo z. Tomemos por ejemplo v = r/(2||z||). Entonces,

para todo n = 1,2,..., ||T,z|| < ko. Luego, para todo = € X, y todo
n=12,..., tenemos
2 — 1 1 2k
Tl = |7 (3520 | = 2173 = Tusoll < 20730 + Tl < 22
gl v gl g
Usando que v = r/(2||z||) tenemos
[Toz]| _ 4ko [Toz]] _ 4ko _
<— = sup —— < — =g,
[l r faf=1 [l] r
de donde se sigue que, para todon = 1,2,..., ||T,|| < ¢, como se queria
probar. ]

Notese que la hipdtesis (4.5.1) y la consecuencia (4.5.2) del Teorema
de Banach-Steinhaus se pueden cambiar por

sup || Thz|| < 0o, Vo € X, y sup ||T,] < oo,

neN neN
respectivamente, lo que explica por qué a este teorema se le suela deno-
minar Principio de acotacién uniforme, pues se obtiene una cota uniforme
para la sucesién de normas ||7,,|| a partir de las cotas puntuales ||7,,z||.

Asi, una formulacién equivalente del Teorema de Banach-Steinhaus es
la siguiente:
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Principio de acotacién uniforme: Sea (7},),, una sucesiéon de operado-
res lineales acotados 7,, : X +— Y de un espacio de Banach X a otro
normado cualquiera Y tales que

sup || Thz|| < 00, Vo € X = sup||T,| < oco. (4.5.3)
N N

ne ne

Notese que la prueba que U es acotado en el Ejercicio 4.4.20 se pue-
de simplificar notablemente si usamos el Teorema de Banach-Steinhaus
4.5.1. En efecto, como existe el limite U,z cuando n tiende a infinito para
todo x € X, entonces la sucesién (U, ), es acotada, i.e., existe ¢, > 0 tal
que ||U,z| < ¢, pero entonces existe un ¢ > 0 tal que ||U,|| < c. Usando
entonces que ||U,z| < ||Un|l||z|| < ¢||x|| y tomando el limite n — oo, se
tiene que ||Uz|| < c||z]|, i.e., U es acotado.

Ejercicio 4.5.3 Sea (7)), una sucesion de operadores lineales acotados
T, : X = Y con X espacio de Banach. Prueba que si T,, es puntualmen-
te convergente a un operador T (véase la Definicion 3.5.34) entonces la
sucesion (T,,), estd uniformemente acotada, i.e.,

de>0talqueVn € N, || T,] < ¢, (4.5.4)

y el operador T es lineal y acotado (continuo).

Efectivamente, al ser ||T,,x|| convergente para cada z, es acotada, lue-
go se tiene (4.5.1), por tanto podemos aplicar el Teorema de Banach-
Steinhaus 4.5.1 de donde se sigue (4.5.4).

La linealidad sale de tomar limites n — oo en
T((X?L’n + ﬁyn> = CVT‘n‘T + BTny

Por otro lado, como para todo n, ||T,|| < ¢, se sigue que existe un ¢ > 0 tal
que
VeeX VneN, [Tuz| <clz.

Tomando el limite cuando n — oo, y usando la continuidad de la norma,
tenemos entonces que existe ¢ > 0 tal que

veeX, ||Tz| <c|z|,

luego T es acotado (continuo). [
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4.5.1. Aplicacion a las series de Fourier

Una aplicacién interesante del Teorema de Banach-Steinhaus tiene que
que ver con las series de Fourier. Dada una funcién f(z) periddica de
periodo 27 definiremos la serie trigonométrica de Fourier por

+ Z an cos(nx) + by, sin(nz), (4.5.5)

n=1

%
2
donde los coeficientes vienen dados por las expresiones

/ f(z) cos(nz)dx / f(z) sin(nx)dz, (4.5.6)

n=0,1,2,...,asumiendo que las integrales existen. Una pregunta natural
es cudndo, para cada® x € [0, 2), las sumas parciales de la serie de Fourier

Spf(x) = % + Z ay, cos(kx) + by sin(kx), (4.5.7)

convergen, y, en ese caso, si S,f(z) — f(x) en cada z, es decir, si hay
convergencia puntual. Nosotros nos ocuparemos de la primera cuestion.
Para la segunda el lector puede consultar, por ejemplo, [28, §18.2].

Por ejemplo, encontremos la serie de Fourier la funcién f(z) = 1 si
0<z<myOsim <z < 27 (ver figura 4.2). Un calculo directo nos da
ap = 1:

1 27 1 T 1 1_ _1n
a, =0, bn__/ f(x)sinnxdx——/ sinnrdr = = (#)
™ Jo ™ Jo T n

Luego la serie de Fourier de f es

1 2 sin(2k + 1)z
=4y .5.
S 2+7r; 2k +1 (4.5.8)

Usando el criterio de Abel-Dirichlet para series numéricas® se puede com-
probar que la serie anterior converge en todo punto de [0, 27) (de hecho
en todo R), incluido el punto de discontinuidad x = 1/2 donde toma el
valor 1/2 (ver figura 4.2). Es decir, para la convergencia de la serie de Fou-

2Por la periodicidad de f, y S, f(z), eso equivale a preguntarnos por la convergencia
en todo R
3Ver, por ejemplo, [28, Proposicién 3 §16.2.3, pag. 376].
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1.2

f(x) |
1 A wg‘a@@«@% ,,,,, gﬁg% —
0.8 | Sof(@) ——
0.6
0.4
0.2
0 RS~y
0.2 ‘
0 1 2 3 4 5 6

Figura 4.2: La funcidén discontinua f y las sumas parciales de su serie de
Fourier (4.5.8) paran =1,5y09.

rier, aunque esta no converja a la funcién en todo punto, no es necesaria
la continuidad de f. Resulta que tampoco es suficiente. Es decir, se tiene
el siguiente teorema:

Teorema 4.5.4 Existen funciones 2m-periddicas continuas cuyas series de
Fourier divergen en un punto x, dado.

Para probar el teorema anterior conviene recordar algunas de las pro-
piedades de las series de Fourier.

Sustituyendo las expresiones (4.5.6) de los coeficientes a,, y b, de la
serie de Fourier en (4.5.7) obtenemos

/ f@&)D,(t —x)dt, Dp(z)= % + Z cos(kz), (4.5.9)

k=1

donde D, (=) es el nticleo de Dirichlet. Usando la identidad
2cos(kz)sinz/2 = sin(k + 1/2)z — sin(k — 1/2)z,

y sumando de k£ = 1 hasta n obtenemos la siguiente expresidn alternativa
para el nucleo de Dirichlet:

sin(n 4+ 1/2)z

Dn = .
(2) 2sin z/2

240, Dp(0)=n+ % (4.5.10)
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Nétese que |D,(z)| <n+1/2.

Definamos el espacio C' de las funciones continuas en [0, 27] tales que
f(0) = f(2m) dotado con la norma del supremo: || f|| = max,cp.2x | f ()]
Dicho espacio es un subespacio cerrado en el espacio Cy,,; (¢por qué?),
luego es completo ({por qué?).

Sin pérdida de generalidad podemos elegir como punto de divergencia
al punto z = 0.

Definamos la sucesién (7),),, de funcionales lineales* sobre C'

1 2T
I,f =~ / F()Du(t)dt.
Nétese que T, f = S, f(0). Ademads
1 27 1 2
<2 [ ool < mis 1501 (2 [T Do),

=i
Luego, [|T,.f]| < L.||f|l, luego T, es acotado para cada n y tomando el
supremo para todas las f con ||f|| = 1, obtenemos ||T},|| < l,,.

Demostremos ahora que ||7},|| = [,. Para ello vamos a encontrar una
sucesion ( f;)x de funciones continuas en [0, 27| con norma 1 tal que para
todo n, T, fx — [, cuando k — oo, de donde, por la continuidad de la
norma (en este caso el valor absoluto) se deduce que ||7,,|| = [,.

Para ello notemos que, para cada n € N, D,(x) = 0 en los puntos
a; = 3225, 1 = 1,2,...,2n. Ademds, D, es no negativa en los intervalos
0, a1], [az,as], ..., [agn_2, Gon_1], [aon, 27|, cuya unién llamaremos ¥, y
no positiva en [ay, asl, [as, a4, ..., [azn_1, a2,], cuya unién llamaremos ¥._.
Para cada n € N definamos la funcién g, iguala 1 en 3, eiguala —1en > _
(ver la gréafica de la izquierda en la figura 4.3). Notese que g, (t)D,(t) =
|D,,(t)| y que el numero de intervalos donde g,, es negativo es exactamente

igual a n.

Vamos a construir para cada n € N una sucesion de funciones conti-
nuas en (fx)x en [0, 27| que valga 1 en [0, a; — dx] V [a2, + Ok, 27] y que sea
lineal entre a; — 0, ¥ a; + J; para cada uno de los intervalos donde g, es

4Un funcional lineal T no es més que una aplicacién lineal T : X ~— R, de un espacio
normado X en R (o C) donde R se entiende como un espacio normado con la norma del
valor absoluto.
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negativo (ver detalle en la grafica de la derecha de la figura 4.3) donde ¢,
es lo suficientemente pequefio y lo escogeremos convenientemente como
veremos mds adelante. Es obvio que |fi(x)| < |gn(x)| < 1, luego || fi|l = 1.

a; _ i1
a;+ 0y

=3
=0

ARVASASA

0 2 3 4 5 6

Figura 4.3: Las funciones Dy(z) y g4(z) (izquierda) y detalle de la funcién
gn (azul) y de las f; (rojo) (derecha).

Ademads, se puede comprobar® que para cada n € N las funciones f y
g, asi construidas son tales que

Aﬂn@—%@wzmm.

Ahora bien, paracadan € N, como /,, = % J: 2

STDa(t)]dt = L [77 g, () Da(t)dt,
tenemos

0

i =1l < 5 [ 10 - g@lIDa 0 i

0

< (mi 12201) £ [ 10— gt < G2,

x€(0,27] 0

donde hemos usado que méx |D,(x)] = n + 1/2 para todo = € [0, 27].
Luego si, para cada n € N tomamos en la definicién de nuestra funciéon
fr, O < m tenemos

1
|Tnfk_ln|§E_>07 k — oo = Tnfk_>ln7
°Dicha integral es el 4rea de la regién definida por la diferencia de ambas funciones
que como se ve en la grafica derecha de la figura 4.3 es igual a 20;, en cada uno de los n
intervalos (a; — 0, a;+1 + %), 1 = 1,3,5,...,2n — 1.
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y como || fx|| = 1, entonces ||T},|| = L,

Probemos ahora que la sucesién (/,,),, es no acotada. Comenzamos no-
tando que

27 27 | o} 1 t 27 | o3 1 t
I, = l/ Do (1) dt = — W—+2)|dt > l/ [sin(n +3)tl
0 0

T 2 | sin £| T t

Haciendo el cambio z = (n + 1/2)¢ en la ultima integral obtenemos que

1 @D gin o mADT | gin 2
L> ;/ | \ 1 Z/ ’ 4
0 mm

2n .
1 (m+1) 1 1 (m+1)ﬂ'
—Z/ |SlLdalz:— —/ | sin z|dz

7Tm0 o (m+1)m T c=m+ 1

- Z_%oosm%oo
m—+1

pues la suma obtenida son las sumas parciales de la serie arménica -, 1/n
que es divergente.

Por tanto, la sucesién de normas ||7,,|| no estd acotada, es decir, (4.5.2)
no se cumple, por tanto, el Teorema de Banach-Steinhaus (véase el Pro-
blema 4.19) nos asegura que tiene que existir una funcién f € C (recor-
demos que C es completo) tal que ||7,,f|| = oo (T,,f es no acotada para
alguna f, o si no se cumpliria (4.5.1), véase el Problema 4.19), pero como
T.f = Sn.f(0), eso significa que tiene que existir una funcién f continua
en C tal que su serie de Fourier en cero es divergente. ]

T N N —

4.6. Problemas

Problema 4.1 Prueba que los espacios R”, R™*™, P, y C([a,b]) son espa-
cios vectoriales.

Solucién: Simplemente hay que comprobar que en cada caso se cumplen las
propiedades de la Definicién 4.1.1.
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Problema 4.2 Prueba que para todos z, y de un espacio normado X se
cumple la desigualdad |||z| — ||y||| < ||z — y||. Deduce de este resultado
que la norma || - || : X+ [0, 00) es una aplicacién continua.

Solucion: Tenemos que
Iz <llz =yl +llyll, Nyl <llz—yll+lzll =

[zl =Nyl < llz =yll, Nyl =llzll < lle =yl = [llzll = lylll < = -yl

Esta claro que si ||z, — x|| — 0, entonces ||z,|| — ||z|, de donde se sigue el
resultado. u

Problema 4.3 Prueba que el espacio (> de las sucesiones acotadas (x,,),
con la norma ||z|| = sup,ey || €s un espacio normado. Demuestra que
en este espacio el subespacio Y de las sucesiones con un numero finito
de términos no nulos no es cerrado (y, por tanto, no es completo) en
(. Ayuda: Usa la sucesién s, = (1,1/2,...,1/n,0,0,...) € Y y la sucesién
r=(1,1/2,...,1/n,1/(n+1),...) €Y.

Solucion: Probar que dicho espacio es normado es similar a la prueba de que
£>° es métrico (ver Ejemplo 3.1.11). Probemos que Y C /> no es cerrado. Sea

la sucesién s, = (1,1/2,...,1/n,0,0,...) € Y. Estd claro que para cada n, s,
coincide con la sucesién z = (1,1/2,...,1/n,1/(n + 1),...) hasta el término n.
Ademas )
ol = (k) _ p(B)) — =
S T|| =sup|s x = —0 n— oo
Jn = = sup s 2] =

Pero x ¢ Y y, por tanto, Y no es cerrado pues no contiene a todos sus puntos
limites. La incompletitud se sigue del Teorema 3.5.14. |

Problema 4.4 Sean los espacios normados (no necesariamente de Ba-
nach) X; y X, ysean ||-||; y || -||2 sus correspondientes normas. Prueba que
ambas normas son equivalentes si y solo si ||z,||; — 0 implica ||z,|2 — 0
y viceversa.

Solucién: Si las normas son equivalentes entonces se tiene que existen a,b > 0
tales que, para todo n € N

allzally < llzall2 < blzall < 2llznllz,

de donde se deduce, por el Teorema de las tres sucesiones, que si ||z,|1 — O,
entonces ||z,|2 — 0y que si ||z,|2 — 0, entonces ||z, ||1 — 0.
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Veamos la otra implicacién. Supongamos que si ||z, ||1 — 0 implica ||z, |2 — 0
y viceversa pero que no existe a > 0 tal que al/z|; < [|z]|2 par todo x € X.
Entonces, para cada n € N existe un z,, € X tal que ||z,|1 = 1y ||zn|l2 < 1/n
(L|lznll1 > ||lznll2), lo cual es imposible pues entonces ||z,||2 — 0 pero ||z, |1 # 0.
Andlogamente, si no existe b > 0 tal que ||z||2 < b||z||;, entonces para cada n
existird un z,, € X tal que ||z |2 = 1y |lznlli < 1/n (||znll2 > nlzn]1), luego
|zn|l1 — 0 pero ||zy|2 # 0, lo cual es una contradiccién. Nétese que en la prueba
de este resultado no se necesita la completitud del espacio. |

Problema 4.5 Prueba que los operadores de los ejemplos 4.4.2-4.4.6 son
operadores lineales. Decide, usando distintas normas, si el operador del
Ejemplo 4.4.6 es acotado.

Solucidn: Los ejemplos 4.4.2-4.4.5 son inmediatos. Veamos el operador del Ejem-
plo 4.4.6. En este caso tenemos

S(af(t) + Bg(t)) = t(af(t) + Bg(t)) = atf(t) + Btg(t) = aSf(t) + BSg(t),

luego es lineal. Veamos si el operador multiplicacién por g(t) es acotado. Comen-
cemos con la norma del Ejemplo 4.2.6. Asi, sea m = méx¢[q |9(t)|, entonces

IMfl| = max |g(t)f(t)| < m max [f(£)] = cl[ f()]];

tela,b) te[a,b]

luego M es acotado.

En el caso de la norma del Ejemplo 4.2.5 tendremos

sl = ( / e |de)1/p<m( / e !pd$>1/p§me(t)\,

de donde se sigue que M es acotado. ]

Problema 4.6 Prueba que el operador T : Cjgy — Cpyy cony = Tx
definido por

y(t) = /01 k(t, 7)x(T)dr, (4.6.1)

con k(t, ) continua en el cuadrado [0, 1] x [0, 1] es lineal y acotado y que

te0,1

17|l = K —max/ e(t, 7| dr.
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Solucion: Nétese que por Teorema de la pagina 56, el operador esta bien defini-
do. La linealidad es consecuencia de la linealidad de la integral. De la desigualdad

1 1
n) < / k(t, )] 2(r)ldr < ] / k(t, 7)ldr,

se sigue, tomando el supremo en ¢ € [0, 1], que ||Tz|| < K||z||, con

—max/ |k(t,T)|dT.
t€[0,1]

Luego, T" es acotado y | 7’| < K. Definamos ahora la funcién

-1 t<—1/n,
up(t) =< nt, —1/n<t<1/n
1, t>1/n.

Sea la sucesion x,,(t, 7) = u,(k(t,7)). Notese que ||z, || = 1, y que
k(t, T)un(k(t,7)) > 0, eigual a |k(t,7)| cuando |k(¢,7)| > 1/n.

Denotemos por I,, el conjunto de puntos (subintervalos de [0, 1]) donde se cumple
la desigualdad anterior. Se tiene entonces

/ / ] / k(t, )y (t, 7)dT.
I J0, 1\l In
Pero como
1
/k(t,T)xn(t,T)dT—/ |k(t,¢)]d7—/ \k(t,r)|dr—/ e(t, 7)dr,

yen [0,1]\ I, |k(t,7)| < 1/n, entonces

1
| Tz (t, 7)] :/ k(t, T)xn(t, T)
0

1
1
yTxn(t,T)yz/ k(t,T)\dTZ/ o(t, 7 [dr — ©.
I 0 n

Tomando supremos en n obtenemos®

1
sup | Tz, (t, 7)| 2/ |k(t, 7)|dT.
n 0

®Ello se debe a la siguiente propiedad del supremo: si para todo = € M C Ry para
todo € > 0, x > a — ¢, entonces sup,,; > a. En efecto, si no fuese cierto entonces, si
sup,epr ¢ < a, entonces para todo « € M, x < ay, por tanto, existird un € > 0 tal que
x + ¢ < a (¢por qué?), lo cual es una contradiccién.
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Tomando en la desigualdad anterior maximo en ¢ tenemos
méax |sup [Tz, (t,7)]| > max/ |k(t, 7)|dT =
t€[0,1] | n [0,1]

Pero, como ||z, (t,7)| = 1, entonces’

1T = sup |Tz| > méx [sup|T:cn(t T ] > max/ \k(t,7)|dr = K
|z ||= te(0,1] t€(0,1]

de donde se sigue que ||T']| =
Noétese que como corolario de lo anterior se tiene que el funcional f : C’[%OH —

R con f(x fo T)dr, con k(7) continua en [0, 1] es acotado y ||f|| =
fO |k (T |d7’. ]

Problema 4.7 Prueba que el operador T' : Ly, + Ly, cony = Tx
definido por (4.6.1) es lineal y acotado y que

T = max/ |k(t, T)|dt,

€l0,1]
donde por L ;) denotamos el completamiento del conjunto de las funcio-
nes 1ntegrables en [0,1],i.e,z € L[01 si fO |z(t)|dt < +o0.

Solucidn: Que el operador esta bien definido es consecuencia del Teorema de la
pagina 56. Para la linealidad véase el Problema 4.6. Para la acotacién usamos que

el = [ wionar= [ | as [ [ weoleiar) ar
:/01 (/Olk(t,7)|dt> a(r)ldr < mix </ (7 |dt> Izl = K| =

|IT|| < K. Sea 7y € [0,1] el valor donde se alcanza el maximo® anterior, K =
fol |k(t,T0)|dt. Como k(t,7) es continua en un cerrado y acotado, entonces es
uniformemente continua en dicho conjunto (ver el Teorema de Heine 1.3.5).
Luego, para todo ¢ > O existe un 6 > O tal que, si [t —¢/| < dy |7 — 7| < 0,
|k(t,7) — k(t',7")| < e. Elijamos ahora un intervalo I C [0,1] = [, 2], tal que
71 <719 < T con Ty — 7 <9 ydefinamos la funcion

1
k(t, )z (T)dr

te|m, T
Z(r) =< T2 — T 1,72l ademas ||z|| = 1.

0, en otro caso,

’Los x,, son un subconjunto de las x con norma 1.
8La funcién g(7 fo |k(t, 7)|dt es continua en [0, 1] (ver Teorema de la pagina 56).
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Entonces, para la norma de 7" obtenemos

1
IT] = sup Tzl > T3] = /0 dt

flz|l=1
1 1 T2
= / / k(t,T)dr
T2—T1 Jo 1
Pero

T2 T2
/ k(t,m0)dT| < / k(t,T)dr
T1

T1
T2 T2
/ k(t, 7)dr +/ (. 7o) — k(t, 7| dr <
T1

m
T2
/ k(t, T)dr| >
T1

T1
y, por tanto,

1 1 T2
/ / k(t, T)dr
T2—T1 Jo 1

Es decir, para todo e > 0, ||T'|| > K —¢ Yy, por tanto, ||T'|| > K, de donde se deduce
que ||| = K como se queria demostrar. ]

1
/ k(t, 7)Z(T)dT
0

dt.

T2
+ / k(t,m0) — k(t,7)dT

1
T2
/ k(t, T)dr
m

—e= (1o — 7'1)(|k:(t,7'0)\ — 8), (4.6.2)

<

+E(T2 — 7’1),

luego

T2
/ k(t,o)dr

1
dt > / |k(t, m0)|dt —e = K —e.
0

Problema 4.8 Prueba que el operador T : Lj,, = C cony = Tx
definido por (4.6.1) es lineal y acotado y que
17 = mdx [k(t,7)].

7,t€[0,1]

Solucion: Que el operador esta bien definido es consecuencia del Teorema de la
pagina 56. La linealidad ya la hemos visto en el Problema 4.6. De la desigualdad

1

|Tz(t)| = k(t, )z (T)dT

1
< méx |k(t, dr = méx |k(t, ,
< gk | 1o = s el

tomando el mdximo ent € [0, 1] obtenemos || Tz|| < K||z||, donde K = max, ;c[o 1]
|k(t,T)|, i.e., T" es acotado. Como k(t,T) es continua en un cerrado y acotado,
existen to, 79 € [0, 1] tales que |k(to, 70)] = K

Ahora construimos la misma funcién auxiliar del Problema 4.7 donde 7 es el
valor encontrado antes. Asi,
/ k(t, )T / k(t,T)d

IT|| = sup [|Tz| > [|TZ| = max

l[zf|=1

= max
To—T1 t€[0,1]
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Usando (4.6.2) se sigue que, para todo € > 0,

1 T2
/ k(t,T)dT
T1

T2—T1
que al tomar el mdximo en ¢ € [0, 1] no conduce a ||T'|| > K — e. Luego, tomando
e — 0 se tiene que || 7’| > K y, por tanto, ||T|| = K. ]

> [k(t, 7o) — &

Problema 4.9 Prueba que el operador 7' : Cf )y = Cfj, cony = Tx
definido por (4.6.1) es lineal y acotado y que

1 1
HT|yg\// / o(t, 7 [2dtdr
0 0

En este caso no es sencillo encontrar la norma del operador en el caso
general.

Solucion: Que el operador esta bien definido se sigue del Teorema de la pagina
56. Para la linealidad nuevamente véase el Problema 4.6. Finalmente, usando

que
|Tx|| = E(t, 7)x(T)dT dt<\// / |k(t,T) |dT> dt <
Holder p = 2
< \// / |k:(t,7')|2d7') (/ ]m(7)2d7> dt =
0 0 0
1 1 1 1 pl
= / / |k(t, 7)|2drdt / |x(7)|2dT = / / |k(t, ) |2drdt ||z||,
0 JO 0 0 JO
se deduce que T es acotado. ]

Problema 4.10 Demuestra que el operador 7" del Ejemplo 4.4.57 : R" —
R™, y = Ax, A € R™" es acotado en los siguientes casos:

1. T : Ry — RZ (ver Ejemplo 3.1.8). Prueba ademads que

n
IT]] = méx (Z \%I) :
i=1,...,n
k=1

2. T : R} — R} (ver Ejemplo 3.1.7). Prueba ademds que

7] = (Z "“k’) -
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3. T : Ry — RY (ver Ejemplo 3.1.7). Prueba ademds que

17 <

Solucidon: Tenemos que y = Tx = Ax. Comencemos probando 1.

Z Aif T

Sea ig el indice donde se alcanza el valor de K, i.e., K = )}, |a,x|, y sea Z, tal
que &y = signo (a;,). Entonces

|Tz| = max
b 7

< |y, Yol 1 = w1t = i <

Z azkzxk

Z |a10k‘

17| = maX i |[Tz]| 2 [|T2] = max

de donde se sigue el resultado.

2. En este caso tenemos

Tl =31 anan] <303 el = 3 [Z\k\] 2

i=1 [k=1 i=1 k=1 k=1 L:=1
< Z [ max Zlazkll\ﬂfkl [ méax Zazk] [z = Kllzl| = |T]| < K.

Sea ko el indice donde se alcanza el valor de K, i.e., K = Y ", |a;,|, y sea
T = Ok, 1.€., tal que Ty, vale cero para todo k # ko y uno si k = ky. Entonces

Zamxk = Z | @ik, | =

k=1
3. En este caso, usando la desigualdad de Holder (3.7.2), obtenemos

|1 T||? ZZ Zazkxk < Z Zlamllxkl < [glazkl ] [élkuQI :

=1 k=1 =1 k=1 =1

17N = Hrgfgg [Tz > || Tz]| = Z
- =1

luego ||Tx||* <[>0, Yr_y lai|?] ||=]|?, de donde se sigue el resultado. En este
caso, a diferencia de los anteriores no es sencillo encontrar la norma del operador
T. En el caso cuando A es una matriz simétrica, se puede probar que ||T'|| = |)|,
siendo A el mayor autovalor en valor absoluto de A. ]
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Problema 4.11 Decide si el operador del Ejemplo 4.4.5 es acotado si es-

cogemos la norma ||z|| = (3°,_, |z,[?)"/?, p > 1. En caso de que sea acota-
do da una estimacién de su norma.

Solucidn: Este problema es similar al apartado 3 del Problema 4.10.

Problema 4.12 Sean A, B dos operadores lineales y biyectivos A : X —
Y,y B:Y— Z,X,Y,Z espacios vectoriales. Entonces existe el operador T’
inverso del operador BA : X — Z, T = (BA)™ : Z — Xy T = (BA)™! =
A-1BL,

Solucién: En efecto, como A y B son biyectivos, ambos poseen inversos A~! y
B~ y los inversos de operadores lineales son lineales (ver Teorema 4.4.9). La
composicion de operadores lineales también es lineal, por tanto, la aplicacion
T = A7'B~! : Z — X existe, est4 bien definida, es biyectiva y lineal. Ademas,
paratodo z € Z, BA(A"'B71)(z) = z, por tanto, T = (BA)"! = A™'B~!. =

Problema 4.13 Sean dos operadores A, B de X — X, X espacio norma-
do, lineales y acotados. Prueba que ||AB|| < ||A]|||B]|.- Notese que de lo
anterior se sigue que, en particular, para todo n € N, ||A™|| < || A"

Solucidn: De las condiciones del problema se tiene que para todo = € X
[Az|| < [ Allll=ll, 'y Bzl < |Bllll]-
Luego, paray = Bz € X,
[Ay|l = [A(Bz)|| < [[A[lBx|| < (A BI]lz]-

Por tanto, para todo = # 0,

|ABx |ABx
AB] _ajiBl = AB] = sup 1452

< [[A[[[[B]]-
] jefi0 [l

Problema 4.14 Sea B(X) el espacio de todas las aplicaciones lineales y
acotadas A : X — X, X espacio de Banach. Dadas dos aplicaciones lineales
A, B € B(X), definamos la aplicacién 7" : B(X) — B(X) por TX = AXB,
X € B(X). Prueba que el operador 7" es lineal y acotado (respecto a la
norma de operadores) y que ||T|| < || All|| B||-
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Solucion: Ante todo, recordemos que B(X) es el espacio de las aplicaciones linea-
les y acotadas A : X — X con la suma definida por (X +Y)z = (Xz)+ (Yz) yel
producto por un escalar por (A\X )z = A(Xx). Probemos que T" es una aplicacién
lineal.

En primer lugar, tenemos que para todo x € X
(T(X+Y))x =(A(X +Y)B)x = (A(X +Y))(Bx) = A(X +Y)(Bx))
—Al(X(Bx)) + (¥ (Bx))] * = A[(X(Bx)) + (Y (Ba))]
=AXBr+ AYBx =TXz+TYz = T(X+Y)=TX +TY.
Por otro lado, para todo z € X se tiene que
(T(AX))z = (ANXB)z = ((AXNX)(Bz) = A(AX)(Bx))

= A(X (Bz))) Al \ A(X (Bz))
= MAXB)z = \Tz = T(AX) = AT(X).

Que T es acotado es una consecuencia del Problema 4.13 pues

17X < [|A[BIIX] = I7X] < [|A[[|B]| = sup I7X] < [|A[[IB]
X X
1 X]] Ix(zo [1Xl

luego [T < [[A[l[|B]- m

Problema 4.15 Sean XY espacios normados y 7' : D(T) C X — Y un
operador lineal y acotado. Prueba que si (z,,), € D(T)y x, — x € D(T),
entonces 7'z, — Tx. Prueba ademads que el espacio nulo A/(T") es cerrado
en PD(T). Ayuda: Usa el Teorema 4.4.18 y la Proposicién 3.5.4.

Solucion: La primera parte se deduce del Teorema 4.4.18 pues como 7' es acota-
do es continuo. Para la segunda, tomemos = € A((T) cualquiera. Entonces existe
una sucesion (z,), € N(7T) tal que z,, — z. Pero como z,, € A(T), enton-
ces Tz, = 0, de donde se deduce, por la continuidad de 7" que Tx = 0, luego

x € N(T'). Como z era arbitrario A[(T') = N(T'), luego A(T") es cerrado. ]

Problema 4.16 Sea un espacio normado X y sea M C X un subespacio
cerrado de X distinto del propio X. Prueba que existe un vector y € X tal
que, paratodox € M, |ly|| =1y |ly — x| > 1/2.

Solucion: El resultado de este problema nos indica que si tenemos un subes-
pacio cerrado M de un espacio normado siempre podemos encontrar elemen-
tos del espacio que estdn lejos del subespacio M. Elijamos yo € X\ M y sea
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d = Infzenr ||lyo — x||. Probemos que d > 0. En efecto, si d = 0 entonces existiria
una sucesion (z,), € M tal que x,, — yo. Pero entonces yy € M, pues M es ce-
rrado, lo cual es una contradiccion. Elijamos ahora =y € M tal que ||yo—xol|| < 2d
(estd claro que ||y — x| ha de ser mayor que d) y definamos y = % Es ob-
vio que ||y|| = 1. Sea x € M, entonces, como xg € M, 29 = xg + z||yo — zo|| € M.

Entonces

Hy _ x” _ HyO - ZOH > 1’anE]\/I HyO - ZH _ d > i _ 1
lyo —zoll = llyo — ol lyo — @oll = 2d 2
de donde se sigue el resultado. [ ]

Problema 4.17 Sea un espacio normado X de dimensién infinita. Prueba
que la esfera unidad S, i.e. el conjunto de los = € X tales que ||z|| < 1, no
es un conjunto compacto’. Una consecuencia de este resultado es que si
en un espacio normado X la esfera unidad es compacta, entonces X es de
dimensidn finita. Ayuda: Usando el resultado del Problema 4.16 construir una
sucesion de elementos (x,,), € Stal que, paratodosn # m € N, ||z, —xzp| > 1/2.

Solucion: La idea es encontrar una sucesion de elementos (x,), € S tal que,
para todos n # m € N, ||z, — x,,|| > 1/2. Estd claro de que de dicha sucesién es
imposible construir una subsucesién convergente.

Elegimos z; € S tal que ||z;|| = 1. Sea M; = span (z1). M; es un subespacio
cerrado!® de X, luego el Problema 4.16 nos asegura que existe un zo € X con
lx2l| = 1, ie., xo € S, xo & My, tal que ||ze — x| > 1/2, para todo = € Mj,
y, en particular ||zo — x1]| > 1/2. Sea My = span (z1,x2). Como M es cerrado
en X, el Problema 4.16 nos asegura que existe un x3 € S, ||z3|| = 1, 23 & Ma,
tal que ||z3 — x| > 1/2, para todo x € Ms, y, en particular ||z3 — z1|| > 1/2,
|lxs — x2|| > 1/2, y asi sucesivamente. Notese que de la construccién anterior
tenemos una sucesion infinita de términos distintos tales que para todo n € N,
|lzn|| = 1, i.e., z, € S. Es decir, tenemos una sucesién infinita de subconjuntos
cerrados My, k € Ny una sucesién (x,), € S tal que, para todos n # m € N,
|z, — xm|| > 1/2. Luego la esfera S, i.e., el conjunto de los x € X tales que
lz|| < 1, no es un compacto ({por qué?). El resultado que acabamos de probar
fue demostrado por F. Riesz. Ndtese que la demostracién ha consistido en probar
que en la esfera de radio unidad de un espacio de dimensién infinita existen
sucesiones que no contienen sucesiones de Cauchy. Los espacios (conjuntos) tales

°En dimensién finita como la esfera unidad es cerrada y acotada, entonces es un
compacto.
1Como ya vimos en el Ejemplo 4.3.4, los subespacios span (1, ..., z, ) son cerrados.
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que toda sucesién contiene una sucesién de Cauchy se conocen como conjuntos
precompactos, por lo que el resultado probado se puede reescribir diciendo: en
dimension infinita la esfera unidad no es precompacta. ]

Problema 4.18 Demuestra que no se puede prescindir de la condicion de
completitud de X en el Teorema de Banach-Steinhaus 4.5.1. Para ello con-
sidera el subespacio X C ¢* de todas las sucesiones = = (z1, z2,...,Zj,...)
que tienen un numero finito de términos no nulos, es decir, que z; = 0 pa-
ra todo j > J € N (cada z tiene a lo més las primeras J coordenadas
no nulas pudiendo depender la J de cada ). Sea el operador (funcional)
T,z = f,(x) = nx,. Probar que X no es completo (ver Problema 4.3),
que |f.(z)| estd acotado para cada n y todo = € X,y que (||7,]|). es no
acotada.

Solucion: Por el Problema 4.3 sabemos que X no es cerrado, luego no es comple-
to (ver Teorema 3.5.14). Ahora bien, por la definicién de X estd claro que para
cada n € N, ||T,z|| = sup,ex |nzy| es acotado pues, para cada n solo hay un
numero finito de coordenadas de = que son no nulas, luego existe un ¢, tal que
|Tx|| < c,. Por otro lado, estd claro que para cada n podemos elegir un z € X
tal que ||Z|| = 1 (por ejemplo, que solo tenga como coordenadas ceros y unos) y
tal que 7,7 = nxy, = n, entonces |1, = sup| ;=1 [|Tnz| > | T5Z[ = n, luego la
sucesién (]| 75, ||)» no es acotada, luego no se tiene (4.5.2). ]

Problema 4.19 Usando el Teorema de Banach-Steinhaus prueba que si X
es un espacio de Banach, Y uno normado, 7,, € B(X,Y) y sup, ||T..| = oo,
entonces existe un z, € X tal que sup, ||7,zo|| = oo. Dicho z, se suele
denominar como punto o vector de resonancia.

Solucioén: Supongamos que es falso, entonces, para todo = € X, sup,, ||T,z| < oo,
luego la sucesion ||7,,z|| es acotada para cada x. Pero entonces por el Teorema
de Banach-Steinhaus existe un ¢ > 0 tal que, para todo n, ||T,| < ¢, lo cual
contradice que sup,, | 7,| = oo. ]
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Capitulo 5

Espacios de Hilbert

Un viejo matematico francés dijo: “Una teoria
matemdtica no se considerard completa hasta que
la hayas dejado tan clara que puedas explicdrsela
al primer hombre que encuentres en la calle”

David Hilbert
De su conferencia en el ICM de 1900 en Paris

5.1. Espacios euclideos y espacios de Hilbert

En adelante asumiremos que E es un espacio vectorial complejo, y por
z denotaremos al complejo conjugado del nimero complejo z.

Definicidon 5.1.1 Se dice que un espacio vectorial E sobre el cuerpo C es
un espacio euclideo o prehilbertiano, si dados dos elementos cualesquiera
x,y € E existe un niimero denominado producto escalar y que denotare-
mos por (z,y) tal que

1. Paratodos z,y € E, (x,y) = (y, x).
2. Para todos x,y,z € E, (x + vy, 2) = (x, 2) + (y, 2).
3. Para todos z,y € Ey A\ € C, (Az,y) = XNz, y)

4. Para todo x € E, x #0, (z,z) > 0y si (z,z) = 0, entonces x = 0.

175
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La propiedad 1 se conoce como propiedad de simetria del producto escalar,
mientras que la 2 y 3 implican la linealidad del mismo respecto al primer
argumento (de la izquierda).

Ejercicio 5.1.2 Prueba que, de la definicidn anterior, se tiene que

1. Para todos x,y,z € E, (x,y + 2) = (x,y) + (z, 2).
2. Para todos v,y € Ey A € C, (z, \y) = Mz, y).
3. Para todo x € E, (x,0) = (0,z) = 0.

4. Si{x,z) = (y, z) para todos los z € E, entonces x = y.

Para probar 1 combinamos los puntos 1 y 2 de la definiciéon. Para 2
usamos los puntos 1 y 3 de la definicién. Para 3 basta elegir A = 0 en el
punto 3 de la definicidn. Finalmente, para probar 4 usamos los puntos 2
y 3 de la definicién que nos da (z — y, z) = 0 para todo z € E. Eligiendo
ahora z = x — y y usando el punto 4 de la definiciéon de espacio euclideo
obtenemos el resultado. ]

Ejemplo 5.1.3 El ejemplo mds sencillo de espacio euclideo es el espacio C™

con el producto escalar estdndar: dados © = (x1,...,x,), €y = (Y1, -, Yn)
k=1

Ejemplo 5.1.4 Otro ejemplo es (2, el espacio de las sucesiones (x,,), tales

que Y po, |zk|* < oo, donde dadas dos sucesiones © = (x1,x, ..., Tp,...),
ey = (y1,Y2,---,Yn,...) el producto escalar viene dado por
<£L', y> = Z TrYk
k=1

Nétese que de la desigualdad de Holder 3.7.3 se sigue que dicho produc-
to escalar esta bien definido.

Una prueba directa de dicha afirmacién es como sigue. Para todos a,b > 0
se tiene ab < (a? + b?)/2. Tomemos a = |z;|/||z|, b = |yi|/||y||, donde la norma




5.1. Espacios euclideos y espacios de Hilbert 177

| - || es la norma de ¢2. Entonces

|$zyz| 1 < ’xZ‘Q |yz|2 ) - ‘Izyz ’xz‘ ’yz
< — + = P = =1,
lzllyl = 2 \llzlI* [yl 2 Z =1 Z Iyl?

P Talllol =

de donde se deduce el resultado pues | > 72, zxUk| < > poy |TEYK]-

Ejemplo 5.1.5 Nuestro tercer ejemplo es el espacio C([a,b]) de las funcio-
nes continuas en [a, b] cerrado y acotado con el siguiente producto escalar

b
(f.g) = / f(2)7@)de. (5.1.1)

Una propiedad importante de los espacios euclideos es la desigualdad
de Cauchy-Schwarz!

Teorema 5.1.6 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea E un espacio eu-
clideo. Entonces para todos f, g € E,

()P < (f. )9, 9)- (5.1.2)

Demostracion: Para demostrarla basta usar que paratodo A € Cy f,g €
E, (A\f +g,\f + g) > 0, o equivalentemente,

AP ) + M 9) + Mg, f) + (9.9) = AP F) +2R(A(f. 9) + (9. 9) > 0.
Usando que R(A(f,g)) < |X(f,9))|

0 < IAP(S )+ 2RN(f,9) + (g, 9) < IAP(F ) + 2. 9)] + (g, 9)-

De la desigualdad |\*(f, f) + 2|\[{f, 9)| + (g,9) > 0, se sigue que el dis-
criminante de la ecuacién cuadratica en ||,

IAPCF )+ 21, 9)] + (g, 9) =0,

ha de ser negativo o nulo (¢por qué?). Luego |(f, g)|> — (f, f){g,9) <0, de
donde se deduce (5.1.2). n

Para los casos de C", /2 y C([a,b]) discutidos antes esta desigualdad no es més que
la desigualdad de Holder.
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Teorema 5.1.7 Todo espacio euclideo E es normado si en él definimos la

norma mediante la férmula || f|| = /{F. ). Ademds, |(f,q)| < ] - llg]-

Demostracion: Los dos primeros axiomas de la definicién de norma 4.2.1
son inmediatos. Para probar el tercero nétese que

If+ 9> =(f+g.f+a9) = {f.F)+2R(f,9)+ (9,9)
< (L0 2609+ (g, 9) < )+ 2V g, 9) +(9,9)

= (VLN + Vg9,
donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz (5.1.2). Tomando
ahora raices cuadradas se sigue el resultado. ]

De lo anterior se sigue que todo espacio euclideo E es un espacio mé-
trico con la métrica inducida por el producto escalar mediante la férmula

p(z,y) =z —yll = V{z—y,z—y).

Asi, por ejemplo, en C" tenemos que la norma inducida es

n
Izl = | > lzal?,
k=1

en (?,

o0
Izl = | D a2,
k=1

yen C([a,b]) es
1l = / () Pdz.

Ademas, en cada caso la métrica inducida es la correspondiente a los
ejemplos 3.1.5, 3.1.12 (p = 2) y 3.1.10 (p = 2) del capitulo 3, respectiva-
mente.

Ejercicio 5.1.8 Prueba que, en la norma inducida por el producto escalar;
las operaciones adicion de vectores, multiplicacion por un escalar y produc-
. . . n—o0 n—oo n—oo
to escalar de vectores son continuas, i.e., St &, — T, Yp — YY Qp —> Q,
n—oo n—oo n—oo
entonces T, + Yp — T + Y, 0Ty — AL, Y (Tp, Yn) — (T, Y).
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La primera parte es consecuencia de la continuidad de la norma. Para
la segunda usamos que (z,y) = (¥ — T, y) + (T, ¥ — Yn) + (1, yu), luego

(@, y) = (T Yn) | < K2 Y — 9| + (20 — 2, 9n)|
< zlllym = yll + |20 — 2||||lyall = 0,

de donde, usando nuevamente de la continuidad de la norma, y que (y, ).,
es acotada (¢{por qué?) se sigue el resultado. ]
Es facil probar (ver Ejercicio 5.1) que para todos a,b € E, la norma

inducida por el producto escalar cumple con la ley del paralelogramo:
la +BlI* + lla = bl|* = 2(lal|* + [[o]]*). (5.1.3)

De hecho se tiene la siguiente

Proposicidn 5.1.9 Un espacio normado X real es euclideo si y solo si para
todos x,y € E, se cumple la ley del paralelogramo (5.1.3).

Demostracion: Sea la funcién f(z,z) == (z,z) = (||lz+2|*—||z—=2]]%), 2 €
X, y asumamos que se cumple la ley del paralelogramo (5.1.3). Probemos
que se cumplen las cuatro propiedades de la Definicién 5.1.1.

Estd claro de la definicién de f que (z,z) = (z,z), luego se tiene el
punto 1 de la Definicién 5.1.1.

Calculemos ahora la cantidad

flety,2)+ flz—y,2) =

1
1 Iz +y+ 2P+ e —y+ 207 = (lety =2l +lo =y — 2]°)
en (5.1.3) a=x+2,b=1y. en(S.l.B)alx—z,b:y.

1
= e+ 2l — o — =) = 2f(z. 2),

ie.,
fla+y,2)+flx—y,2) = 2f(2,2) = (v+y, 2) +{z—y, 2) = 2(x, 2). (5.1.4)

Probemos ahora que (\x, z) = A(x, z). Primero lo probamos para A = n €
N. Esta claro que se cumple para n = 1. Para n = 2 se sigue de (5.1.4) apli-
candola con x = y y teniendo en cuenta que f(0, z) = 0. Asumamos que la
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igualdad f(kz,z) = kf(z,z) es cierta para k = 1,2,...,n y demostremos
que es cierta para k = n + 1. En efecto,
=2nf(z,z) — (n—1)f(z,2) = (n+ 1) f(z, 2).
Probemos ahora que (\z,z) = A(x,z) es cierto para A € Q. Como

f(=z,2) = —f(z, 2) por definicién, basta probarlo para A = n/m, n,m €
N. Ahora bien, de la identidad f(nz, z) = nf(z,2), n € N implica

|nz + z||*> = ||nz — 2| = n(||lz + 2||* — | — 2||*), Vr,zeX. (5.1.5)

Luego
n 1/n 2 In 2 Inz + mz|]? — ||nz — mz|?
() = (fe -2 ) - |
m 4 \llm m 4m?

de donde usando (5.1.5) dos veces (la segunda intercambiando en (5.1.5)
x 'y z) tenemos

f(o2.2) =g (lle +mzl? = o = mz|®) = 2 (llz + 2] = 1 = 2/

:%f(xvz)'

Finalmente, usamos que la norma es una funcién continua y que Q es den-
so en R, luego para todo numero real ), existe una sucesién de numeros
racionales )\, tal que A = lim,,_,, \,,, entonces

FO,2) = f (h'm )\n:L‘,z) — lim [z, 2) = lm A f(z, 2) = Af(z, 2),
n—o0 n—oo n—oo

que era lo que se pretendia probar. Asi, f cumple con el punto 3 de la

Definicién 5.1.1.

Probemos que f(z, z) es lineal en su primera variable, i.e., f(z+y, 2) =
f(z,z) + f(y, z). Para ello reescribimos (5.1.4) como f(u + v,2) + f(u —
v,2) = 2f(u,z) y hacemos v + v =2z y u — v = 2y, luego u = = + y y, por
tanto, f(2x,z) + f(2y,z) = 2f(x + vy, z), de donde, usando la linealidad
de la multiplicacién por un escalar, se tiene la linealidad de la suma de
vectores, i.e., se tiene el punto 2 de la Definicién 5.1.1.

Finalmente, por la propia definicién de f y de las propiedades de la
norma se sigue que f(z,z) = (x,z) = 0 siy solo si x = 0, luego se cumple
el punto 4 de la Definicién 5.1.1. ]
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La proposicion anterior nos dice que la ley del paralelogramo (5.1.3)
caracteriza los espacios euclideos. El caso complejo es algo mas compli-
cado de probar. La demostracién original se debe a P. Jordan y J. von
Neuman (Annals of Math. 36, (1935) pags. 719-723)? y se basa en probar
que la cantidad

1 . . . .
(w.y) = 7 (e +ylP* = llz - yl* + iz +ay|* — illz — iyl]?)

define un producto escalar en X complejo, lo cual dejamos como ejercicio
al lector.

Definicidon 5.1.10 Un espacio euclideo E completo® se denomina espacio
de Hilbert y lo denotaremos por H.

%Es decir, un espacio E donde cualquier sucesiéon de Cauchy converge a un vector
de E (en la métrica inducida por el producto escalar).

Definicidn 5.1.11 Sea el sistema de vectores (¢,,), (finito o infinito) de
un espacio euclideo E. Diremos que (¢,,)° , es un sistema ortogonal dos a
dos si para todos n, m

(Dry Din) = Onn ||| (5.1.6)

Si ademds ||¢,|| = 1 para todo n, se dice que el sistema es ortonormal.

Por ejemplo, el sistema de los vectores candnicos de C" (e;)}_,, defini-
do por e;, = 4,4, i.e.,

e1 = (1,0,0,...,0,0), es = (0,1,0,...,0,0), ... e, = (0,0,0,...,0,1).
es un sistema ortonormal. Andlogamente, el sistema (e;)?° ;, definido por
€ = 04k, i.e.,
er = (1,0,0,0,...), es = (0,1,0,0,...), e3 = (0,0,1,0...),...
es un sistema ortonormal de /2. Finalmente, el sistema de funciones {1} U
{sinnz, cosnx}* | es un sistema ortogonal dos a dos de C[Q_M]), i.e., del

espacio euclideo de las funciones continuas en [—, 7|, con el producto
escalar

(f,9) = /_7r f($)mdaz

2Ver, por ejemplo, el Teorema 11.1 pag. 244 de [21].
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Ejercicio 5.1.12 Prueba que si los vectores (no nulos) ¢1,...,¢, de un
espacio euclideo son ortogonales, entonces son linealmente independientes.

Supongamos que son linealmente dependientes. Entonces existe al me-

nos un escalar o, #0, k=1,...,ntalque ¢ := a1¢1 + - - - @, ¢, = 0. Usan-
do la linealidad del producto escalar asi como que los vectores ¢4, ..., ¢,
son ortogonales obtenemos 0 = (¢, ¢y) = ax, k = 1,...,n, lo cual es una
contradiccion. [ ]

Teorema 5.1.13 (Gram-Schmidt) En un espacio de Hilbert H de cual-
quier conjunto (finito o infinito) de vectores linealmente independiente se
puede construir un conjunto de vectores ortonormales (ortogonales).

Demostracidon: Para probar el teorema tomamos un sistema de vectores
linealmente independiente (¢,), de H cualquiera y definimos un nuevo
sistema de vectores (), de la siguiente forma:

Como los (¢,), son linealmente independiente, entonces todos son dis-
tintos de 0. Definamos 1, = ¢1/||¢1||, luego ||¢1]| = 1. A continuacién defi-
nimos {/;2 = ¢o + az 111, y elegimos o, ; de forma tal que JQ sea ortogonal
al vector 1y, i.e. (@Zg,;bﬁ = 0, de donde se deduce que as; = —(¢p2,¥1).
Ademads, como span (1)1, @Zz) = span (¢1, ¢), entonces Uy # 0 (épor qué?).
Luego by = 1 /||1hs|| es ortogonal a 1, v |12 = 1. N6tese ademds que v,
y 15 son linealmente independientes.

Supongamos que de esta forma hemos construido una sucesién de n—1

vectores ortonormales dos a dos v, ..., ¥,_1, n > 2. Definamos el vector
wn) n Z 25

n—1
wn = ¢n + Z @n,kwka

k=1
y elijamos los coeficientes o, ;, k¥ = 1,...,n — 1, de forma tal que 1;”
sea ortogonal a todos los vectores ), anteriores, i.e., @n, Uy =0, k =
1,2,...,n — 1. Usando la ortogonalidad es fdcil comprobar que «,; =
—(n,Vx), k = 1,2,...,n — 1. Ademds, como span (¢, - - 7%,1,&1) =
span (¢1, -+, Pn_1, Pn), €NtONCes {/7” # 0, por lo que podemos definir el
vector ¢, = 1, /||Us|, que tiene norma uno y es ortogonal a todos los
vectores anteriores ¢, k = 1,2,...,n — 1. Y asi, sucesivamente.

Es decir, de cualquier conjunto de vectores linealmente independientes
podemos construir un conjunto de vectores ortonormales. |
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El proceso anterior se conoce como proceso de ortogonalizacion de Gram-
Schmidt. Nétese que de la prueba del teorema anterior se sigue que, para
cadan > 2 (1 = ¢1),

n—1 n—1
77Z)n - ¢n + Z an,k&k = ¢n = i/;n + Z ﬂn,k&ka

k=1 k=1

de donde se deduce que, paratodo k =1,...n —1,
(s Ui) =0 = (U, ) = 0. (5.1.7)

La propiedad anterior nos conduce a un interesante resultado pero
antes necesitamos introducir las matrices de Gram y sus determinantes.

Sea GG, :== G,,(¢1,. .., ¢,) lamatriz cuyas entradas son los valores g; ; =

<¢i7 ¢]>: i'e'z

(91,01) (D1,02) -+ (d1,0n1) (1, 0n)

(P2, P1) (P2, p2) -+ (P2, 1) (P2, Pn)

G, = . n>1. (5.1.8)

G d1) (G d2) - (Smrbut) (b br)

La matriz (G,, anterior se denominan matriz de Gram de los vectores ¢y, . . ., ¢,.
Los determinantes de (,,, se conocen como determinantes de Gram de los
vectores ¢q, ..., ¢y, i.e.,

(P1,01) (P1,02) -~ (P1,Pn-1) (D1,0n)

(P2, 01) (2,02) -+ (d2,0n-1) (P2, n)

A, = det (5.1.9)

B d) (e} o (Dmbucr) ()

Nétese que G,, = G, donde G es la matriz transpuesta de G,,, luego
A, =det G, = det G,, = det GL = det G,, = A,,, de donde se sigue que A,
es real.

Como consecuencia del Teorema 5.1.13 tenemos el siguiente teore-
ma:

Teorema 5.1.14 Dado un conjunto cualquiera de vectores linealmente in-
dependientes ¢,, n > 1, se pueden construir los vectores ortonormales 1),
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n > 1, mediante la siguiente expresion explicita:

<¢17 ¢1> <¢17 ¢2> e <¢17 ¢n71> ¢1
(P2, 01) (P2, 2) -+ (D2, Pn-1) @2

det
wn _ <¢n7¢1> <¢7L7¢2> <¢n7¢n—l> ¢n : (5110)
V A'rz—lAn
donde A, = A,(¢1,...,¢,) para n > 1 es el determinante de Gram
(5.1.9) de los vectores ¢1, ..., ¢,, donde se asume que A, := 1.

Demostracion: En efecto, si denotamos por Jn al numerador de (5.1.10),
tenemos que el producto escalar (¢, ¢x) =0, k = 1,2,...,n — 1, ya que
el determinante resultante de calcular dicho producto escalar tiene dos
columnas iguales. Luego, usando (5.1.7), (¢, (¢x) =0,k =1,2,... ,n—1.
Ademas, @n, ¢n) = A,. Por otro lado, de (5.1.10) se sigue que

n—1

{En = Anfl(én + Z an,k¢k~
=1

Luego, usando que A, es real tenemos

(s ) = A1 (G, ) = A1, (5.1.11)

de donde se sigue (5.1.10). [

Nétese que de (5.1.11) y teniendo en cuenta que A; = (¢, ¢1) > 0 se
sigue que A,, > 0, para todon > 1.

Ejercicio 5.1.15 Prueba que un conjunto de vectores (¢;):_, de un espa-
cio euclideo E, i = 1,...,p, son linealmente independientes si y solo si su
determinante de Gram A, es distinto de cero, i.e.,

(P1,01) (D1,02) -+ (91, 0p)

<¢27¢1> <¢27¢2> <¢27¢p>

A, = det # 0.

(Do) (D9 02) - (Do)

Probaremos, por contraposicion, que los vectores son dependientes si
y solo si el determinante de Gram es cero.
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Si los vectores son dependientes, existen unos escalares oy, no todos
nulos, tales que > 7 _, a¢y, = 0, pero entonces

p
Zak<¢k7¢j>zoa j:17"'7p7
k=1

luego las filas del determinante de Gram son dependientes y, por tanto,
el determinante es cero —por ejemplo, si a; # 0, entonces escribiendo
(b1, 05) = > r_o(auw/a1)(¢x, ¢;), obtenemos que la primera fila es com-
binacion lineal de las restantes—. Por el contrario, si el determinante de
Gram es cero, entonces las filas tienen que ser linealmente dependientes,
luego existiran los escalares o, £ = 1,...,p, no todos nulos, tales que,

paraj=1,...,p

Do a(dr ¢y =0 = (D arpr, ¢ ) =0 =a5( > ardp,d; ) =0
k=1 =

y, por tanto,

p p p p p 2
0= Za_j Zak¢k>¢j = Zak¢kazag‘¢j = Z%(bk =0,
j=1 k=1 k=1 j=1 =1

es decir, Y 7_, ay¢r = 0, luego los vectores ¢1,..., ¢, son linealmente
dependientes. ]

El siguiente teorema nos sera de gran utilidad mas adelante.

Teorema 5.1.16 Si el espacio euclideo E es separable, entonces cualquier
sistema ortogonal (ortonormal) de E es numerable.

Demostracidon: Asumamos sin pérdida de generalidad que el sistema (¢, ),
es ortonormal. Entonces |[¢,, — || = V2 si n # m. Sea el conjunto de
las bolas de radio 1/2 y centro en cada 1, B(,,1/2). Estas bolas no se
interceptan, luego en cada bola hay un tnico vector v,, de nuestro sistema
ortonormal. Sea ahora (¢y); un conjunto numerable denso en E (pues és-
te es separable). Entonces, en cada bola B(1,, 1/2) habra al menos un ¢y,
luego el numero de bolas y, por tanto, el de elementos v,, es numerable.m

En los préximos apartados estudiaremos algunas propiedades de los
espacios de Hilbert H separables, en especial veremos las denominadas
series de Fourier en espacios de Hilbert separables. Nétese que, en vir-
tud del teorema anterior, en estos espacios los sistemas ortogonales son
numerables.
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5.2. Ortogonalidad y Teorema de Riesz

Definicidon 5.2.1 Dado un vector x € H definiremos la serie de Fourier
respecto al sistema ortonormal (¢,,)2° | a la serie

oo

$= Cufn, (5.2.1)

n=1
donde los coeficientes vienen dados por las expresiones
Cn = (x,¢n), Yn>1. (5.2.2)
Teorema 5.2.2 Sea H el subespacio vectorial de H generado por los vecto-

res ortonormales ¢1, ¢y ..., ¢, n € N, .e., H = span (¢, Pa ..., ¢,). Sea
x € H. Entonces,

n
. 12 — 2_2 2
min ||z = g||* = ||« 2 ]

donde c¢;, son los coeficientes definidos en (5.2.2) y se alcanza cuando q es
la suma parcial de la serie de Fourier (5.2.1)

n
qd = Spn = Z Ck¢k-
k=1
Demostracién: Sea g, = >, _, ay¢;. Calculamos

HfE - gn“2 = <3§' - Zak¢k7x - Z am¢m>
k=1 m=1
el = S (@ + ) + 30 S a6

k=1 k=1 m=1
Usando que

Ok, D) = Ok Y a — cl® = |ag|* + |ex]® — @er — arcr,
obtenemos

n n
o= gall2 = flall? = 37 fexl? + 3 Jax — el
k=1

k=1
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Obviamente de la expresion anterior se deduce que la norma ||z — g,||* es
es minima si y solo si a, = ¢, para todo k € N, i.e., g, = s,,. [ ]

Como corolario de lo anterior tenemos que para todo n € N
n [e.e]
lr = sallP = llz> =Dl =0 = D lalf <z,  (5:23)
k=1 k=1

por lo que la serie >_,° | |cx|? converge, i.e., (c,), € ¢*y, por tanto,

lim |c,| =0 = lim [(z,¢,)| =0 = lim (z,¢,) = 0. (5.2.4)
n—00 n—00 n—oo

La desigualdad de la derecha en (5.2.3) se conoce como desigualdad
de Bessel. Notese ademds que de la igualdad de la izquierda en (5.2.3)
se deduce que una condicidn necesaria y suficiente para que la serie de
Fourier (5.2.1) converja a x (en norma) es que

o0 o
Iz = sl =0 = 2> =D lexl> =D [, o)™
k=1 k=1

Esta igualdad se conoce como igualdad de Parseval y es, en general, muy
complicada de comprobar.

Definicion 5.2.3 Se dice que un sistema de vectores linealmente indepen-
dientes (¢,,), es completo® en X C H si para todo vector x € X C Hy
cualquiera sea € > 0 existe una combinacién lineal

=) appp talque |[z—1,] <e.
k=1

2También se suele denominar sistema total.

En otras palabras cualquier vector x € X C H se puede aproximar
en norma tanto como se quiera mediante alguna combinacion finita de
vectores del sistema (¢,),. O, equivalentemente, sea span (¢, ¢s...) el
conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de (¢,),, entonces
(¢n)n €s completo en X C H si el conjunto span (¢q, ¢o,...) C X es denso
en X. La definicion anterior 5.2.3 es equivalente a decir que X es el menor
subespacio vectorial cerrado que contiene al conjunto ¢, ¢s,... ((¢n)n
genera a todo X).
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Definicidon 5.2.4 Un sistema ortogonal (ortonormal) completo de X C H
se denomina base ortogonal (ortonormal) de X C H.

Por ejemplo, los sistemas (e)x, ex = 0;x, definidos en la pagina 181
son bases ortogonales completas de C" y ¢2, respectivamente.

Teorema 5.2.5 (De los sistemas completos) Sea H un espacio de Hil-
bert y sea un sistema ortonormal de vectores (¢,)7, de H. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. (¢n)n es completo en H.

(e}

2. Paratodor € H, x = Z(m, k) Ok

k=1

3. Para todo x € Hj, se cumple la igualdad de Parseval
l2]* = I, ). (5.2.5)
k=1

4. Si(x,¢r) = 0 para todo k € N entonces x = 0.

Demostracion: 1) < 2) Cualquiera sea x € H construimos la serie de
Fourier (5.2.1) y sean s,, = Y ,_, ¢k¢x, ¢x = (x, Px), Sus sumas parciales.

1) = 2) Usando 1) tenemos que para todo ¢ > 0 existe una combinacion
lineal [,y de vectores de (¢,,), tales que ||z —Ix|| < e (ver Definicién 5.2.3).
Pero el Teorema 5.2.2 nos dice que el menor de todos los valores de ||z —
Iy|| se alcanza cuando Iy = sy, siendo sy la N-ésima suma parcial de
Fourier, i.e., ||z — sy|| < ||z — lv]|- Luego,

Ve >0, dIN eN talque |z — sy <e.

Pero para todo n > N, ||z — s,|| < ||z — sy||. En efecto, de la igualdad de
la izquierda en (5.2.3) tenemos

n

n N
o= sull® = [l21* =Y lewl® = [l =D lel* = > el
k=1 k=1 k=N+1
n

= [l — sn|* - Z |Ck\2-

k=N+1
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Entonces, para todo n > N, ||z — s,|| < ¢, es decir, lim,, , s, = =, de
donde se sigue 2). Obviamente 2) implica 1) ({por qué?).

2)=-3) Tomando el limite n — oo en la igualdad de la izquierda en (5.2.3),
ie.,en ||z —s,|* = |lz||* = > r_, |kl y usando 2) (im,, o ||z — sp|| = 0),
se sigue 3).

3)=4) Si para todo k € N, (z,¢;) = 0, entonces de 3) se deduce que
|z]| = 0, luego z = 0.

4)=-2) Recordemos que el sistema (¢,,),, es ortonormal. Sea y,, = > _;_, cx¢x,
donde ¢, = (x, ¢x). De la desigualdad de Bessel (5.2.3) se sigue que la se-
rie > |cm|? €s una serie convergente y, por tanto, la cantidad

n—+p

lyn = gl = D leal?,

k=n+1

se puede hacer tan pequefia como se quiera, i.e., la sucesion y, es de
Cauchy, luego es convergente pues H es completo. Sea y su limite. Es-

ta claro que y, — y = Y02 (z,06) 0 (ly — vall® = 2ps,pq lel* = 0).
Probemos que y = .

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (5.1.2)

[(y: &) = (Uns )| = [{y = vms G| < Mlym — yllll Gkl = llym —wll,

deducimos que lim,, oo (Y, ox) = (¥, ¢x) para todo k € N. Pero

(Yn, Or) = <Z Cj¢ja¢k> = (2, ¢,)(¢j, ) = (2, 6x), Yk <n,

j=1 j=1

luego (r — y,,¢x) = 0 para todo k& < n de donde, tomando n — o
deducimos que (x — y, ¢) = 0 paratodo k € N, luegopor4) z —y =0. m

Nota 5.2.6 La equivalencia entre 1 y 2, asi como las implicaciones 2 —
3 — 4, son también ciertas para espacios euclideos cualesquiera (no nece-
sariamente completos). Solo 4 — 2 requiere la completitud del espacio.

Del apartado 4 del Teorema 5.2.5 se sigue el siguiente corolario:
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Corolario 5.2.7 Sea el sistema ortonormal completo (¢,), y sean x,y €
X C H tales que {(x, ¢r) = (y, ¢x) para todo k € N, entonces x = y.

En otras palabras, dos elementos de H con iguales coeficientes de Fou-
rier son iguales, por tanto cualquier vector de H queda biunivocamente
determinado por sus coeficientes de Fourier.

Definicion 5.2.8 Se dice que un sistema ortonormal (¢,), es cerrado en
un espacio euclideo E si para todo vector x € E se cumple la igualdad de
Parseval (5.2.5), i.e., Y po, |[(x, dx)|* = |||

De la definicién anterior y el Teorema 5.2.5 se tiene que un un sistema
ortonormal (¢,), es completo en un espacio de Hilbert separable H si y
solo si (¢,), es cerrado en H. De hecho, de la primera ecuacién de la
férmula (5.2.3), se deduce que la afirmacién anterior también es valida
en espacios euclideos no necesariamente completos.

Teorema 5.2.9 Todo espacio de Hilbert H separable tiene una base orto-
normal.

Demostracion: Como H es separable, existe un conjunto numerable de
vectores (¢,), denso en H. Como (¢,), es denso en H, entonces obvia-
mente span (¢1, ¢o,...) es denso en H (recordemos que span (¢, ¢s ... )
es el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de los (¢,,),,). Si
de dicho conjunto (¢,), eliminamos aquellos vectores ¢, que se pueden
obtener como combinacidn lineal de los anteriores ¢;, j < k, obtenemos
un nuevo sistema sistema (¢, )r (n; < ny < ---) de vectores que cla-
ramente cumplen que span (¢1, @o, ... ) = span (¢,,, Pn,,--.) ¥, POr tanto,
dicho conjunto también es denso en H, luego (¢, )r €s un sistema com-
pleto de vectores linealmente independientes de H ({por qué?). La base
ortonormal (1)), se obtiene al aplicar a dicho sistema completo de vecto-
res linealmente independientes (¢,, ), el proceso de ortogonalizacion de
Gram-Schmidt pues span (11, 1s, ... ) = span (¢n,, Gy, - - - )- |

El teorema anterior 5.2.9 se puede generalizar a cualquier espacio eu-
clideo separable (no necesariamente completo).

Como hemos visto, dado un x € H y un sistema ortonormal (¢,,),, € H
existen los coeficientes de Fourier de x en dicho sistema ortonormal y
estos, como consecuencia de la desigualdad de Bessel (5.2.3), definen una
sucesion de /2. El siguiente resultado es el reciproco de lo anterior.
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Teorema 5.2.10 (Riesz-Fischer) Sea (¢,,), un sistema ortonormal en un
espacio de Hilbert H separable y sean los niimeros cy, ¢, ..., Cp, ... tales

que
o
D lenl® < Foo.
n=1

Entonces, existe un elemento x € H cuyos coeficientes de Fourier son preci-
samente los numeros ¢y, ¢, ..., Cp, ...,y ademds

oo
dolanl =llzll’,  cn = (x, ¢n).
n=1

Demostracién: Sea =, = > ,_, cx¢,. Como en la prueba del Teorema
5.2.5 tenemos ||z, — Tnipl|> = Sopol., |cx/?, luego la sucesién (z,), es
de Cauchy y como H es completo entonces z,, — z € H, z = Y rey CkOr-

Probemos que si z,, — x, entonces para todo k € N, ¢, = (x, ¢x). Por
un lado tenemos que para todo k < n, (z,, %) = Q5 ¢;d5, 0k) = cp.
Luego, usando la continuidad del producto escalar, obtenemos que ¢, =
1My o0 (0, d) = (x, ¢1), para todo k € N. Ademds, como z, — =, de la
igualdad de la izquierda en (5.2.3) se obtiene que

n
l2ll> = 3 lewl? = o — @l =5 0,
k=1

de donde se sigue el teorema. ]

De los teoremas 5.2.5, 5.2.9 y 5.2.10 se deduce que en un espacio de
Hilbert separable H a cada = € H le corresponde una serie de Fourier
cuyos coeficientes de Fourier estan biunivocamente determinados por = y
que ademads se corresponden con un unico vector de /2. Eso nos conduce
a un resultado muy interesante pero antes de enunciarlo necesitamos la
siguiente definicién:

Definicion 5.2.11 Una aplicacion U entre dos espacios de Hilbert H y H*
se denomina unitaria si es lineal, biyectiva y preserva el producto escalar,
e (x,y) = (Uz,Uy), = (*,y")..

Dos espacios H y H* son isomorfos si existe una aplicacion unitaria
U:Hw— H* tal que z* = Uz, donde v € Hy x* € H*.

?Se entiende que (-, -), denota el producto escalar en H* que no tiene por que ser el
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mismo que en H.

Teorema 5.2.12 (del isomorfismo) Cualquier espacio de Hilbert separa-
ble H es isomorfo a C" o a (>

Demostracion: Como H es separable, en H existe una base ortonormal
numerable (ver Teorema 5.2.9) que denotaremos por (¢, ),cs, donde [ es
un conjunto numerable (finito o infinito). Asumiremos que I es infinito,
(I = N) i.e., probaremos el caso cuando H es isomorfo a ¢* (el caso finito
es totalmente andlogo).

Sea x € H y sea la aplicacién U : H s ¢? definida por®

=Us=) (v.dn)en=) wex €L, = (,n),

kel kel

donde (e, ), denota la base ortonormal canénica de ¢? que ya hemos visto
antes. Como el producto escalar (x,y) es lineal respecto al elemento de
la izquierda (i.e., x), esta claro que U es lineal (probarlo como ejercicio).
Para probar que U es unitario usamos, por un lado, que

(z,y) = <Z $k¢k7zym¢m> = Zl‘k%7

kel mel kel

y, por el otro, que el producto escalar en ¢* viene dado por (z*,y*), =
> _rer TkUr, de donde se sigue que (z,y) = (z*,y")e.

Pero si U preserva el producto escalar, y por tanto, la norma (épor
qué?), entonces U es inyectiva. En efecto, si Tz = T'y, obtenemos

lz =yl =T =yl =Tz =Ty[l.=0 = z=y.

Probemos ahora que es sobreyectiva (y por tanto, biyectiva). Sea z* cual-
quier sucesién (x,), de (2. Entonces, por el Teorema de Riesz-Fischer
5.2.10 existe un = € H cuyos coeficientes de Fourier coinciden con di-
chos valores z,, y por el Corolario 5.2.7 dicho elemento es tinico. Es decir,
la ecuacién z* = Uz siempre tiene solucion. ]

5.2.1. El Teorema de la proyeccion ortogonal

3De la desigualdad de Bessel se sigue que el vector 2* asi definido es de ¢2.
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Definicion 5.2.13 Sea M C H un subconjunto del espacio de Hilbert H.
Denominaremos complemento ortogonal de M, y lo denotaremos por M=,

al conjunto
M+ ={zx cH; (z,y) =0, Yy € M}.

De la definicién anterior se sigue que si elegimos M = H, entonces
H* = {0}, pues el dnico elemento ortogonal a todos los vectores de H
es el vector nulo. Nétese ademas que en la Definiciéon 5.2.13 M no tiene
que ser necesariamente un subespacio vectorial de H. En el caso especial
cuando M sea un subespacio vectorial de H se tiene que M (| M+ = {0}.

Ejercicio 5.2.14 Sea M C H un subconjunto (no necesariamente un subes-
pacio vectorial) de un espacio de Hilbert H. Entonces:

1. M+ es un subespacio vectorial cerrado de H.

2. Si M C N, entonces N* C M=,

L

3. MLt=Mt="M"

1. Probemos que M~ es un espacio lineal. Sean x,,z, € M~ cualesquiera,
i.e., para todo y € M, (x1,y) = (x9,y) = 0. Entonces, para todo y € M
usando la linealidad del producto escalar tenemos que (az; + fxs,y) =
a(x1,y) + B{zs,y) = 0, luego axy + Bzy € M. Probemos ahora que M~
es cerrado. Para ello probaremos que ML = M~ (ver Proposicién 3.2.12),
i.e., M+ contiene a todos sus puntos limites. Sea 2’ un punto limite de
M+. Entonces, existe una sucesion de elementos de M+, (a/),, tal que

n

lim,,,~ 2!, = 2’ € H (ver Proposicién 3.5.4). Por tanto, para todo y € M,

(' y) = <lim x;“y> =lim (#/,y)=lim 0=0 = 2 €M™

n—oo n—oo n—oo

Como 2’ era arbitrario, se sigue que M+ = M-+,

2. Sea v € N+ cualquiera. Entonces, (z,y) = 0 para todo y € N, pero
como M C N, (z,y) = 0 para todo y € M, luego x € M*. Como z era
arbitrario se sigue que N+ C M*.

3. Que M+ = M+~ se sigue de 1 y la Proposicién 3.2.12. Probemos que
MY = M. Como M c MM, el punto anterior implica que M~ C M* .
Probemos ahora que M- C M. Sea y € M cualquiera. Entonces,
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(x,y) = 0 para todo x € M. Sea z € M cualquiera, entonces por la
Proposiciéon 3.5.4, existe una sucesién de elementos de M, (x,),, tal que
lfim,, 00 ¥, = ¥ € M. Como (z,,y) = 0 para todo n, entonces tomando el
limite cuando n — oo se obtiene, por la continuidad del producto escalar,
que (z,y) = 0 cualquiera sea = € M, es decit, y € M, luego M+ c A"
y, por tanto, M+ = 7. n

El siguiente teorema* es de especial importancia.

Teorema 5.2.15 (de la proyeccion ortogonal) Sea H un espacio de Hil-
bert (no necesariamente separable), sea M C H un subespacio cerrado de
H, y sea x un vector de H dado. Entonces existe un tinico y € M tal que se
cumple?® ||y — z|| = infepr || — m||. Ademds, existe dicho y € M siy solo
si (x —y,m) =0, para todo m € M.

“Nétese que esta condicion es equivalente a decir que |z — y|| < ||z —m/||, para todo
m e M.

Demostracion: Si z € M tomamos y = z y el teorema es trivial. Asi que
asumiremos que = ¢ M. Sea 6 = inf,,cp ||z — m/||. Entonces existe una
sucesién (y,), € M tal que ||z — y,|| — J. Probemos que (y,), es de
Cauchy. Para ello usamos la regla del paralelogramo (5.1.3)

1 — ) + (@ = Yasp) I + U0 = 2) = (& = Yus) |

=2y — 2)I* + 20z — ysp)II* =
2

Yn | Yn
= sl = 2 (g = )2+ 20 (@ = gy — 4|2 + L202
Pero, como M es un subespacio de H, entonces
Yn Yn+p ‘ Yn Yn+p 2 2
—+—cM = =4 — > 0%,
2 T2 2 Ty T F

luego,
19 = Ynrpl® < 201 (yn = 2)I1° + 2/ (2 = ynsp) |1 — 467,

de donde, usando que ||(y, — z)|| — ¢, y tomando el limite n — oo, se
tiene que ||y, — yop|l? — 0.

“Este teorema sigue siendo cierto si M es un subconjunto convexo y completo de H.
Recordemos que un conjunto M C H es convexo si para todo =,y € M, y para todo
te[0,1] el vector z =tz + (1 —t)y € M.
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Como M es cerrado, es completo (ver Teorema 3.5.14), entonces y,, —
y € M. Luego existe un y € M tal que

§=|ly — | Z%g]fwﬂx—mH. (5.2.6)

Probemos que y es Unico. Asumamos que existe un z # y tal que § =
|z — z||. Entonces

y  z 2
ly = 2117 = 2y = )12+ 2ll(z = ) - 4||5 + 2 —
2
:452—4Hg+§—xH <467 —48% = 0,

2
pues ||£+ 2 —z|” > 6* yaque £ + 2 € M. Luego = = y lo que es una
contradiccion.

Probemos ahora que (x —y, m) = 0, para todom € M, i.e., (z —y)LM.
Para ello supongamos que existe un m € M que no es ortogonal a x — y.
Asumiremos que ||m|| = 1. Sea el vector m; = y+Am, con A = (x—y, m) #
0, y siendo y es vector de antes que minimiza el error ||z — m||. Entonces

lz = mal* = llz —y — Am||* = |lz — ylI* = (z =y, Am) — (Am, 2z — )+ [\
= llo =yl = AP < [z — g,

i.e., y no es el vector que minimiza el error, lo cual es una contradiccidn.

Finalmente, notemos que cualquiera sea m € M, si x — y ortogonal
a todos los m € M, como m — y € M, entonces usando el Teorema de
Pitdgoras (ver el Problema 5.4)

lz = ml* = [I(z = y) = (m = I* = llz = ylI* + |y = m|* = [« — y|*
Es decir, ||z — y|| < ||z — m|| para todo m € M, i.e., y es un vector 6ptimo,
que como ya vimos antes, es Unico. ]

Un caso particular del teorema anterior es el caso cuando M es un
subespacio generando por un numero finito de vectores linealmente in-
dependientes, ey, ..., e,, de H. En efecto, si M = span(ey,...,e,), por el
Corolario 4.3.3, M es cerrado (ver Ejemplo 4.3.4), por lo que podemos
aplicar el Teorema 5.2.15, que nos conduce al siguiente resultado:
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Corolario Sea H un espacio de Hilbert (no necesariamente separable), sea
M el espacio generado por los vectores linealmente independientes ey, . . . , e,
€ H, ie, M =span(ey,...,e,),yseax unvector de H dado. Entonces exis-
te un unico y € M tal que ||z — y|| < ||z — m|| para todo m € M. Ademds
existe dicho y € M siy solo si (x —y, m) = 0, para todo m € M.

Otra consecuencia inmediata del Teorema de la proyeccién ortogonal
5.2.15 es el siguiente teorema usualmente conocido como el Teorema de
la suma directa:

Teorema 5.2.16 (de la suma directa) Sea M C H un subespacio cerra-
do del espacio de Hilbert (no necesariamente separable) H y M~ su com-
plemento ortogonal. Entonces, todo vector x € H admite una tnica repre-
sentacion de la forma v = y + y* donde y € M e y*- € M.

Si todo elemento de H se puede escribir en la forma x = y + y* donde
y € M, M cerrado, e y- € M, entonces se dice que H es suma directa de
M y M+, y se escribe como

H=M®®oM-=. (5.2.7)

Lo anterior nos permite enunciar el Teorema 5.2.16 de la siguiente forma
equivalente:

Teorema de la suma directa Sea un espacio de Hilbert (no necesariamen-
te separable) H y sea M C H un subespacio cerrado de H. Entonces H se
puede escribir como suma directa de M y M*, i.e., se tiene (5.2.7).

Demostremos el Teorema 5.2.16.

Demostracidon: En primer lugar, si € M (en particular z = 0), entonces
basta tomar® y = x y y* = 0y se tiene el resultado. Supongamos ahora
que x ¢ M yque x # 0 yseay € M el vector que cumple que ||y —
z|| = infen ||z — m| (que por el Teorema de la proyeccién ortogonal
5.2.15 anterior sabemos que es unico). Entonces, por la segunda parte
del Teorema de la proyeccién ortogonal 5.2.15, el vector y* = = — y es
ortogonal a todos los m € M, i.e., (y+, m) = 0 para todo m € M. Como y

>Sea x € M y supongamos que existe un y # z tal que = y + y-. Entonces y*- =
x —y € M, pero el tinico elemento que puede estar en M y M~ es el vector nulo, luego
x = y lo que es una contradiccion.
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es tnico, y* también lo es. De lo anterior se sigue que, dado un subespacio
cerrado M C H de un espacio de Hilbert H cualquiera (no necesariamente
separable), y para todo x € H, existen unos tinicos y € M e y*+ € M~ tales
que

r=y+y-, yeM, yteM- (5.2.8)

Es decir, cualquiera sea = € H se tiene la descomposicion (5.2.7). n

Por completitud daremos una prueba alternativa del teorema anterior. Sea
x & M, x # 0 (en caso contrario el resultado es trivial) y definamos el vector
y*t = z—y,donde y € M es el inico vector tal que § = ||z —y|| = infens ||z —m)|
(que sabemos que existe por el Teorema 5.2.15), luego y - también es tinico.
Probemos que y_1 M, luego y- € M*, de donde se deduce el teorema. Sea
x & M, x # 0. Entonces, dado un elemento u € M, u # 0, y un escalar «

cualesquiera definamos m; = y + au € M, se tiene

lz =yl = 6% = inf [l —m|® <o —m|? = ||z —y - au|* = [ly" — au|?
meM

= [ly 11 + o Jul® - 2Ra(yt, ).

Si elegimos ahora a = (y*, u)/||u||?, teniendo en cuenta que ||y*|| = § (recuér-
dese que x — y = y1), obtenemos que, para todo u € M,

[(y*,u)|?

6% < 6% —
|2

= ](yL,u>\2§O = (yL,u>:0 = yLJ_M.

Nota 5.2.17 Es fdcil ver que la nocion de suma directa (5.2.7) se puede ex-
tender al caso de un ntimero finito o numerable de subespacios M, M, etc.
Esto serd de de interés cuando veamos mds adelante el Teorema espectral
para operadores autoadjuntos y compactos (ver, por ejemplo, el Teorema de
Hilbert-Schmidt 6.5.16).

Notese que si en (5.2.7) elegimos M = H obtenemos que H = H &
H* = H ¢ {0}. Esta claro ademéds que si x € M C H, entonces x| M=,
luego x € (M+)* y, por tanto, M C (M*)*.

Una consecuencia de la descomposicién (5.2.8) para espacios de Hil-
bert (no necesariamente separables) es la siguiente propiedad:

Ejercicio 5.2.18 Probar que si M es un subespacio cerrado de H, entonces
(M)t = M.
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Como ya vimos cualquiera sea M C H, M C (M*)*. Seaz € (M*)*
cualquiera. Como M es un subespacio cerrado entonces, por (5.2.8) se
tiene que x = y +y~ cony € M C (M+)*+ e yt € M*. Por otro lado,
yt =2 —y e (M)t (pues z € (M*+)* por hipétesise y € M C (M+)4)
de donde se sigue que y= LM+, o sea, (y*,y*) = 0 (recuérdese que y* €
M%), ie., y* = 0, luego x = y € M. Como x era arbitrario, se tiene
(M+)t c M, de donde se sigue el resultado. ]

Como consecuencia del ejercicio anterior y del primer apartado del
Ejercicio 5.2.14 se deduce que un subespacio M de un espacio de Hilbert
H es cerrado siy solo si (M*)t = M (ver Problema 5.11).

Una aplicacion interesante

El corolario del Teorema 5.2.15 (ver pagina 196) nos dice que dado un
vector x € H, siempre existe un tnico vector y € M = span (yi,...,Yp),
y = > r_ oYk, que es el mas cercano a dicho z, i.e., y minimiza las
distancias ||z — m/||, para todo m € M. Ademds, el min,,cy ||z — m|| se
alcanza cuando x — y es ortogonal a cada todos los elementos de M o,
equivalentemente, a cada uno de los y;, j =1, ..., p. Luego

P
<x—2akyk,yj> =0, Vj=1,...,p.
k=1

Ello nos conduce al siguiente sistema de n ecuaciones lineales con n in-

coégnitas (los coeficientes oy, k= 1,...,p):
p
Z(yk’ay]>ak: <I’,y]>, .7 = ]-77pa (5'29)
k=1

conocido como sistema normal. Notese que la matriz del sistema normal
coincide con la transpuesta de la matriz de Gram de los vectores v, ..., ¥,
(5.1.8). Dicho sistema (5.2.9) tiene solucion (es decir, podremos encon-
trar los a;, ¢ = 1,...,p) si el determinante de su matriz es distinto de
cero. Pero dicho determinante, que coincide con el determinante de Gram
(5.1.9), es distinto de cero si y solo si los vectores y;, ¢ = 1,...,p, son
linealmente independientes (ver Ejercicio 5.1.15).

Tomemos ahora un = € H dado y sea § = min,,ep ||z — m|| = ||z — y]|-
Entonces, comoy € My (z —y) LM,

62: ng_yHQ: <x_y7x_y> = <$—y,$>,
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o0, equivalentemente,

p

S iy a) + 8% = (,a).

k=1

Juntando esta ultima ecuacion con sistema normal (5.2.9) obtenemos el
siguiente sistema lineal de p 4+ 1 ecuaciones con p + 1 incognitas:

wiv) (Wey) - (Wpoyr) 0\ [aa (z, 1)
Wow) W o ) O Lo | T | @)
<?/1,5E> (yz,@ <yp>$> 1 & <95>$>

Resolviendo el sistema anterior —nétese que su determinante coincide con
el del sistema normal (5.2.9)- podemos encontrar no solo los coeficientes
oy, Yy, por tanto, el vector y, donde se alcanza el minimo min,,cy, ||z — m/|,
sino también el valor § del mismo. De hecho usando la regla de Cramer
[23], y teniendo en cuenta que los determinantes de una matriz y su trans-
puesta coinciden, obtenemos

52 _ Ap—l—l(yh oo aypax)
Ap(ylv v 7yp)

Y

donde A, (vy, ..., v;) es el determinante de Gram de los vectores vy, . .., v
(5.1.9).

Como aplicacién de lo anterior veamos el siguiente ejercicio:

Ejercicio 5.2.19 Sean m ntimeros reales z1, ..., x,, y sea una matriz m x
n, W con n < m cuyas columnas son linealmente independientes. Encon-
trar el vector z € R" tal que la norma euclidea ||x — W z|| sea minima, i.e.,
queremos encontrar el mejor estimador lineal de x € R™.

Como R" es un espacio de Hilbert podemos usar el Teorema de las
proyecciones 5.2.15. Sean wy, = (wy, ..., wni)’, k = 1,...,n las colum-
nas de W que son Li., y sea M = span (wy,...,w,). Entonces, existe un
y = Wz tnico tal que ||z — y|| es minimo. Para encontrar z = (zy,...,2,)
basta usar el sistema de ecuaciones normal (5.2.9).

Un célculo directo nos da que la matriz de dicho sistema es WW y
que el vector correspondiente al término independiente es W7z, donde
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W7 es la matriz traspuesta de 1. Asi que en nuestro caso el sistema de
ecuaciones normal se escribe como

WiWz=W'zs = z=W'W) "Wy,

pues al ser las columnas de W linealmente independientes, existe la in-
versa de WTW., m

Otras aplicaciones interesantes se pueden encontrar en [11].

5.2.2. El Teorema de representacion de Riesz

Para terminar este capitulo demostraremos un teorema sobre funcio-
nales lineales acotados de gran importancia en la teoria de operadores en
espacios de Hilbert tal y como veremos en el préximo capitulo.

Definicidon 5.2.20 Un funcional lineal es una aplicacion lineal f : H — K
siendo K el conjunto C o R dependiendo si H es un espacio de Hilbert real
o complejo, respectivamente.

Teorema 5.2.21 (de representacion de Riesz) Cualquier funcional lineal,
f : H — K, acotado sobre un espacio de Hilbert H (no necesariamente se-
parable), se puede representar en términos de un producto escalar, i.e.,

f(z) = (z,2), (5.2.10)

donde z esta univocamente determinado por f, i.e., a cada f le corresponde
uno y solo un vector z € H. Ademds, se tiene que

1l = WAl (5.2.11)

Demostracion: Si f = 0 el teorema es trivial tomando z = 0. Supongamos
que f no es 0, en cuyo caso obviamente z # (. Esta claro que si (5.2.10)
es cierta, entonces f(x) = 0 para todo z tal que (z, z) = 0, o sea para todo
x perteneciente al espacio nulo de f (que denotaremos por ) se tiene
que zL z, i.e., z € A*+. Dado que f es no nula, entonces N # H (é{por
qué?). Pero A/ es un subespacio vectorial cerrado® de H (ver Problema

®Una prueba directa es como sigue: sea z € /(. Existe una (z,,),, € A’ tal que z,, — .
Pero f(z,) — f(x), pues f es acotado. Como f(z,) =0, f(z) =0, luego = € AL.
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4.15) luego es vélida la descomposicion (5.2.8) y, por tanto, se tiene que
H = A ® N, luego At # {0}, por tanto existe un 2, € N+, 2o # 0, que,
sin pérdida de generalidad, tomaremos normalizado a la unidad ||z|| = 1.
Construyamos un vector v tal que para todo = € H

v=[f(r)zn—fla)r = [flu)=0 = wveA

Pero entonces, z, v, pues z, € A+ y, por tanto,

0= (v,20) = f(x) — f(20){z,20) = [f(z) =z, f(20)20),

luego existe un z € H tal que se tiene (5.2.10) para todo x € H.

Demostremos que dicho z es unico. Sean y # =z tal que, para todo
x € H, f(z) = (z,z) = (z,y). Por el punto 4 del Ejercicio 5.1.2 tenemos
que z = y lo que es una contradiccién.

Probemos ahora (5.2.11). En primer lugar sabemos que f es acotada
y se cumple (5.2.10). Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (5.1.2)
tenemos, efectivamente, |f(z)| = |(z, 2)| < ||z||||=||, luego tomando el su-
premo en los x € H con ||z|| = 1 tenemos

- |/ ()]

de donde ademds se deduce que, para todo = € H, |f(x)| < ||f]|lz]|-
Si en esta ultima desigualdad tomamos =z = z (recordemos que z # 0)
obtenemos

121" = (=, 2) = [F I < IfM=l = D=l < UIA

de donde se sigue que ||f|| = ||z]| u

Conviene hacer notar que en la prueba del Teorema de representacion
de Riesz 5.2.21 es vdlida para cualquier espacio de Hilbert H, no necesa-
riamente separable. Esto serd importante a la hora de probar el Teorema
de Hahn-Banach 7.2.7 como veremos en el capitulo 7.
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5.3. Problemas

Problema 5.1 Sea E un espacio euclideo y || - || la norma inducida por el
producto escalar. Prueba que para todos z,y € E,

lz +yll* + llz = yl* = 2ll=]* + [ly]1*). (5.3.1)

Esta igualdad se suele denominar ley del paralelogramo.

Solucién: Basta usar que ||z|> = (x, z) y usar las propiedades del producto esca-
lar 5.1.1 como en el caso del Problema 5.4. ]

Problema 5.2 Prueba que en el caso complejo un espacio normado es
euclideo si se tiene la ley del paralelogramo (5.3.1). Para ello hay que
probar que la cantidad

1 . : : :
(w.y) = 7(le+ 9l = llz = yl* + ille + iyl* — ile = iy[*)
define un producto escalar en X complejo.

Solucion: La prueba es similar al caso real (ver la Proposicién 5.1.9). Ver e.g.
[21, Teorema 11.1, pag. 244] . [ |

Problema 5.3 Usando el Ejercicio 5.1 prueba que los espacios normados
Ry, 7'y C[’; B correspondientes al ejercicio 4.2.4 y los ejemplos 4.2.7 y
4.2.5 no son espacios euclideos salvo para p = 2.

Solucion: Para ver que no son euclideos usaremos la Proposicién 5.1.9, es decir,
mostraremos que no se cumple la ley del paralelogramo.

Comenzamos con R}. Sean los vectores = = (1,0, ...,0),y = (0,1,...,0) € R™.
Tenemos por un lado que

2(||[2 + lyl2) = 2(17)7 + (17)7) = 4,

y por el otro,
2 2 1
||x+y||§+ ||x—yH}27 =929 +9p = 92.4b,

Luego, usando (5.1.3) tenemos que 4 = 2 - 4 lo cual es falso si p # 2.
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Figura 5.1: Las funciones f(z)y g(z) del Problema 5.3.

Para (P, podemos las sucesiones = = (1,0,0,...),y = (0,1,0,...) € Py

obtenemos el mismo resultado.
Veamos ahora el espacio Of; - Lo que haremos es encontrar dos funciones

continuas con soporte compacto disjunto y con la misma norma, asi su suma y
su diferencia también tendran la misma norma. De esta forma consideramos las

siguientes funciones (ver la figura 5.1):

:,Ua X e [aa aTb)7 07 T 6 [a’ aTH))’
fa) =t —u, welut ad) yg@)=Sa— b, oe gt Mt
0, x €[4, b, b—z, v c [3((14 b )

Usando las simetrias de f y g para calcular las normas tenemos:

2mﬂ@+mﬁ>=qum=4(ﬁﬂﬂwwwﬁi=4@jfyﬂ%ﬂi=

o
:4-410(/ :Updsn>p
‘ b 2
1+ g2+ 117 = gl2 =217 + g2 =2( [ (@) + gl dz)” =
a+b

aTb a+b 2
1 2 ] £
:2(4/ xpdx> :2-4p(/ xpd:e)”.

1 2
Luego, como 4 - 4» # 2 - 4» para todo p # 2, tenemos que

SATCIN

2115 + Igllz) # 1f +glly +11.f = gll5,  ¥p#2.
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Finalmente, notemos que para p = 2 los espacios R}, ¢y C[’; 5] S€ corresponden
con los ejemplos 5.1.3-5.1.5, respectivamente, donde se cumple la ley del para-
lelogramo pues en este caso si que son espacios euclideos. ]

Problema 5.4 Prueba que si dos elementos z e y de un espacio euclideo
son ortogonales, entonces

Iz +ylI* = [l2]* + llyl*

La igualdad anterior es una generalizacién del Teorema de Pitagoras.

Solucién: Como x e y son ortogonales (z,y) = (y,z) = 0, luego

lz+ylP = (@ +y,a+y) = (@z+y)+ .z +y) =
= (z,2) + (x,y) + (W @) + (v, 9) = (@, 2) + (y,y) = [|z|* + [y/|*. =

Problema 5.5 Sea H un espacio de Hilbert separable. Prueba que cual-
quier subespacio cerrado M C H es a su vez un espacio de Hilbert. Ade-
mas, M tiene una base ortonormal.

Solucion: Como H es completo y M C H es cerrado entonces por el Teorema
3.5.14 M es completo. Pero como H es separable, entonces por el Ejercicio 3.4.7
M es separable. Entonces, por el Teorema 5.2.9, M tiene una base ortonormal.m

Problema 5.6 Dar una demostracion alternativa del Teorema 5.2.16 su-
poniendo que H es un espacio de Hilbert separable. Es decir, prueba que
si M C H es un subespacio cerrado del espacio de Hilbert separable H y
M+ su complemento ortogonal, entonces, todo vector x € H admite una
Uinica representacion de la forma z = y + y* donde y € M e y* € M*.

Solucién: Como H es separable y M C H es cerrado en H, entonces M es com-
pleto (ver Teorema 3.5.14) y separable (ver el Ejercicio 3.4.7), i.e., M es a su vez
un espacio de Hilbert separable por lo que existe una base ortonormal comple-
ta (¢n)n de M (ver Teorema 5.2.9). Definamos y = ) (z, ¢p)¢,. Obviamente
y € M. Definamos y = = — y. Entonces, para todo n, (3, ¢,,) = 0. Ahora bien,
cualquieraseaj € M, j = >, antn, luego (y+,7) = 0, es decir, y- € M. Luego
cualquiera sea = € H, existen y € M y y- € M* tales que z = y + y*. Pro-
bemos que esta descomposicién es tinica. Para ello supongamos que no lo son,
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i.e., supongamos que existen un z € M, z # ytal que x = z + 2+, z- € M+ (y
2+ # 1), Entonces, para todo n € N, se tiene

<Z’¢n> = <l‘ - ZL’¢H> = <$,¢n> = <y+yLv¢n> = <y’ ¢n>

que, por el Corolario 5.2.7, implica z = y, lo cual es una contradiccion. ]

Problema 5.7 A partir del Teorema 5.2.16 (o del Problema 5.6), prueba
que todo sistema ortogonal (¢,)_, en un espacio de Hilbert H separable
se puede completar hasta obtener una base ortogonal de H.

Solucion: Del Teorema 5.2.9 se sigue que H tiene una base ortonormal, no obs-
tante el objetivo de este problema no es probar que existe dicha base (eso ya lo
afirma el teorema) sino mostrar cémo, dado un conjunto finito de vectores orto-
normales completarlos hasta obtener dicha base. Existen varias formas de probar
este resultado. Una de ellas, efectivamente, es usar el Teorema 5.2.16.

Sea M el espacio generado por el sistema ortogonal (¢,)Y_;. M es cerrado.
Por el Teorema 5.2.16, tenemos que todo vector = € H se expresa de forma tnica
como una suma de un vector y € M y un vector y= € M=. Al ser H separable y
M+ un subconjunto suyo, tenemos que M es separable (por el Ejercicio 3.4.7)
y cerrado (por el Ejercicio 5.2.14), por tanto M es un espacio de Hilbert que ad-
mite una base ortogonal numerable (Teorema 5.2.9) que denotaremos por (¢; ).
Dado que todo = € H se expresa de forma tnica como = = y + y, y se expresa
de forma tnica en la base (¢,)"_; y y* en la base (¢;)x, entonces esta claro que
 se puede escribir de forma tnica en la base (¢,)Y_; [J(¢i ). En otras palabras,
(¢n)n U(61)k €s una base de M @& M-+ = H, luego hemos completado la base
()2, hasta obtener una base del espacio entero H. |

Problema 5.8 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea (¢,),, una base
ortonormal completa de H. Prueba que para todos z,y € H, se tiene la
igualdad, también denominada igualdad de Parseval

o

(w,y) = (2, 60) (Y, Pn)-

n=1

Solucidn: Primero probemos que la serie converge. Para ello notamos que, usan-
do la desigualdad de Holder (3.7.2) con p = 2 (o la desigualdad de Cauchy-
Schwarz (5.1.2) en CM)

N 2 N N
<Z |<w,¢n><y,¢n>r> <Y o) (s dn)l,
n=1 n=1

n=1
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pero como los coeficientes de Fourier son una sucesién de ¢ (ver la desigualdad
de Bessel (5.2.3)), las sumas de la derecha estan acotadas para todo N, luego
tomando el limite N — oo tenemos que la serie es absolutamente convergente,
luego es convergente. Por otro lado, sea

N N
TN = Z<x’ ¢n>¢n Yy yn = Z(ya ¢n>¢m
n=1 n=1

entonces, como (¢, ), es una base ortonormal completa de H

IN 7 T = Z<x’ ¢n>¢n Y Yn 2y = Z<yv¢n>¢nv
n=1 n=1

cuando N — oo (ver Teorema 5.2.5). Un cdlculo directo, usando la ortonormali-
dad de los (¢, )n, nos da

N
‘TNu yN Z an y7
n=1

de donde, tomando el limite N — oo, y usando la continuidad del producto
escalar obtenemos el resultado. ]

Problema 5.9 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea (¢, ),, una base
ortonormal completa de H. Prueba, sin usar el Teorema 5.2.5, que para
todo = € H, la serie

o0

Yy = Z(xv D) n

n=1

converge, y que el vector = — y es ortogonal a cada ¢,,, n > 1.

Solucidn: Si usamos el Teorema 5.2.5 el problema es trivial, pues del punto 2
de dicho teorema se sigue que la serie es convergente y que su suma es z, luego
x =y Y, por tanto, x — y = 0 que es ortogonal a todos los ¢,,. Demos una prueba
directa sin usar el teorema. Sean y, = ZkN:1<x,¢k>¢k las sumas parciales de
nuestra serie. Usando la ortonormalidad de (¢ ), tenemos que

n—+p

[Yntp — ynH2 = (Yn+p — Yns Yntp — Yn) = Z (@, ¢k>|2
k=n+1

Como los coeficientes de Fourier son una sucesién de ¢ (desigualdad de Bes-
sel (5.2.3)), las sumas de la derecha estan acotadas tienden a cero si n — oo
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independientemente de p, luego la sucesion (y,), es de Cauchy y como H es
completo, es convergente. Ademas, tomando p — oo se tiene que y, — ¥.

Probemos ahora que para todo n, (zr—y)L¢,. Sean < N cualquiera, entonces

N

k=1
Tomando en la expresion anterior el limite N — oo y usando la continuidad del
producto escalar obtenemos que, para todo n, (z — y, ¢,,) como se queria probar.
De lo anterior y del Corolario 5.2.7 se sigue que = = y. ]

Problema 5.10 Sea H un espacio de Hilbert y sea M C H. Definiremos
como span (M) al conjunto de todas las combinaciones lineales de vectores
de M. Prueba que para todo M # (), V = span (M) es denso en H si y solo
si M+ = {0}.

Solucién: Probemos que si V = H, entonces M1 = {0}. Seaxz € M~ cualquieray
supongamos que V = H. Entonces z € H = V, i.e., z es un punto de acumulacién
de V, luego existe (x,), € V tal que x, — =. Como = € M, entonces zLM y,
por tanto, z LV, luego para todo x € V*, (x,,,2) = 0. Tomando el limite cuando
n — oo en la igualdad anterior y usando la continuidad del producto escalar,
tenemos 0 = (x,,x) — (r,z), luego x = 0. Como x era cualquiera, M+ = {0}.
Supongamos ahora que M+ = {0}. Sea 2LV cualquiera. Entonces x_L M, i.e.,
x € M, pero como M+ = {0} se tiene que = = 0, luego V' = {0}. Ahora bien,
como V C H es un cerrado, el Teorema de la suma directa 5.2.16, y que viovt
(ver Ejercicio 5.2.14, punto 3), obtenemos que H = VoV =Vevi=vVae {0}

y, por tanto, V = H. [

Problema 5.11 Sea H un espacio de Hilbert y sea M un subespacio de H.
Prueba que M es cerrado siy solo si M = (M*)*.

Solucién: Si M = (M+)*, entonces por el ejercicio 5.2.14, M es cerrado. Si M
es cerrado por el ejercicio 5.2.18, M = (M1)L. Luego M es cerrado si y solo si
M = (ML, m

Problema 5.12 Sea H un espacio de Hilbert y sea M C H un subespacio
cerrado de H. En este caso sabemos (ver (5.2.7)) que para todo z € H
existen unos tinicos y € M y y*+ € M~ tales que z = y + y*. Definamos el
operador P : H — M mediante la férmula = — y = Px. P se denomina
operador de proyeccién (o proyector ortogonal) de H sobre M. Prueba
que




208 Capitulo 5. Espacios de Hilbert

1. P eslineal, acotado y si M # {0}, || P| = 1.
2. P(M*) =0.
3. P2 = P. P = P (es idempotente).

Solucién: 1. Sea x1,72 € M. Entonces como x1 = y1 + yi ¥ T2 = Y2 + ¥,
tenemos Pri = y; y Prg = y2. Entonces, como x1 + 2 = (y1 +42) + (yi + v ),
y Az = \y + \y*, tenemos

P(xy +22) = y1 + y2 = Pr1 + Pry, P(A\x) = Ay = APx,

luego P es lineal. Ademas, usando el Teorema de Pitagoras (ver Problema 5.4)
tenemos que, para todo x € H,

1 1
lz1* = lly + o 17 = lyl® + g™ 1 > lyl® = 1P2l* = ||Pz]l < ],

luego P es acotado y ||P| < 1. Si M = {0} es obvio que Px = 0 para todo = € H
(¢por qué?), pero si M # {0}, entonces tomando x = y € M se tiene Py = y,
luego sup, e |jz)=1 [1PZ|| = supyen,y=1 | Pyll = 1, luego || P|| > 1, de donde se
sigue el resultado.

2. Esta claro que de la definiciéon de P, Px = x para todo x € M, ademas Pz =0
para todo x € M+, luego P(M) = My P(M~+) = 0.

3. Finalmente, para todo = € H, P2z = P(Px) = Py =y = Pz, luego P> = P.m




Capitulo 6

Operadores en espacios de
Hilbert

Hay partes importantes de las matemadticas que
no se pueden entender en profundidad sin la
ayuda de la teoria de operadores.

Stefan Banach
En “Théorie des Opérations Linéaires” (1932)

En este capitulo estudiaremos algunas propiedades de los operadores
lineales definidos en espacios de Hilbert separables sobre C.

6.1. Definiciones

Definicion 6.1.1 Sea la aplicacion (operador) lineal y acotada A : E —
E, E, E espacios euclideos. Si existe el operador lineal A* : E' — E tal que
paratodox €c Eey € E

(Az,y)" = (z, A"y), (6.1.1)
lo denominaremos adjunto de A.

En general, por sencillez, asumiremos E' = E.

Por ejemplo, dado el operador desplazamiento (o shift) S : (* — (?
definido por
Sm(ml,l'g,xg,...> = (O,$1,$2,...), (612)

209
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su adjunto S*_ es el operador S, : /2 — (? definido por

S =8 (x1, 29, x3,...) = (T2, x3,...). (6.1.3)

Ejercicio 6.1.2 Sea el operador multiplicacién M : Cf, ,; — C?, ,, definido
por

Maz(t) = f(t)x(t), f(t) € Cla,b]), Va(t) € Chy-
Prueba que M* existe y es el operador multiplicacién por la funcién com-
plejo conjugada f(t). Prueba que este operador es acotado y que | M| <
SUDte(q) | f(t)|- Notese que si f(t) es real entonces M* = M.

La existencia y forma de M* se sigue de la igualdad

b b
(M) = [ s -0t = [ o) FOu(O

Para probar la segunda afirmacion notemos que

b 2
|Mal? = ( / |f<t>|2|x<t>\2dt) < sup |10 - (2?% |f(t)|> Jall”.

Luego, || M|| = supj, =1 [[Mz]| < sup,epay [f(1)]- u

Para los espacios euclideos la existencia del operador adjunto no esta
garantizada en general, no obstante si que lo estd en el caso de los espacios
de Hilbert. De hecho, como consecuencia del Teorema de representacion
de Riesz 5.2.21 se tiene el siguiente resultado:

Teorema 6.1.3 (Existencia del operador adjunto) Sea la aplicacion (ope-
rador) lineal y acotada A : H — H’', H, H' espacios de Hilbert. Entonces
existe un unico operador A* : H' — H adjunto a A. Ademds, A* es lineal y

1A = [l1A]l- (6.1.4)
Demostracion: Para cada y € H' definimos el funcional Tz : H — K,
T,x := (Ax,y)’. Obviamente, para cada y fijo
Ty < [[Azlllly] < [Alll=lllly] < Kzl Vy e H,

i.e., T, es un funcional acotado, asi que el Teorema de Riesz 5.2.21 nos
asegura que existe un unico vector y* € H tal que 7,z = (z, y*), para todo
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x € H. Asi, el operador A : H — H’ induce un operador A* : H' — H que a
cada y € H' le hace corresponder un unico y* € H, tal que A*y = y*, pues
(Az,y) = (x,y*) = (x, A*y). La linealidad de A* se sigue de la linealidad
de A. En efecto, para todos = € He y, z € H', se tiene
(z, A*(ay + B2)) = (A, ay + Bz)' = a(Az,y) + B(Az, 2)
— A, Ay) + Blz, A%2) = (z,ad"y + BA").

Luego A*(ay + Bz) = aA*y + fA* 2.

Probemos ahora que ||A*|| = ||A||. De la igualdad (Az,y) = (z, A*y) y
usando que A es acotado tenemos

(=, A"y)| = [{Az, )| < [Allll=[lllyl]-

Sea y # 0 tal que! A*y # 0y escojamos x = A*y. Entonces tenemos que
[A™y|
Iyl
De lo anterior se sigue que A* es acotado. Pero entonces podemos apli-
car el mismo razonamiento intercambiando A y A* lo que nos conduce
a la desigualdad contraria || A|| < ||A*||. En efecto, asumiendo ahora que

|Az|| # 0, y ||z|] # 0, tenemos
[(Az,y)'| = [{z, A"y)| < [A"[[[[z]llyll,  y=Az =
[ Az]]
]l
Por tanto ||A| = ||A*]. n
Veamos algunas propiedades de los operadores adjuntos.

A yII* < lANA Il =

< [lA[l = [lA™]] < [lA]}

lAz|* < A Az [l z] = < |} = [JA[l < [|A™]]

Proposicidn 6.1.4 Sean las aplicaciones lineales acotadas A : H — H,
B : H w— H', H, H' espacios de Hilbert. Entonces se cumple que

1. (A*y,z) = (y,Az), x e Hey € H.
2. (A+ B)* = A*+ B*.

3. (aAd)* =aA*

4. (A)=A

1Si ||[A*y|| = 0, entonces usando la desigualdad anterior obtenemos que || A|| > 0, lo
cual es evidente.
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5. | A Al = [|AA*| = ||A|.
6. A*A=0siysolosi A=0.
7. Si H = H, entonces (AB)* = B*A*.
Demostraciéon: Como A, B € B(H,H'), existen los adjuntos A* y B* de

Ay B, respectivamente. Para probar 1 usamos que (A*y,z) = (x, A*y) =
(Az,y) = (y, Az)’. Para 2 tenemos

(z,(A+ B)"y)

((A+ B)z,y) = (Az,y)' + (Bz,y) = (z, A"y) + (v, B"y)
= (z,(A"+B")y) = (A+B)"=A"+ B".

El punto 3 se sigue de
(2, (@A)"y) = ((@A)z,y) = a({Az,y)’ = afz, A"y) = (z,aA™y).

Probemos 4. Como A* : H' — H es acotado, entonces existe su adjunto
(A*)* : H — H'. Entonces,

(Az,y)' = (z,(A7)y) = ((A)"z,y) = (A7) = A

Antes de probar 5 notemos que A*A : H — Hy AA* : H' — H'. Por
otro lado, como A y A* son acotados su producto A*A también lo es (ver
Problema 4.13) y ||A*A|| < ||A*||||A]| = || A]|*. Probemos ahora que ||A|]* <
||A*AJ|. Para ello usamos que (||z|| # 0)

1Az|* = (Az, Ax)’ = (A" Az, ) < ||A" Az|[|z]| < [|A"All]]z]* =

9 2
(”A“‘) <A Al = <sup M) < A" Al = [JA]* < [|A*A],

| lzlzo |||

luego ||A*A|| = ||A||?. Finalmente, intercambiando A y A* obtenemos que
|(A*)*A*|| = ||A*||?. Usando 4 y que ||A*|| = || 4] se sigue el resultado.
La propiedad 6 es consecuencia de 5 y de las propiedades de la norma.
Finalmente, para probar 7 usamos que

(z,(AB)"y) = (ABx,y) = (Bx, A"y) = (z, B*A"y),

de donde se sigue que (AB)* = B*A*. u
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Definicidon 6.1.5 Sea A : H — H. Si A = A*, se dice que el operador es
autoadjunto o hermitico.

Lo anterior implica que A es autoadjunto si y solo si para todos x,y € H,
(Az,y) = (x, A"y) = (2, Ay).

Por ejemplo, el operador multiplicacion por una funcién real del Ejem-
plo 6.1.2 es autoadjunto, mientras que el operador desplazamiento S,
definido por (6.1.2) no lo es.

Definicion 6.1.6 Sea U : H — H biyectivo. Si U~ = U*, se dice que el
operador es unitario.

Nétese que lo anterior es equivalente a decir que U*U = UU* = I. Ademas
de la definicion de adjunto se sigue que

(Uz,Uy) = (z,UUy) = (z,y),

i.e., los operadores unitarios preservan el producto escalar (ver la Defini-
cién 5.2.11).

Definicidon 6.1.7 Sea A : H — H. Si AA* = A*A, se dice que el operador
es normal.

Obviamente tanto los operadores autoadjuntos como los unitarios son
normales, pero no al contrario. Témese como ejemplo el operador T :
H — H, T' = 2il, donde I es el operador identidad (ver Ejemplo 4.4.2).
Esta claro que T7T* = T*T = 41, luego es normal, pero no es autoadjunto
pues T* = —T y claramente no es unitario.

Antes de continuar vamos a hacer una breve incursién por el dlgebra
lineal. En adelante asumiremos que H = H’. Supongamos que H es un
espacio de Hilbert de dimensién finita. Entonces como ya hemos visto, H
es isomorfo a C".

Sea T : H — H, un operador lineal y sea (¢;), una base de H. Entonces
para todo x € H

n n
:U:Zxkek = y:Tx:Zkaek.
k=1 k=1
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n n

n n
Tep =) aire; = y=> D> aixzs|e;i=> yier =
i=1

i=1 =1 k=1

n
Y = E @i kT, 1=1,2,...n.
k=1

Es decir, si consideramos los vectores z,y € C" con coordenadas x;, v;, i =
1,...,n, respectivamente, entonces el operador 7' se puede representar
usando una matriz (ai,j)zjzl, i.e., tenemos la aplicaciéon 7' : C* — C",
y = Ax, donde A es la matriz n x n

11 Q12 AaAisz - Qin

G21 Q22 G23 - - QA2n
A= (T@l T€2 cee T@n) = az1 azz dassz - A3n ,

Gp1 Ap2 Anp3 -+ Apn

obtenida a partir de la transformaciones de los elementos de la base (e;)
de H.

Nota 6.1.8 Ndtese que la equivalencia de un operador lineal A : H — H
definido sobre un espacio de dimension finita, dimH = n < +o0, discutida
aqui es extensible a cualquier espacio normado (no necesariamente un es-
pacio de Hilbert) de dimension finita, pues la construccion que se ha hecho
solo hace uso de las propiedades de los espacios vectoriales y las aplicaciones
lineales y no de las del producto escalar.

Si tenemos un espacio de Hilbert de dimensidn finita hemos visto que
es isomorfo a C" (ver Teorema 5.2.12). Tomemos en C" la base candnica
er = ik, ki = 1,...,n. Dados z = (z1,...,2,) €y = (Y1,-..,Yn), €l
producto escalar viene dado por

<‘Tay> = Zxk%: xT Y,
k=1

donde por 2T entendemos el vector traspuesto de x. Luego

(Tx,y) = (Az)T - g =27 - (ATg) =T - (A" ) = (z.T"y).
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Es decir, si al operador 7' le corresponde la matriz A a su adjunto 7" le
. —T
corresponde la matriz A* = A .

Asi, tenemos en dimension finita que

1. Un operador T es autoadjunto si su correspondiente matriz A en
sy . —T
hermitica, i.e., A= A".

2. Un operador 7" es unitario si su correspondiente matriz A es unitaria,
. —T —T =T
e, A l=A" << A-A =A -A=1.

3. Un operador T' es normal si su correspondiente matriz A satisface
—T —T
que A-A =A - A

Ejercicio 6.1.9 Prueba que la matriz del operador identidad es la matriz
identidad. ¢Cudl es la matriz del operador A : R™ — R" tal que Ae; = e,
Aey = ey, Aey = ex, k= 3,...,n, donde (ex)}_, es la base candnica de R™?

Notese que lo anterior se puede generalizar al caso de dimensién infi-
nita, solo que en este caso la matriz seria una matriz infinita

11 QGi2 AaArsz - Q1pn

Q21 Q22 dAg3 --° Q2n

az1 azz AaAszsz - A3n
A=

Qp1 Ap2 Anp3 -+ Apn

Ejercicio 6.1.10 Usando la base de Schauder de ¢* (ver Ejemplo 4.2.16)
encuentra las matrices del operador S y S* definidos en (6.1.2) y (6.1.3),
respectivamente.

Ejercicio 6.1.11 ¢Cudl es la matriz del operador A : (* — (? tal que
Ae; = eq, Aey = €1, Aex, = e, k = 3,4,..., (er)r en la base de Schauder
definida en el Ejemplo 4.2.16? ¢Es dicho operador acotado?
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6.2. Operadores autoadjuntos

Veamos algunas propiedades de los operadores autoadjuntos.

Lema 6.2.1 Sea A : E — E, con E un espacio euclideo complejo. Entonces,
si (Az,x) = 0 para todo x € E, A es el operador nulo A = ©.

Demostracion: Dados z,y € E cualesquiera y a € C se tiene
(Al +ay), z +ay) = (Az, z) +|a|*(Ay, y) + a(Ax, y) +a(Ay, z). (6.2.1)
Por hipétesis (Av,v) =0, v = x + ay, luego, de (6.2.1) obtenemos
0= (Av,v) = (A(z + ay), oz + ay) = a(Az,y) + a(Ay, x).

Para o = 1 tenemos (Az,y)+(Ay, ) = 0,y paraa = —i, (Ax,y)—(Ay,x) =
0. Sumando ambas obtenemos (Az,y) = 0 para todos z,y € E, luego
Az = 0 para todo z € E (punto 4 del Ejercicio 5.1.2) i.e. A = 0. |

Teorema 6.2.2 Sea H un espacio de Hilberty sea A : H — H, un operador
lineal y acotado. Entonces

1. Si A es autoadjunto, entonces para todo = € H, (Az,z) € R.

2. Si H es complejo y para todo x € H, (Az,z) € R, entonces A es
autoadjunto.

Demostracion: Para probar el primer punto tenemos

(Az,z) = (z, Ax) = (Az,z) = (Azx,z) € R,

donde la primera igualdad es por la propiedad de simetria del producto
escalar y la segunda por ser A autoadjunto. Para la segunda afirmacion
usamos que para todo = € H, (Ax,z) € R, entonces, para todo = € H,

(Az,x) = (Ax,x) = (v, Az) = (A"z,2) = ((A— A"z, x) =0,

pero, por el lema anterior, A — A* = 0, luego A = A*. |

El teorema anterior caracteriza los operadores autoadjuntos en espa-
cios de Hilbert complejos.
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Ejercicio 6.2.3 Probar, usando las definiciones correspondientes, las si-
guientes afirmaciones:

1. Sean Ay B operadores autoadjuntos de H en H, y sea « € R. Enton-
ces A+ By aA también son autoadjuntos.

2. Sea A : H — H un operador y A* su adjunto. Entonces A+ A*y A*A
son autoadjuntos.

3. El espacio de todos los operadores A : H +— H normales y acotados es
un subespacio vectorial de B(H, H).

Proposicién 6.2.4 El producto AB de dos operadores autoadjuntos A y
B es autoadjunto si y solo si Ay B conmutan, i.e, AB = BA. Si A es
autoadjunto A", n = 2,3, ... también lo es.

Demostracién: Del punto 7 de la Proposicién 6.1.4 se sigue que (AB)* =
B*A* = BA, luego (AB)* = (AB) siy solo si AB = BA. La segunda parte
es inmediata usando induccién y teniendo en cuenta A conmuta consigo
mismo. ]

Teorema 6.2.5 Sea (7},),, una sucesion de operadores lineales acotados y
autoadjuntos T,, : H — H, H espacio de Hilbert. Si T,, — T cuando n — oo,
entonces 1" es un operador lineal acotado y autoadjunto en H.

Demostracion: Como 7 es el limite de la sucesién 7,,, T es lineal y acota-
do. Ello se sigue de que el espacio B(H, H) es un espacio de Banach (ver
Ejercicio 4.4.20). No obstante, por completitud, vamos a dar una prueba
directa de la acotacién. Como la sucesién (7,,),, es convergente, entonces
es acotada, luego existe M > 0 tal que para todo n € N, ||T,,|| < M. Lue-
go, | Thx|| < M| x|, para todo x € H. Entonces || Tx| = lim,, o ||Tz| <
M]||z||, de donde se sigue la acotacién de 7. La linealidad se sigue de la
linealidad de 7,, tomando limites cuando n — oo (ver Ejercicio 4.4.20).

Como T es lineal y acotado en un espacio de Hilbert, el Teorema 6.1.3
nos asegura que existe su adjunto 7*. Probemos? ahora que 7T es autoad-

2Nétese que si consideramos T, como elementos del espacio de Banach B(H, H), en-
tonces 7,, — T implica que T es tnico (ver Problema 3.10), luego como 7} = T,, y
Tr — T*, se sigue que T" = T™*. Otra forma de probarlo es usar que para todo n € N,
(Thx,y) = (x,T,y) y tomar limites cuando n — occ.
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junto, i.e., que 7' = T™*. Comencemos notando que
1T =T = (T = T)°|| = | T — T
La primera igualdad es consecuencia del punto 2 de la Proposicién 6.1.4y
la segunda de (6.1.4). En particular lo anterior nos indica que si 7,, — T,
entonces 7" — T*. Usando la desigualdad triangular
1T =T < T = Tall + || T = TN 11T = T7[) = 2T = Tall = 0,
=0
luego ||T"— T*|| = 0 de donde se sigue que 7" = T™*. |

Teorema 6.2.6 Sea A : H — H un operador acotado y autoadjunto en un
espacio de Hilbert H. Entonces || A| = sup,=; [(Az, 7).

Demostracion: Sea M = supy,_; |(Az,z)|. Tomemos = # 0, |[z]| = 1.
Entonces
[(Az, z)| < [|Az|ll|l=]| < Allllz* = Al = M <A,
donde la implicacion se sigue al tomar el supremos sobre todos los = € H,
con ||z|| = 1. Nétese que
A
sup [(Az,a)] = sup I e ) < Ml v 20,
Jall=1 a0 ||

Sea z € H tal que ||z|]| = 1 y tomemos y = Az/||Az|| (Az # 0). Clara-
mente para esta eleccién de los vectores z e y se tiene (Az,y) = ||Az|| =
|(Az,y)| = |R((Az,y))|. Por otro lado, de (6.2.1), se sigue la identidad

R((Azx,y)) = i((A(:H—y),m-l—y)—(A(x—y),m—y)), Va,y € H. (6.2.2)

Luego, para dicha eleccién, de x e y obtenemos que
1
1Az]| = [(Az,y)| < 7 ((A(z +9), 2+ 9)| + [(Alz = y), 2 = )]).

Ahora bien, de la desigualdad anterior, usando que [{Az,z)| < M||x|?,
para todo = # 0y la ley del paralelogramo (5.1.3) se tiene (||z|| = ||y|| = 1

M M
1Az =[R((Az, )| < 7 (lz +ylI” + llw = yl") = 5 (l=l* + [ly]*) = M.

Luego, para todo x con ||z|| = 1, ||Az| < M, i.e., ||A|| < M, por tanto
||A|| = M, como se queria probar. n

Notese que el Teorema 6.2.6 es valido para cualquier espacio de Hil-
bert, ya sea real o complejo.
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Corolario 6.2.7 Sean A y B dos operadores autoadjuntos en un espacio
de Hilbert H. Si (Ax,z) = (Bx, ) para todo = € H, entonces A = B. En
particular, si (Az,z) = 0 para todo = € H, entonces A es el operador nulo.

Demostracion: Si H es un espacio de Hilbert complejo podemos usar el
Lema 6.2.1. Probémoslo usando en Teorema 6.2.6 valido para cualquier
espacio de Hilbert. Asi

A= B| = sup [((A=B)z,z)| = sup [(Az,z) — (Bx,z)| = sup [0 =0,

llzll=1 llzll=1 [lz]|=1

luego A = B. Si (Az, ) = 0 para todo = € H, entonces sup,; [{(Az, z)| =
0, luego ||A|| =0, i.e., A es el operador nulo del Ejemplo 4.4.3. |

Ejercicio 6.2.8 Sea A : H — H un operador acotado y autoadjunto. Prue-
ba que || A%|| = || A*

Del punto 5 de la Proposicién 6.1.4 tenemos que ||A*A|| = ||A||* y como
A es autoadjunto A = A*, por tanto A*A = A2, luego || A?%|| = ||A|*. n

Para terminar este apartado veamos un ejemplo muy util, como ve-
remos mas adelante, a la hora de construir distintos tipos de operadores
lineales y acotados en un espacio de Hilbert H.

Ejemplo 6.2.9 Sea (¢, ), una base ortonormal completa de un espacio de
Hilbert H. Sea (p,,), € C una sucesion (finita o infinita) acotada, sea m =
sup,, |pn|- Entonces existe un unico operador lineal y acotado T : H +— Hi,
tal que, para todo n,

Thn = pinPn. (6.2.3)

Vamos a probarlo para el caso de dimensidn infinita puesto que el
caso de dimensién finita se puede considerar un caso particular de este
cuando p,, = 0 para todosn > N € N.

Por el Teorema 5.2.5 sabemos que todo x € H admite una tnica
representacion en serie de Fourier en la base (¢,,), y ademds que

o0

Tr = Z Ckgbk, Cr = <[)3, ¢k>7 Z |Cn|2 < +00. (624)
n=1

k=1
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Para cada x € H definamos la serie

S = Z Mk Ck Dk
k=1

Probemos que dicha serie converge para cada x € H. Sean S,, las sumas
parciales de S

Sn = 1kCPr,
k=1

y sea j > n. Entonces,

J J
1S = SilP = D lalleal® < m? Y fewl?,

k=n+1 k=n+1

que se puede hacer tan pequefio como se quiera si elegimos j > n > N €
N, con N suficientemente grande (¢por qué?). Luego S,, es de Cauchy y
como H es completo, S,, — S. Por tanto podemos definir el operador

T:H—H, talque VzeH, Tz=S=> um(z,¢e)dp. (6.2.5)

k=1

Ademads, podemos definir para cada n € N la sucesion de operadores
T, : Hw— H, T,,x = S,. Esta claro que T, es lineal ({por qué?). Probemos
que T, es acotado para cada n y que ||T,,|| < m. En efecto,

n n oo
1Tl = S leellinl” < m2 3 Jenl? < 23 ferl? = w22 (6.2.6)
k=1 k=1 k=1

Ademads, para cada = € H, T,,x — T'x pues

Z Mk Cr Pk

k=n+1

2 00 00
| Tz — Tz||* = = Z | Pexl? < m Z jex[* — 0.

El operador T asi definido es lineal y acotado. La linealidad de 7 se sigue
de la linealidad de los 7,, (ver, e.g., la prueba del Ejercicio 4.4.20). La
acotacién de 7 se sigue de tomar el limite cuando n — oo en (6.2.6) y
usar la continuidad de la norma.
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Nota: Otra forma de probar la acotacidn es usando el Teorema de Banach-
Steinhaus pues como la sucesién ||7;,z|| es acotada para cada x, entonces existe
un c tal que para todo n, ||7,,|| < ¢. Tomando n — oo, se tiene que ||T']] < ¢,
pues, por el Ejercicio 4.4.20, B(H, H) es un espacio de Banach. ]

Nétese que tomando el limite cuando n — oo en ||7,|| < m se sigue
que ||7"|| < m. Por otro lado,

1T = sup [[Tzl| = [|[Ténll = [|tndnll = ] = Vo |T| = |pml.

[lf|=1

Tomando supremos en n en la desigualdad anterior se deduce que || T’|| >
m, luego || T = m = sup, |-

Noétese que como caso particular de (6.2.5) se tiene (6.2.3) y que

k=1

k=1

Ademas, como T es acotado, existe 7. Usando que, para todo x € H,
tenemos, por un lado,

Tz = y* = Zyk¢k = <T*x7¢n> = Vn,
k=1
y, por el otro,

<T*x>¢n> = <x7T¢n> = <ch¢kaﬂn¢n> :mcn = Uy :mcm

k=1

de donde se sigue que

T*I = T* (Z qubk) == chk¢k’ (628)
k=1

k=1

y que, para todo n, T*¢, = Ji, ¢,. Ademas, del Teorema 6.1.3, T* es
acotado y ||T*|| = ||T|-
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Finalmente, como T*T'¢, = |u.|?¢, = TT*¢,, entonces, por el pro-
blema“ 6.6 se sigue que 7*T = TT*, luego nuestro operador 7" es nor-
mal. Estd claro que si la sucesién (u,),, es real, entonces 7" es autoadjun-
to. u

2Se puede comprobar directamente, usando (6.2.7) y (6.2.8), que para todo x € H,
T*Tx = TT*x, con x definido mediante la serie (6.2.4).

6.3. Inverso de un operador

Veamos a continuacién el problema de invertir un operador lineal A
en un espacio normado en general y en un espacio euclideo en particular.
En el caso de dimensidn finita este problema es relativamente sencillo. De
hecho que exista el inverso A~! de A es equivalente a que A sea inyectivo,
sobreyectivo, que exista un B tal que AB = I, o que BA = I, donde
I denota al operador identidad (ver Ejemplo 4.4.2). Ademads, como ya
vimos en el punto 4 del Teorema 4.4.9, en el caso de dimensidén finita
existird el inverso de A si dimX = dim Y. Ademas, si nos restringimos a
espacios normados de dimensién finita, A es acotado y si es invertible su
inversa también es acotada.

En dimensién infinita la situaciéon es mucho mds complicada. Los si-
guientes ejemplos muestran una variedad de casos.

Ejemplo 1. El operador operador desplazamiento S,, definido por (6.1.2)
es acotado e inyectivo (la ecuacion S,z = y tiene una tnica solucién, o
bien no tiene), luego tiene inversa segun la Definicion 3.3.7, sin embargo
no es sobreyectivo (la ecuaciéon S~ x = y no tiene solucidn, e.g. elegir
y = (y1,92,-..), y1 # 0). Por otro lado, el operador S, definido en
(6.1.3) es sobreyectivo pero no inyectivo (luego no tiene inverso segun
la Definicién 3.3.7). Ademas, es facil comprobar que S-S = I mientras
que S~ S~ # 1.

Ejemplo 2. Sea el operador multiplicacién por ¢ del Ejemplo 4.4.6, M :
L[Qo’l] > L[QOJ] (que es un caso particular del operador M del Ejemplo
6.1.2) con g(t) = t). Este operador es acotado y ademds inyectivo. En
efecto, Mxz(t) = 0 siy solo si z(t) = 0 en casi todo punto, sin embargo
no es sobreyectivo pues, por ejemplo, Mx(t) = 1 implica que =(t) = 1/t
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que no es de L, ;.

Ejemplo 3. Sea el operador de Volterra V' : C;; — C([0, 1]),

Ve :=Va)(t) = /Ot:L’(T)dT, te€(0,1). (6.3.1)

Este operador es acotado y tiene inverso (ver Teorema 4.4.9) pues V& =
0 implica z(t) = 0. Ademads estd claro que la ecuacién (Vz)(t) = y(¢)
siempre tiene solucién z(t) = y/(t), luego el inverso de V' es el operador
derivada D que sabemos que no es acotado. Notese que J(V') # C(]0, 1])
pues siy € C([0, 1]) tal que y(0) # 0 entonces y ¢ I(V').

Ejemplo 4. Sea el operador A : (2 — (2,
A(z1, T, o Xy o) = (1, 22/2, .. /0. ). (6.3.2)

Esta claro que A es acotado pues
oo | oo

|Az|? < ‘”’;' jzy? = |l
k
k=1

k=

Por otro lado, se puede comprobar directamente que el siguiente opera-
dor B definido sobre ¢2

B(zy,x9, ..., Tp,...) = (21,229, ..., NTp ... ),

es tal que ABx = BAx = z para todo x € (. Luego B = A~!, pero estd
claro que B no es acotado (basta tomar como sucesién (z,),, la base de
Schauder definida en el Ejemplo 4.2.16). Por otro lado, I(A) # ¢* (no
es sobreyectivo), pues si elegimos y = (1/v/n3),, € (2, entonces Az = y
para z = (1/y/n), que no es de (. As{ A es acotado e invertible pero su
inverso no es acotado.

Los ejemplos anteriores nos llevan a la siguiente pregunta: équé defi-
nicién de inverso de un operador adoptar?

Una opcion es usar la propia Definicién 3.3.7 que ya vimos en el con-
texto de los espacios métricos, pero es poco practica. Es mucho mas comun
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una definicién inspirada en la propiedad discutida en la Nota 3.3.9. Asi,
podriamos utilizar la siguiente definicién:

Definicidn: Sea el operador lineal A : X +— Y, X e Y espacios de Banach.
Diremos que A es invertible si existe un operador B, A : Y — X tal que
AB = Iy, BA = Ix.

Nétese que segun esta definicién el operador desplazamiento S, de-
finido en (6.1.2), que es invertible segtin la Definicién 3.3.7 cumple con
S~S~ =1 pero S-S, # I, por tanto no tendria inversa. Por otro lado, el
operador del Ejemplo 4 cumple con la definicién anterior, pero como ya
vimos su inverso es un operador no acotado.

Sin embargo hay un resultado muy importante cuya prueba por el mo-
mento omitiremos® conocido como el Teorema de Banach de las aplicacio-
nes inversas acotadas que establece lo siguiente:

Teorema: Sea A € B(X,Y), con X, Y espacios de Banach, tal que el nticleo
de A N(A) = {0}, y la imagen de A J(A) =Y, entonces A~! € B(Y,X).

Dado que estamos interesados en los operadores lineales y acotados,
lo anterior nos conduce a redefinir la inversa de un operador A € B(X,Y)
de la siguiente forma:

Definicion 6.3.1 Sea el operador A € B(X,Y), X e Y espacios de Banach.
Diremos que A es invertible si existe un operador B € B(Y,X), tal que
AB = Iy, BA = Ix.

Notese que segun esta definicién el operador (6.3.2) del Ejemplo 4 no
es invertible.

En adelante entenderemos que un operador acotado es invertible si
existe su inversa y esta es acotada. Veamos a continuacion varias propie-
dades de los operadores invertibles.

Teorema 6.3.2 (Existencia del operador inverso) Sea el operador lineal
A: X — X, Xespacio de Banach. Si ||A|| < 1, entonces I — A es invertible

3Ver el Teorema 7.3.4 de la pdgina 292. Como veremos dicho teorema es una con-
secuencia del Teorema de Banach de la aplicaciéon abierta, que a su vez se sigue del
Teorema de Baire 3.6.1 que ya vimos al final del capitulo 3.
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y se tiene la igualdad (serie de Neumann)

1

(I—A)" ZAk donde A®:=1 y ||(I—A)~ 1”§1——||A||'

Demostracién: Sea la sucesién de operadores (A, ),, definida por A,z :=
(I+A+A*+-- -+ A"z, x € X (cualquiera). Obviamente A,, es un operador
acotado (probarlo como ejercicio). Probemos que (A,x), es una sucesion
de Cauchy. Para ello calculamos

HATLJr;Dx - Aan = HAn+1$+' : '+An+p$” < ‘|An+1xH+. . ._|_”An+p$”
< (A" - AP all < (AP -+ AT

||AHn+1 H ” ”—>OO

< (LA - AP )2l < 1 [[A]

(6.3.3)

Como X es completo (es de Banach) entonces, para cada = € X la sucesion
A,z converge a un y € X que denotaremos por y = T'z. Asi, tendremos
el operador 7" : X — X bien definido. Como A es lineal, A, lo serd y, por
tanto, 7' también. Para ello basta tomar el limite cuando n — oc en la
igualdad A, (az + py) = A,z + Ay, paratodos o, f € Ky z,y € X.

Probemos ahora que 7" es acotado. Para ello tomamos el limite p — oo
en la desigualdad (6.3.3) y usamos que A,,,,v — Tz. Asi,

A LA™

6.3.4
“ AT (634

[Tw — Apz]] <[]

de donde se sigue, tomando el supremo cuando ||z|| = 1, que

LAI™ s

— 0 = lmA,="T.

1T = Al <
1—[]A] no0

Noétese que de la desigualdad anterior se tiene que T'— A,, es un operador
lineal acotado, luego 7' lo sera (¢{por qué?). Probemos ahora que 7" =
(I — A)~'. Ante todo notemos que I — A es un operador lineal y acotado
(por tanto continuo, ver Teorema 4.4.18). Calculemos el producto

(I —A)Tz=(I—-A) lim A,z=lim (I — A)A,z= lim (A,z — A- A1)

n—oo n—oo n—o0

= lim (x — A""'2).

n—oo
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n—oo

Teniendo en cuenta que ||A|| < 1y que ||[A""z| < [JA||" =] — 0, se
sigue que A"z "3 0y, por tanto, (I — A)Tz = z para todo x. La prueba
de que T'(I — A)z = x para todo z es andloga y la omitiremos. Finalmente,
para la cota de ||(/—A)~!| usamos que A,, — (I—A)~'y que || A*| < || Al
(ver Problema 4.13), luego

[l =11 + A+ A" < L [JA] + A7) + -+ [1A7]
1

S TH[AN+ AP+ + A" <
1 — [l Al

de donde, tomando el limite cuando n — oo, se tiene el resultado. [ ]

Nota: Usando el Ejercicio 4.4.20 se puede simplificar la demostracién. En pri-
mer lugar, A es acotado, luego todas sus potencias lo son (ver Problema 4.13), y
por tanto A,, lo es para todo n. Como || A4,z — A,x||/||z|| = 0 cuando n — oo,
se tiene que || A, 1, — A,|| es de Cauchy, luego como B(X, X) es un espacio de
Banach, entonces A,, — T =Y 72, A* T € B(X,X), i.e., T es lineal y acotado.
Las demostraciones de que T = (1 — A)~!, asi como la estimacion de la norma
son idénticas.

El teorema anterior admite una generalizaciéon que nos serd de gran
utilidad mds adelante.

Teorema 6.3.3 Sea el operador lineal y acotado A : X — X, X espacio de
Banach. Si ||A]| < |\, A € C, entonces el operador (A — A) es invertible y

AF 1
Ay = (A — A) Z T Y se cumple que [|A,]| < NoTA]
k=0

Demostracion: Asumimos que A # 0. Entonces, como [[A[| < [A], el ope-
rador A = A/X es tal que ||A|| < 1, y por el Teorema 6.3.2, 1 — A es
invertible. Ademas, claramente el operador A/ es invertible y, por tanto,
se tiene

A I O R

Luego,

Ay = (M — A)! =\ (1— é)l e (1—21)1.
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Como ||A|| < |A|, entonces ||A|| < 1. Aplicando el Teorema 6.3.2 a A
obtenemos la expresion para A,

k Ak -
ZA = (M—A) ; —.

k=0

Para probar la desigualdad restante usamos que

N N N /(S N
4] = < < = o
25| S E S F T T Al
de donde se sigue el resultado. ]

Ejercicio 6.3.4 Modifica la demostracion del Teorema 6.3.2 para probar
directamente el teorema anterior.

Definicion 6.3.5 Sea A : X — X un operador de X en X, siendo X un
espacio normado. El conjunto de de todos los operadores lineales lo deno-
taremos por L(X) y al conjunto de todos los operadores lineales y acotados
lo denotaremos por B(X).

Un corolario trivial del resultado probado en el Ejercicio 4.4.20 es el
siguiente teorema:

Teorema 6.3.6 El espacio B(X), X espacio de Banach, es un espacio de
Banach respecto a la norma de los operadores.

Ejercicio 6.3.7 Adapta la prueba del Teorema 6.3.2 para probar que toda
sucesion de Cauchy de operadores T,, € B(X), X espacio de Banach, es
convergente, i.e., se tiene el Teorema 6.3.6.

En efecto, si T}, es de Cauchy entonces para todo ¢ > 0, existeun N € N
tal que para todon € N, n > N y cualquiera sea p € N, ||T,,4, — T,,|| < €.
Luego la sucesién X, := T,,x es de Cauchy

TL—>OO

[Tnspr = Tozl| < (| Tatp = Tllllz]| < ellell = ([ Toppr — Toz| —

Como X es completo T,z tendra un limite y para cada z, i.e., podemos
definir el operador 7' : X — X por Tz = y. De la misma forma que en
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la prueba del Teorema 6.3.2 se sigue que 7" es lineal. Para probar que es
acotado usamos la desigualdad anterior:

Thipr—1T, Tx—T,
Tope =Tl _ __ | To=Tual

T -7 < |\|Thip—T, =
Ty — Tyl < [Tocrp— Tl TR 2

donde hemos tomando el limite p — oo y usado la continuidad de la
norma. Luego, 7' — T,, es acotado y, por tanto, 7" lo es (7;, es acotado).
Ademas, de lo anterior se sigue también, tomando el supremo en z, que

n—o0

IT —T,| <eparatodon > N,ie., T, — T. |

Una aplicacion directa del Teorema 6.3.2 es el siguiente resultado:

Teorema 6.3.8 Sea X un espacio de Banach. El conjunto E C B(X) de los
operadores invertibles en X es abierto en B(X).

Demostracion: Sea A € B(X) un operador invertible. Definamos la bola
B(A,1/||A7Y|). Cualquiera sea B € B(A,1/||A7!||) tendremos que

1 _ _
1B = Al < A I(B—A)AT < [IB-AJlA7 < 1,
luego el operador I — (A — B)A™! = BA~! es invertible, por tanto el ope-
rador B = (BA™!)A lo sera*. Es decir, todo operador B € B(A,1/||A7Y|)
es invertible y, por tanto, dado un operador invertible cualquiera A € ‘£
existe una bola B(A,1/||[A7!||) C E centrada en A, luego Z es abierto. =

6.4. Operadores compactos

Definicidn 6.4.1 Un operador lineal A : X — Y, X e Y espacios de Banach
es compacto si para toda sucesion acotada (x,,), de X, la sucesion (Az,),
de Y tiene una subsucesion convergente.

Nétese que si A es compacto, A es acotado pues en caso contrario
. . 7 o7 n—oo
existiria una sucesion acotada (z,), tal que |Az,|| — oo y entonces la
sucesién (Az,), no tendria una subsucesién convergente. Asi pues, tene-
mos el siguiente teorema:

“En efecto, si A y B son invertibles, entonces AB es invertible y (AB)~! = B~1A71,
como se puede comprobar directamente de la Definicién 6.3.1.
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Teorema 6.4.2 Todo operador compacto es acotado.

El reciproco no es cierto.

Ejercicio 6.4.3 Prueba que el operador identidad I : H — H, H espacio
de Hilbert de dimension infinita no es compacto.

Escojamos una sucesién ortonormal cualquiera (¢,,),, en H. Como ||¢,,—
ém||* = 2 para todos n, m € N, entonces la sucesion I¢, = ¢,, no contiene
subsucesiones de Cauchy y, por tanto, no tiene subsucesiones convergen-
tes, de donde se sigue el resultado. ]

Teorema 6.4.4 Sea A un operador lineal A : X — Y, X e Y espacios
normados de dimension finita. Entonces A es compacto.

Demostracion: En efecto, como X es de dimensién finita, entonces A
es acotado (ver Teorema 4.4.17), luego dada cualquier sucesion acotada
(2n)n, la sucesién (Ax, ), es acotada. Sea el conjunto Cy = {Az, : n € N}.
C 4 es acotado, luego su clausura C4 es un subconjunto de Y que es cerra-
do y acotado, luego por el Teorema 4.3.8, es compacto. Luego, toda suce-
sién (y,), € Ca, tiene una subsucesion convergente (4, )k, Yn, — ¥ € Ca,
o sea, y € Y. Por tanto, existe una subsucesién convergente (Ax,, )x, luego
A es compacto. ]

Nota 6.4.5 Notese que si el operador lineal A del Teorema 6.4.4 es acota-
do, i.e., A € B(X,Y), y suimagen J(A) es de dimension finita, entonces, si
(n)n es acotada, (Az,), lo serd y razonando como en la prueba de dicho
teorema, se deduce que A es compacto (independientemente de la dimen-
sion de X). Es decir;, la hipdtesis de que X sea de dimension finita en el
Teorema 6.4.4 no es necesaria si el operador es acotado.

Ejemplo 6.4.6 Se puede probar directamente, sin usar el teorema anterior,
que cualquier operador lineal A : H — H, con H espacio de Hilbert de
dimension finita es compacto.

En efecto, del Teorema 4.4.17 sabemos que el operador A es acotado,
y del Teorema del isomorfismo 5.2.12 que H es equivalente (isomorfo)
a C", con N la dimensién de H. Entonces, dada cualquier sucesién aco-
tada (x,),, la sucesién (Ax,) es acotada y por el Teorema de Bolzano-
Weierstrass (en C) dicha sucesién contiene al menos una subsucesién
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convergente, luego A es compacto. |

Teorema 6.4.7 El conjunto de todos los operadores compactos A : H +— H,
es un subespacio vectorial de B(H).

Demostracién: Sea (z,), € H una sucesién acotada. Sean A y B, dos
operadores compactos. Como A es compacto, existe una subsucesién (yy )
de (z,), (yx = z,,) tal que Ay, es convergente. Luego, también lo es la
sucesién (AA)yx, y por tanto el operador AA es compacto. Por otro lado,
como B es compacto, entonces existe una subsucesion (z;); de (yi)r (¥,
por tanto, de (z,),,) tal que (Bz;); es convergente. Pero entonces (Az;); es
convergente (épor qué?). Luego, dada cualquier sucesién acotada (x,),,
existe una subsucesion (z;), de (z,), tal que ([A + Blz;), es convergente.
Luego A + B es compacto. u

Proposicion 6.4.8 Sea H un espacio de Hilbert y sean y y z dos elementos
dados de H. Sea el operador lineal T' : H +— H definido por Tx = (z,y)z.
Entonces T es compacto.

Demostracién: Sea (z,), una sucesién acotada de H, i.e., ||z,| < M pa-
ra todo n € Ny cierto M > 0. Sea la sucesién compleja a,, = (z,,y).
Probemos que es acotada

|an] = [{zn, 9| < llzallllyl] < Mllyll.

Entonces, por el Teorema de Bolzano-Weierstrass a,, tiene una subsuce-
siéon convergente ay, = (xx,,y). Sea a su limite. Entonces, utilizando la
continuidad del producto escalar,

T:Uk’n = <$k5n7y>z rH_O}O az,

es decir, la sucesion T'z,, contiene una subsucesién convergente. Luego T
es compacto. u

Ejercicio 6.4.9 Sea A : H — H un operador acotado de rango finito en
un espacio de Hilbert H, i.e., la imagen de A, J(A), es de dimensidn finita
(dimJ(A) = n < +00). Prueba, usando la proposicion anterior, que A es
compacto.
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Vamos a probarlo directamente usando la Proposicion 6.4.8. Sea ey,
.., e, una base ortogonal de J(A) C X. Sea y € J(A), cualquiera. En-
tonces, para cada y existe al menos un x tal que y = Az, y ademads
y = Y p_(Az, ep)er. Denotemos por Ay a los operadores A, : H — H,
Ay = (Az,e)ey, k = 1,...,n. Entonces A = Y, | A;. Como A es aco-
tado existe su adjunto A* (Teorema 6.1.3), luego Az = (Ax,ex)e, =
(x, A*ex)ey. Entonces, por la Proposicion 6.4.8 deducimos que los A,
k = 1,...,n son compactos y como A = Y ,_, A, del Teorema 6.4.7
se deduce que A es compacto. ]

Nota: Notese que al ser A acotado y de rango finito se cumplen las premisas de
la Nota 6.4.5 de donde se sigue inmediatamente el resultado del Ejercicio 6.4.9.

Teorema 6.4.10 Sea (7)), una sucesion de operadores compactos T,, :
H — H, H espacio de Hilbert, tal que T,, == T. Entonces T es compacto.

Demostracion: Sea (z,), € H una sucesién acotada cualquiera y sea S =
SUP,cn ||| Asumiremos que S > 0, pues en caso contrario (z,), seria la
sucesion nula (0),,. Vamos a probar que, como para todo m, 7,, es compac-
to, entonces existe una subsucesion (z;); de (z,), tal que limy_,o T;,,2; —
ym param = 1,2,3,..., i.e., la sucesion (7,,z;); es convergente para cada
m € N. La forma de construir dicha sucesion recuerda a la que se usé en la
prueba del Lema técnico 4.3.1, y se conoce como construccién diagonal®,
y €s como sigue:

Sea n = 1. Como T} es compacto entonces existe una subsucesion
(1), tal que (Tix,;); es convergente. Como 75 es compacto entonces
existe una subsucesion (x,;); de (z1;); tal que (Thx,;); es convergente,
y asi sucesivamente. De esta forma obtenemos que, para cada m € N,
existe una subsucesion (z,,;); de (z;); tal que lim;_,o 15, Ty, ; — Ym, Para
m =1,2,3,..., y ademas, por construccién, (z, ;); es una subsucesién de
las anteriores (zy;);, k = 1,2,...,n — 1. El siguiente diagrama muestra la

SEste tipo de razonamiento fue utilizado por primera vez por Cantor para probar que
el conjunto de los reales no es numerable.
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construccion anterior:

(zj); x1 my @y e @ e @ |
(1,5); C (5); T ma wis o Tim o @y = Ty Do
(2,1);  (@15); T Tap  Tag cc Tz o @y e = Thas Sy
(r3,5); C (w2,5); 31 T3 T3z v Ly, e x3; - = Taxs, ENg
(-rm,J)] - (:Emfl,j)j Tm,1 Tm,2 Tm,3 e Tm,m . xm,j e = mem’J i> Y

Sea ahora la sucesién de las “diagonales” (z; ;);. Para cada m fijo la suce-
sién (z; ;) = (Ty,ms Tmt1,m+1, - - - ) €5 Una subsucesion de (z,, ;);, luego

oo
j=m

lim T,,x;; = ym, para m=1,23,....

Jj—o0
Eso implica que la sucesion (75,z;,); es de Cauchy. Probemos ahora que
la sucesién (T'z; ;); es de Cauchy.

Como T,, == T, eso significa que para todo ¢ > 0 existe un N; € N tal
que, para todo M > Ny,
€
35
Pero como ya vimos, la sucesion (75,2, ;); es de Cauchy para todo m € N,

luego lo serd para m = M. Luego, para todo ¢ > 0 existe un N, > M € N
tal que, para todos m > n > N,

1T = Tull <

g

Pero entonces, si elegimos m > n > Ny > M > N,, obtenemos
|\ Txnn — TTmml| <N Txnn — Tauxnnll + | TruTnn — TarTmml|
+ | T mm — TTmml|
< |7 = Tusllllennll + 5+ 1Tas = Tzl < <.
i.e., (I'z;;); es de Cauchy y como H es completo, entonces (T'z;;); es

convergente, luego 7' es compacto. u

El Teorema 6.4.10 se puede parafrasear diciendo que el subespacio de
los operadores compactos es cerrado® en B(H) y, por tanto, completo.

®Ello se deduce de la Proposicién 3.5.4. Ademds, como B(H) es completo entonces
del Teorema 3.5.14 se sigue que el conjunto de los operadores compactos es completo.
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Teorema 6.4.11 Sea T : H +— H, un operador compacto, H espacio de
Hilbert. Entonces su adjunto T* es compacto.

Demostracién: Sea (z,,), una sucesiéon acotada cualquiera no nula, y sea
S = sup,ey ||»||- Definamos la sucesién (y,), € H, v, = T*z,. Como T’
es compacto, 7" es acotado y, por tanto, existe su adjunto 7™ y es acotado,
asi que la sucesion (y,), es acotada. Como 7' es compacto, entonces existe
una subsucesion (v, )r de (y,), tal que (T'y,, ), € H es convergente y, por
tanto, de Cauchy (pues H es completo). Pero entonces tomando ny, n,,
suficientemente grandes la cantidad ||7y,, — T'y.,,|| la podemos hacer tan
pequefia como se quiera (por ejemplo menor que £2/(25)). Entonces,

1Yni = Ynl? = 1T 20, = T 0, |2 = (T (@, = Tn), T*(Tny, — Ty)
= <TT*(xnk — Tn,,), (xnk — Tn,,))
<|NTT*(xn, — o, )| |20, — T, |
2
€
<29 TYn, — Ty, || < 2Sﬁ =¢e2.

Luego, (y,,)r es de Cauchy, y como H es completo, es convergente, i.e.,
(T*x,, )i €s convergente y, por tanto, 7* es compacto. ]

6.5. Teoria espectral

En este apartado estudiaremos la teoria espectral de operadores auto-
adjuntos y compactos en espacios de Hilbert. Dicha teoria es la extension
del conocido problema de autovalores para matrices n x n al caso infinito.

6.5.1. El espectro de un operador

Comenzaremos, con la definicién de autovalores y autovectores’

Definicidon 6.5.1 Sea A : X — X un operador en un espacio normado X.
Los ntimeros complejos )\ tales que

Ar =Xz, ze€X, z#0, (6.5.1)

7También denominados valores propios y vectores propios, respectivamente.
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se denominan autovalores de Ay los correspondientes x, autovectores de A
asociados al autovalor ).

En un espacio de dimensidén finita podemos definir el espectro de un
operador como el conjunto de los autovalores de su correspondiente ma-
triz en alguna basePuesto que para cualquier matriz n x n existen n auto-
valores (pudiendo estar repetidos como ocurre, por ejemplo, con la matriz
identidad), en el caso finito es relativamente simple de estudiar (ver Ejer-
cicio 6.5.3). No ocurre lo mismo en el caso infinito.

Por ejemplo, el operador desplazamiento S, : ¢ — (2, definido por
S~(x1,x9,23,...) = (0,21,29,...), no tiene autovalores pues la igualdad
S~z = Az implica x = 0.

Asi pues se precisa de una definicion mds general

Definicidon 6.5.2 Sea X un espacio de Banach y A una aplicacién lineal
A : X'+ X El espectro de A, que denotaremos por o(A), es el conjunto de
niimeros complejos tales que el operador (A\I — A) es no invertible, i.e., no
existe Ay := (A — A)~L

El operador Ay := (M — A)~! se denomina resolvente de A. El conjunto
de todos los A € C para los cuales el operador A, estd bien definido se
denomina conjunto resolvente de Ay se suele denotar por p(A). Obviamente
el espectro de A, o(A), es el complementario del conjunto resolvente, p(A),

ie., 0(A)=C\ p(A).
La cantidad r(A) = sup{|A|; A € 0(A)} se denomina radio espectral de A.

Ejercicio 6.5.3 Sea A : X — X, A € B(X). Prueba que en dimension
finita, dim X < 400, 0(A) es el conjunto de todos los autovalores de A.

Ante todo notemos que si dim X = n < +o00, entonces como vimos en
la Nota 6.1.8, cada operador A : H — H se puede representar mediante
una matriz n x n. Luego, la ecuacién (6.5.1) se trasforma en el sistema
lineal

Ar =X <= (A-X)z=0, x#0,

donde I es la matriz identidad n x n. Para que este sistema tenga solu-
cién no trivial ha de cumplirse que det(A — AI) = 0, lo cual implica que
el operador A — A no puede ser invertible, luego A € o(A). Noétese ade-
mads que det(A — A\/), es un polinomio de grado n en A, luego la ecuacién
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det(A — M) = 0 tiene al menos una solucién y como mucho n solucio-
nes distintas. Conviene recordar que si usamos dos bases distintas para
representar la matriz del operador A, lo que obtenemos son dos matri-
ces semejantes y por tanto ambas tienen los mismos autovalores®, i.e., los
autovalores de un operador en dimensidn finita son independientes de la
base usada para representar la matriz de dicho operador. ]

De la Definicion 6.5.2 se sigue que todo autovalor de A pertenece al
espectro de A, pero no a la inversa. De hecho existen operadores cuyo
espectro no contiene autovalores.

Ejemplo 6.5.4 Sea el espacio de las funciones reales (o complejas) de L[me]
(i.e., el completamiento del espacio CfaW véase la Nota 3.5.27). Sea M
L%,y = L3, 4 el operador multiplicacion por una funcién real f € C([a, b)),
Mzx(t) = f(t)x(t) (ver Ejemplo 6.1.2). Estd claro que M esta bien definido
para todo x € L[Qayb], es autoadjunto y acotado. Este operador, en general,
no tiene autovalores.

Puesto que (M — M\ )z(t) = (f(t) — N)x(t), entonces
(M= X)"'z(t) = ——

El espectro de M es el conjunto de todos los A tales que f(t) = A para
algun ¢t € [a,b], 0 sea, o(M) es la imagen de la funcién f(t), i.e., el
rango J(M). Si la funcién f(t) es constante, f(t) = ¢, entonces A = ¢
es un autovalor de M (pues Mxz(t) = cx(t)) que obviamente estd en
o(U). Pero si, por ejemplo, f(t) es una funcién estrictamente mondtona
en [a, b], entonces o (M) = [f(a), f(b)] (por ejemplo, si f(¢) = ¢, entonces
o(M) = [a,b]), pero la ecuacién Mx(t) = f(t)z(t) = \x(t) solo se cumple
siz(t) =0, i.e., M no tiene autovalores. |

Ejercicio 6.5.5 Sea A € B(X), X espacio de Banach. Prueba que r(A) <
I|A||. Es decir, o(A) estd contenido en el disco cerrado D = {z; |z| < ||A]}.

Supongamos que existe un A\ € o(A) tal que |A| > ||A||. Entonces por
el Teorema 6.3.3 el operador A, := (Al — A)~! estd bien definido lo cual

8Dos matrices Ay B son semejantes, A ~ B, siy solo si existe una matriz invertible S
tal que A = SBS~!. Pero entonces det(A—\I) = det(S(A—\I)S~!) = det(SAS~t - \I)
= det(B — \I).
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es una contradiccién. Luego si A € o(A), |A| < ||A]| y, por tanto, sup{|}| :
X € 0(A)} < ||A]], de donde se sigue el resultado. ]

Teorema 6.5.6 Sea H un espacio de Hilbert y A € B(H) un operador au-
toadjunto. Entonces todos los autovalores de A (si los tiene) son reales.
Ademds los autovectores correspondientes a autovalores distintos son orto-
gonales.

Demostracion: Sea )\ un autovalor de A y = su correspondiente autovec-
tor, que sin pérdida de generalidad asumiremos normalizado ||z| = 1.
Entonces, usando que Ax = Az y que A es autoadjunto, tenemos

(Az,2) = (x, Az) = Nz|| = Mz = A= A= A €R.
Sea Ax; = \x1 ¥ Are = Ax5. Entonces como A es autoadjunto
(Axq, x9) = (1, Az2) = A (T1, 2) = Ao(x1,22) = (A — A2)(z1,22) =0,

de donde se sigue que si A\; # A\, entonces x; y x5 son ortogonales. ]

Teorema 6.5.7 Sea H un espacio de Hilbert y A € B(H) un operador
autoadjunto. Entonces r(A) = || A].

Demostracidon: Para A = © (operador nulo) el resultado es trivial asi que
asumiremos que A # ©. Del Ejercicio 6.5.5 sabemos que r(A) < || 4], asi
que bastard probar que existe un A € o(A) tal que || = || 4], i.e., A = || 4]
o A= —[|All.

Por el Teorema 6.2.6 sabemos que [|A|| = sup, -, [(Az, )|, luego exis-
te una sucesién de vectores normalizados a la unidad (||z,|| = 1 para todo
n—oo

n) (x,), de H y tal que |(Ax,,z,)| — ||A]|| v, por tanto, sin pérdida de
generalidad, podemos asegurar que (Az,, z,) — [|A|, o — —| A].

Sea A = ||A]| (o —||Al]). Probemos que A € o(A). Ante todo notemos
que, como \? = ||A||*> = A? y ||z,|| = 1, obtenemos
0 < || Az — Az ||? =[] Az ||* — 2M Az, 2,) + N2 2 |2
<||A[]2 = 2MAzy, ) + A2 = 20\ — (Azp, 7)) =30,

n—oo

es decir, nuestra sucesion (z,,), es tal que ||Az,, — Az, || — 0. Asumamos
que A = ||A|| (o, en su caso, —||A||) no estd en o(A), i.e., A € p(A). Como
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\ estd en la resolvente de A entonces para dicho ) el operador (A — \I)~!
estd bien definido y es acotado. Pero entonces

1= o]l = (A= A7 A = AD)a|| < (A= A [(A = Az | % 0,
lo cual es una contradiccion. Luego A = ||A|| € o(A) (o —||A|| € 0(A)). =

Nota: El teorema anterior establece que para los operadores autoadjuntos y
acotados siempre ||A|| € 0(A) o —||A|| € o(A), sin embargo, como hemos vis-
to antes, en dimension infinita un operador lineal A acotado en general puede
no tener autovalores, es decir, los valores A\ € o(A) no tienen que ser necesa-
riamente solucién de la ecuacién (6.5.1). Esto es lo que ocurre, por ejemplo,
con el operador desplazamiento S, (definido por (6.1.2)) que no es autoadjun-
to, o el operador multiplicacién por una funcion real (ver Ejemplo 6.5.4) que
si es autoadjunto. Incluso, un operador compacto puede no tener autovalores.
Un ejemplo es el operador 7" = S~ A, donde A es el operador del Ejemplo 4
de la pagina 223. Dicho operador A es un operador de Hilbert-Schmidt pues
S0 Azl2 = Y52 feaf2/n? < (sup, aaf?) Y35, 1/n? < +oo (ver Proble-
ma 6.8) y, por tanto, compacto (ver Problema 6.18), asi que el operador T es
compacto (ver Problema 6.14), sin embargo claramente 7" no tiene autovalores
pues la tnica solucion de la ecuacién Tz = Az es x = 0. No ocurre asi con los
operadores autoadjuntos y compactos.

Teorema 6.5.8 Sea H un espacio de Hilbert y A € B(H) un operador
autoadjunto y compacto. Entonces A\ = ||Al| o A = —||A|| es un autovalor
de A.

Demostracion: Para A = © (operador nulo) el resultado es trivial asi que

asumiremos que A # O. Escojamos \ = || A| (el caso A = —|| A|| es andlogo

y lo omitiremos). De la prueba del teorema anterior sabemos que si A es

un operador autoadjunto y acotado entonces existe una sucesién (x,,),
n—oo

de H tal que ||z,|| = 1 para todo n y que Az, — A\z,, — 0. Como A es
compacto, entonces existe una subsucesion (z,, ), de (z,), tal que (Az,, )

/ k— / — .
es convergente, asi Az,, — u. Ademds, como Ax,, —\z,, —> 0, se tiene

k— .
que \r,, — u. Como A es compacto, A es acotado y, por tanto, continuo
asi que por un lado tendremos

k—o0

Mz, = A(Azy,,) % Au y por otro A(Az,,) — Au = Au = ).
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Finalmente, notemos que

Jul| = Mm [[Azy, || = [A] Hm [z, || = [A] Hm 1= |A] # 0,
k—o0 k—o0 k—o0
luego ) es, efectivamente un autovalor. |

Teorema 6.5.9 Sea H un espacio de Hilbert de dimension infinita, A €
‘B(H) un operador compacto y (¢,,), una sucesion ortonormal de H. Enton-
ces lim,, .o, A¢p,, = 0.

Demostracion: Supongamos que el teorema es falso, entonces para algin
e > 0 ha de existir una subsucesion (¢, )r de(¢n), tal que |[[Ap,, || > &,
para todo £ € N. Como A es compacto y la sucesién (¢,, ), es acotada
(¢por qué?), entonces existe al menos una subsucesién (;); de (én, )«
convergente, tal que lim; .. AY; = ¢ # 0. Entonces, por la continuidad
del producto escalar,

0 Il = (0, ) = lim (b, Ady) = lim (A", 5) =0,

pues A*p € Hy (A*, ;) es el j-ésimo coeficiente de Fourier ¢; de A*y
el cual sabemos, por (5.2.4), que tiende a cero si j — oo, lo cual es una
contradiccion. |

Teorema 6.5.10 Sea H un espacio de Hilbert, A € B(H) un operador
compacto y sea X, = ker(Al —A), el autoespacio correspondiente a un
autovalor \ # 0 (si lo tiene). Entonces dim X, < +oc.

Demostracion: Sea A : H — H compacto. Supongamos que dim X; = oo
para algun k, con )\, # 0. Entonces, existe una sucesién de autovectores
linealmente independiente x1, xs, ..., z,,... que, sin pérdida de genera-
lidad asumiremos ortonormales. Si n # m, ||Az,, — Az,[|? = [Ml?|zm —
T, |* = 2| \)* > 0, luego (Azx,), no puede contener ninguna subsucesién
convergente (épor qué?) lo cual contradice la compacidad de® A. ]

Teorema 6.5.11 Sea H un espacio de Hilbert y A € B(H) un operador
compacto con un numero infinito de autovalores. Entonces, si los ordena-

°También podriamos razonar como sigue: como Az, = A\px,, n = 1,2,3,..., enton-
n—oo

ces, por el Teorema 6.5.9, Az, "—3 0, de donde se sigue A\,z,, —3 0, lo cual implica
que A\, = 0, pues ||« || = 1 para todo n, que es una contradiccién.
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n—o0

mos en modulo de mayor a menor |\,,| — 0.

Demostracion: En efecto, supongamos que hay infinitos ), distintos pero

n—oo

que |\,| -~ 0. Entonces existe un ¢ > 0 tal que infinitos )\, son tales
que |\, | > e. Construyamos con dichos elementos una sucesién que de-
notaremos por (). Como todos los elementos de (\;), son distintos, el
Teorema 6.5.6 garantiza que sus correspondientes autovectores son orto-
gonales xy, i.e., (xy,, xy,) = 0 si ky # k. Si calculamos ahora la norma

[ Az sy — Azl = | Nesparp — Mzl = [Nogp? + [Mef* > 262, VE,p eN,

es decir, la sucesion (Azy ), no contiene ninguna subsucesién de Cauchy y,
por tanto, no contiene ninguna sucesion convergente ({por qué?) lo que
contradice que A sea un operador compacto. |

Teorema 6.5.12 Sea H un espacio de Hilbert y A € B(H) un operador
autoadjunto y compacto. Entonces A tiene o bien un numero finito de au-
tovalores )\, reales distintos o, si dicho nimero es infinito, entonces, si los
ordenamos en valor absoluto de mayor a menor |\,| == 0.

Demostracion: Asumiremos que A # O no es el operador nulo. Del Teo-
rema 6.5.8 se sigue que el conjunto de autovalores no es vacio, luego esta
compuesto por un numero finito o infinito de elementos (que son nume-
ros reales por el Teorema 6.5.6). Sea A; tal que |\| = ||A]| y sea z; el
correspondiente autovector normalizado a la unidad, i.e. ||| = 1. Sea
H, = H y definamos H, el espacio de todos los vectores ortogonales a z1,
ie.,
HQ = {ZE S H| <ZE,I1> = 0},

es el complemento ortogonal de x;. Notese que por el Ejercicio 5.2.14, H,
es cerrado, luego es un espacio de Hilbert ({por qué?). Ademas, para todo
x € Ha,
(Ax, 1) = (x, Az1) = M (z,21) = 0,
es decir, H, es invariante respecto a la accién de A.
Sea Aly, la restriccién de A al espacio H. Si A|gy, = O, entonces ten-
dremos un unico autovalor \; y el teorema es cierto. En caso contrario,

como Alg, es autoadjunto y compacto!® (pues coincide con A en H,) po-
demos aplicar el mismo razonamiento de antes, por lo que existird A\, y

0Que Alg, es autoadjunto es evidente pues Alg, coincide con A en Hy. Para ver que
es compacto basta notar que cualquiera sea la sucesion acotada (y,)n, € Ha, (Ayn)n
contiene una subsucesién convergente, pues A es compacto en H y Hy C H es completo.




240 Capitulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

xo # 0 tales que |Ao| = ||Alm, ||, Aza = A2x2, donde ademads, por la defini-
cién de norma de operadores, |\s| < |\;|. Ahora construimos el espacio

Hs = {z € Hy | (z,29) =0} = {x € H|(z,x1) = (x, 22) = 0},

que es invariante respecto a A, y asi sucesivamente.

Ese decir, podemos continuar el proceso anterior a no ser que para
cierto n > 1, Alm,,, = ©. En ese caso tendremos una sucesion finita de
autovalores ()\;,)?_, con sus correspondientes autovectores normalizados'!
y ortogonales entre si, (z)}_,, tales que

Ail = AL || = Ao = [[Alm, || = - = [Aa] = |Alm, || # 0, Alm,,, = 0.

n+1
Si Alg, # 0 para todo k£ € N, entonces existen infinitos autovalores \,
(épor qué?) con sus correspondientes autovectores x,, ortonormalizados
(que pueden ser mds de uno). Probemos que, en este caso, |\,| — 0. Para
ello usamos que 0 = lim,, o, [|Az,||? = lim, oo (Ax,, Az,) = lim, o0 | An]?,
donde la primera igualdad es consecuencia del Teorema 6.5.9. Notese que
en el caso que hubiese infinitos autovalores )\, también el Teorema 6.5.11
implica que |\,| =3 0. ]
Nota 6.5.13 Del Teorema 6.5.10 sabemos que cada autovalor \; solo pue-
de tener asociado un niimero finito de autovectores, asi que en la prueba
del Teorema 6.5.12 hemos asumido, por simplicidad, que existe un tnico
autovector asociado a cada M. En caso de que haya p;, autovectores xy, j,
j=1,...,p asociados a \;, definiremos el espacio Hy, como el espacio
de todos los x € H, tales que sean ortogonales dichos xy, j, y se razona de
la misma manera.

6.5.2. Teorema espectral
Teorema espectral para operadores autoadjuntos y compactos

Para los operadores autoadjuntos y compactos se tiene el siguiente im-
portante resultado:

1Es importante destacar que para cada A\, k = 1,2,3,... puede haber mds de un
autovector. Si los correspondientes autovectores asociados cada A\; no son ortogonales
usamos Gram-Schmidt.
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Teorema 6.5.14 (Teorema espectral) Sea H un espacio de Hilberty A €
B(H) un operador autoadjunto y compacto. Existe una sucesion finita o
infinita de autovectores ortonormales (z,), de A cuya correspondiente su-
cesion de autovalores no nulos denotaremos por (\,), tales que, para todo
reH

Az = Z)\n<x,xn>xn, (6.5.2)

donde n recorre todos los autovalores no nulos, incluida su multiplicidad®.
Ademds, se tiene que:

1. En (6.5.2) aparecen todos los autovalores no nulos de A.

2. Si la sucesidn de autovalores no nulos (\,,), es infinita se puede reor-
n—oo

denar de forma que |\,,| — 0.

3. Los correspondientes espacios vectoriales® ker(A\,I — A), \, # 0, n =
1,2,3, ... son de dimension finita, siendo dicha dimension el niimero
de veces que aparece un mismo A, en la formula (6.5.2).

%Es decir, si el autovalor A\ # 0 tiene asociado p, autovectores, en (6.5.2) habra un
sumando para cada uno de los autovectores. Ver la férmula equivalente (6.5.4).

bEl espacio ker(\,I — A) no es més que el nicleo del operador A — A\, 1, i.e., el
conjunto de = € H tales que (A — A\, I)z = 0, i.e., el subespacio vectorial asociado al
autovalor \,,.

Demostracidon: Probemos que la férmula (6.5.2) es cierta. Para ello, en
primer lugar, notemos que si algun \,, fuese cero, entonces los correspon-
dientes autovectores no aportarian nada a la suma en (6.5.2). También
asumiremos que A # O, pues en caso contrario el teorema seria trivial.

Utilizando la misma construccidén que usamos en la prueba del Teore-
ma 6.5.12 obtenemos una sucesién de autovalores ()}, con sus corres-
pondientes autovectores normalizados'? (z;)7_, tales que

A1) > (Ao = > A

Durante el proceso hemos construido ademas la cadena de subespacios ce-
rrados (luego completos) invariantes respecto a A (véase ademads la Nota

12para cada \;, puede haber mds de un autovector (aunque siempre un ntimero finito,
ver Teorema 6.5.10) en funcién de la multiplicidad del mismo y que escogeremos, sin
pérdida de generalidad, ortonormales.
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6.5.13)
H=H, 2H;, 2---2H,

donde Hyy = {z € Hy | (z,z;) =0, j=1,2,...,k}.

Supongamos que Aly,,, = 0, entonces el proceso acaba (caso finito).
Sea, en este caso'®, y, = © — >_,_, (=, z;)x;. Entonces, para todos j =
1,2,...,n,

n

(yn,xj) = <$,xj> - (z,m) <$k,l’j> = <$,xj> - <33»$j> H%‘HQ =0.
k=1 "_&k 1

Luego, y, € H,, ., v, por tanto, Ay, = 0, i.e.,

n

0= Ay, = Ax — Z(x, rp) Az, = Az = Z Al xp) T,

k=1 k=1

como se queria probar.

El caso infinito es similar. Ante todo notemos que en este caso tene-
mos una sucesion )\, tal que |\,| "% () (ver Teorema 6.5.12). Definamos
nuevamente el vector y, = = — Y ,_,{(z, z;)xx. Usando (5.2.3) se sigue
que ||y, |I* < ||z||*. Ademas, como ya vimos y, € H, 1, luego, usando que
Ay = Algt, Yns ¥ | Al | = [Aus1] obtenemos

n—oo

1Ayl < Pasalllz] "5 0 =l Ay, =0,

de donde, como A es acotado, se sigue la igualdad buscada (6.5.2), pues'*

n

0= 7}1—{20 Ay, = Az — nh_)rglo Z(x,xk>Axk = Ax — kzl N, Tg) T

Comprobemos ahora que todos los autovalores de A estdn presentes
en la férmula (6.5.2). Esta cuestién es de suma importancia pues en la

13Si los autovalores tienen multiplicidad mayor que uno hay que incluir en la suma
todos los autovectores correspondientes a cada autovalor. En cualquier caso dicha suma
es finita pues a cada autovalor no nulo solo le pueden corresponder un nimero finito de
autovectores por el Teorema 6.5.10.

4Que la suma infinita estd bien definida se sigue de la acotacién de Ay, aunque
también se puede comprobar directamente como se hizo en el Ejemplo 6.2.9.
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prueba de (6.5.2) solo aparecen los autovalores obtenidos gracias al Teo-
rema 6.5.8 por lo que procede preguntarse si existen otros autovalores no
nulos de A distintos a los anteriores. Comprobemos que eso es imposible.
Supongamos que existe un autovalor \ # 0 distinto de los autovalores \;
que aparecen en la suma (6.5.2), i.e., A # )i, para todo k, y sea = # 0
su correspondiente autovector normalizado a la unidad. Por el Teorema
6.5.6, x es ortogonal a todos los xy, i.e., (r,z;) = 0 para todo k. Pero
entonces, aplicando la férmula (6.5.2) a dicho autovector x tenemos

A\ = Az = i)\n(x,xnmn = i)\HOxn =0,
n=1

n=1

i.,e., 0\ =00z = 0, lo que es una contradiccion. Que en la férmula (6.5.2)
aparezcan todos los autovalores no nulos de A tiene otra implicacién muy
importante y es que, formalmente, el proceso de encontrar los autovalores
no nulos de A basado en el Teorema 6.5.8 permite encontrarlos todos.

Por otro lado, del Teorema 6.5.10 sabemos que los autoespacios X
= ker(A\yI —A), para cada A\, # 0, k = 1,2,3,..., son de dimension fi-
nita. Probemos que, efectivamente, la dimension de X, = p;, donde p;
es el numero de veces que aparece )\, en la féormula (6.5.2) (es decir, la
multiplicidad del autovalor \;). Por simplicidad denotemos por x,(gl), cee

ng k) , los p;, autovectores linealmente independientes asociados a \;. Su-
pongamos que dim X, > pj, entonces existe al menos un = € X, que es
linealmente independiente de los vectores 931(@1), cees a:,(cp ¥) 'y que asumire-
mos, sin pérdida de generalidad, ortogonal a ellos ({por qué?). Entonces
estd claro que dicho = es ortogonal a todos los vectores x,, que aparecen
en la formula (6.5.2) (ya sea porque los x,, corresponden a autovalores
distintos a A\, o bien sean los x,(j), R x,(fp’“) de antes), i.e., (z,z,) = 0 para

todo n, luego usando (6.5.2) obtenemos

0# \x = Az = Zx\n<x,xn>xn = Z)\nOxn =0,

lo cual es una contradiccion. n

Como hemos visto en el teorema anterior, cuando A\, # 0,k =1,2,3,...,
la dimensién de ker(\yI — A) = pi, donde p; es el numero de veces
que aparece )\, en la féormula (6.5.2). Sea X, = span (x4, -, 2y 1) €l
subespacio generado por los autovectores asociados a cada autovalor )\
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(que sabemos que son finito-dimensionales) y que tomaremos ortonorma-
les entre si (si no lo fuesen, aplicamos Gram-Schmidt). Sea el operador
P, : H — H definido, para cada & € N como

Pk Pk

P = Z(m, Ti k) T = Z Ci kTi k- (6.5.3)

i=1 i=1

Vamos a comprobar que el operador P, asi definido es autoadjunto e idem-
potente y, por tanto, es un operador de proyeccién®® (ver Problema 6.29).
Comencemos probando que P es autoadjunto. Para ello notemos que P,
es suma finita de operadores de rango 1 del tipo P, = (x, ; x)z;, que, co-
mo hemos visto en la Proposicion 6.4.8, son compactos. Entonces, por el
Teorema 6.4.7 los P, son compactos, luego acotados y, por tanto, existen
sus correspondientes adjuntos P;. Por otro lado, para todos z,y € H,

(Pra,y) = (z, Py) = (x, (g, x)w:) = (. 25) (@, 2;) = (@i, y){w, 25)
= ((z, z)zs,y) = (B, y),

ie., P es autoadjunto, luego P, lo es.
Que P, es idempotente es sencillo de comprobar pues

Pk Pk Pk Pk
2
Pix =P, g CikTik | = E CikPrtip = g Cik g (Tig, Tjk) Tjk
— — ———
=1 7j=1 =5,

i=1 =1

Pk
= E Ci,kxi,k = ka
=1

De hecho, J(P;) = ker(\ I — A).

Usando los operadores P, el Teorema espectral 6.5.14 se puede rees-
cribir como

Pk
Vo € H, Ax = Z A (Z(x, x,k>xzk> , (6.5.4)
k i=1

donde, k recorre todos los autovalores A\, # 0. La expresion anterior se
puede escribir como sigue:

Az =Y MNPz, (6.5.5)

15Para la definicién de operador de proyeccién ver el Problema 5.12.
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donde, n recorre todos los autovalores )\, # 0 siendo P, los operadores de
proyeccién sobre los subespacios ker(\,,I — A) definidos por (6.5.3).

De hecho se tiene el siguiente resultado:

Teorema 6.5.15 Sea H un espacio de Hilbert. Todo operador A € B(H)
autoadjunto y compacto se puede escribir de la forma

A= NP, (6.5.6)

donde n recorre todos los autovalores )\, # 0, incluida su multiplicidad,
siendo P, los operadores de proyeccion sobre los subespacios ker(\,I — A)
definidos por (6.5.3).

Demostracidon: Vamos a probarlo en el caso cuando hay infinitos autova-
lores pues en caso contrario es trivial. Para probar que la serie converge en
‘B(H) basta probar que la sucesién de sus sumas parciales A; = Zizl P,
es de Cauchy, pues el espacio ‘B(H) es de Banach (ver Teorema 6.3.6). Para
ello usamos que'® P, = (z, x,)x,, luego

k 2 k k k
Z AP :< Z APz, Z )\iPim> = Z N2 | (@, 2|2
n=m-+1 n=m+1 =m-+1 n=m-+1

k

< /\72n+1 Z (, 20)|* < /\3n+12| (@, 2,) [P <A +1||95||2

n=m+1

Como )\,, — 0, entonces, cualquiera sea ¢ > 0, si tomamos m suficiente-
2 2 k
mente grande podemos hacer \°, < £°. Luego HZ”:m "

Ay, es de Cauchy, luego es convergente en la norma de operadores. Para
probar la féormula (6.5.6) calculamos

m 2 (o.) o0 o0
AI—ZAnan = < Z )\TLPTL'TJ Z Anpnx> = Z /\721’<:L’,1‘n>|2
n=1

n=m-+1 n=m+1 n=m-+1

n=m-+1

< Mnpllel® < €lz)* = <&,

16Recordemos que en la suma hay que tener en cuenta la multiplicidad de los \,, y que
A2 son una sucesién mondtona decreciente que tiende a cero (ver Teorema 6.5.12).
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pues, A\, — 0. Luego A, — A en B(H). m

Conviene hacer notar que el conjunto de autovectores (z,), de un
operador autoadjunto y compacto en un espacio de Hilbert H cualquie-
ra mencionado que aparecen en el Teorema espectral 6.5.14 no tiene por
que constituir una base ortonormal completa de H. No obstante, si H es
separable se tiene el siguiente importante resultado:

Teorema 6.5.16 (Hilbert-Schmidt) Sea H un espacio de Hilbert separa-
ble y A € B(H) un operador autoadjunto y compacto. Entonces, existe
un sistema ortogonal completo (base ortonormal) de vectores ortonormales
(€n)n de H consistente en los correspondientes autovectores de A, incluido
los asociados al autovalor \y = 0, caso que lo tuviera.

Demostracion: Del Teorema espectral 6.5.14 se sigue que existe un con-
junto de autovectores ortonormales (finito o infinito) (¢,), tal que

Az = Z M, dn)bn,  Va e H, (6.5.7)

donde n recorre todos los autovalores no nulos ), # 0, incluida su multi-
plicidad.

Como el ntcleo de A, ker A C H (que coincide con el subespacio vecto-
rial generado por los autovectores correspondientes a Ay = 0) es a su vez
un espacio de Hilbert separable (ker A es cerrado —Ejercicio 4.15- y por
tanto completo —Teorema 3.5.14— y separable —Ejercicio 3.4.7-) existird
un sistema (numerable) ortonormal completo en ker(A) que denotaremos
por (1), (Teorema 5.2.9). Dicho sistema de vectores estard constituido
por los autovectores correspondientes al autovalor Ay = 0. Sea ahora un
autovector cualquiera ¢, correspondiente al autovalor \,, # 0. Entonces
¢, serd ortogonal a todos los 1, y el sistema (¢,,),, serd ortogonal a (,,),,-
Ademas de (6.5.7) se tiene que para todo x € H

A (l’ - Z<x7 ¢m>¢m> = Az — Z<xa ¢m>A¢m = O’

m m

ie,x—> (%, om)Pm € ker A, luego podemos desarrollarlo en serie de
Fourier en la base (v,,),, del subespacio ker A de forma que para todo =z € H
tendremos

T= Y (T bm)bm = D (@, V)t = =D (¥, )b + Z ) Uy

m n m
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i.e., el sistema ortonormal (¢, )., | J(%x )., es un sistema completo (Teorema
5.2.5) de donde se sigue el teorema. ]

Nétese que si denotamos por (¢,,), a la sucesiéon de autovectores orto-
normales (incluyendo la multiplicidad) de A, y por (¢,,)., la base ortonor-
mal del nticleo de A, que coincide con el autoespacio asociado al autovalor
0, entonces el corolario anterior nos dice que cualquier x € H se puede
escribir como combinacién lineal del sistema ortonormal (¢,,), J(¥m)m ¥
por tanto, existe un unico y € A[(A) tal que

xr=y+ Z On)Ons (Y, ) =0, Vn. (6.5.8)

Si denotamos por X, = ker(A) el subespacio vectorial correspondiente al
autovalor cero (o sea, el ntcleo del operador A) y por X, los correspon-
dientes autoespacios asociados a cada autovalor \; — o sea los subespacios
X := ker(A\ I — A)—, entonces el Teorema de Hilbert-Schmidt se puede re-
escribir como la suma directa'”

H=XX0Xo®D - - XD+, (6.5.9)

siendo la suma finita o infinita en funcién de si hay un ntmero finito o
infinito de autovalores distintos.

Otra consecuencia del Teorema de Hilbert-Schmidt 6.5.16 es que todo
operador lineal A : H — H autoadjunto y compacto en H, espacio de
Hilbert separable, se le puede hacer corresponder una matriz (finita o
infinita) que ademds es diagonalizable y en cuya diagonal aparecen los
correspondientes autovalores.

Supongamos ahora que dos operadores A, B € B(H) comparten una
base completa comun de autovectores. Es decir, para todo n se tiene que
Ap, = and, y Bo, = Pnoén. Entonces, (AB — BA)¢,, = 0 para todo n
y, por tanto, (AB — BA) = 0 (ver Problema 6.6). Osea, si dos operadores
comparten una base completa de autovectores, entonces Ay B conmutan.
Como consecuencia del Teorema de Hilbert-Schmidt 6.5.16 se tiene el
reciproco de dicho resultado para operadores autoadjuntos y compactos.

Teorema 6.5.17 Sea H un espacio de Hilbert separabley A, B € B(H) dos
operadores autoadjuntos y compactos. Si Ay B conmutan, entonces ambos

17yéase la Nota 5.2.17 en la pagina 197.
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tienen un sistema completo comun de autovectores.

Demostracion: Sea A\ un autovalor de A y sea X, el subespacio vecto-
rial generado por los autovectores de A correspondientes a A, i.e., X, :=
ker(AI — A), dim X, < +oc. Para todo = € X, tenemos ABx = BAzx =
ABz, i.e., Br es también es un autovector de A correspondiente a \,
Bx € X,, asi que el espacio X, C H es un subespacio vectorial de H
invariante respecto a B y es a su vez un espacio de Hilbert (X,, es un
subespacio cerrado —ver Problema 4.15- y, por tanto, completo —ver Teo-
rema 3.5.14). Como B es autoadjunto y compacto, el Teorema de Hilbert-
Schmidt (Teorema de Hilbert-Schmidt 6.5.16) nos asegura que X, tiene
una base ortonormal de autovectores de B, que ademas son autovectores
de A pues estan en X,. Repitiendo en proceso para cada uno de los subes-
pacios X, de A, incluyendo el caso A = 0, obtenemos la correspondiente
base de autovectores. La unidn de todas ellas es la base comun buscada.m

Teorema espectral para operadores normales y compactos

En este apartado formularemos y probaremos el correspondiente teo-
rema espectral para operadores normales y compactos. Comenzaremos
demostrando dos propiedades importantes de los mismos.

Teorema 6.5.18 Sea H un espacio de Hilbert separable y T € B(H) un
operador normal y compacto. Entonces T tiene al menos un conjunto nu-
merable de autovalores.

Demostracion: Sea 7' : H — H normal y compacto. Como consecuencia
de los Problema 6.2 y 6.23 sabemos que existen dos operadores A, B €
B(H), autoadjuntos, compactos'® y que conmutan entre si, tales que 7' =
A+ iB (ver férmula (6.6.3)). Por otro lado, el Teorema 6.5.17 establece
que existe una base ortonormal completa (z, ), de autovectores (incluidos
los correspondientes al autovalor nulo) comun a los operadores A y B,
i.e, existen la sucesion (finita o infinita) de vectores no nulos (z,), y los
conjuntos de numeros reales'® (finitos o infinitos) (a,,), y (8,). tales que
Az, = apz, v Bx, = pnx,, luego Tz, = (o, + i8,)x, = \yx,. Luego, T
tiene al menos un conjunto numerable de autovalores. ]

18La compacidad se deduce de los Teoremas 6.4.7 y 6.4.11 pues, como vimos en el
Problema 6.2, A= (T'+1T*)/2y B = (T —T%)/2i.

¥Dado que los espacios nulos de A y B pueden ser no vacios, pueden existir vectores
xy, tales que Az = 0y/0 Bxy = 0.




6.5. Teoria espectral 249

Teorema 6.5.19 Sea H un espacio de Hilbert y T € B(H), un operador
normal. Entonces los autovectores correspondientes a autovalores distintos
son ortogonales.

Demostracion: En efecto, sea Tx; = Mz y Txa = Aoxy con Ay # o
Entonces, por un lado tenemos (Tzy, Txo) = (x1, T*Tx3) = |Xo|* (1, T2),
y, por el otro, (Txy, Txy) = (T*Txy,23) = |\i|*(x1, 72). Restando ambas
expresiones obtenemos (|A\;|> — [X2]?){(z1,72) = 0, de donde se sigue el
resultado. |

Una consecuencia del resultado anterior es que, al ser tanto los opera-
dores autoadjuntos como los unitarios casos particulares de los operadores
normales, para ellos también se tendra que los autovectores correspon-
dientes a autovalores distintos son ortogonales, resultado que probamos
antes para el caso de los autoadjuntos en el Teorema 6.5.6.

En la prueba del Teorema 6.5.18 vimos que 7" = A + iB, donde los
operadores A y B son autoadjuntos, compactos y comparten un sistema
ortonormal completo de autovectores cuyos elementos son también auto-
vectores de 7. Denotemos, como en el caso del Teorema espectral 6.5.14,
por (z,), los autovectores correspondientes a los autovalores \,, # 0 no
nulos?® (incluida su multiplicidad) de T, y por (+,,,)., los correspondientes
al autovalor nulo \y = 0 que son una base del ker(A). Con esta notacién
tenemos que T'x,, = A\, xn, A\, # 0y T, = 0.

Entonces, usando que para todo = € H se tiene el desarrollo
T = Z@a Tn)Tn + Z@a V) Ym,

y que T es acotado (luego continuo) obtenemos, para todo = € H, la
siguiente férmula para calcular T'z:

Tx = Z AT, T) T, (6.5.10)

donde la suma recorre todos los autovalores \,, no nulos, incluida su mul-
tiplicidad?!. La férmula (6.5.10) es el andlogo de la férmula espectral
(6.5.2) para los operadores normales y compactos.

20Nétese que A, = 0 siy solo si a,, = 3, = 0, donde «, y 3, son los autovalores de los
operadores Ay B.

21Gi un autovalor es cero, ni dicho autovalor ni sus correspondientes autovectores (que
perteneceran al nucleo de T') apareceran en la suma (6.5.10).
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Noétese ademas que al ser 7' compacto, entonces, por un lado, los au-
toespacios X, = ker(\, —7) del operador T son, para cada A\, # O,
k =1,2,3,..., de dimension finita (Teorema 6.5.10) y, por el otro, que
si la sucesién de autovalores (), es infinita, entonces se puede reorde-
nar de forma que |\,,| "% () (Teorema 6.5.11).

Por otro lado, repitiendo el mismo razonamiento que usamos en la
prueba del punto 1 del Teorema espectral 6.5.14 se puede comprobar que
en la férmula (6.5.10) estan presentes todos los autovalores no nulos de 7'.
Esta cuestién es muy importante pues para obtener la expresion (6.5.10)
hemos usado los autovectores de las componentes cartesianas Ay B de T’
y podria ocurrir que existiesen otros autovalores de 7" no nulos distintos a
ellos.

Finalmente, usando el mismo razonamiento que usamos para probar
el punto 3 del Teorema espectral 6.5.14 obtenemos que la dimension del
ker(Apl — A), \p #0, k=1,2,3,..., es el numero de veces que aparece \
en la formula (6.5.10) (es decir, la multiplicidad del autovalor \;).

De esta forma tenemos el siguiente resultado para los operadores nor-
males y compactos:

Teorema 6.5.20 (Teorema espectral) Sea H un espacio de Hilbert sepa-
rable y T € B(H) un operador normal y compacto. Entonces existe una
sucesion numerable (finita o infinita) de autovectores ortonormales (z,,),
de T cuya correspondiente sucesion de autovalores no nulos denotaremos
por (\,), tales que, para todo x de H, Tz se puede calcular por la for-
mula (6.5.10) donde n recorre todos los autovalores no nulos, incluida su
multiplicidad. Ademds, se tiene que:

1. En (6.5.10) aparecen todos los autovalores de T.

2. Sila sucesidn de autovalores no nulos (\,,), es infinita se puede reor-
—
denar de forma que |\,| == 0.

3. Los correspondientes espacios vectoriales ker(\,I —T), \, # 0, \, #
0, n =1,2,3,... son de dimension finita, siendo dicha dimension el
numero de veces que aparece un mismo A, en la formula (6.5.10).

Esta claro de la prueba del teorema anterior, que el conjunto de to-
dos los autovectores de un operador normal y compacto 7" € B(H), H
espacio de Hilbert separable, incluido los asociados al autovalor A = 0,
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constituyen una base completa de vectores ortonormales de H. Es decir,
se tiene también la descomposicion (6.5.9). Otra consecuencia del Teore-
ma espectral 6.5.20 es que todo operador normal y compacto también se
puede escribir de la forma (6.5.6).

Antes de terminar este apartado conviene hacer una aclaracién. El
lector avispado recordara el Ejemplo 6.2.9, donde estudiamos el opera-
dor definido por (6.2.5). Si comparamos (6.2.5) con (6.5.2) podemos
ver que, efectivamente, existen operadores no necesariamente autoadjun-
tos (o normales) y compactos que admiten una representacion del tipo
(6.2.5). En el caso del Ejemplo 6.2.9 basta que p,, 4 0 cuando n — oo
para que no sea compacto, o que alguno de los x,, no sea real para que no
sea autoadjunto. De hecho, se puede probar una representacién similar a
(6.2.5) para operadores autoadjuntos acotados (no necesariamente com-
pactos) e incluso no acotados. El lector interesado puede consultar, por
ejemplo, [10, Capitulos 9 y 10] o [21, Capitulo 13].

Finalmente, queremos hacer notar que el Problema 6.32 muestra una
aplicacion interesante del Teorema espectral 6.5.14. De hecho, como mues-
tran los Problemas 6.33 y 6.34, es suficiente con saber que existe una
descomposicién del tipo (6.5.5) para poder resolver un sinniimero de pro-
blemas interesantes.

6.6. Problemas

Problema 6.1 Sea T, T': L ; + Li, , el operador integral del proble-
ma?? 4.9:

1
y="Tu, y(t) = / k(t, 7)x(T)dr, (6.6.1)
0

con k(t, 7) continua en el cuadrado [0, 1] x [0, 1]. Demuestra que el adjunto
de dicho operador es el operador 7% : C([0, 1]) — C([0,1]), z = Tz

A(t) = /O () 6.6.2)

Luego T* = T siy solo si k(7,t) = k(t, 7).

2
[0,1]

2

22Recordemos que por L o.1]-

denotamos el completamiento del espacio C
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Solucidn: Usando el Teorema de Fubini tenemos

(T, y) = /0 1 ( /0 1k(t,r)x(7)d7) JBdt = /0 1 /0 'kt () g drdt

= /01 x(T) (/01 k(t,T)y(t)dt) dr = (x,T"y) = setiene (6.6.2). m

Problema 6.2 Sea H un espacio de Hilbert y 7" € B(H). Entonces existen
dos tinicos operadores autoadjuntos®® A, B de H en H tales que

r+r p_I-1 (6.6.3)

T—A+iB A=
b, 9 2

Solucién: Como 7' es un operador lineal y acotado en un espacio de Hilbert,
existe su adjunto 7™*. Un cdlculo directo usando la Proposicién 6.1.4 se tiene que
los operadores A y B definidos mediante la formula anterior son efectivamente
autoadjuntos. Probemos que la descomposicién T' = A + ¢B es tnica. Para ello
supongamos que existen otros operadores autoadjuntos A # Ay B # B tales que
T = A+iB.Entonces T* = A*—iB* = A—iB, luego T+T* = 2AyT—T* = 2B,
de donde se sigue que A = Ay B = B, lo cual es una contradiccién. ]

Problema 6.3 Sea H un espacio de Hilbert, 7 € B(H) y A € B(H) un
operador autoadjunto. Prueba que 7* AT es autoadjunto.

Solucion: Es inmediato de la definicién de operador autoadjunto y la propiedad
7 de la Proposicion 6.1.4. [ |

Problema 6.4 Sea H un espacio de Hilbert y A € B(H). Se dice que A
es antihermitico si A* = —A. Prueba que A es antihermitico si y solo si el
operador B = iA es hermitico (autoadjunto).

Solucién: Si A* = — A, entonces multiplicando por i y usando la Proposicion
6.1.4 tenemos (1A)* = iA, luego B es autoadjunto. Que B autoadjunto implica
que A es antihermitico es inmediato. ]

Problema 6.5 Sean U,V : H — H, dos operador unitarios en un espacio
de Hilbert H # {0}. Prueba que

23A la descomposicién (6.6.3) se denomina descomposicién cartesiana de un operador.




6.6. Problemas 253

1. U es una isometria, i.e., |[Uz|| = ||z|| para todo = € H.
2. [|U]| = 1.

3. Suinverso U~! es unitario.

4. UV es unitario
5

. U es normal.

Solucién: Recordemos que U es unitario si U* = U~!. Para probar 1 tenemos
lUz||* = (Uz,Uz) = (2,U*Uz) = (2,U"Uz) = (z,z) = |[].

2. Se sigue de lo anterior pues |Uz||/|z|| = 1, para todo z € H \ {0}. Veamos 3.
Como U es biyectivo U ! lo es, ademds, como U es unitario

U—l —U* = (U—l)* _ (U*)* —U = (U—l)—l = (U_l)_l — (U_l)*.

4. (UV)*(UV) = (VUH(UV) = V¥*(U*U)V = V*V = I. 5. Como U~! = U*¥,
entonces U*U = UU* = 1. ]

Problema 6.6 Sea (¢,), una base completa del espacio de Hilbert H y
sean dos operadores lineales y acotados A, B definidos sobre H. Prueba
que si A¢,, = B¢, para todo n, entonces A = B.

Solucidn: Sea = € H cualquiera y sea (¢, ), una base completa de H. Definamos
el operador C' = A — B, que es lineal y acotado (luego continuo). Ademads C' es
tal que C'¢,, = 0 para todo n. Pero entonces, cualquieraseax € H, x = ) ©,,¢n,
luego Cx = C), xnpp = >, 2nCop = >, xn - 0 = 0 (donde hemos usado la
continuidad de (). Luego C' = 0y, por tanto, A = B. |

Problema 6.7 Sean (e,), y (f.). bases ortonormales de los espacios de
Hilbert H y H’, respectivamente y sea A : H — H' lineal y acotado.
Prueba que la serie Y >~ ||Ae,||* converge si y solo si lo hace la serie
S A% f,.]]%, en cuyo caso se tiene que

D Al =D (A full” (6.6.4)
n=1 m=1

Deduce, de lo anterior, que la cantidad )7 | ||Ae,||? es independiente de
la base ortogonal (e,,), escogida.
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Solucién: Como A € B(H, H'), entonces existe el operador adjunto, A* € B(H', H)
y se tiene (6.1.1), para todo x € H e y € H'. Usando la identidad de Parseval
(5.2.5) en H con z = A*f,, y ¢, = e,,, tenemos, para todom =1,2,3,---,

[ Z!A*fm,ek =" [ fins Aer)'| Z\Aek,fm . (6.6.5)
k=1

donde en la ultima igualdad hemos usado la propiedad de simetria del producto
escalar. Andlogamente, la identidad de Parseval en H' nos da

1Aeal? = |(Aen, £3)'|
j=1

Sumando en m en (6.6.5) y usando la expresion anterior obtenemos

N [SSIEC)
DA ol = ZZ\ Aeg, ) |7 < D0 [(Aex, fin)'] ZHAenH2
m=1 m=1 k=1 m=1 k=1

De lo anterior se sigue que si, > -7, |
también lo es. Por otro lado,

N oo o
> lAeq|? = ZZ\ Aen, f5)'| Z [(Aen, £3)'] Z |A* fin| %,
n=1 j=1

n=1 j=1 n=1

| Aen|* < oo, entonces Y o [|A* fin]]? < oo,

donde para la tltima igualdad hemos usado (6.6.5). Luego, si > o_, [|A* fin ||* <
oo, entonces Y oo, [|Ae,||? < oo. Tomando N — oo en las dos desigualdades
anteriores obtenemos las desigualdades

DAl <Y M Aenl® v Y I Aenl® < Y 1A full?,
m=1 n=1 n=1 m=1

respectivamente, de donde se sigue (6.6.4).

Probemos ahora que la suma Y >° , || Ae,||? no depende de la base escogida.
Sea (e,), otra base ortonormal de H distinta de (e,),. Entonces, si aplicamos la
igualdad anterior primero a las bases (¢€,), ¥ (fn)n, ¥ luego a las bases (f,,)n y
(en)n, deducimos que

Dol =D A full? =D 1 Aenl?
n=1 m=1 n=1

luego, la cantidad > °° , ||Ae,|* es independiente de la base ortonormal (e;,),,
escogida. [ |
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Problema 6.8 Sea A : H — H’ un operador lineal y acotado, H y H' espa-
cios de Hilbert. Se dice que A es un operador del tipo Hilbert-Schmidt?* si
existe una base ortonormal completa (¢,), en H tal que > >, [[A¢,||* <
+00. Prueba que:

1. El espacio de todos los operadores del tipo Hilbert-Schmidt son un
subespacio vectorial del espacio B(H, H') de los operadores lineales
y acotados, i.e, prueba que si A y B son del tipo Hilbert-Schmidt,
entonces A + B y AA también lo son.

2. A es del tipo Hilbert-Schmidt si y solo si A* lo es.

Solucidn: 1. Para probar que la suma A + B es del tipo Hilbert-Schmidt usamos
que
I(A+ B)pnll* = [|Apn + Boul> < 2(| Adnl| + | Bonl?),

que se sigue directamente de la ley del paralelogramo (5.1.3) tomando a = A¢,
y b= Béy, y, por tanto, la serie Y °° | ||(A+ B)¢, ||> converge. Que AA es del tipo
Hilbert-Schmidt es inmediato ya que |[(AA)d,|| = |A|||Adn]|-

2. Basta usar el resultado del Problema 6.7. n

Problema 6.9 Prueba que el operador integral 7" del Problema 6.1, cuan-
do k(t, ) satisface la condicién

1 1
/ / |k(t, 7)]2dtdT < 400, (6.6.6)
o Jo
es un operador del tipo Hilbert-Schmidt (ver Problema 6.8).

Solucidn: Sea (¢,), una base ortonormal de L[ZOJ].

1 R
(Tn)(t) = / Bt 7)6n(T)dr = (ke ),

donde k(1) := k(t,7), es decir, consideramos ¢ como un pardmetro y 7 es la
variable. Ahora bien, (¢,), es a su vez una base completa?® de L[20 1 asi que

24Como hemos visto en el problema anterior 6.7 la suma > -, || A¢,||? es indepen-
diente de la base.
25Esto es consecuencia, por ejemplo, del apartado 4 del Teorema 5.2.5.
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usando la identidad de Parseval (5.2.5) para la funcién k;, como funcién de 7,
tenemos

= 2 = ! T\ |2 _ ! — T\ |2 _ ! 2
5 176l Z/ \<kt,¢n>rdt/0 (;\<kt,¢n>r>dt/0 o2l

:/01 (/01 kt(r)|2d7) dt = /01 /01 ke (7)[Pdrdt < +00.

Noétese que en la secuencia de igualdades hemos intercambiado la serie con la
integral, lo cual no es obvio en general, no obstante si k(¢,7) es una funcién
continua en un compacto (como es el caso) es cierto, o si k(t,7) es integrable
podemos usar el Teorema de la convergencia dominada. Finalmente, para la ulti-
ma igualdad podemos usar el Teorema de Fubini que nos asegura que si se tiene
(6.6.6), entonces k; € L[20,1] y ademas se tiene la ultima igualdad de la expresién
anterior. |

Problema 6.10 Prueba que si A € B(H) es autoadjunto, entonces cual-
quier polinomio con coeficientes reales de A, i.e., P,(A) = aol + a1 A +
<ot a, A", ag, ..., a, € R, también es acotado y autoadjunto.

Solucion: Es inmediato del Ejercicio 6.2.3. ]

Problema 6.11 Prueba que si A € B(H), H espacio de Hilbert, entonces
N (A) = (J(A*))*L. Es decir, el (espacio) nticleo de un operador lineal acota-
do coincide con el complemento ortogonal de la imagen (rango) de su adjun-
to A*.

Solucién: Como A € B(H), entonces existe el adjunto A* de A. Sea x € A(A),
i.e., Az = 0. por tanto,
(z, A%y) = (Az,y) =0,

i.e., si x € A\(A), entonces x| A*y para todo y € H y, por tanto, z € (J(A*))*,
luego, A\[(A) C (J(A*))*. Por otro lado, si xLJ(A*), entonces

Vy e H, 0= (z,A"y) = (Az,y) = (punto 4 del Ejercicio 5.1.2) Az =0,
ie., r € N(A), luego (J(A*))+ C A(A), de donde se sigue el resultado. ]
Problema 6.12 Sea H un espacio de Hilbert sobre C,y A € B(H). Se dice

que A es positivo si (Az, z) > 0 para todo z € H y se denota por A > 0.
Prueba las siguientes afirmaciones:
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[

. Si A > 0 entonces A es autoadjunto (ver Teorema 6.2.2).
SiA>0,B>0,ya>0,entonces A+ B >0y aA>0.
SiA>0yT € B(H), entonces T*AT > 0.

Cualquiera sea A € B(H), A*A > 0.

o &> b

Sean A, B € B(H) talesque A > 0, B> 0y A+ B = O, entonces
A = B =0 (O es el operador nulo del Ejemplo 4.4.3).

6. Si A > 0 entonces, para todos x,y € H se cumple

[(Az, y)|* < (Az, 2)(Ay, y).

7. Si A > 0, entonces Az = 0 siy solo si (Az,z) = 0 (usa el punto
anterior).

Ayuda para probar 6: Usa que A > 0, i.e., (Av,v) > 0, para todo v € H. Elige
v =1x + A Az,y)y, con A € Ry razona como en la prueba del Teorema 5.1.6.

Solucidn: 1. Si A es positivo, entonces (Ax,z) > 0, o sea (Ax,x) € R. Enton-
ces el Teorema 6.2.2 nos asegura que A es autoadjunto. No obstante daremos

una prueba general que no necesita del Teorema 6.2.2. Por un lado tenemos la
identidad?®

(o) = 3 (46 + )+ 9) = (Al =)o)

+i[(Az +iy),z +iy) — (A(z — iy), 2 — iy>]>,

y, por el otro, intercambiando z e y, obtenemos

() = 1 (1A + 2).y + ) = (Al = ), - )]
FilAly i)+ i)~ Al — i)y i)

- i([(A(x +y)z+y) — (Al —y),z —y)]

—i[{(A(z +iy), 2 +iy) — (A(zx —iy), = — iy>]> = (Az,y).

26Cuya comprobacién, que es directa usando las propiedades del producto escalar (ver,
e.g., la ecuacion (6.2.1)), dejamos como ejercicio al lector.
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La ultima igualdad se sigue de comparar el valor obtenido de (Ay, x) con en valor
de (Az,y) obtenido antes pues, por hipdtesis, las expresiones entre corchetes, son
reales (recuérdese que (Az, z) > 0 para todo z € H, en particular para z = = + iy
y z = x £+ y). Luego tenemos,

(Az,y) = (Ay,z) = (z, Ay),

de donde se sigue que A = A*.
2. ((A+ B)x,z) = (Az,x) + (Bz,z) > 0, ((al)z,z) = a(Az,x) > 0.
3.(I" ATz, x) = (ATz,Tz) = (A(Tx),(Tz)) = (Az,z) > 0.
4. (A*Azx,x) = (Azx, Az) > 0.
5. Se sigue de

0={((O)x,z){(A+ B)x,x) = (Azx,x) + (Bx,z) > 0,

pues, por hipétesis, para todo x € H, (Az,x) > 0y (Bx,z) > 0, luego (Az,z) =0
y (Bz,z) = 0 para todo = € H, y del corolario 6.2.7 (pues por el punto 1 Ay B
son autoadjuntos) se sigue que A y B son el operador nulo.

6. Efectivamente, calculamos (Av,v) > 0, con v = =z + A(Az,y)y, y A € R

0 < (Av,v) = (Az, ) + N2|(Az,9)|*(Ay,y) + A((Am,y)(Ay,x) + (Az, y)(Az, y>)

Como A es positivo, entonces es autoadjunto (ver punto 1), luego (Ax, y)(Ay, x)
(Az,y)(z, Ay) = (Azx,y)(Az,y), de donde tenemos

N|(Az, y) [P (Ay, y) + 2M\[(Az,y)|* + (Az,z) > 0.

El miembro derecho de la desigualdad anterior es un polinomio en \ de grado 2,
asi que su discriminante ha de ser menor o igual a cero, luego

Al(Az, )" < 4|(Az, y)[*(Ay, y)(Az, z),

de donde se sigue el resultado®’.

7. Si Az = 0 es obvio que (Az,x) = 0. Si (Az,z) = 0, entonces el punto 6
anterior nos dice que, para todo y € H, (Az,y) = 0, luego el punto cuatro del
Ejercicio 5.1.2 implica que Az = 0. [ ]

Problema 6.13 Prueba que el operador 7" definido en el Ejemplo 6.2.9 es
positivo si y solo si para todo n, i, > 0. Otro ejemplo de operador positivo
es el operador multiplicacién (ver Ejemplo 6.5.4) cuando f(t) > 0 en [a, b].

27Se asume que A # O.
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Solucion: Usando las expresiones (6.2.4) y (6.2.7) obtenemos que, para todo
x e H,

0o
<Tx7 :E> = Z :uk|ck|2’
k=1

de donde se sigue que, si u;, > 0 para todo k, T es positivo. Por otro lado, usando
(6.2.3), y teniendo en cuenta que T > 0, tenemos que, para todo n € N,

0< <T¢na ¢n> = Un,

de donde se sigue el resultado. Para el caso del operador de multiplicacion

b
(Ta.a) = [ F@)lato)Par >0,
si f(t) > 0en [a,b]. |

Problema 6.14 Sea H un espacio de Hilbert, A, B € B(H) y A (o B)
compacto. Entonces los operadores AB y BA son compactos.

Solucién: Sea (z,,), una sucesién acotada de H. Como B es acotado, entonces
la sucesiéon (Bxy,),, es acotada y como A es compacto, de la sucesion (ABxy,), se
puede extraer una subsucesién convergente, luego AB es compacto. Sea ahora
(z5)n una sucesion acotada de H. Como A es compacto, existe una subsucesion
(Azp, )i de (Azy), que converge. Ahora bien, B es acotado, luego es continuo
(ver Teorema 4.4.18), por lo que la subsucesién (BAz,, ), converge, luego BA
es compacto. [ |

Problema 6.15 Sea A € B(H), H espacio de Hilbert, y J(A) = H. Prueba
que si A tiene inverso, y dicho inverso es acotado, entonces el adjunto A*
es invertible y (A*)~! = (A~')*. Si ademds, A es autoadjunto, entonces
A~! también lo es.

Solucién: Probaremos que (A~1)*A*z = A*(A~!)*z = z para todo z € H de
donde se deduce el resultado. Sea y € H cualquiera, entonces, como A~! es
acotado, existe (A~1)*, y, por tanto

(y, (A1) Arz) = (A7ly, A*a) = (AA7 Yy, 2) = (y,2)
= (A7 Ay, a) = (Ay, (A7) "z) = (y, A*(A71)"z),
de donde, usando la propiedad 4 del Ejercicio 5.1.2 se sigue que (A~!)*A*z =

xr = A*(A71)*z. Si A es autoadjunto, entonces A = A*, luego (A71)* = (A*)~! =
A~1 luego A~! es autoadjunto. n
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Problema 6.16 Prueba que si A € B(H) es compacto y H es de dimension
infinita, entonces, si existe el inverso de A, A~! no puede ser acotado.

Solucién: Supongamos que A es invertible y su inversa A~!, es acotada. Enton-
ces, AA™t = A='A = I. Pero por el Ejercicio 6.14 sabemos que si A es compacto
entonces AA~!'y A~ A tienen que ser compactos, pero I, no es compacto cuando
H es de dimensidn infinita (ver Ejercicio 6.4.3). n

Problema 6.17 Prueba que A : H — H, H espacio de Hilbert, es compacto
siy solo si A*A es compacto.

Solucién: Si A es compacto, A* es compacto (por el Teorema 6.4.11) luego su
producto es compacto (basta con que A* sea acotado, ver Problema 6.14). Supon-
gamos que A*A es compacto y sea (z,), una sucesién acotada. Entonces existe
una subsucesion (yi); de (x,), tal que (A*Ayy), es convergente y, por tanto,
de Cauchy, i.e., si n,m, son lo suficientemente grandes, ||A*Ay, — A*Ay,,| <
e/(2M), donde M = sup,, ||yx||- Entonces, si n, m son lo suficientemente grandes,

HAyn - Aym||2 = <A(yn - ym),A(yn - ym)> = <A*A(yn - ym)a Yn — ym>
<A AWn — Ym) Mlyn — ym < 2M[[A* Ay — ym) || <e,

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. O sea, (Ayy)r es de
Cauchy, luego es convergente pues H es completo. [ ]

Problema 6.18 Prueba que si A es un operador del tipo Hilbert-Schmidet,
entonces es compacto. El reciproco no es cierto. Encuentra un ejemplo de
operador compacto que no sea de Hilbert-Schmidt.

Solucidn: Sea A un operador de tipo Hilbert-Schmidt (ver Problema 6.8) y sea
(en)n una base ortonormal de H. Entonces, x = > (z,ep)e,. Definamos la
sucesion de operadores Ay : H — H

[eS) k
Apz = Ay, (Z(m, en)en> = Z<$, en)Aen,.

n=1 n=1

Nétese que A; definidos de esta manera son operadores de rango finito pues
dimJ(Ag) < k, para cada k € N, y por tanto compactos (ver Ejercicio 6.4.9).
Probemos que Ay — A cuando k — oo en la norma de operadores, luego por el
Teorema 6.4.10, A es compacto. Tenemos que

o0

Az —Apr= > (z.en)en = (A= Azl < D [z, en)||Aenl.
n=k+1 n=k+1
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Usando la desigualdad de Holder (3.7.3) con p = 2,

( > |<$’en>|2> ( > ||A€n|2>
n=k+1 n=k+1
(Z\(x&wlz) ( > \AenHQ) |w|!2< > HAenH2> :

n=k+1 n=k+1

1(A = Ap)z|

IN

IA

donde, para la ultima desigualdad hemos usado la identidad de Parseval (5.2.5).
Luego, tomado el supremo en ||z|| = 1 obtenemos

1
o) 2
|A— Azl < ( > |]Aen\2> —0, k— oo,

n=k+1
pues >, . [[Aen||* es la cola de la serie convergente Y _>° , || Ae,||* ya que A es
un operador de tipo Hilbert-Schmidt.

Sea el operador T : /2 + ¢? definido en el 6.2.9. Si i, — 0, T es compacto
(véase el Problema 6.19). Sea la sucesion (pn)n, pin = 1/4/n — 0. Dado que
S0 T nl? = >°2° , 1/n diverge, T no puede ser de tipo Hilbert-Schmidt. m

Problema 6.19 Prueba que el operador 7" definido en el Ejemplo 6.2.9 es
compacto si y solo si p,, — 0.

Solucioén: Sea (¢y,),, una base ortonormal de H completa de H. Si 7" es compacto,
entonces por el Teorema 6.5.9, T'¢,, — 0, luego, como T'¢,, = iy Pn, i, — 0.

Supongamos ahora que p,, — 0 cuando n — oo. Entonces, podemos definir
una sucesion Ty, de operadores de rango finito y, por tanto, compactos (véase
Ejercicio 6.4.9), similar a la usada en el Ejemplo 6.18, i.e.,

0o k
Tkm = Tk <Z<xa¢n>¢n> Z<$ (bn T¢n - Zﬂn X ¢n an

n=1 n=1

Entonces

o0
T -ToelP < S Pl o) < (sugmnr?)Zm
n>

n=k+1 n=1
< 2 2 _ < 2
< | sup |l ) lzlI* = T =Tkl < { sup|pal” ) -
n>k n>k

Pero como i, — 0, entonces sup,,~, |un|?> — 0, de donde, por el Teorema 6.4.10,
se deduce el resultado. [ ]
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Problema 6.20 Prueba que el operador 7' : L) ;) — L, ;, definido en el

Problema 6.1, es compacto si se cumple la condicion (6.6.6). Ayuda: Usa
los Problemas 6.9 y 6.18.

Problema 6.21 Sea A : H — H, H, espacio de Hilbert real, un operador
autoadjunto. Prueba, sin usar el Corolario 6.2.7, que si (Az,z) = 0, para
todo x € H, entonces A = O, i.e, A es el operador nulo.

Solucidn: En general, el resultado se sigue del Corolario 6.2.7. Si H es un espacio
de Hilbert complejo, entonces podemos usar el Lema 6.2.1. Hagamos una prueba
directa cuando H es real. Notemos que, para todos z,y € H, tenemos, definiendo
el vector v = = + y, que

0= (Av,v) = (A(z +vy),z+y) = (Az,x) + (Ay,y) + (Az,y) + (Ay, x)
= (Az,y) + (Ay, x) = (Az,y) + (z, Ay) = (Az,y) + (A2, y) = 2(Az,y).

Luego, por la propiedad 4 del Ejercicio 5.1.2 tenemos que Ax = 0 para todo
x € H, luego A es el operador nulo A = ©. [ |

Problema 6.22 Prueba que un operador acotado 7" : H — H, H, espacio
de Hilbert es normal si y solo si || 7x|| = ||T*«|| para todo x € H.

Solucion: En efecto, si 7" es normal T7T* = T*T, luego, para todo x € H,

TT*=T*T (

|Tz||? = (Tx, Tz) = (T*Tz, z) TT*z,z) = (T*z, T*z) = | T*z|°.

Noétese que si para todo = € H, |Tz|| = ||T*z|| entonces, de la desigualdad
anterior deducimos que

|Tz||? = (T*Tz,z) = (TT*z,2) = |T*z||* = (T*T-TT*)x,xz) =0, VzcH.

Pero el operador A = (T*T —TT*) es autoadjunto pues A* = (T*T)* — (TT*)* =
T*T — TT* = A, luego el Corolario 6.2.7 implica A = ©, de donde se sigue que
T*T =TT*,i.e., T es normal. [

Problema 6.23 Prueba que un operador acotado 7" : H +— H, H, espacio
de Hilbert, es normal si y solo si los operadores autoadjuntos A y B de su
forma cartesiana (6.6.3) conmutan, i.e., AB = BA.
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Solucidén: Usando (6.6.3) tenemos
TT* =A%+ B> +i(BA— AB), T*T =A?>+B?—-i(BA—AB) =
TT* — T*T = 2i(BA — AB).

Luego, si T' es normal 7T7* = T*T por tanto AB = BA, y si AB = BA, entonces
TT* =T*T. ]

Problema 6.24 Prueba quesi 7 : H — H, T' € B(H), H espacio de Hil-
bert, es normal, entonces ||7"| = ||T||", n € N.

Solucién: Asumiremos que no es el operador nulo 7" # ©. Estd claro que || 77| <
|T||™ (ver Problema 4.13). Probemos que || 7| > ||T||", de donde se seguiria
el resultado. Para ello probaremos que ||[7"z|| > ||T«x|", para todo x € H con
|z|| = 1. Como el operador T es acotado, T™* lo es y, por tanto, 7*7 también.
Nétese que

|Tz|* = (Tw, Tx) = (T*Tz,z) < ||T*Tal||z]| = |T*(T2)| = |T%],

donde hemos usado que ||z| = 1 y ademds que como 7' es normal, entonces
|Ty|| = ||T*y|| para todo y (ver Problema 6.22). Estd claro de lo anterior que
|IT"z| > ||Tz||™ para n = 1,2. Supongamos que es cierto para n = m, i.e.,
|T™z| > | Tx|™, y probémoslo para n = m + 1. Supongamos que no para todo
x € HTx = 0 (si no, seria el caso trivial " = ©). Para todo = € H tales que
Tz # 0 definamos el vector y = Tz/||Tz| € H, ||y|| = 1. Tenemos, usando la
hipétesis de induccién ||[T™y|| > ||Ty||™, que

[T = Tl | Ty > (Tl [Ty = | T T2 > (T T2
= |7z,

de donde se sigue que || 7"x|| > ||Tx||", luego (recordemos que ||z| = 1) ||T"|| >
|7][" 3, por tanto || 77| = |Tz|". .

Problema 6.25 Sea X un espacio de Banach y A € B(X). Entonces, la
resolvente p(A) es un abierto de C y el espectro o(A) es un compacto de
C contenido en el disco cerrado D = {z; |z| < ||A]|}.

Solucioén: Sea un )¢ cualquiera perteneciente al conjunto resolvente p(A), en-
tonces existe el operador Ay, := (Aol — A)~1. Sea \ € C cualquiera. Un célculo
directo nos muestra que

T—MNI—A) A=A =N -NNI-4) =
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Sy:=1T—(Ng— Aol —A)7 =N\l — A"\ - A).

Por otro lado, para todos los \ tales que |A — A\g| < 1/|| Ay, ||, se tiene que
10 = Mol = A) 7 = 10 = AlllAx || < 1.

Luego, por el Teorema 6.3.2, para todos dichos X el operador S, es invertible y,
por tanto, el operador A\]—A = (Ao —A)S) también lo serd, i.e., dichos A € p(A).
Es decir, para todo \g € p(A) existe una bola abierta B(\,1/||Ax,l]) € p(A)
centrada en )\, luego p(A) es abierto. Como o(A) = C\ p(A), o(A) es cerrado.

Puesto que o(A) es cerrado, para demostrar que es compacto basta probar
que es acotado (ver Teorema 4.3.8). Para ello procederemos como sigue: escoja-
mos A tal que |A\| > ||A||, entonces, por el Teorema 6.3.3 (A — A) es invertible.
Luego, dichos A\ ¢ o(A),i.e.,0(A) C D = {z; |z| < ||A||}. Nbtese que la acotacién
de o(A) también se sigue directamente del Ejercicio 6.5.5. ]

Problema 6.26 Sea H un espacio de Hilbert, sea A : H — H un operador
lineal en H y sea o(A) el espectro de A. Prueba que

1. 0(A) = o(A*).
2. oA ={\1:0#£ ) ea(A)}.
3. [o(A)]* =0(A"), paran =1,2,3,....

Solucién: Para el primero usamos que (A — A\I)* = A* — M, de donde se sigue
el resultado. Para la segunda implicacién tenemos que, si existe A~!, entonces

(A7L = AI) = —xA~1A - \71D),

luego A € (A1) siysolosi A7t € o(A).

Veamos la tercera. Para ello notamos que
AT — A" = (NI XNP2A 4 MNAPT2 AT (AT - A).

Probemos que si (A\]—A) no es invertible, entonces A"/ — A" tampoco lo serd. Para
ello usaremos que un operador es invertible si y solo si su nticleo solo contiene
el elemento = = 0 (ver Teorema 4.4.9). Dado que Al — A no es invertible, existe
x # 0 tal que (A — A)z = 0, y por tanto, para ese x, (\"I — A")x = 0. Luego
A" € o(A™), y, por tanto, [o(A)]" C o(A™). Por otro lado, sea p1 € o(A") y sea
A alguna de las raices n-ésimas de u, entonces de la factorizacién anterior se
sigue que al menos alguna de dichas )\ esta en el espectro de A, A € o(A), luego
a(A™) C [o(A)]™. [ ]
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Problema 6.27 Sea el operador lineal A : H — H, H espacio de Hilbert, y
sea A un autovalor del mismo. Prueba que si A es positivo, entonces A > 0
y si A es unitario entonces |\| = 1.

Solucidn: Si A es positivo, entonces 0 < (Az,z) = A||z||, luego A > 0. Si U es
unitario, ||z||?> = |Uz|? = |\|?||=||?, de donde se sigue el resultado. n

Problema 6.28 Sea T' € B(H) un operador normal, H espacio de Hilbert.
Entonces Tx = Ax siy solo si T*x = Ax.

Solucion: Sea 7' : H — H normal. Como el conjunto de los operadores normales
es un subespacio vectorial de B(H) (ver Ejercicio 6.2.3), entonces 7" — Al es
normal. Usando el resultado del Problema 6.22 se tiene que, para todo x de H,

1Tz = Azl = (T = AD)z|| = [(T* = AD)z|| = [Tz = Xz =

| Tz — Az|| = 0 siysolosi ||T*z — Az|| = 0, de donde se sigue el resultado. =

Problema 6.29 Prueba que un operador lineal acotado es de proyeccion
(ver Problema 5.12) si y solo si es autoadjunto e idempotente.

Solucidn: Si P es de proyeccion sobre un cerrado M C H, P es lineal, acotado
e idempotente (ver Problema 5.12). Probemos que P es autoadjunto. Para ello
notemos que, por definicién, si z € H entonces, x = y+y*, cony € M, y- € M+,
Pr=vy,ysiz€e€H, z=w+w", we M, w- € M+, Pz = w. Entonces, para
todos z,z € H,

(Px,z— P2) = (y,w) =0, puesye M, w-e M.
Probemos que P = P*. Para ello notamos que

(Px,z) = (Px,Pz) + (Px,z — Pz) = (Px, Pz) + (v — Pz, Pz) = (x, Pz).
T/ T

Supongamos que P : H — H es autoadjunto e idempotente. Definamos el con-
junto M = {x € H: Px = z}. Esta claro que M es no vacio (x = 0 € M). Como
P es acotado, entonces P es continuo, asi que si z,, — z, se tiene Pz, — Px.
Sea la sucesién (x,), € M. Entonces z,, = Pz, — Px = z, luego z € M, luego
M es cerrado. Ahora bien, Pz € M, pues P2z = P(Pxz) = Pz (es idempotente),
luego Py =y, y = Px € M. Probemos que x — Pz € M, luego para todo € H
tendremos que z = y + y*, y = Pxr € M y y~ € M*, ie., P es de proyeccién
sobre el espacio M. Sea z € M cualquiera. Entonces

(x — Px,z) = (x,z) — (Px,2) = (x,2) — (z, Pz) = (x,2) — (z,2) =0,

pues P es autoadjunto y Pz = z, por construccion. [ ]
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Problema 6.30 Sea A : H — H, H espacio de Hilbert, un operador lineal
autoadjunto y compacto y sea P, el operador de proyeccién al subespacio
de los autovectores asociados al autovalor \,. Prueba que para todo n,
AP, = M\, P,. Usando lo anterior prueba que para k = 1,2,..., Az =
>, AFP,x para todo x € H. De hecho se tiene que A* =" AeP,.

Soluciéon: Que AP,z = \,P,z, para todo x € H, se sigue directamente de
(6.5.3). Luego, para todo =z € H, ||[(AP, — A\, P,)z|| = 0, lo que significa que
AP, — Ap Pl = supyzj=1 [[(AP, — AnP)z|| = 0, luego AP, — A\, P, = 0, en la
norma de operadores. Para la segunda parte, basta notar que,

A%r = A(Az) = A (Z /\n<x,mn>xn> = Z Anlx, xp) Az, = Z Nz, a2,

donde hemos usado la formula (6.5.2), la continuidad de A y que Az, = A\, .
Para el resto de las potencias A* se procede de forma andloga mediante induc-
cién. La convergencia en norma de operadores de que A* = >~ A\ P, se demues-
tra de forma analoga a como se hizo para demostrar (6.5.6) (el caso infinito, pues
en el caso de una suma finita es similar al primer apartado del problema). Esta
claro ademds que todos los operadores A* son autoadjuntos y compactos (épor
qué?). [

Problema 6.31 Sea A : H — H, H espacio de Hilbert, un operador li-
neal autoadjunto y compacto. Prueba que si para cierto k € N, A* = ©
(operador nulo), entonces A es el operador nulo. Ayuda: Prueba que A* es
autoadjunto y compacto y usa el Teorema espectral 6.5.14 para probar que todos
autovalores de A* son cero, de donde se deduce, de nuevo usando el Teorema
espectral que A = O.

Solucién: Que A* es autoadjunto se deduce de la Proposicién 6.2.4 y que es
compacto del Problema 6.14. Como A* = ©, entonces los autovalores y,, de A*
son los mismos de ©, pero para © obviamente la ecuacion ©x = 0 = u,z tiene
como unica solucion yu,, = 0 para todo = # 0 de H. Pero entonces, usando (6.5.2),
y razonando como en el problema anterior

Az = Z Anlx, xp) Ty = Ak = Z)\Z<$,$n>$n,

donde )\, son los autovalores de A, entonces 0 = j,, = A\¥, luego los autovalores
de A son todos nulos y usando nuevamente (6.5.2) obtenemos que A = 0. [
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Problema 6.32 Sea A : H — H, H espacio de Hilbert, un operador lineal
autoadjunto y compacto y sea f : R — R una funcidén real tal que f(\) — 0
si A\ = 0, f(0) = 0. En estas condiciones definiremos la funcién f(A) de la
siguiente forma

= i fOw)P, A= i An P, (6.6.7)
n=1 n=1

donde P, son los operadores de proyeccion ortogonal definidos en (6.5.3).
Prueba que el operador f(A) estd bien definido y que es lineal, autoadjun-
to y compacto. Como aplicacién encuentra el operador /A de un operador
compacto y definido positivo A.

Solucion: Probar que f(A) estd bien definido es casi igual que la prueba de la
férmula (6.5.6), i.e., hay que probar que la sucesién de sumas parciales f;(A) =
> _1 f(An) Py es de Cauchy. Asi, para todos k > m,

2

k
1 fe(A) (@) = (D) @)P = || D fOn)Paz
n=m+1
k +k
=< Y. P, Y f > Z FO)? (@, 20)].
n=m-+1 i=m+1 n=m+1

Como A\, — 0,y f(A,) — 0 entonces si tomamos n suficientemente grande
podemos hacer |f()\,)| < e, cualquiera sea ¢ > 0. Luego, para todo n > N,
f(An)? < €2, cualquiera sea £ > 0. Asi, para todo n > N,

1fu(A)(x) = fm(A)(2)]* = Z FO)*(, zn)l? < ||,

n=m-+1

Luego || fx(A) — fm(A)]| < &, ie., fi(A) = 22:1 f(An)P, es de Cauchy, luego es
convergente, por tanto

ngnoto )P —Zf (4),

en la norma de operadores. La linealidad se sigue de la linealidad de los opera-
dores fi(A).
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Que f(A) es autoadjunto se deduce directamente del Teorema 6.2.5. Una
prueba directa usando la continuidad del producto escalar es como sigue:

e}

n) P, y) = Zf (P, y) = Zf )z, Phy)

Z
=Xt — (o, f(A)).

Como los P, son compactos (ver Ejemplo 6.4.8), entonces los operadores fi(A) =
Zn 1 f(An) Py, son compactos para cada k (ver el Teorema 6.4.7), y como vimos
fx(A) — f(A), luego el Teorema 6.4.10 implica que f(A) es compacto.

Sea ahora A positivo. Entonces (Ax, x) > 0 para todo = € H. Entonces, por el
Teorema espectral (ver férmula (6.5.2)) tenemos que, para todo m € N,

< Az, Tm) = Z)\|:Um,xn =An = M >0, VneN.

Notese que de lo anterior y usando el Teorema de Hilbert-Schmidt (ver expresién
(6.5.8)) se tiene que, para todo x € H,

(Az,2) =) Ml za)? 20 < X\ >0, VneN.

n=1

Sea ahora f : [0,00) — [0,00), f(A) = A%, a > 0. Entonces f(A) — 0si A — 0,
f(0) = 0, luego podemos definir la funcién A%, para todo a > 0,

o0
=) AP,
n=1

Si elegimos o = 1/2 tenemos,

A =N/ AP VA ER (6.6.8)
n=1

Entonces, usando los resultados del Problema 6.30, A% = >0 AL Py, luego
(VAP =3 /2P =" dP = 4,
n=1 n=1

es decir, la serie (6.6.8) es la raiz cuadrada del operador A definido positivo. m
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Problema 6.33 Sea A : H — H, H espacio de Hilbert, un operador lineal
tal que se tiene una descomposicion espectral de la forma (6.5.2), i.e.

Ax = Z Mz, xp)x,, Vo eH, ™)

donde (x,), es una sucesion ortonormal de vectores de H, (\,), es una
sucesién numérica (no necesariamente real) acotada. Si y pertenece a la
imagen de A, J(A), entonces una solucién de la ecuaciéon Az = y es x =

2?21 )\7_11 <y7 xn>xn

Solucién: Como y € J(A), existe z € H tal que y = Az. Entonces

(y,xp) = (Az,zp) = <Z )\j(z,xj)xj,a:n> = (2, Tpn) =
J
laseriex = > 22 | A My, xn>xn es convergente. En efecto, las sumas parciales de

dicha serie X, = Zfl L Ay Yy, 7)) 2y, son de Cauchy, pues si elegimos j suficien-
temente grande

m m
HXm_Xj”2: Z )‘;2’<yv$n>|2: Z |<Zaxn>’2<52

n=j+1 n=j+1

pues la sucesién (z,z,,) es de ¢? ({por qué). Como H es completo entonces X,
es convergente. Como (\,), es acotada, entonces A es acotado (ver el Ejercicio
6.2.9), por tanto continuo. Entonces, como Ax,, = \,z, (es consecuencia de (*)),

Az = Z Ny, ) Ay, = Z(y, Tp) Ty, = Z Mz, Tp)Tn = Az =y,
n=1 n=1
de donde se deduce el resultado. ]

Problema 6.34 Sea E un espacio euclideo y sea A : E — E compacto.
Supongamos que A admite la siguiente descomposicion espectral:

Ar = Z Moz, xp)x,, , ortonormales dos a dos, (6.6.9)

n=1

y donde los ), pueden ser numeros complejos en general. Entonces, para
todo A & {0, A\, Ag, ...}, el operador A — A/ es invertible y

(A=ADTe =S+ Z @ x” ()
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Ayuda: Denota por Bz el miembro derecho de la ecuacidon anterior y prueba
que la serie Bx esta bien definida y que ademas, para todo = € X, se tiene que
(A= X)Bx = B(A— X))z = z.

Solucion: Sea B el operador definido por la suma del miembro derecho de (*),

es decir,
x,Tp)

B:H s H, zh_——+A§}xA_A

Si Bz esta bien definido para cada x € E, entonces, mediante un calculo directo,
podemos comprobar que, efectivamente, (A — A\[)Bx = B(A — A\])x = z, luego
A — \I es invertible y su inversa es (A — A\I)~! = B como queriamos probar.

Probemos que el operador B estd bien definido y es acotado. Comenzaremos
probando que la serie
xTr,x
S = A <
Z "\, —
n
es convergente. Sea la sucesion (vp)n, Un = Y 1y fn"’“"_”f x,. Nétese que (Avy,)p

es la sucesidn de sumas parciales de S, asi que basta probar que dicha sucesién
(Avy,),, es convergente.

Probemos que la sucesion (Av, ), es de Cauchy. Asi, para todo m > n,

2|2 Ui
< sup"‘ S [, z)?

[Aj— A
k=n+1

/\k<$,$k>

Avy, — Avp | =
| Avn — Avg|* =Y Y

k=n+1

m
<MY a2 o,
k=n-+1

donde hemos usado que la sucesién ((x,z;)), es de ¢? (desigualdad de Bessel
(5.2.3)) yque, como A € {0, A1, Ao, ...}, ¥ |\n| — 0 (Teorema 6.5.11), la sucesién
(JAn)?/|An — A|?)n es acotada. Si E es un espacio de Hilbert, que (Av,), sea
de Cauchy implica que tiene limite y por tanto la serie S es convergente. Falta
comprobar que B es acotado, con lo cual quedaria probado el resultado. Para ello
notese que, repitiendo el razonamiento de antes,

| ez, ) |2 =
[Aval? = Y~ |52 < MY () < Ml
A — A
k=1 k=1
Pero
B2l < o M (llzl) + I Aval)) < (VD +111) 1ol

de donde se sigue que B es acotado.
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Veamos el caso cuando E no sea un espacio de Hilbert. Para ello, nétese que

n
lonll? = (vn,00) = )

2 1 n

< sup iy O sl < Kl
J |)\J )\| k=1

donde hemos usado nuevamente la desigualdad de Bessel (5.2.3), y que, como
A& {0,M1,A2,...} vy [An| — 0lasucesién (1/|\, — A|?), es acotada. Luego, la
sucesién (v, ), €s acotada.

Como v,, es acotada y A es compacto, entonces existe una subsucesion (vy, )
de (v,), tal que Av,, es convergente, pero entonces (Av,), también es conver-
gente (ver el apartado 2 del Problema 3.13), y por tanto, la serie (*) estd bien
definida, luego el operador B también. Ademads, como hemos visto antes, B es
acotado lo que prueba el resultado. |

Nota: Nétese que, si A es compacto y admite la descomposicion espectral (6.6.9),
entonces para todos los A ¢ {0, A1, Ao, ... }, existe la inversa de (A—\I)~1, luego
la resolvente de A es p(A) = C\ {0, A1, Aa, ... }.
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Capitulo 7

Otros resultados fundamentales
del Analisis Funcional

La ciencia se construye a base de hechos, de la
misma manera que una casa se construye con
piedras. Pero igual que un montén de piedras
no hace una casa, tampoco una acumulacién de
hechos es una ciencia.

Henri Poincaré
En “La Science et ’hypothése” (1902)

En este capitulo incluiremos varios teoremas sobre espacios normados
que, junto al Teorema de Banach-Steinhaus 4.5.1, constituyen resultados
clasicos del andlisis funcional.

7.1. Funcionales en dimension finita

Como vimos en el apartado 4.4 (ver la discusién tras la Nota 4.4.19), el
espacio de los funcionales lineales £(X, C), X espacio vectorial, es un es-
pacio lineal. Este espacio se suele denotar como X* y se denomina espacio
dual algebraico de X. Si X es ademds normado, entonces el Ejercicio 4.4.14
implica que el espacio de los funcionales lineales y acotados B(X, C) es un
espacio normado (ademas completo por el Ejercicio 4.4.20). Este espacio
se suele denotar como X’ y se denomina espacio dual de X o dual conju-
gado de X.

273
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Sea X un espacio normado de dimension finita. Sea £ = (e;);_, una
base del mismo, i.e., para todo = € X, z = > __, zxe;. Sea f un funcional
lineal f : X +— C cualquiera. Entonces

flx) = Zxkf(ek) = Zxkck, e = flex), k=1,...,n. (7.1.1)
k=1 k=1

Estd claro que dicha representacién es tnica y que, dados los nimeros
ce = f(ex), K =1,...,n, estos definen biunivocamente a f. De esta forma
podemos definir n funcionales f tomando las n-tuplas siguientes

a1 =01, = (1,0,...,0,0), ..., ap = 0,; = (0,0,...,0,1), j=12...n,

),

que nos conducen, cada una de ellas, a los funcionales f, k = 1,...,n,
tales que

fr(e;) = 0j, i k=1,...,n, (7.1.2)
donde §; ;; es el simbolo de Kronecker, i.e., d;, = 1 si j = k y cero en otro
caso. De hecho se tiene que fi(v) = fi(3_7_, wj¢;) = 21, k = 1,...,n. Mos-

tremos que dichos funcionales f; son una base de X*. Para ello notamos
que, para todo = € X la ecuacion

> arfi(r) =0,
k=1

tiene como tunica solucién «o; = 0, j = 1,...,n, luego los funcionales
fr son linealmente independientes. Efectivamente, si tomamos = = e;,
entonces tenemos

O:Zakfk(ej) =a;, Vj=1,...,n
k=1

Sea ahora f € X* cualquiera. Entonces, por (7.1.1), para todo = € X, se
cumple que

n

fla) = mer =Y cufulx),

k=1
donde hemos usado que fi(x) = ;. O sea, cualquiera sea f € X*

f= Z Cre fre-
k=1
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Notese que de lo anterior se sigue que dim X* = dim X.

La discusion anterior nos dice que, en general, en cualquier espacio
de dimension finita podemos construir un funcional lineal y este siempre
serd acotado independientemente de norma de X que elijamos, aunque
la propia norma del operador si que puede depender (como de hecho
ocurre en muchos casos) de la norma de X. Veamos ahora dos ejemplos
reveladores.

Ejemplo 7.1.1 Sea f : RZ — R, ie, ||z]| = ||7]lw = méxp—_1__n |zk,
definido en (7.1.1). Calculemos la norma de f.

Usando (7.1.1) tenemos que

n n n n
1f(@)] < lawllen] < Ax [ D el =D lerlllzll = 11 <D lexl-
k=1 T k=1 k=1 k=1

Sea ahora # = (signo(c;),--- ,signo(c,). Claramente ||Z|| = 1, f(Z) =
2221 signo (c)cx, = Zzzl lck| v, por tanto,

Il = sup |f(@)] 2 If@)] =D lel = Ifl =) leal:
[l]|=1 k=1 k=1
Nétese que si consideramos ¢ = (cy,...,c,) € R", entonces » ;_, |cx| =
llc||1, es la norma 1 definida en el Ejemplo 4.2.4. |

El ejemplo anterior nos lleva a preguntarnos si se puede considerar
que X' = (R", || - ||1) es el espacio dual de X = (R",| - ||). Para ello
necesitaremos el concepto de isomorfismo entre espacios normados.

Definicidon 7.1.2 Diremos que dos espacios normados X; y X, sobre un
mismo cuerpo (R o C) son isomorfos si existe un operador T : X; — X,
lineal y biyectivo que preserve la norma i.e., |Tx||; = ||z|1 para todos
T € Xl-

Notese que dado que T preserva la norma, entonces también preserva
la distancia distancia entre los elementos, o sea, 7' es una isometria —ver
Definicién 3.5.23-. Sin embargo, dado que ambos espacios X; y X, son
normados, no nos basta con que exista una isometria entre ellos (como
ocurre con los espacios métricos), sino que necesitamos que dicha isome-
tria preserve la estructura de espacio vectorial —para eso necesitamos la
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linealidad de la isometria T-. Notese ademas que, como consecuencia del
Problema 6.5, los operadores unitarios (ver Definiciéon 5.2.11) son isome-
trias, luego la definicion de espacios isomorfos en el contexto de espacios
de Hilbert (Definicion 5.2.11) es un caso particular de la Definicion 7.1.2
para los espacios normados.

Con la definicién de isomorfismo anterior 7.1.2 podemos responder a
la pregunta que formulamos antes, i.e., écudl es el espacio dual de X =

(R™ [ loe)?
Ejemplo 7.1.3 El espacio dual de X = (R", || - [|») es X' = (R", || - ||]1)-

El Ejemplo 7.1.1 nos indica que podemos identificar el espacio dual
de X = (R",|| - ||oc) con X" = (R",|| - ||1). Para ello definamos la apli-
caciéon T : X' — X, f € X' definido por f(x) = > 0 zkek, T'f = ¢,
flx) =0 wke, ¢ = (c1,...,c) € R". Estd claro que dicho T es lineal
y biyectivo (probar como ejercicio). Ademds, como hemos visto en el

ejemplo anterior 7.1.1, || Tf|| = ||c|l. = || f||, es decir, T' es una isometria,
luego el espacio dual X = (R, || - ||~) es isomorfo con X' = (R, || - ||1),
ie., si X = (R",|| - ||) entonces el espacio dual X’ se puede identificar
con (R", || - |1). n

De manera andloga al caso considerado en el Ejemplo 7.1.3 anterior se
puede comprobar que (R})" = R3, es decir, el dual de R™ con la norma
euclidea es el propio R". De hecho, esto tltimo es un caso particular del
siguiente resultado mucho mas general:

Ejemplo 7.1.4 Si H un espacio de Hilbert real, entonces H' = H.

Sea H' el espacio de todas las aplicaciones lineales acotadas de H
R. Por el Teorema de Riesz sabemos que a cada funcional f € H' le
podemos asociar un producto escalar, i.e, f(z) = (x,y) donde y € H es
unico. Para evidenciar la correspondencia biunivoca entre los f € H' y
los y € H usaremos la notacién f,(z) = (z,y).

Sea la aplicacién 7" : H — B(H, R) = H’ definida por

Ty=1f, f,:H=R, f(z)=/ (zy).

Esta aplicacion es claramente biyectiva pues para cada f € H', existe un
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unico y € H tal que f(z) = (x,y). Ademds, T es lineal®
T(ay + Bz) = (z, oy + Bz) = afz,y) + B(z, 2) = Ty + BT .
Sea y # 0, x € H. Se tiene, por un lado, que

I(Ty) (@)l = [fy(@)] = [z, 9) | < ll=llllyll = 1Tyl <yl

y por el otro, que

1Tyl = sup LED@I_ o K o)l  [w.9)]
lallzo || lzl20 |1z Iyl

= [lyll,

luego || Ty|| > |ly|| v, por tanto, ||Ty|| = |ly|| para todo y € H. Es decir, T’
es una isometria asi que el espacio H' es isomorfo con H, luego H' = H. m

2Si H fuese complejo 7' no seria lineal sino antilineal. No obstante 7" seguiria siendo
una aplicacién biyectiva y una isometria. En este caso, el espacio dual de H seria el
espacio de Hilbert con el producto escalar (f,, f.) = (z,y). Nétese que el caso de que
H sea real (z,y) = (y, z), de donde se sigue que H' = H.

Consideremos ahora el problema de extender! el funcional del Ejem-
plo 7.1.1 a un espacio R™ de dimensiéon m mayor que n. Esta claro que
cualquiera sea m finito el razonamiento anterior se puede repetir y las
conclusiones serdn las mismas: dim X = dim X* = dim X’ = m, ademas, f
sera acotado. ¢Que ocurre si queremos extender f a dimensién infinita?
En ese caso podria ocurrir perfectamente que la sucesién de sumas parcia-
les, >°7_, |cx|, sean no acotadas. En otras palabras, a la hora de extender
un funcional lineal hay que tener cuidado si nos interesa que la extension
no solo sea lineal, sino también acotada. En el proximo apartado tratare-
mos con cierto detalle el problema de la extensidn de un funcional lineal
acotado definido sobre espacios normados.

7.2. El Teorema de Hahn-Banach

Comenzaremos recordando la definicion de extension de un operador
(ver la Definicion 3.3.10) en el contexto de espacios normados.

1Recuérdese la Definicién 3.3.10.
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Definicidon 7.2.1 Sean XY, espacios normados. La extension de una apli-
cacion T : D(T) C X+ Y, a un subconjunto M O D(T') es una aplicacion
T tal que T'|p¢ry =T, i.e., Tx = Tx para todo x € D(T).

Imaginemos que tenemos un operador lineal operador y acotado 7' :
D(T) ¢ X — Y. Esta claro que hay muchas formas de extender 7" al
subconjunto M O D(T'), sin embargo la idea no es solo extender 7" a un
conjunto mds grande, sino también que se mantengan ciertas propiedades
como, por ejemplo, la linealidad y la acotacién. En este apartado discuti-
remos esa posibilidad. Comenzaremos con el siguiente teorema:

Teorema 7.2.2 Sea T : D(T) C X +— Y un operador lineal y acotado, X
un espacio normado, Y de Banach. Entonces T' se puede extender a D(T), la
clausura de D(T), i.e., existe un operador lineal y acotado T : D(T) — Y
tal que T(x) = T(z) para = € D(T) y | T| = ||T)|-

Demostracidn: Sea x € D(7T) cualquiera. Entonces existe (z,), tal que
x, — x. Como (z,), es convergente, es de Cauchy. Entonces, para todos
n, m suficientemente grandes

| Txy, — Tan| < ||T||zn — 2m] = 0 = (Tx,), esde Cauchy.

Como Y es completo, Tz, — y € Y. Definamos la aplicacion T que a
cada = € D(T) le hace corresponder el valor y = Tz anterior. Probemos
que dicha definicién de T es independiente de la sucesién (), elegida.
Para ello elijamos una sucesion distinta (z,),, 2z, — = y supongamos que
Tx, =y, Tz, — v,y #y. Entonces,

ly — y,” = lim HTmn - TZnH = lim HT(xn - Zn)” =0,

pues x,, — z, — 0y T es acotado (por tanto continuo), de donde se sigue
que y = %/ lo cual es una contradiccién?

Demostremos que 7' es lineal. Tomamos z, — 2 y 2, — 2, entonces
para todos «, 8 € C, ax, + Sz, = ax + Bz, y T(azx, + Bz,) — y" €Y,

2Se puede probar también de la siguiente forma: a partir las sucesiones (z,,), V (21)n,
construimos la sucesiéon w,, = (x1,21,%2,29,..., Ty, Wy, ...). Estd claro que w, — x
(¢épor qué?), luego, como T es acotado, Tw,, — Tz = y, pero entonces las subsucesiones
(Tzp)n v (Tzy)n de (Twy,), tienen que tener el mismo limite, luego Tz, — v, i.e., el
limite de T'z,, es independiente de la sucesion elegida.




7.2. El Teorema de Hahn-Banach 279

y" = T(ax + Bz). Luego

T(ax, + Bz,) = oTx,+ Tz,
\ L+l
T(ax+B2z)= olz+ Tz

Finalmente, veamos que es acotado. Por un lado, como 7" es acotado,

[Tzn|| < (I T[|[lznll, n = 00 =yl = Tzl < | Tl = [Tl < 7]
Por el otro,
T = sup |Tz|= sup [Tz[= sup |[Tz|=|T],
zeD(T) : ||z]|=1 z€D(T): ||z]|=1 z€D(T): ||z]|=1
luego [T = |IT]|. u

Es decir, en general siempre podremos extender un operador lineal de-
finido sobre un subconjunto M C X a su clausura M de forma que la
extension siga siendo lineal y acotada (y, por tanto, continua). En particu-
lar, todo funcional lineal acotado f : M C X +— C admite una extension
F : M c X — C que seguird siendo lineal y acotada y cumplird que

1A= 11£1)-

Imaginemos ahora el siguiente problema. Sea f : M C X — C un
funcional lineal definido sobre un subespacio vectorial de dimensidn finita
M de un espacio normado X (ver la seccién anterior). Dicho funcional es
acotado pues M es de dimensién finita ése puede extender a todo X? Si
X es de dimensién finita esta claro que si existe una extensiéon que sea
lineal, entonces serd acotada (toda aplicacién lineal sobre un espacio de
dimensidn finita es acotada), pero ¢y si X es de dimensidn infinita?

Para responder a las cuestiones anteriores necesitaremos el Teorema de
Hahn-Banach que responde afirmativamente a todas ellas. La forma mas
general del teorema precisa del concepto de funcional convexo y funcional
sublineal:

Definicidon 7.2.3 Sea V un espacio vectorial complejo. Se dice que el fun-
cional p : V — R es un funcional sublineal si se cumple

Ve,y €V, plr+y) < plz)+ply), (7.2.1)
Ve,y eV, plax)=ap(z), Va>D0. (7.2.2)
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Sip: V= R, para todo x € Vyen vez de (7.2.2) se cumple
Ve,y €V, plazx) = |alp(z), VaeC, (7.2.3)

se dice que p es un funcional convexo.

Por ejemplo, si X es un espacio normado, p(x) = allz||, a > 0, es un
funcional sublineal y convexo.

Nétese que de (7.2.2) y (7.2.3) se sigue que p(0) = 0. Ademds, en
el caso de un funcional convexo de (7.2.1) se tiene que p(x) > 0, pues
0=np(x—1x) <p(r)+p(—x) = 2p(z).

El Teorema de Hahn-Banach establece lo siguiente:

Teorema 7.2.4 (Hahn-Banach para un espacio vectorial) Sea V un es-
pacio vectorial real o complejo y sea p un funcional convexo definido sobre
V. Sea M C 'V, M # {0}, un subespacio vectorial y sea f : M — C un
funcional lineal tal que

[f(z)] <p(z), Vel (7.2.4)
Entonces, existe un funcional lineal F : V — C tal que

Vee M, F(x)=f(z) ¥y VeV, |F(zx) <px). (7.2.5)

Antes de proseguir conviene hacer una aclaracion. Como menciona-
mos en la discusion posterior a la prueba del Teorema 7.2.2, la idea es ver
en que condiciones se puede extender un funcional lineal y acotado f a
un espacio mas grande manteniendo tanto la linealidad como la acotacion.
Dado que en un espacio vectorial general V no tiene porque tener definida
una norma es necesario introducir alguna funcién que, de alguna forma
nos ayude a acotar nuestro funcional. En el Teorema de Hahn-Banach ge-
neral 7.2.4 la funcién que juega el papel de la norma es el funcional p(x)
de la Definicién 7.2.3. En el caso cuando tengamos definida una norma,
por ejemplo si estamos considerando un espacio normado o uno de Hil-
bert, basta usar p(x) = || f]|||=]|-

Un corolario del Teorema Hahn-Banach 7.2.4 es el siguiente resultado
fundamental para espacios normados:
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Teorema 7.2.5 (Hahn-Banach) Sea X un espacio normado, M # {0} un
subespacio de X y sea f : M — C, un funcional lineal acotado. Entonces,
existe un funcional lineal F : X — C tal que

Vee M, F(x)=f(x) y |FI=Ifl (7.2.6)

Es decir, f se puede extender a todo X de forma que la norma de F coincida
con la de f.

Demostracion: Definamos el funcional p : X — R, p(z) = || f]|||z|]. Estd
claro que p es un funcional convexo, y que

Vee M, |f(x)] <[ flllzl] = p(z).

Luego se cumplen las condiciones del Teorema de Hahn-Banach 7.2.4, asi
que existe un funcional lineal F' tal que

veeX, [F2)] <p(z)=flllz] = [FI <[l

o sea I es acotado. Por otro lado,

[Fll="sup [F(z)]= sup [|F(z)|= sup |f(z)]=]f],
zeX: ||z||=1 zeM : ||z||=1 zeM : ||z||=1
de donde se sigue el resultado. ]

Veamos un ejemplo del uso del teorema anterior.

Ejemplo 7.2.6 Sea un espacio normado X # {0} cualquiera. Como X no
es el espacio nulo, entonces existe 0 # x, € X. Definamos M = span (),
i.e., z = axy, o € C. Entonces el funcional f : M — C, f(x) = f(azg) =
« es un funcional lineal y acotado. La linealidad es inmediata ya que
para todos a,b € C,y x = axg e y = Sy tenemos

flaz + by) = fl(aa + bB)zo] = ac + bB = af(x) + bf (y).
Para la acotaciéon tomamos 0 # = € M

] laoll  lallzoll  flzoll B

1
lzoll”

Luego, el Teorema de Hahn-Banach 7.2.5 establece que nuestro f se
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puede extender a todo el espacio X de forma que el funcional extendido
F sealinealy || F|| = || f]|- u

El Teorema 7.2.5 resuelve el problema planteado al inicio de este apar-
tado pues nos asegura que siempre es posible extender un funcional lineal
definido sobre un subespacio a todo el espacio normado manteniendo in-
variante la norma del mismo. De hecho el resultado es mucho mads re-
levante de lo que a primera vista puede parecer pues, tal como muestra
el Ejemplo 7.2.6, basta con que un espacio normado tenga al menos un
elemento no nulo para que exista un subespacio del mismo que admita
un funcional lineal acotado no nulo, es decir, en cualquier espacio norma-
do que tenga elementos distintos del vector nulo se pueden definir fun-
cionales lineales no nulos, luego todo espacio normado no nulo X tiene
asociado un espacio dual X’ no nulo. Ademas, dichos funcionales se pue-
den extender a espacios normados mds grandes que contengan al espacio
original.

Para probar el Teorema de Hahn-Banach en un espacio vectorial real
general se precisa del Lema de Zorn (equivalente al Axioma de eleccion de
la Teoria de conjuntos) que no vamos a discutir en este curso. En vez de
ello lo demostraremos para algunos casos de especial interés. La prueba
general se puede consultar, por ejemplo, en [1, §11.1, pag. 176-182] o en
[10, pag. 219, Teorema 4.3-1].

Teorema 7.2.7 (Hahn-Banach para un espacio vectorial real) Sea V
un espacio vectorial real y sea p un funcional sublineal definido sobre V.
Sea M C V, M # {0}, un subespacio vectorial y sea f : M — R un
funcional lineal tal que

f(z) < p(x), Ve e M. (7.2.7)
Entonces, existe un funcional lineal F : V — R tal que

Vee M, F(x)=f(z) y YxeV, F(z)<p(z). (7.2.8)

Demostracion: Caso I: Asumiremos que® M # {0} y que M # V. En-
tonces existe un z; € V, z; # 0, que no pertenece a M. Definamos el
subespacio

My ={z=x+ax, : Yo € M, Ya € R}

3En el primer caso f = 0 y su extension trivialmente es F = 0, y en el segundo no
tiene sentido hablar de la extension de f.
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Notese que cualquiera sea z € M, la representacién z = z+ax; es Unica.*

Vamos a probar que f se puede extender a un funcional F; definido en
M, tal que se tenga (7.2.8). Vamos a suponer que dicha extensién existe.
Entonces ha de cumplir que

Fi(z) = Fi(x + azy) = Fi(z) + aFi(z1) = f(2) + aFi(2).

Noétese al ser la representacion z = x + ax; Unica para cada z € M, el
funcional F}, caso de que existiese, quedaria determinado por el valor de
Fi(z1). Ademads, F; seria tal que, para todo z € M, Fi(z) < p(z), luego se
tiene que cumplir que

Fi(z+axy) = f(z) + aFi(x;) < plx +azy), Yre M, VaeR. (7.2.9)

Si o > 0, entonces

Fi(z) <

Q|+

[p(z + az1) — f(z)] =p <§ +g;1) —f <f> N
Fi(z) < p(z + &) = £(8), 5:2

Sia <0, @ = —|a|, entonces
Fie) 2 o 1(0) = oo~ lale)) = £ () =0 (5 - 1) =
Fi(x) > f(€) —pl§ —x), =-—€M.

Juntando ambas

fE&)=pf —a1) < Fi(x) <p§+x)— f(§), V& eM (7.2.10)

Estd claro que si existe F(x;) tal que (7.2.10) se cumpla, entonces (7.2.9)
se cumple y, por tanto, Fi(z) < p(z), para todo z € M;. Luego basta
con demostrar que siempre se puede elegir un F; tal que F(z;) cumpla
(7.2.10). Para ello es necesario que para todos &,&' € M

f(E&) —p(& — 1) <p(z1 + &) — £(E), (7.2.11)

#Supongamos que no lo es. Entonces existes 2’ € M y o/ € R, tales que z = 2’ + o'y,
luego M > z — 2’ = (&’ — @)z1 € span(z1), lo cual es una contradiccién a no ser que
r=2'ya=da
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o0, equivalentemente,

FE+ f(&) < plar + &) +p(€ —a1).

Usando que f es lineal, que satisface (7.2.7) y que se tiene (7.2.1) obte-
nemos

FE+f(E)=fE+E) <p+E&)=p+a1+& —x1)
< p&+ 1) +p(& — 1),

luego se cumple (7.2.11). Si ahora tomamos infimosen £ € M en (7.2.11)
y a continuacién supremos en ¢’ € M obtenemos

e = sup [f(€) = p(€ = a0)] < inf ol +8) = F(€)] = C.

g'eM

Luego, si elegimos F)(z;) tal que ¢ < Fi(x;) < C, entonces podemos
construir el funcional lineal F; que extiende f a todo M; y que cumple
con Fi(z) < p(z) en M.

Si V = M, el teorema queda demostrado. Si no, entonces existe un
x9 # 0 en V que no estd en M; y podemos construir el conjunto

My ={z=1x+axy : Vo € My, Va € R},

y repitiendo el mismo razonamiento obtenemos un funcional F, que ex-
tiende F; a M,, luego extiende f a Ms. Si'V = M, el teorema quedaria
probado. Y asi sucesivamente.

De esta forma tendremos una sucesion de funcionales F}, definidos so-
bre los subespacios

My={z=x+4+axy : Ve € My_1, YVa €R}, k=1,...,n,

que extienden a f a cada uno de los subespacios M. Si para algin n € N
se tiene que V = M, el teorema queda probado. Veamos que en el caso
cuando V = J;°, M}, podemos construir el funcional F' por induccién.
Para ello notamos que cualquiera sea = € V, x € M, para alginn € N, y
dado que F),(x) extiende a f en M,, entonces podemos definir, para dicho
x, F(x) = F,(z), de forma que se tiene que F'(z) = F,(z) < p(x), como se
queria demostrar. Notese que, en general, si z € M,,, entonces si m > n,
x € M,, y podemos definir F'(x) = F,,(z), que es una extensién de £}, si
m > n, y por tanto de f.




7.2. El Teorema de Hahn-Banach 285

Caso II: V es un espacio normado separable. {Qué ocurre si V #
Ur_, My? En este caso asumiremos que V = X es un espacio normado
separable y f es un funcional acotado en M. Como X es separable, en-
tonces X \ M es separable, asi que existe un subconjunto denso y nume-
rable V = {xy,7,,...} tal que V = X\ M. Notemos que® X = M UV =
MUV = MUYV. Por otro lado, tomando p(z) = |/f||||=|| y repitiendo
el razonamiento usado en el Caso I, podemos construir la secuencia de
subespacios M, M, ..., My, ...,y construir un funcional /' que extiende
falU,., M, = M UV. Pero entonces, como F' es acotado en M UV po-
demos utilizar del Teorema 7.2.2 y construir su extensién en M UV = X.
Ademads, dado que hemos elegido p(z) = ||f]|||z| como en la prueba del
Teorema de Hahn-Banach 7.2.5, tenemos

[F(zn)l < plzn) = Iflllzall =% @] < IfNl2l = p(2), VeeX

Caso III: V es un espacio de Hilbert cualquiera. ¢Y si X no es separable?
Entonces podemos restringirnos a un espacio de Hilbert donde, como en el
Casi II, elegiremos p(z) = || f||||=||- En este caso podemos usar el Teorema
de representacién de Riesz para funcionales acotados 5.2.21 vélido para
cualquier espacio de Hilbert H (no necesariamente separable). Para ello
razonamos como sigue. Primero extendemos f : M ~ R a M C H usando
el Teorema 7.2.2 y obtenemos el funcional f. Pero como M es cerrado, en-
tonces es un espacio de Hilbert, luego f admite una tinica representacién
como f(x) = (z,y), para todo = € M, donde y € M es tnico. La extensién
de f a todo H la hacemos definiendo F(z) = (z,y), para todo z € H, y
eligiendo y el mismo de antes. |

Veamos a continuacién una serie de consecuencias importantes del
Teorema de Hahn-Banach 7.2.5. En adelante por comodidad denotare-
mos por K al conjunto C o Ry por X’ el espacio de todos los funcionales
lineales y acotados definidos sobre X i.e., X' = B(X, K).

Corolario 7.2.8 Sea X # {0} un espacio normado y sea 0 # z, € X. En-
tonces, existe un funcional lineal F' en X tal que F(xo) = ||xo||y || F]| = 1.

Demostracion: Sea M = {z = azy : o € K} C X. Definamos en fun-
cional f : M — K, f(z) = f(axzg) = af/zg|. Claramente f es lineal y
ademas

[F@)] = lalllzoll = ll=ll = [IF] = 1.

>Recordemos que, como M UV es todo el espacio X, la unién de la clausura de M
con V no adiciona ningin nuevo elemento a X y, por tanto, M UV = M U V.
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Entonces, por el Teorema de Hahn-Banach 7.2.5 existe un funcional F :
X+ Ktal que F(azg) = allzg||en M y |F|| = || f] = 1. |

Una consecuencia de este corolario es que todo espacio normado X #
{0} tiene asociado un espacio dual no nulo.

Corolario 7.2.9 Sea X # {0} un espacio normado y sean x, # x5 € X.
Entonces, existe un funcional lineal F en X tal que F(x1) # F(x3).

Demostracion: Se sigue del corolario 7.2.8 tomando x¢y = z1 — 5. |

Es decir, en el dual de X siempre hay funcionales que permiten distin-
guir (separar) los elementos de X.

Corolario 7.2.10 Sea z( € X # {0}, X espacio normado tal que f(zo) =0
para todo f € X'. Entonces xy = 0.

Demostracion: Supongamos que z, # 0. Por el corolario 7.2.8 existe un

F € X' de norma ||F|| = 1, tal que F(xy) = ||zo||, pero como para todo
f € X' se tiene f(xy) = 0, entonces F(zy) = 0, lo que implica ||zy|| = 0, lo
cual es una contradiccidén, luego xy = 0. [ ]

Nétese que de lo anterior se sigue que si f(z;) = f(z2) para todo
f € X/, entonces z; = xs.

Como ya hemos visto, dado un funcional f : X — K,

Il = sup |f(z)].

zeX: ||lz||=1
El siguiente corolario es, de alguna forma, el reciproco de lo anterior.

Corolario 7.2.11 Sea z, € X # {0}, X espacio normado. Entonces,

HJCOHZ sup |f($0)‘7
fex’ || fl=1

y dicho supremo es alcanzable.

Demostracion: Si o = 0 el resultado es inmediato. Sea x, # 0. Para
cualquiera sea f € X' tal que ||f|| = 1, se tiene que |f(xo)| < || f|l||zol =
[|zoll- Luego sup yex . g1 |f (0)| < ||zol|. Pero por el corolario 7.2.8 existe
un F' € X’ de norma ||F|| = 1, tal que F(zo) = ||zo||, i-e., el supremo es
alcanzable. |
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Nota: Otra consecuencia inmediata del Teorema de Hahn-Banach es la exten-
sion de la formula (7.1.2), valida para espacios de dimensién finita, a cualquier
espacio normado X. En efecto, sean x1, ...z, n vectores linealmente indepen-
dientes y sea el subespacio lineal M = span (z1,..., z,) C X. Como M es de di-
mension finita, existen los funcionales lineales fi, ..., f, tales que fi(x;) = 6; 1,
j,k =1,...,n.Pero entonces, por el Teorema de Hahn-Banach 7.2.5 existen los
funcionales F}, : X — K tales que Fy(z;) = d;x, j,k=1,...,n.

Veamos una ultima consecuencia del Teorema de Hahn-Banach.

Teorema 7.2.12 Sea un subespacio M C X # {0}, M # Xy sea xy € X
tal que

d = p(xo, M) = 1élj\f/[ |zo — || > 0. (7.2.12)

Entonces, existe un funcional lineal F' : X — K, tal que ||F|| = 1, F(xzg) =
d,y F(z) =0, para todo = € M.

Demostracidn: Sea el conjunto M, = {z =z + azy : Vo € M, a € K}.

Noétese que como d > 0, eso implica que =y ¢ M, xy # 0. Ademas,
como ya vimos en la prueba del Teorema de Hahn Banach (ver la nota
al pie de pdgina 4 de la pagina 283) esta descomposicién es tnica, luego
podemos definir el funcional f : M; — K, f(z) = ad, que es lineal
flaz +b2") = f(ax + acxy + bx' + ba'xg) = (aa+ ba')d = af(z) + bf (),

que se anula en M, f(z) = 0 paratodo x € M y tal que f(xy) = d. Ademas,

como para todo & € M, d < ||zy — Z||, tomando & = —z/«, con a # 0,
obtenemos
[f ()| = | (zt+axo)| = |ald < |a[lzo—2[| = |af|zotz/al = [[z+azo|| = [|=[],

luego || f|| < 1. Por la definicién de infimo tenemos que, cualquiera sea
e > 0, existe un ' € M tal que ||zg — 2| < d + e. Asi, usando que
f(xzg — 2') = d, tenemos que, para todo € > 0,
— ! o
|f(zo — 2)]| d 1 € |f (2o x)]>1

=1- =1—¢ = sup ———
|lzo — /|| d+e d+e x/ezlaf |zg — 2’|~

donde la implicacién es consecuencia de las propiedades del supremo®.
Luego, usando que

HfH — |f<l’0—2)| > sup |f(ZL’0—I)|

sup

2 >1
ceMi\zo} 1To— 2|l T wem [lwo — 2|

SVer el pie de pagina 6 de la pagina 165.
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se sigue que || f|| > 1y, por tanto, || f|| = 1 en M. Luego, por el Teorema de
Hahn-Banach 7.2.5, existe un funcional /' : X — K, tal que F(z) = f(x)
en My, y ||F|| = ||f|| = 1, de donde se sigue el resultado. n

Nota 7.2.13 El Teorema 7.2.12 se puede considerar como la generaliza-
cion a espacios normados del Teorema de la proyeccion ortogonal 5.2.15
para espacios de Hilbert.

7.3. El Teorema de la aplicacion abierta

Como hemos visto en la seccién 3.3 una aplicacién es continua (Defini-
cién 3.3.11) siy solo si la imagen inversa de cualquier subconjunto abierto
de Y es un subconjunto abierto de X (Proposicién 3.3.12). Sin embargo,
una aplicacion continua puede no transformar abiertos en abiertos. Por
ejemplo, f : R — R, f(z) = sinz es continua pero transforma el abier-
to (0,27) en el cerrado [—1, 1]. Las aplicaciones que transforman abiertos
en abiertos se denominan aplicaciones abiertas. Asi tenemos la siguiente
definicién:

Definicidon 7.3.1 Sean X e Y dos espacios normados sobre K. Una apli-
cacion A : X — Y se llama abierta si A transforma abiertos U C X en
abiertos A(U) C Y.

Antes de probar el Teorema de la aplicacion abierta conviene recordar
dos definiciones del algebra de conjuntos.

Sea X un espacio vectorial sobre K = Ro C. Sea M C X, v € Ky
z € X. Se definen los conjuntos M + z y M como

M+ z={x+z: Ve M}, aM ={ax : Vo € M}.
Esta claro de la definicién anterior que si A es una aplicacion lineal, en-
tonces A(M + z) = A(M) + Az y que A(aM) = aA(M).

Comenzaremos probando un teorema fundamental conocido como el
Teorema de la bola abierta.

En adelante Bx = {z € X: ||z|| < 1} denotard la bola unidad centrada
enO0enXy By ={ye€Y:|y| <1} labola unidad centrada en O en Y.
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Teorema 7.3.2 (de la bola abierta) Sean X e Y dos espacios de Banach
sobre K. Sea A € B(X,Y), sobreyectiva, i.e., A(X) = Y. Entonces, existe un
d > 0 tal que 6By C A(Bx), es decir, que para todo y € Y tal que ||y|| < 0,
existe un x € X tal que ||z|| < 1y Az = y.

Demostracion: La prueba la haremos en dos partes.

I. En la primera probaremos que existe un numero d > 0 que cumple que,
dadoune > 0y un z € Y, existe un z € X tal que ||[Az — z|| < &, ¥
]l < [[=1]/d-

Notemos que cualquiera sea z € X, v € kBy, para algin’ k € N, y
como A es sobreyectiva, entonces para todo y € Y existe un x € X tal que
y = Az. Juntando ambas se tiene que

X = UchX = Y =AKX <U k:BX> = GA(kBX).

k=1 k=1

Ahora bien, como la unién de todos los A(kBx) es el espacio completo Y,
entonces si cambiamos los A(kBx) por sus clausuras no agregamos ningin
punto nuevo a la unién y, por tanto,

Y = G A(kBy) = G A(kBy).

Pero Y es de Banach, luego por el corolario del Teorema de Baire 3.6.2 al
menos un A(kBx) contiene un abierto, i.e., existe unr > 0 yun yp € Y
tal que B(yo,7) C A(kBx). Notemos que si y € Y es tal que |y|| < r,
entonces y + yo € B(yo,7), luego y + yo € A(kBx). Como A es acotado
(luego continuo), entonces, cualquiera sea y € Y tal que ||y|| < r, han de
existir dos sucesiones (z},), ¥ (z),, en kBx, tales que

Axl — vy, A —wy+yo = wx, =12 -2, estal que Az, — y.

Ademds, como (x),),, (z1), € kBx, la sucesiéon (z,,),, es acotada y satisface
la desigualdad

[znll = Nl — 2]l < 2]l + [l < 2K

’Basta que k sea tal que ||z|| < k.
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Sea ahora 0 # z € Y cualquiera y definamos y tal que

"
— YEY, |yl=5<r

2
Entonces, como acabamos de probar, existird una sucesion (z,),, tal que

2
2= r

Luego, dado un ¢ > 0 existe un n € N tal que podemos elegir un x € X

2
= HZHxn tal que ||Az —z| <e
r

y que cumple con
2|zl 4k 1
= — n < — = — ,
lzll = = llzall < —=ll2ll = S]]

tal y como se queria probar.

I1. Utilizando lo demostrado en I. vamos a construir inductivamente una
sucesién s, € X de Cauchy que nos permitird demostrar el teorema.

Sea d el numero de la parte I. Sea dBy C Y la bola de radio d centrada
en 0, donde d > 0 es el numero mencionado de la parte I. Fijemos ¢ = d/2
y z = y € dBy. Por I. existe un z; € X con norma ||z;|| < ||y||/d < 1, tal
que ||y — Azy|| < d/2. Sea ahora, ¢ = d/4y z = y — Ax;, entonces existe
un =, € X tal que

d
I(y = A1) = Azs <

1 1 1
7 |22 < EHZH - EH?J — Azl < <.

2
Y asi sucesivamente, eligiendo ¢ = d/2", z = y — Axy — -+ — Az,

encontraremos un z,, € X tal que

d
Iy = Azy = - = Azp) — Azl < oy lzall <

on—1 :

En efecto, si asumimos que lo anterior cierto (lo es paran = 1y n = 2),
entonces si elegimos ¢ = d/2""!, 2 =y — Az, — --- — Az, por L. sabemos
que existe z,,,1 € X tal que

d 1

1
[y — Azy — -+ = Azp,) — Azppa || < BYESE [n ]l < EHZH < on
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Definamos paracadan € N, s, =x1 + x5+ -+ x,. Seam > n

m

m
1
=l = s -l € Dl € D2 oo 0 mom 0
k=n+1 k=n+1

i.e., s, es de Cauchy, luego s,, — = € X, pues X es de Banach. Ademas,

o0 o0 1
el < 3l < 3 i =2 =z e 2By
k=1

Por otro lado,

n—oo

d n—oo
||y—Asn||<2—n X0 = As, Ty = Ar=y.

Es decir, cualquiera sea y € dBy existe un x € 2Bx tal que y = Az, es decir,
cualquier y de dBy es imagen de algin = € 2By, luego dBy C A(2Bx).
Usando la linealidad de A se tiene entonces que §By C A(Bx), con § =
d/2. |

Nétese que el teorema anterior indica que la imagen A(Bx) de la bola
unidad By en X de cualquier aplicacién lineal acotada sobreyectiva siem-
pre contiene un abierto en Y. De hecho, una consecuencia del Teorema de
la bola abierta 7.3.2 es el Teorema de la aplicacion abierta.

Teorema 7.3.3 (de la aplicacidn abierta) Sean X e Y dos espacios de
Banach sobre K. Sea A € B(X,Y), sobreyectiva, i.e., A(X) = Y. Entonces
cualquiera sea el abierto U C X, su imagen A(U) C Y es un abierto en Y.

Demostracion: Sea un abierto cualquiera U C Xy xy € U. Tenemos que
probar que cualquiera sea y, € A(U), existe una bola B(yy,d) C A(U),
i.e., todos los puntos de A(U) son interiores. Para ello, como A es sobre-
yectiva, bastard probar que para todo g, el conjunto A(U) contiene una
bola (abierta) centrada en yy = Axy. Sea U’ = U — x,. U’ es un abierto
que contiene a x = 0, luego existe un » > 0 tal que »rBx C U’ (U’ contie-
ne a la bola abierta B(0,r)). Pero entonces, el Teorema de la bola abierta
7.3.2 nos dice que existe un § > 0 tal que éBy C A(Bx), luego, usando la
linealidad de A

5By - A(Bx> ~ TdBy - TA(Bx) <~ T(SBY - A(TBx) - A(U/),
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de donde se deduce que
A(U) = A(U" + x9) = A(U') + Axg 2 6By + Axg = 16 By + ¥o,

es decir, existe una bola B(yy,d) C A(U) con d = rd, como y, era arbitra-
rio, A(U) es abierto. u

Como consecuencia del Teorema de la aplicacién abierta 7.3.3 tene-
mos el Teorema de Banach de las aplicaciones inversas acotadas que ya
mencionamos en la pagina 224.

Teorema 7.3.4 (de la inversa acotada de Banach) Sea A € B(X,Y),
con X,Y espacios de Banach, biyectiva, i.e., A es tal que el nticleo de A,
N (A) = {0}, y la imagen de A, J(A) =Y, entonces A~ € B(Y,X).

Demostracion: Nétese que como A[(A) = {0}, A es invertible y A~! es
lineal (ver Teorema 4.4.9), y como J(A) = Y, A es sobreyectivo. Solo
hemos de probar que A~! es acotado, o equivalentemente, por el Teorema
4.4.18, que A~ es continua. Pero una aplicacion es continua si y solo si su
imagen inversa trasforma abiertos en abiertos (ver la Proposicion 3.3.12).
Sea U un abierto de X, entonces como A es biyectiva (A~!)~1(U) = A(U).
Pero A, por el Teorema de la aplicacién inversa 7.3.3, es una aplicacion
abierta, luego A(U) es un abierto y, por tanto, A~! es continua, luego
acotada. ]

Nota 7.3.5 En el capitulo anterior vimos que podiamos tener operadores
acotados cuya inversa no era acotada. Por ejemplo, el operador del Ejem-
plo 4 de la pdgina 223. El lector puede ademds comprobar que ese mismo
operador definido de (> a (*° tampoco es sobreyectivo. Otro ejemplo es
considerar el mismo operador pero definido sobre el subespacio X C (> de
sucesiones que tengan solo un numero finito de términos no nulos (ver el
Problema 4.18). En este tiltimo caso lo que falla es que X no es completo.

7.4. Operadores cerrados y el Teorema del gra-
fo cerrado

Definicion 7.4.1 Sean X,Y espacios normados, y A un operador, A :
D(A) € X — Y. Se denomina grafo de A al conjunto de pares ordena-
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dos

G(A) ={(z,y) |z € D(A), y = Az} = {(z,Az) |z € D(A)} C X x Y.

Notese que el espacio X x Y es un espacio vectorial si definimos las
operaciones

(1, 91) + (T2, 42) = (21 + 22,01 + 12),  afz,y) = (ax,0y), aeckK

Si en X x Y definimos la aplicacion ||(z,y)|| = ||z|| + [ly|], X X Y es un
espacio normado. Si ademas X e Y son de Banach, X x Y es de Banach.

Que X x Y con la norma ||(z,y)| = ||z|| + ||y|| es efectivamente un es-
pacio normado es un ejercicio sencillo que dejamos al lector®. Para probar
que es de Banach tomemos una sucesién (z,), € X x Y, 2, = (., yn), de
Cauchy. Entonces, para todo ¢ > 0, si n, m son suficientemente grandes,
|2n — 2m|| < €. Como

lzn = 2mll = 20 = 2wl + g —ymll <& = [len—zml <& llyn —ymll <e,

luego (z,)n ¥ (yn). son de Cauchy, y como X e Y son de Banach, ambas
tienen limite = e y. El lector puede comprobar entonces que z = (z,y) €
X x Y es el limite de z, cuando n — oo.

Definicion 7.4.2 Sean XY espacios normados y sea A : D(A) — Y un
operador lineal (no necesariamente acotado) cuyo dominio es D(A) C X.
A es un operador cerrado si su grafo G(A) es cerrado en X x Y.

La siguiente proposicidn proporciona una caracterizacién muy util de
los operadores cerrados.

Proposicion 7.4.3 (del operador cerrado) Sean X,Y espacios norma-
dos y sea A un operador lineal (no necesariamente acotado) A : D(A) C
X +— Y. A es cerrado si y solo si cumple que si x,, — z, x, € D(A)y
Az, — y, entonces x € D(A)y Az =y.

Demostracidon: Supongamos que G(A) es cerrado en X x Y. Entonces

G(A) = G(A), luego, para todo z = (z,y) € G(A), z € G(A) y, en particu-

lar, y = Axz. Ahora bien, por la Proposicién 3.5.4 a), z € G(A) siy solo si

®Otras normas utilizadas son [|(z, y) || = max{||z[, [yll} y (. y)ll2 = V/[l=[* + [y[]>.
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existe una sucesion z, = (z,, Az,) € G(A) tal que z, — 2, en cuyo caso
x, — x,x € D(A)y Az,, — Az = y. En otras palabras, si G(A) es cerrado,
x, — ¢y Az, — y, entonces x € D(A) ey = Ax.

Supongamos, por el contrario, que z, — z, ¥, € D(A)y Az, — y
implica que x € D(A) y Az = y. Sea z = (x,y) € G(A) cualquiera.
Entonces existen z,, € D(A), x, — x, y, = Ax, — y, pero de lo anterior
se sigue que © € D(A) y que y = Az, luego z = (2, Ax) € G(A), i.e,

G(A) = G(A), luego G(A) es cerrado y, por tanto, A también. n

Ejemplo 7.4.4 Un operador cerrado no tiene que ser acotado y uno acota-
do no tiene que ser cerrado.

Por ejemplo, el operador derivada D : D(D) C Cgy, — Ciyy (D =
x") del Ejemplo 4.4.4 es no acotado (ver Ejemplo 4.4.15). Tomemos X =
Clp)- Escojamos una sucesion z,, € D(D) tal que x,, - x 'y Dx,, = 2/, —
y. Como la convergencia en '’ es la convergencia uniforme, entonces
x!, — y implica

n—oo

/0 y(s)ds = /0 Jim x (s)ds = Jim. i 2l (s)ds = lim (z,(s) — ,(0))
=z(t) —x(0) = z(t) = z(0) +/O y(s)ds.

Asi que x € D(D)y Dx = 2’ = y, luego la Proposicién 7.4.3 implica que
D es cerrado.

Para probar la afirmacién contraria, tomemos un espacio normado X
cualquiera y definamos el operador 7' : D(T) C X — D(T), Tx = =,
donde D(T) es un subespacio denso en X y distinto de X. Estd claro
que T es lineal y acotado (de hecho es el operador identidad de D(7)).
Elijamos z € X, z ¢ D(T'). Como D(T') es denso en X existe una sucesioén
(xn)n tal que z, — z, sin embargo = ¢ D(T), luego por la Proposicién
7.4.3, T no es cerrado. []

Teorema 7.4.5 (del grafo cerrado) Sean X,Y espacios de Banach y A :
D(A) € X+ Y un operador lineal cerrado. Entonces, si D(A) es cerrado
en X, A es acotado.

Demostracidon: Como D(A) es cerrado en Xy G(A) loes en X x Y, en-
tonces ambos son subespacios completos ({por qué?). Consideremos la




7.5. Convergencia débil 295

aplicacion 7' : G(A) — D(A), Tz = T(x,Ax) = x. Estd claro que T es
lineal pues si z; = (x1,41), 220 = (x2,92), o, B € K,

T(az1 + Bz2) = axy + Pry = aTz + PT 2.
Veamos que T es acotada
Tz = [[T(z, Az)|| = ||lz[| < [|=]| + [[Az[| = [|(z, Az)|| = [|=]]-

Por otro lado, Tz = T(z,Az) = z, luego Tz = 0 implica =z = 0, pero
six = 0, Az = 0, luego la tnica solucién de Tz = 0 es z = 0, por
tanto el Teorema 4.4.9 implica que T es invertible (e inyectiva). Pero, de
la definicién de grafo de A, cualquiera sea = € D(A), la ecuacién Tz =
T(z, Az) = x, siempre tiene solucién: z = (z, Az). Luego T es sobreyectiva
(luego es biyectiva), de hecho, T~ : D(A) — G(A), T'x = (z, Az). Pero
siT: G(A) — D(A) es biyectivay D(A) y G(A) son de Banach, entonces
el Teorema de la inversa acotada de Banach 7.3.4 nos dice que 7! es
acotado. Luego, existe un ¢ > 0 tal que, para todo = € X,

177 2l = [I(z, Az)|| < cllzll = [ Az|| < [Az]| + ||z]| = [[(=, A2)|| < c]l=],

de donde se deduce que A es acotado. |

7.5. Convergencia débil

Definicién 7.5.1 Sea X un espacio normado, y sea la sucesion (z,), € X.
Se dice que que x,, converge débilmente a x € X y lo denotaremos® por
x, — 1z, sipara todo f € X' = B(X,C), f(z,) — f(x).

“En muchos textos se usa la notacién z,, — z, 0 z,, — x, donde w significa weak
(en inglés, débil).

Nétese que como [ es un funcional, f(x,) y f(z) son, en general, para
cada z,, y x, numeros complejos.

Esta definicién difiere de la Definicién 4.2.10 pues alli z,, — = cuando
|z, — x|| — 0. Si ese es el caso diremos que z,, converge en norma a x (o
simplemente que z,, converge a z).
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Proposicidn 7.5.2 Sea X un espacio normado, y sea la sucesion (x,,), €
X. Entonces

1. Si(x,), converge débilmente a x € X, x es unico.
2. Si (x,), converge débilmente, entonces z,, es acotada.

3. Si (z,), converge en norma a x, entonces también converge débilmen-
te.

Demostracion: 1. Seaz, ~zyx, = 2z, x # 2y f(z,) = f(2)y f(z,) —
f(2). Pero f(x,) es una sucesiéon numérica, f(x,) tiene un dnico limite,
luego f(z) = f(z),i.e., f(x—z) = 0 paratodo f € X'. Entonces el corolario
7.2.10 del Teorema de Hahn-Banach implica que = = z.

2. Sea x,, — x. Para cada n definamos los funcionales ¢, : X' — C,
on(f) = f(x,), donde x, es el correspondiente elemento de la sucesion
(xn)n € X. Estd claro que la sucesién f(x,,) converge cuando n — oo (épor
qué?), luego es acotada. Asi que existe un M > 0 tal que, cualquiera sea
f € X’ se tiene, para todo n,

6 () = |flzn)l < My, VfeX

Como X' = B(X, C) es completo, podemos aplicar el Teorema de Banach-
Steinhaus 4.5.1, luego existe un M > 0, tal que para todo n € N, ||¢,| <
M, pero

[onll = sup [on(f) = sup  [f(za)] = [z,

FeX | fll=1 FeX | fll=1
donde la ultima igualdad se sigue del Corolario 7.2.11. Luego, para todo
neN, ||z,| < M.

3. Como x,, — = en norma, tenemos, para todo f € X/,

[f(zn) = f(2)] = |f(n = 2)] < | fl[llz = 2nll =0,

de donde se sigue el resultado. ]

Hemos visto que si z,, — = en norma, entonces lo hace débilmente. El
reciproco es falso en general. En efecto, sea X = H un espacio de Hilbert
separable de dimension infinita y sea (e, ), una base ortonormal de H. Por
el Teorema de representacion de Riesz 5.2.21 cualquiera sea f € H' =
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B(H, C), existe un unico z € H, tal que f(z) = (x, z). Entonces f(e,) =
(en, z) que tiende a cero si n — oo (ver (5.2.4)), luego e, — 0, i.e., (e,)n
converge débilmente a 0. Sin embargo, la propia sucesién (e, ), no es de
Cauchy pues sim > n, ||e, —e,|| = v/2, que no es convergente en la norma
de H.

Antes de pasar a discutir el caso cuando dim X < oo conviene mencio-
nar que del Teorema de representacion de Riesz 5.2.21 se sigue el siguien-
te importante resultado:

Teorema 7.5.3 Sea H un espacio de Hilbert y sea (x,), € H. Entonces,
z, — x siy solo si para todo z € H, (z,,2) =3 (z, z).

Demostracion: En efecto, por el Teorema de representacion de Riesz 5.2.21
sabemos que cualquiera sea f € H' = B(H, C), existe un unico z € H, tal
que f(x) = (z,z). Luego que f(z,) — f(z) es equivalente a decir que
(T, 2) = (x, 2). [ ]

Lo anterior nos dice que, en general, en dimension infinita las conver-
gencias débil y en norma no son necesariamente equivalentes. Sin em-
bargo en dimension finita si que lo son. De hecho tenemos el siguiente
teorema:

Teorema 7.5.4 Sea la sucesion (z,,), € X, X espacio normado. Si dim X =
k < oo, entonces la convergencia en norma y la débil son equivalentes.

Demostracion: Que la convergencia en norma implica la débil lo hemos
probado en la Proposicién 7.5.2. Probemos que la débil implica la con-
vergencia en norma. Sea (e, ), una base normalizada a la unidad de X, y
sea (x,), una sucesion de elementos de X, y x € X. Entonces, para todo
n € N, podemos escribir

k k
Ty = E oz(n)e xr = E ,;€;
n 1 (2] - 1“1
i=1 i=1

Sean los funcionales f; : X — C definidos en (7.1.2) —i.e., f;(e;) = ;.
Como hemos visto en la seccién 7.1, dichos funcionales son una base de
X’y cumplen con que f;(z,) = ag."), f(z) = o4, j =1,2,..., k. Ademas,
como z,, — x, entonces cualquiera sea f € X/, f(z,) — f(z) (en particular
si f = f;) de donde obtenemos que oém — aj, j =1,..., k. Pero entonces
k

k
e — 2l = | (@ —a)es|| <3 ol —ai] =0,
=1

=1
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i.e., r,, — T en norma. [

Para terminar este capitulo demostraremos un teorema que garantiza
la convergencia débil a partir de la convergencia débil en un subespacio de
X', Para ello, notemos que la definicion de sistema de vectores completo
5.2.3 podemos extenderla a cualquier espacio normado X en general, y de
Banach en particular. Asi, diremos que un sistema de vectores linealmente
independientes (¢,), € X es completo en X si para todo vector x € Xy
cualquiera sea ¢ > 0 existe una combinacion lineal finita de los vectores
o, tal que

n
x—Zakgbk <e.
k=1

Teorema 7.5.5 Sea la sucesién acotada (x,), € X, en un espacio nor-
mado X. Sea (¢r)r C X' un sistema completo® de funcionales linealmente
independientes en X'. Si ¢y(x,) — ¢x(x), para todo k, entonces x,, — .

9Recuérdese que X' = B(X, C) es un espacio de Banach.

Demostracidon: Queremos probar que f(z,) — f(z) para todo f € X'
Como (¢y), es un sistema completo, entonces cualquiera sea f € X'y
e > 0, existe un m > 0, tal que ®,, = >"/" | ax¢) cumple con

1f = @l <e.

Como los ¢, son acotados, ®,, es acotado para todo m € N. Ademas, para
todo m, ®,,(z,) =3 ®,,(z) (¢por qué?), luego para dicho ¢ > 0, existe un
N € N, tal que para todon > N,
1Dy (2) — P ()] < €.
Luego, para todo ¢ > 0 existe un N € N, tal que para todon > N
[f(2n) = f(2)] < [f(2n) = Pral@n)| + [P (20) = P ()] + [P (z) — f(2)]
< |f = Pmllllzall + & + [|Pm — fIl]]]-

Como =z, es acotada, su limite también lo es, i.e., existe M > 0 tal que
para todo n, ||z,|| < M y ||z|| < M. Entonces

[f(xn) = f2)] < (2M +1)e,

que podemos hacer tan pequefio como queramos. Como f era arbitrario,
se tiene que z,, — x, COMO Se queria probar. ]
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7.6. Problemas

Problema 7.1 Prueba que el espacio dual de ¢! es (.

Solucién: Sea e, = 0;) la base de Schauder de ¢, entonces, cualquiera sea
e,z =3 xpep. Sea f € £ el espacio dual de B(¢!, C). Usando que f es
lineal y acotado (luego continuo) tenemos

f) =) akcr, k= flex).
k=1

Sea c = (¢1,¢2,...,¢k,...). Como f es acotado, entonces, para todo k£ € N tene-
mos,

lexl = 1f (er)| < W fllllexll = 1A = llello = iggl%! <l = ece®.

Por otro lado

00
Dk
k=1

< llzllillele = [IfIl = sup |f(2)| <llclloc =[£Il = llellco-

=]l =1

[f (@) =

Probemos ahora que de cualquier elemento de /*° podemos definir un fun-
cional lineal sobre ¢'. Sea b € ¢ cualquiera. Definamos el funcional g sobre ¢!
de la forma

g(z) = Z b
k=1

Esta claro que g es lineal, ademds, como
[o.¢] (0.)
l9(2)] <Y lakllbe] < [1blloo > k] = [1Blloolz1,
k=1 k=1

g es acotado. De lo anterior deducimos que g € B(¢',C) = ¢! y que a cada
g € £ le corresponde uno y solo un b € £°°.

Lo anterior nos indica que la aplicacién T : ¢*' — ¢, Tf = ¢, es lineal,
biyectiva y es tal que ||T'f| = ||c/loo = ||f|, i-e., T’ es una isometrfa por lo que ¢!’
es isomorfo a ¢, luego /1" = ¢>. Conviene hacer notar que />’ = (1, ]

Problema 7.2 Prueba que el espacio dual de /7, p > 1, es /%, con g tal que
1/q + 1/p = 1. Ayuda: Repite los pasos del Problema 7.1 y usa la desigualdad
de Holder (3.7.3) para acotar f(z). Ver e.g. [10, §2.10-7, pag. 122].
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Problema 7.3 Sea 7" : X — Y un operador lineal acotado, X,Y espacios
de Banach. Si 7" es biyectivo entonces existen dos numeros reales positivos
a, b tales que, para todo = € X, a||z|| < ||Tz| < b||x||. Ayuda: Usa el Teorema
de la inversa acotada de Banach 7.3.4.

Solucién: Como T es acotado, existe b > 0 tal que, para todo =z € X, ||Tz| <
b||z||. Pero por el Teorema de la inversa acotada de Banach 7.3.4, T~! es acotado.
Luego

lz| = |77 (T2)| < ITHIT2ll = 3a=[T7"7" > 0 tal que ajz|| < ||T=],
de donde se deduce el resultado. ]
Problema 7.4 Sean X; = (X,|| - |l1) vy Xy = (X[ - ||2) dos espacios de
Banach de dimensién no necesariamente finita. Si existe una constante b
tal que ||z||; < b||z||» para todo z € X, entonces existe una constante a tal
que ||z||2 < al|z||;, es decir, ambas normas son equivalentes. Ayuda: Define

T : Xy — Xy, Tx = z, prueba que es acotado y usa el Teorema de la inversa
acotada de Banach 7.3.4.

Solucidn: Sea la aplicacién 7' : Xy — Xy, Tx = z. Claramente T es biyectiva (es
la identidad en X como espacio vectorial), lineal y acotada pues

[Ty = [zl < bll]2.

Entonces, el Teorema de la inversa acotada de Banach 7.3.4 nos dice que 7! :
X; — Xo, T~ 12z = z, es acotada. Entonces

Izll2 = 1T~ 2|2 < all2||1,

de donde se sigue el resultado. ]

Problema 7.5 Sea A : D(A) C X — Y un operador lineal acotado, X, Y
espacios normados. Prueba que

1. Si D(A) es cerrado en X, entonces A es cerrado.

2. Si A es cerrado e Y es de Banach, entonces D(A) es cerrado en X.

Ayuda: Usa la Proposicion 7.4.3.
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Solucioén: 1. Sila sucesion (), € D(A) converge, i.e., x,, — z, entonces (Ax, ),
también converge (A es acotado, luego continuo). Pero si x,, — x, entonces, por
la Proposicién 3.5.4, x € D(A) = D(A), pues D(A) es cerrado. Pero entonces
Ax, — Ax = y € Y. Asi que aplicando la Proposicién 7.4.3 se sigue que A es
cerrado.

2. Dado z € D(A) cualquiera, existe una sucesién (z,), € D(A) tal que
xn, — x. Como A es acotado, Ax,, es de Cauchy, pues para todos m > n,

[Azn — Az < [|Allllzn — 2m[l =0,

si n es lo suficientemente grande ((x,), es convergente, luego es de Cauchy).
Como Y es completo, Ax,, — y € Y. Pero A es cerrado, luego por la Proposicién
7.4.3 tenemos que x € D(A) y que Az = y. Luego para todo = € D(A) tenemos

que z € D(A), i.e., D(A) = D(A), luego D(A) es cerrado. ]

Problema 7.6 Prueba que si un operador lineal cerrado A tiene inverso,
entonces A~! es cerrado. Ayuda: Usa que la aplicacién (z,y) — (y, ) es una
isometria.

Solucién: Sea A : D(A) — Y cerrado. Si existe A~!, entonces su grafo es
G(A™) = {(y, A7) ly € I(A)} = {(Az,z) |z € D(A)} C Y x X,

pues si y = Ax, entonces © = A~'y. Sea ahora la aplicaciéon 7 : X x Y — Y x X,
T(z,y) = (y,x). Esta aplicacidén es lineal y biyectiva. Ademads preserva la norma

1T (e, )l = [1Cys ) F = Nyl + Nzl = el + Nyl = 11z, 9l

Es decir, G(A™1) es isomorfo a G(A), pero G(A) es cerrado (pues A es cerrado),
luego G(A™1) es cerrado y, por tanto, A~! es cerrado. ]

Problema 7.7 Usando el Teorema del grafo cerrado 7.4.5 prueba el Teo-
rema de la inversa acotada de Banach 7.3.4. Nétese que, dado que el
Teorema del grafo cerrado 7.4.5 lo probamos usando del Teorema de la
inversa acotada de Banach 7.3.4, ello implica que ambos resultados son
equivalentes.

Solucidn: Sea A € B(X,Y), como D(A) =X, D(A) es cerrado. Entonces, por el
apartado 1 del Problema 7.5, A es cerrado. Pero como A es biyectivo, entonces
existe su inverso A~!, luego por el Problema 7.6, A~! es cerrado. Pero D(A~!) =
Y, luego es cerrado, y podemos aplicar el Teorema del grafo cerrado 7.4.5 que
nos asegura que A~! es acotado. |




302 Capitulo 7. Otros resultados fundamentales del Andlisis Funcional

Problema 7.8 Sea H un espacio de Hilbert de dimensidn infinita y sea
(en)n € H una sucesién ortonormal. Entonces e,, — 0

Solucién: Tenemos que probar que f(e,) — 0 para todo f € H'. Pero por el
Teorema 7.5.3 ello es equivalente a probar que (e, z) "% ( para todo z € H.

Pero (e,,2) = (z,e,) —3 0 por (5.2.4), de donde se sigue el resultado. m

Problema 7.9 Sea A € B(X,Y), X,Y espacios de Banach. Prueba que si
r, — x en X, entonces Az, — ArxenY.

Solucidn: Tenemos que probar que f(Az,) — f(Ax) para todo f € X'. Defina-
mos, para cada f € X/, el funcional g : X +— C, g = f o A, g(z) = f(Az). Como f
y A son lineales, g es lineal. Ademas, |g(x)| = f(Tx) < || fIIT=| < I fIIT|=]l,
luego es acotado, i.e., g € Y'. Entonces, como z,, — z, ello implica que g(z,) —
g(x), luego, paratodo f € X/, f(T'z,,) — f(Tz), de donde se sigue el resultado. m

Problema 7.10 Sea H un espacio de Hilbert. Prueba que si z,, — z y
llz.|| = ||=||, entonces x,, — x (en norma).

Solucién: Como z,, — z, el Teorema 7.5.3 implica que (z,,, z) — (z, z) para todo
z € H, en particular para z = z. Entonces

lzn = 21 = (@0 — 2,20 — ) = |2al® + l|2]* = (20, 2) — (z,20) = 0.

Luego z,, — z. ]

Problema 7.11 Sea H un espacio de Hilbert y sea (ex); una base orto-
normal del mismo. Sea (z,), € H una sucesién acotada tal que existe el
lim,,_,~{(x,, ex) para cada k € N. Prueba que entonces (z, ), es débilmente
convergente, i.e., existe un x € H tal que x,, — .

Solucion: Por el Teorema 7.5.3 basta probar que existe un x € H tal que para
n—oo .7

todo z € H (x,,2) — (x, z). Comenzaremos probando que la sucesién (zy, z)

es de Cauchy, i.e., que |(x,,2) — (xm,2)| se puede hacer tan pequefio como se

quiera si n 'y m son lo suficientemente grandes. En primer lugar notemos que
(@0 2) = (@ 2)] < [0 2) = @y )] + [@r 8) = @y )] + | s 8) = (@ 2)].

Veamos que el primer y el tercer sumandos si pueden hacer tan pequefios como se
quiera si n y m son lo suficientemente grandes. Para ello usaremos, por un lado,
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que (z,), es acotada, luego existe un M > 0 tal que para todo n € N ||z, | < M
y, por el otro, que como (eg); es una base ortonormal de H, entonces para todo
z € H existe una combinacién lineal finita s = 22:1 crer tal que la diferencia
||z — s|| se puede hacer tan pequefia como se quiera. Usando la desigualdad del
Cauchy-Schwarz (5.1.2) se tiene que

[(#n, 2) = (2, 8)| = [(2n, 2 = )| < l2nllllz = s]| < M|z — s,

por lo que ambos sumandos se pueden hacer tan pequefios como se quiera.

Para acotar el segundo sumando escribimos

l
(@ns5) = (@, )| = (@0 = Ty 8) <D lerll(@n — 2y en)].
k=1

Vamos a probar que cada sumando de la suma finita anterior se puede puede
hacer tan pequefio como se quiera y por tanto la propia suma se puede hacer
tan pequefia como se quiera. Para ello notamos que, como por hipdtesis existe el
lim,, o0 (zn, ) para cada k € N, entonces la sucesion (x,,e) es de Cauchy vy,
por tanto, para cada k € N, la cantidad

‘(xn - xm7ek>‘ = ‘<$naek> - <xm7€k>‘7

se puede puede hacer tan pequefia como se quiera.

Asi pues, para todo z € H, la sucesién (z,,z) es de Cauchy por tanto, para
cada z, existe el limite (z,, z). Definamos z € H tal que (z,,z) "—3 (z,z) para
cada z € H. Est4 claro que dicho z es tinico”, por tanto para todo z € H existe un

n—oo .
x € H tal que (z,, z) — (z, z), de donde se sigue que z,, — x.

Nota: Nétese que para resolver el Problema 7.11 ha sido esencial que la sucesion
(zn,)n sea acotada. Esta condicidn es, en efecto, imprescindible pues si tomamos,
por ejemplo, z,, = ne,, entonces claramente para cada k € N, lim,,_, oo (xp, €) =
0, pero z,, no es acotada y por tanto no puede ser convergente (ver el punto 2
de la Proposicién 7.5.2). n

Problema 7.12 Probar el Teorema de Hahn-Banach 7.2.5 para un espacio
vectorial complejo suponiendo que se cumple la version real del mismo
(ver el teorema 7.2.7).

[oe] n—oo

9 n—r
Supongamos que (x,,z) — (x,2)y (zn,2) — (y,z), pero x # y. Entonces,
|<337Z> - <yaz>‘ < ‘<$>Z> - <xn>z>| + |<CL‘n,Z> - <yaz>‘ —0, luego <$>Z> = (y,z} para todo
2y el punto 4 del Ejercicio 5.1.2 implica x = y, lo que es una contradiccion.
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Solucién: Sea M C V, M # {0}, un subespacio vectorial y sea f : M — C
nuestro funcional lineal tal que

\f(x)| <plx), VeeM, (7.6.1)

donde p es un funcional sublineal y convexo (ver Definicién 7.2.3). La idea es
usar Teorema de Hahn-Banach 7.2.7 para un espacio vectorial real, asi que nos
restringiremos por el momento al caso cuando los vectores de V, y por tanto los
de M, los multiplicamos por escalares reales. Definamos sobre M el funcional
u: M — R, u(z) = R(f(x)), que al ser f lineal y habernos restringido al caso
cuando multiplicamos por nimeros reales, es un funcional lineal. Ademas, u(x) <
|f(z)] < p(x) para todo x € M. Luego, por el Teorema de Hahn-Banach 7.2.7
sabemos que existe un funcional lineal U : V — R tal que U(z) = u(x) en M y
U(z) <p(zr)enV

Ahora bien, como para todo z € C se tiene que z = R(z) — iR(iz), entonces,
para todo x € M, podemos escribir nuestro funcional f : M — C como

f(x) = u(z) —iu(iz).

Probemos que el funcional F' : V — C definido por F(x) = U(x) — U (iz) es el
funcional buscado. Para ello notemos que, como U es lineal respecto a la multi-
plicacion por escalares reales, F' también lo es. Ademas

F(ix) = U(ixz) — iU (i(iz)) = U(iz) — iU (—x) = iU(z) + U (ix)
=i[U(z) — iU (ix)] = iF (),

de donde se sigue que también es lineal respecto a la multiplicacién por escalares
complejos. Estd claro que F restringido a M coincide con f.

Probemos ahora que F'(z) < p(z) en V. En primer lugar notemos que, como
en este caso, p(x) > 0, entonces si F'(z) = 0, F(z) < p(xz). Asumamos que
F(z) # 0. Entonces F(x) = |F(z)]e?, luego

|F(z)| = F(z)e " = F(e™"%z) = RF(e7"%z) = U(e *x)
< p(e™ ) = |(e7)|p(x) = p(x).
Asi, hemos probado que existe un funcional lineal F': V — C tal que
Vee M, F(z)=f(x) y VexeV, |F(z) <p(z). (7.6.2)

lo que demuestra el Teorema de Hahn-Banach para el caso complejo. |




Capitulo 8

El Analisis funcional y la
Mecanica cuantica

La teoria de los operadores lineales es el aparato
matematico de la Mecanica cuantica.

Vladimir A. Fock
En “Fundamentals of Quantum Mechanics” (1976)

En este capitulo vamos a discutir brevemente las matemadticas de la
Mecanica cuantica. Comenzaremos con una breve introduccion historica.

8.1. Un poco de historia

El 27 de abril de 1900 Thomson (Lord Kelvin) pronunci6 en la Royal
Institution una conferencia titulada! Nineteenth-Century Clouds over the
Dynamical Theory of Heat and Light, donde afirmaba que

«La belleza y claridad de la teoria dindmica, que afirma que el
calor y la luz son modos de movimiento, en la actualidad es-
tdn empafiadas por dos nubes. I. La primera surgioé con la teoria
ondulatoria de la luz, [...] involucraba la pregunta, {como po-
dria la tierra moverse a través de un solido eldstico, tal como es
esencialmente el éter luminico? II. La segunda es el Teorema de
Maxwell-Boltzmann sobre la particion de la energia.»

1Un afio mds tarde aparecié publicada con el mismo titulo en la Philosophical maga-
zine and Journal of Science Six Series, Vol. 2. July 1901, pags. 1-40.
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Nadie en aquel momento podia imaginar que esas dos nubecillas iban
a cambiar radicalmente nuestra concepcién de los fenémenos naturales
y del mundo que nos rodea y que representarian una revolucién compa-
rable a la Revolucién copernicana que culmind con la aparicion en 1687
de los Philosophiz naturalis Principia mathematica de Newton, ya que la
primera conduciria a la Teoria de la relatividad de Einstein, y la segunda a
la Mecdnica cudntica.

El teorema de la equiparticién de la energia que mencionaba Lord Kel-
vin establece que la energia calorifica de un conjunto de particulas se
divide uniformemente entre todas las posibles componentes de los mo-
vimientos de cada una de ellas, o como suelen decir los fisicos, en cada
uno de los grados de libertad del sistema. Este Teorema fue enunciado
por Ludwig Boltzmann en 1868 y demostrado en condiciones mucho mds
generales, por James C. Maxwell en 1879. Desde la publicacion del traba-
jo de Boltzmann, y en especial del de Maxwell, hubo mucha controversia
sobre la veracidad del mismo. Una de ellas esta relacionada con el modelo
del cuerpo negro.

El problema sobre la radiacion del cuerpo negro tiene su origen en la
pregunta ¢{cdmo emiten la luz los cuerpos al calentarse? Para resolver esta
cuestion, los fisicos de finales del siglo XIX idealizaron un cuerpo cual-
quiera y construyeron un modelo que llamaron cuerpo negro —también,
“cavidad”, etc—. La idealizacion consistia en que el cuerpo negro tenia que
absorber —y por tanto emitir— ondas electromagnéticas® en todo el espec-
tro de frecuencias.

Uno de los primeros en estudiar el problema de la emisién y absorcién
de energia fue el fisico R. Kirchhoff quien en 1860 introdujo el concepto
de cuerpo negro. Describamos brevemente el modelo.

Supongamos que tenemos un cuerpo negro ideal a una temperatura 7'
y sea U(T) la cantidad de energia por unidad de volumen del mismo. Dado
que el cuerpo emitird radiacion electromagnética en todas las longitudes
(frecuencias) de onda posibles asumiremos que cada longitud de onda
—frecuencia— aportard su “granito de arena”. Si denotamos la densidad
de energia por unidad de volumen y unidad de frecuencia w por u(w,T),
entonces

U(T) = /OO w(w, T)dw. (8.1.1)
0

2Era un hecho bien conocido a finales del XIX que la luz visible estaba constituida por
ondas electromagnéticas dentro de un cierto rango de frecuencias.
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Estd claro la férmula anterior permite encontrar la densidad de energia
U(T) conocida u(w, T'), asi que la cuestién es ¢quién es la funcién u(w,T')?

En 1896 W. Wein y F. Paschen encontraron (de forma tedrica el pri-
mero, y experimental el segundo) que cuando las frecuencias w eran muy
altas u(w,T) = aw3e ?*/T, Por otro lado, Lord Rayleigh, en un articulo
aparecido en junio de 1900, establecid, usando el principio de equipar-
ticiéon de la energia, que la densidad de energia u(w,T’) en funcién de
la frecuencia w era proporcional a w? lo que implicaba, segtn la férmu-
la (8.1.1), que la energia U(T') irradiada por un cuerpo negro debia ser
infinita, algo que obviamente contradecia los resultados experimentales
establecidos. Precisamente a este tipo de resultados era a los que se refe-
ria Lord Kelvin con su segunda nubecilla.

Sin embargo quien encontraria la férmula correcta para u(w,T) fue
Max Planck, quien en 1889 habia reemplazado a Kirchhoff en la Univer-
sidad de Berlin tras su jubilacién. En 1894 Planck se interesa por el pro-
blema de la radiacién del cuerpo negro y en octubre de 1900 encuentra
una férmula que describia perfectamente los resultados experimentales

conocidos
hws 1

m2e3 @ _1’
exp T

donde h era cierta constante desconocida y que para frecuencias altas
recuperaba la Wein-Paschen y para frecuencias bajas la de Rayleigh.

ww,T) = (8.1.2)

Para dar un significado o explicacidn fisica a su férmula Planck postuld
que los cuerpos absorben y emiten energia mediante “quantas” de energia
E = hw. Eso le permitié a Planck deducir de “primeros principios” la ex-
presion matematica (8.1.2) de la energia irradiada por el cuerpo negro.
Estos resultados fueron publicados por Planck el 14 de octubre de 1900,
dia oficial del nacimiento de la Fisica cuantica.

El segundo paso en esta historia lo dio Albert Einstein. En 1905, Eins-
tein explica el efecto fotoeléctrico suponiendo que la propia luz se emite
en quantos (los hoy llamados fotones) de energia hw, siendo / la constan-
te de Planck. De esta forma Einstein recuperaba la naturaleza corpuscular
de la luz predicha por Newton en su Optiks de 1704. Diez afios mas tarde,
en 1915, el fisico estadounidense Robert Andrews Millikan confirma expe-
rimentalmente la férmula de Einstein y comprueba que, en efecto, # es la
misma # de Planck. Pero por si esto fuera poco, Arthur H. Compton publi-
c6 en 1923 un articulo donde explicaba los resultados de su investigacion
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sobre la difusién de rayos X (ondas electromagnéticas como la luz, pero
de muy alta frecuencia), lo que hoy dia conocemos como efecto Comp-
ton. Compton descubrid, experimentalmente, que si irradiamos con rayos
X distintos materiales se observaba un cambio de la longitud de onda (o
frecuencia) de los rayos X en funcion del angulo de dispersion, algo inex-
plicable usando la teoria ondulatoria de la luz, pero que se podia explicar
si se asumia que la luz estaba constituida por particulas con masa cero
pero con energia F = hw y momento lineal p = hw/c, respectivamente,
que interaccionaban de forma elastica (o sea que se conservaba la energia
y el momento).

El siguiente paso en la historia se debe al danés Niels Bohr. Este, inten-
tando describir el espectro del atomo de hidrégeno, postula que el elec-
tréon, para que no caiga al nacleo como predice la fisica clasica, solo puede
estar en ciertas 6rbitas permitidas (estables). Para ello impone una con-
dicién ad-hoc que no puede justificarse a partir de la Mecanica Cldsica ni
de la Electrodindmica. La suposicion de Bohr era que, de todas las infini-
tas drbitas posibles, s6lo son posibles aquellas para las cuales el momento
angular del electréon L = m.vr,, siendo m. la masa del electrén, v, su ve-
locidad y r, el radio de la n-ésima 6rbita estable, fuesen multiplos enteros
de h, i.e. L = nh, donde h era, otra vez, la constante de Planck. Unos
calculos sencillos muestran que, a partir de esta sencilla hipétesis, se pue-
de describir la serie de Balmer para el espectro del atomo de hidrégeno:

E,—E, m.kZe'
h - Anh3

UV =

(%—%), n<m=1,2,3,.... (8.1.3)

Entre las preguntas que se hacian muchos de los fisicos de la época
se encontraban las siguientes: ¢Como es posible que una misma constan-
te aparezca en aparentemente tres fendmenos no relacionados entre si?
¢{Coémo justificar el postulado de Bohr sobre las drbitas del &tomo de hi-
drégeno?

La respuesta a la segunda pregunta la dio inesperadamente el fisico
francés Luis de Broglie. Este, influenciado por el trabajo de Einstein sobre
el efecto fotoeléctrico, postula que la dualidad onda-particula que Einstein
habia proclamado para la luz también tiene lugar para todas las particulas
materiales, como por ejemplo, el electron. La genialidad de de Broglie
fue equiparar un electrén a una onda plana. Por ejemplo, si tenemos un
electron de masa m y velocidad v, de Broglie postuld que el momento
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(impulso) p del electrén era

B B h277 h2r hw
P=mu=or = T
De esta forma De Broglie daba un significado fisico a las érbitas de Bohr:
éstas eran justo aquellas orbitas tales que el cociente entre su longitud y
la longitud de onda del electrén era un nimero entero, es decir era una
analogia completa a las ondas estacionarias sobre un anillo (circulo). Cu-
riosamente los fisicos C.J. Davisson y C.H. Kunsman, habian publicado en
1923 los resultados de un experimento (que habia pasado desapercibido)
que consistia en bombardear una placa de platino con electrones y habian
descubierto que estos se difundian a través de la misma de forma que
mostraban una figura de difraccion. Esto fue confirmado en 1927 por el
propio Davisson y su nuevo colaborador L. Germe, e independiente por
los fisicos G.P. Thompson y A. Reid. En efecto, los electrones también se
comportaban como ondas.

La aparicién de la primera versidon de la Mecdnica cudntica no tardé
mucho en aparecer a manos de Werner Heisenberg, un joven y en ese
momento desconocido fisico. En la primavera de 1925 Heisenberg, inten-
tando entender las ecuaciones que expresan la posicion y la velocidad de
un electrén tuvo una idea reveladora que lo cambiaria todo: no era im-
portante como se movian los electrones en el &tomo (estructura atémica),
sino lo que se podia observar de ellos, que en este caso, eran las frecuen-
cias e intensidad de las lineas espectrales. Asi, en junio de 1925, dio con la
solucion al problema solo que las matematicas necesarias eran algo raras.
Heisenberg descubrié que las frecuencias e intensidades dejaban de ser
simples nimeros, para convertirse en tablas de numeros y que la multi-
plicacion de dichas tablas no era, en general, conmutativa. Los resultados
de Heisenberg fueron recibidos en la revista Zeitschrift fiir Physik el 29
de julio de 1925 y publicados poco después. Fue Max Born, que era el
supervisor académico de Heisenberg, quien se dio cuenta de que las ta-
blas de Heisenberg no eran mas que matrices y junto a Pacual Jordan,
escribié el segundo articulo sobre la Mecdnica cudntica donde explicaba
las raras matematicas de Heisenberg. Born habia sido asistente de David
Hilbert y, a diferencia de Heisenberg, si que conocia la teoria de matri-
ces. El trabajo de Born y Jordan titulado Sobre la Mecdnica cudntica fue
recibido en la redaccion de la Zeitschrift fiir Physik el 27 de septiembre
de 1925: habia nacido lo que se llamaria la Mecdnica matricial. Algo mas
tarde, el 16 de noviembre de 1925 Heisenberg, junto a Max Born y Pas-
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cual Jordan, envian a publicar la teoria completa de la Mecdnica matricial
a la revista Zeitschrift fiir Physik en un articulo titulado Sobre la Mecdni-
ca cudntica II que suele conocerse como el Dreimdnnerarbeit (Trabajo de
los tres hombres). En él se desarrolla complemente la Mecdnica matricial,
cuyas predicciones se ajustaban muy bien a las observaciones —pocas, por
cierto— de la época.

No obstante, la acogida la Mecdnica Matricial fue bastante fria. Se for-
maron dos grupos: los que la aceptaban encabezados por Born, Bohr, Hei-
senberg y Pauli, y los que la rechazaban, entre los que se encontraba el
propio Einstein. Todo empezd a cambiar cuando en la navidad de 1925
Erwin Schrodinger, que en ese momento era profesor en Zurich, tras estu-
diar los trabajos de de Broglie encuentra una ecuacién de ondas

h2 32

o oY V(@) = BV, (8.1.4)
que segin muchos fisicos, Einstein entre ellos, aclararia la situaciéon. En
efecto, si V = 0 (particula libre), la solucién de la ecuacién (8.1.4) era la
onda plana de de Broglie, y si V' era el potencial del dtomo de hidrégeno,
se recuperaba la férmula de Balmer (8.1.3). El articulo fue recibido en
Annalen der Physik el 27 de enero de 1926. Ese dia nacié la Mecdnica
ondulatoria.

Aungque la ecuacion de ondas de Schrodinger (8.1.4) también explica-
ba muy bien las observaciones experimentales habia algo que no quedaba
claro y era el significado fisico de la onda W, solucion de (8.1.4). Schro-
dinger, por ejemplo, opinaba las particulas no eran més que paquetes de
ondas y, por tanto, ¥ podria describir a los electrones en si mismos. Pero
resulté que eso era un problema pues Max Born probd, a partir de la pro-
pia ecuacion de Schrodinger, que si las particulas pudiesen representarse
como paquetes de onda, entonces cuando colisionaban entre si, dichos
paquetes se difuminaban lo cual no ocurre en la realidad. Pero Born fue
mucho mas lejos. Tras estudiar cuidadosamente los datos experimentales
de las colisiones de electrones, Born asegur6 que la funcién de onda ¥ (x)
daba la probabilidad de que una particula fuese detectada en la posicion
r y que dicha probabilidad era proporcional a |¥(z)|?, es decir la Meca-
nica ondulatoria, al igual que la matricial como se veria mds tarde?, era

3La alegria de los fisicos tras el descubrimiento de la ecuacién de Schrodinger (8.1.4)
duré poco pues el mismo Schrodinger por un lado, y Paul Dirac por el otro, probaron que
ambas formulaciones eran matemdticamente equivalentes.
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una teoria estadistica incluso para describir una tinica particula. Esta idea
era tan revolucionaria que ni al propio Heisenberg le gustd. El articulo de
Born fue recibido en la redaccién de la revista Zeitschrift fiir Physik el 25
de junio de 1926. Ese dia murio el determinismo en la Fisica. En pala-
bras del propio Born: «Yo mismo me inclino a renunciar al determinismo en
el mundo de los dtomos. Pero esa es una cuestion filosofica para la que los
argumentos fisicos por si solos no son decisivos.»

Pero si ya eso era dificil de asimilar, el propio Heisenberg lo compli-
c6 mas cuando, tras muchas discusiones con Borh en Copenhagen donde
estaba de visitante, descubrié en febrero-marzo de 1927 el Principio de
incertidumbre que lleva su nombre. En palabras del propio Heisenberg:
«El producto de las indeterminaciones para la localizacion y cantidad de mo-
vimiento (bajo el término ‘cantidad de movimiento’ se entiende el producto
de la masa por la velocidad) no podia ser mds pequefio que el ‘quantum’ de
accion de Planck h.»

Lo que Heisenberg probd fue que si Az era el error (o incertidumbre)
que se comete al medir la posicion del electrédn (una particula en general)
y Ap era el error al medir la cantidad de movimiento p = mwv, entonces

AxAp > h/2 donde h es la constante de Plank.

Es decir, si nuestra mediciéon de la posicién es muy precisa perderemos
precision en la medicién de la velocidad y viceversa. El articulo fue recibi-
do en la redaccion de Zeitschrift fiir Physik el 23 de marzo de 1927.

Se abria asi una de las polémicas mds grandes de la historia de la Cien-
cia de los dltimos 100 afios: La Mecanica cudntica es, por principio, una
teoria no determinista. Nuevamente los fisicos de la época se dividieron
en dos bandos. Por un lado estaba el bando de los que consideraban que la
Mecdanica cuantica era una teoria completa y que la aceptaban incondicio-
nalmente entre los cuales estaban Bohr, Born, Heisenberg, Jordan, Pauli, y
los que no, por ejemplo, Einstein y Schrédinger. Esta division quedo plas-
mada en la famosa 52 Conferencia Solvay de 1927, que es célebre por las
discusiones entre Bohr y Einstein sobre la interpretacién de la Mecdnica
cuantica y donde se hizo famosa la frase de Einstein de «Dios no juega a los
dados». Cada mafiana Einstein le proponia a Bohr un experimento mental
que mostraba las contradicciones de la interpretacion probabilistica de la
Mecdnica cuantica, y este se lo rebatia durante la cena. Lo mismo pasé en
la siguiente conferencia en 1931. Fue alli donde a Einstein se le ocurrié un
experimento mental que afios después derivo en la famosa Paradoja EPR
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(Einstein-Podolsky-Rosen) publicada* en 1935. La paradoja EPR tuvo en
jaque a los fisicos durante 30 afios hasta que, en 1965, un fisico irlandés,
John Stewart Bell, ideé una forma de comprobar experimentalmente si
Einstein tenia o no razén.

Lo que propuso Bell, desde el punto de vista tedrico, es una desigual-
dad matemadtica que involucra magnitudes medibles, es decir, que se po-
dria disefiar un experimento para comprobar si una teoria fisica era local-
realista (que era lo que, segun Einstein, tenia sentido construir, y que la
Mecdnica cudntica no era), experimento que efectivamente se realizd y
demostré que Einstein no tenia razén

Asi pues, aunque la Mecanica cudntica es una teoria rara y contrain-
tuitiva, describe muy bien el mundo de lo infinitamente pequefio y son sus
leyes y sus predicciones lo que hace que funcionen casi todos los aparatos
electrénicos que usamos hoy dia: ordenadores, mdviles, televisores inte-
ligentes, internet, etc. Y como toda teoria fisica tiene unas matematicas
muy precisas detras.

De hecho, las matematicas de la Mecanica cuantica estan estrechamen-
te ligadas al problema de la interpretacién. La razon principal, postulada
por Bohr, se debe a que una misma teoria fisica no puede contener dos
tipos de postulados, principios o axiomas: los cldsicos (mundo macrosco-
pico) y los cudnticos (mundo microscopico). Mds aun, los principios de la
fisica clasica deben obtenerse de los axiomas de la Mecdnica cudntica al
pasar al mundo macroscépico donde la Fisica clésica es aplicable.

A ese respecto Hilbert, en una conferencia titulada El pensamiento axio-
mdtico pronunciada el afio 1917 en Ziirich ante la Sociedad Matemadtica
de Suiza, comentd:

«...la teoria cudntica moderna, lo mismo que el conocimiento
progresivo de la estructura del dtomo, ha conducido a leyes que
contradicen a la electrodindmica actual, basada esencialmente
en las ecuaciones de Mawell, por lo que resulta evidente la nece-
sidad de reformarla radicalmente y de darle nuevos fundamentos
y organizacion.»

«Vemos ast que en las teorias fisicas la supresion de las contradic-
ciones debe lograrse por medio de una modificacion de la eleccion

#A. Einstein, B. Podolsky, N. Rosen, Can Quantum-Mechanical Description of Physical
Reality Be Considered Complete?. Physical Review 47, (1935), 777-780.
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de los axiomas. La tnica dificultad que ello trae aparejada es la
de elegir los axiomas de tal manera que todas las leyes fisicas
observadas resulten una consecuencia logica de los mismos.»

Como veremos en este ultimo capitulo, las matematicas de la Mecani-
ca cudntica no es mas que la teoria de operadores autoadjuntos en espa-
cios de Hilbert. No obstante, siendo honestos los operadores que aparecen
en la mayoria de los problemas cudnticos son operadores no acotados, y
nosotros en estas notas hemos trabajado esencialmente con operadores
acotados, o incluso compactos. A ese respecto vale la pena concluir esta
introduccion histérica con la siguiente frase de Max Born que aparece en
un pie de pagina del tercer capitulo del Trabajo de los tres hombres de
1925, capitulo integramente escrito por Born:

«Hasta ahora, la teoria de las formas cuadrdticas (o hermiticas)
[matrices asociadas a los operadores] de infinitas variables se
ha desarrollado principalmente para una clase especial (formas
“acotadas”). Pero aqui nos interesan las formas no acotadas. Sin
embargo, podemos suponer que, en general, las reglas se aplican
de la misma manera.»

Para suerte de Born, John von Neumann, se encargé de desarrollar la
teoria de los operadores no acotados y demostré que, en efecto, las reglas
se aplican de la misma manera. Y no solo, también a von Neumann le debe-
mos la primera formulacién axiomadtica de la Mecdnica cudntica asi como
uno de los primeros textos sobre esta disciplina: Mathematische Grund-
lagen der Quantenmechanik (Fundamentos Matemadticos de la Mecédnica
cuantica) publicado en 1932.

Para mas detalles histéricos sobre la Mecanica cuantica se pueden con-
sultar las monografias [14] y [19].

8.2. Preliminares

En adelante vamos a usar la notaciéon de Dirac para denotar el producto
escalar en un espacio de Hilbert H. Asi, denotaremos el producto escalar
(U, ) por(V|P) y ademds

(T|®) := (T, B), (V|L|B) = (VLD = (T, £LD). (8.2.1)
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Alos productos (V|£|®P) les denominaremos elementos matriciales del ope-
rador £. En adelante, a no ser que se especifique lo contrario, asumiremos
que los vectores ¥ # 0 estdn normalizados a la unidad, i.e., | V| = 1.

En la notacion de Dirac se define el adjunto del operador U al operador
U* tal que para todos ¢ y ¥

(@]U|T) = (P[UV) = (UV[|?) = (V|U*®) = (V|U|P).

Recordemos ademdas que un operador ¢ : H — H, H espacio de
Hilbert, se denomina autoadjunto o hermitico si U = U* y unitario si
Uu* = u*U =17, donde J el operador identidad J : H — H, Jz = .

Si U es autoadjunto, entonces, para todos ¢ y ¥

(UT[D) = (P|UD) <  (B|UT) = (V]UD).

Definicion 8.2.1 Sea U un operador unitario. La transformacion
Uiy =UV, L—{=ULU, (8.2.2)

la denominaremos transformacion unitaria de ¥y L.

Proposicion 8.2.2 Las transformaciones unitarias conservan

1. Las relaciones de conmutacion de los operadores.
2. La propiedad de hermiticidad de un operador.
3. Los autovalores.

4. Los productos escalares y elementos matriciales de un operador.

Demostracién: 1. Sean 4, By L tres operadores tales que [4,B] = Ly
a, by { sus correspondientes operadores tras realizar la transformacién
unitaria (8.2.2). Entonces, como (4, B] = £

AB—BA=L = UWABU-— WBAU= WLU={,
pero

(U AU (W BU) — (W BU)(U AU) = ab— ba = |a, b] = L.
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2.Sea L = L*. Sea { = U*"L U, entonces
Cr=(ULu) =uLu=uLu=".
3. Sea LV = \VU, entonces

(W LU (UNT = A\UWT) = () =\,

Como hemos visto, si un operador 4 : H — H es autoadjunto y com-
pacto entonces tiene asociado un conjunto numerable completo de auto-
vectores (Teorema de Hilbert Schmidt 6.5.16). En adelante, por sencillez,
vamos a restringirnos a aquellos operadores que tengan asociados un con-
junto numerable de autovectores y que dicho conjunto sea un sistema
completo.

Supongamos que £ es uno de tales operadores y sea (¥, ), su corres-
pondiente conjunto completo de autovectores. Si todos los autovalores son
simples entonces, como ya hemos visto, los correspondientes autovectores
son ortogonales. En el caso de que tengamos autovalores multiples sus co-
rrespondientes autovectores se pueden ortonormalizar usando el método
de Gram-Schmidt que describimos antes. Asi pues asumiremos que (¥,,),,
es un sistema ortonormal (ortogonal con ||V, || = 1).

Sea ® un vector cualquiera de H, entonces ¢ se puede desarrollar en
serie de Fourier respecto (V,,),

=) VU, = (QT,).

En otras palabras, (V,,), es una base ortonormal completa de H.

Las bases juegan un papel fundamental. En particular, las bases aso-
ciadas a operadores autoadjuntos.

Sea (V,), una base ortonormal completa de H y sea 4 un operador
lineal, entonces

AV, eH= AV, =Y ApnVp = Apy = (V,]4|T,).

A la cantidad (V,,|4|¥,,) la denominaremos elemento matricial del ope-
rador 4 en la base (V,,),.
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Si (V,,), es la base asociada a cierto operador autoadjunto £ se dice
que la matriz A = (A,,,) es la matriz del operador 4 en la £-representacion.
Notese que la matriz del operador £ en su propia representacion (la £-
representacion) es una matriz diagonal con los autovalores en la diagonal.

Proposicion 8.2.3 El conmutador [4, B] de dos operadores autoadjuntos
Ay Bes tal que [4,B] = iL, con L autoadjunto.

Demostracién: Supongamos que [4, B] = N. Entonces
N* = ([4,8])"=—-[4,B] = —-N = N=il,

con £ autoadjunto, pues (iL)* = —iL* = —iL. n

Recordemos dos resultados que seran de gran interés mds adelante
(ver, para el caso de operadores autoadjuntos y compactos el Teorema
6.5.17 y la discusidén previa) y que asumiremos validos a lo largo del capi-
tulo.

Proposicion 8.2.4 Si dos operadores £ y N tienen un sistema completo de
autovectores (\V,,),, comiin, entonces [£,N] = 0.

Proposicion 8.2.5 Si dos operadores £ y N con sistemas completos de
autovectores conmutan ([£,N] = 0), entonces tienen un sistema completo
de autovectores (V,,),, comun.

Definicién 8.2.6 Sea F(z) una funcién analitica en un entorno de z = 0
ysea F(z) =) -, fa2" su desarrollo en serie de potencias con radio de
convergencia r > 0. Definiremos al operador F(A4) mediante la serie

F(a)=>_ f.a"

n>0

Mostremos que si 4 es acotado, esta definicién tiene sentido. Primero
notemos que como F'(z) tiene radio de convergencia r > 0, entonces

1

[ p—
lim /| f,|
n
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Sean F(A4) = ZZ:O fa A", las sumas parciales de la serie de F.

|F(D)z = Fu(A)zl| < > [fallla™ll < > [fall Al
n=k+1 n=k+1
| Fx(A)z — Fn(A)z]]
[zl

< > LAl =

n=k+1

1E(A) = Fn(D)] < ) alllAl™
n=k+1
La serie numérica ) . |f,|[|A||" converge si || 4|| < r, en cuyo caso la su-
cesién Fy(A4) es de Cauchy, por lo que la funcién F'(4) estd bien definida.
Ademds, como Fy(4) es de Cauchy, es acotada. De hecho, la serie F'(4)
es absolutamente convergente y define un operador acotado (probar esto
ultimo como ejercicio).

Definicidon 8.2.7 Sea 4 : H — H un operador acotado en un espacio de
Hilbert H. La derivada operacional 0F (A4)/0A es el operador que se obtiene
mediante la formula

— lim , (8.2.3)

donde J es el operador identidad.

Por ejemplo

=nq" 1

04

Es mds, tomando ¢ > 0 lo suficientemente pequefio de forma que || A||+¢ <
r, podemos probar, de forma muy similar a como se prueba el Teorema
1.2.32, que la serie

G(a)=> nf.a,

n>1
es absolutamente convergente y que ademas,

OF ()
04

~G(A).
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Lema 8.2.8 Sean 4y B tales que [4, B] = J. Entonces

(4, B"] = kB, k>1.

Demostracién: Para k = 1 es obvio. Supongamos que es cierto para k y
probémosle para k + 1. Asi, calculamos

(4, B! = 2Bt — M g = (aB")B — B*(BA). (8.2.4)

Si ahora usamos (8.2.8) (hipédtesis de induccién) tenemos, por un lado,
ABF = kB*1 + B*4 y para k = 1, por el otro que B4 = 4B — J. Sustitu-
yendo ambas expresiones en la formula (8.2.4) obtenemos en resultado. m

Proposicion 8.2.9 Si F'(z) es una funcion analitica en un entorno de z =
0y sean Ay B tales que [A, B] = J. Entonces

_ OF(B)

4, F(8)] = =

Demostracion: Basta escribir la serie de potencias de F' y usar el Lema
(8.2.8). [

8.3. Los axiomas de la Mecanica cuantica

En esta seccién enunciaremos los principales axiomas o postulados de
la Mecdnica cuantica no relativista sobre un espacio de Hilbert H.

Postulado 8.3.1 A cada sistema fisico se le hace corresponder un espacio
de Hilbert separable H apropiado. Ademds, para cada t € R (pardmetro
correspondiente al tiempo) el estado queda completamente caracterizado (a
excepcion de un factor constante) por un vector ¥ normalizado a la unidad
de H.

Es decir, para cada t el estado estd determinado por un vector de H tal que
|I¥|| = 1 (¥ = 0 no representa a ningtin estado fisico real). El postulado
ademds deja claro que si dos vectores no nulos son tales que ¥; = ¢V,
¢ # 0, entonces ambos describen el mismo estado®. De aqui también se

SPara cada t € R cualquier vector no nulo ¥ siempre se puede normalizar a la unidad.
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sigue que, en general, dados los estados V1, ..., ¥, la combinacién lineal
® = >, oy también es un (posible) estado. Conviene aclarar que
el tipo de estados a los que alude el postulado 8.3.1 son los denominados
estados puros y son una idealizacion de los estados de un sistema cuantico.

Postulado 8.3.2 A cada magnitud fisica medible (observable) L se le hace
corresponder un operador® linear hermitico (autoadjunto) £ que acttia en
HL

%Los operadores cudnticos de las magnitudes fisicas se postulan en la teoria. Tres

operadores esenciales son el operador posiciéon o coordenadas Xj, impulso P, y el
hamiltoniano del sistema .

Postulado 8.3.3 Sea V el estado del sistema en el momento t justo antes
de la medicion de la magnitud (observable) L (asociada al operador L).
Independientemente de cudl sea el estado original V, el resultado de la
medicion solo puede ser un autovalor de L.

Este postulado requiere una aclaracién y es que al hacer una medicion de
L el sistema cambia (las mediciones interfieren en el sistema). Asi pues,
antes de medir L el sistema puede estar en cualquier estado W, pero al
realizar la medicion, ésta cambia al sistema y lo deja en el estado determi-
nado por el vector ¥, que pertenece al autoespacio de £ correspondiente
al autovalor \.

Postulado 8.3.4 El valor esperado (L) de una magnitud fisica L cuando
el sistema se encuentra en el estado V viene dado por el elemento matricial

(L) = (VIL]T) = (V|LT)

Notese que, como £ es autoadjunto, entonces®

(]| w) = (WL = (F[C[T) = (L) R

Postulado 8.3.5 Los elementos matriciales de los operadores X; de la posi-
cion (coordenadas) x; y P; de los momentos p;, i = 1,2, 3, donde los indices
i = 1,2,3 corresponden a las proyecciones en los ejes x, y y z, respecti-
vamente, definidos por (®|X;|¥) y (®|P;|¥V), cualquiera sean ® y U de H

%De hecho esta afirmacién se sigue del Teorema 6.2.2.
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satisfacen las ecuaciones de evolucion

%<c1>|xi|\lf) - <<1> el qf> d@wm:_@’@ﬂ

OP; dt 0%;

xp> . (8.3.1)

donde # es el operador asociado a la funcion de Hamilton del correspon-
diente sistema cldsico (si es que lo hay).

Este postulado tiene un significado fisico evidente pues nos indica que el
promedio de las magnitudes medibles posicion, impulso y energia (hamil-
toniano) satisfacen las ecuaciones dinamicas de la Mecanica hamiltonia-
na, i.e, en el limite apropiado (7 — 0) la Mecdnica cudntica se transforma
en la clasica’.

Proceden unas aclaraciones. En general el hamiltoniano H de un siste-
ma clasico depende de las coordenadas x; y los impulsos p;, i = 1,2, 3, por
lo que el operador # se obtiene cambiando las x; por los correspondientes
operadores X; y p; por ?;. Esto, aunque en apariencia es trivial, en general
no lo es pues # debe ser autoadjunto (ya que corresponde a la magnitud
fisica energia).

Postulado 8.3.6 Los operadores posicion X; e impulso P;, i = 1,2, 3, satis-
facen las relaciones de conmutacion

(X, ;] = 0= [Pe, P;],  [Xk, Pj] = iR ;7, (8.3.2)

donde h es una constante (de Planck) e i = +/—1.
En particular, de lo anterior se sigue que los operadores X, y ?; no pueden
tener un conjunto completo de autovectores® comunes (no conmutan).

Este postulado es el andlogo de las relaciones conocidas como llaves de
Poisson.

8.4. Discusion de los postulados

Supongamos el sistema fisico se encuentra en el estado definido por
V,,, autovector correspondiente al autovalor A, de cierto operador £ aso-

’Este hecho se conoce como el Principio de correspondencia de Bohr.
8Ver las proposiciones 8.2.4-8.2.5.
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ciado a la magnitud fisica L. Entonces’

(U | LW, = N,y (W, |LFW,) = Ak
Supongamos ahora que el sistema se encuentra en el estado ¢ que es
en una superposicién de los estados V,, £k = 1,2,..., N, entonces como
¢ =3, ¢V, tenemos

(D|L]D) = Z|ck| Aiy  Cn = (D|U,).

Lo anterior indica, en virtud de postulado 8.3.4, que la cantidad |c;|? es
la probabilidad con que se observa el valor )\, al hacer una medicion.
Lo anterior implica ademas que tras la medicién el sistema va a parar al
estado definido por un vector del espacio generado por los autovectores
correspondientes a \,. Asi pues, en el caso de que el autovalor )\, sea
simple la probabilidad de que el sistema estando en un estado original
definido por el vector ® termine en el estado definido por ¥, es

Prob(® — U}) = |er]? = [(@|,,) . (8.4.1)

Notese que esta probabilidad es por tanto invariante ante transformacio-
nes unitarias: ¥, — UV, = ¥, & — UD = O pues Prob(® — WUy) =
Prob(® — |U})). Luego el sistema fisico es invariante frente a cualquier
transformacion unitaria.

3. Dada cualquier magnitud fisica cldsica L le podemos adicionar z;p; —
p;x; sin cambiarla. Si transformamos L en su operador £ ya no le podemos
adicionar el correspondiente operador X,;P; —?;X; pues éste no es nulo (ver
postulado 8.3.6).

Tomando las derivadas funcionales

0
(X;P; — P;%;) = —(6;P; — P;X;) = 0,

o )= 5

i.e., X;?; — P,;X; es proporcional al operador identidad X;?; — ?,X; = aJ.
Si ademas X; y P; son autoadjuntos entonces, necesariamente, a = ih (ver
la Proposicion 8.2.3) donde h € R, es decir, recuperamos la relaciéon de
conmutacién del postulado 8.3.6.

“Recuérdese que los estados estdn normalizados a la unidad.
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8.4.1. Los proyectores ortogonales y la teoria de medi-
ciones

Como hemos visto en el postulado 8.3.3 cuando en un sistema en cierto
estado ¥ hacemos una medicién para saber el valor de cierto observable L
asociado un operador autoadjunto £ el resultado es uno de los autovalores
A\ de dicho operador y el estado, después de la medicion, pasa a ser un
vector VU, del autoespacio (recordemos que todos los autovectores estan
normalizados a la unidad) asociado al autovalor )\,. Ademas en el caso
de que )\, sea simple sabemos que la probabilidad de que ello ocurra es
ek |? = [(¥|P¥y)|? (ver (8.4.1)). Lo anterior lo podemos escribir usando los
proyectores ortogonales.

Para ello comenzaremos asumiendo el caso mds simple. Imaginemos
que tenemos la magnitud L y que el resultado de la medicion es en valor
Ar que asumiremos simple. Tras la medicién el sistema estara en el estado
V,., donde V,, es el autovector asociado a \;.

Definamos el operador de proyeccién 2, sobre el subespacio generado
por VU, de la siguiente'® forma:

Como vimos en la seccidn 6.5, pdgina 244, P, es autoadjunto, i.e., P} = P
y P? := P, o B, = P,.. Probemos que sus autovalores son o bien 0 o bien 1.
En efecto,

U=\ = PVU=N\NVU = (P —P)0=(\- U =0,

luego A> — X = 0 de donde se sigue el resultado. Por otro lado 2,V es
un autovector asociado al autovalor 1 (2,(?.V) = 1(2.V)) mientras que
(J—P,)V es el autovector asociado al autovalor 0. Luego cualquiera sea el
vector ¥ € H, los vectores 2,V y (J — B,) V¥ son ortogonales (épor qué?).

¢Qué ocurre si el autovector A\, es degenerado, i.e., tiene asociado un
subespacio de dimensién K > 1? En ese caso el proyector, como ya vimos,
‘P, es la suma de los proyectores asociados a cada uno de los vectores de
la base ortonormal (\Ifkvj)JK:l del autoespacio asociado a \; (ver (6.5.3)).
Es decir,

K
BV = (V| ;) Ty

Jj=1

10Ver discusién pagina 244.
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Es fdcil comprobar que en este caso se tiene las mismas propiedades que
en el caso cuando K = 1. También es fdcil comprobar que en este caso la
probabilidad de obtener el valor )\, vuelve a ser |(¥|¥,)|? donde ahora P,
es el proyector ortogonal sobre todo el subespacio asociado a A\,. Ambas
propiedades se dejan como ejercicio al lector.

Supongamos que tenemos dos autovalores distintos \; y A;. Entonces
los autoespacios correspondientes L., y IL;» son ortogonales, luego

?k o ka/ = 0, Vk 7é k’l.

Si ademas el operador £ asociado a la magnitud L tiene un sistema de
autovectores que constituyen una base de H entonces, para todo ¥ € H se

tiene
U= (U0, = > B,
k k
de donde deducimos que

i ::prkzj.
k

La igualdad anterior se suele denominar descomposicion de la identidad.
Por otro lado, £ o B, = AP, de donde se sigue que (L — A\ J) o P, = 0.
Entonces, usando la descomposicion de la identidad, tenemos que

LzLonLo(ZTk> :ZLoTk:Z)\kak.
k k k

Es decir, todo operador autoadjunto cuyo conjunto de autovectores es un
sistema completo estd completamente determinado por sus autovalores y
autovectores. Esto es esencialmente el Teorema espectral 6.5.14 en espa-
cios de Hilbert que ya vimos en la seccion 6.5 para los operadores autoad-
juntos (o normales) y compactos.

Asi pues, el postulado 8.3.3 se puede reescribir en términos de los
operadores de proyeccién de la siguiente forma:

Postulado 8.3.3. Si tenemos un sistema en cierto estado V y sobre €l medi-
mos el valor de cierta magnitud L obtendremos como resultado un autovalor
Ay del operador £ asociado a la magnitud L siendo el estado final del sistema
el definido por el vector PV, donde P, es el proyector ortogonal al subespacio
asociado al autovalor \;, obtenido.

Noétese ademads, que del postulado 8.3.4 se sigue que el resultado de la
medicién serd dicho ), con probabilidad Prob(® — U;) = || 2, ¥||2.
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8.4.2. Representacion de los operadores x; y 2

Escojamos como espacio de Hilbert de nuestro sistema el conjunto de
las funciones de cuadrado integrable H = L2, ¥ = ¥(z). Definiremos el
operador X; en L2 como el operador!! x; := x,;J. Luego X"V (z) = 25V (z).

¢Quién es P;? Por simplicidad vamos a trabajar solamente en dimen-
sién 1 (sélo la proyeccién en el eje de las x). Nuestro objetivo es encontrar
un operador P tal que cumpla las relaciones de conmutacién (8.3.2).

Del postulado 8.3.6 se sigue que [P, X] = PX—XP = —ihJ, luego, usando

una obvia generalizacién'? del Lema 8.2.4 obtenemos

ox"

[P, X"] = PX" — X"P = —nihX" " = —ih——.
0x

Luego, para cualquier funcién analitica F'(z) tenemos

OF(x)
ox ’

[P, F(X)] = —ih

que en nuestra representacion se puede reescribir como

OF(X)
o

PF(X)V(x) — F(X)P¥(x) = —ih U(z),

o equivalentemente, usando que X"V (z) = 2*V¥(x),

PIF(z)V(z)] — F(x)PV¥(z) = —ihag—f:)ﬁ/(x),

(8.4.2)

de donde escogiendo!® ¥(z) = 1, obtenemos, sustituyendo P1 = ¢(z) la

expresion
OF(x)
ox

PF(z) = —ih + F(z)p(x).

En general,

OF
PP (01,22, 25) = —ih O 05)
al’k

10sea, el operador multiplicacién por z.
128i (4, B] = aB, o € C, entonces [4, B*] = akB 1, k > 1.

+ F(21, 29, 3) (21, T2, T3).

13Por el momento solo nos interesa encontrar la expresiéon del operador independien-

temente de que luego éste vaya actuar en el espacio L3,.
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Pero [P, ?;] =0, k = 1,2, 3, luego

Opy O _ Op3 0o _ Op1 O3 _0
8901 8902 0@ 8x3 8903 8951 )

Las ecuaciones anteriores son ciertas si ¢ = g—fk, k=1,2,3, siendo ¢ una
funcion lo suficientemente buena.

Asi pues, los operadores P, deben tener la forma

Hagamos ahora la transformacion unitaria
P — WPLU, U= -exp(—iP(x1,z9,23)/h)I, U = exp(i®(xy, x9,x3)/h)I,

que, como sabemos, no cambia ni los elementos matriciales, ni las relacio-
nes de conmutacion, ni los autovalores, ni la propiedad de hermiticidad
de los operadores (i.e., éstos mantendran el mismo significado fisico de
antes). Entonces,

, 0 0 , 0
P, = i®/h —ih— ~ 9 fzé/hj — —ih—
k ° < ! a’Ek + 8xk ) © ! a’)?k’

que nos da la expresion del operador en L. Como ejercicio al lector deja-

mos que pruebe la identidad

OF(?)
0P

[xX, F(P)] = ih . (8.4.3)

8.4.3. Las ecuaciones de Heisenberg y de Schrodinger

En este apartado vamos a discutir las representaciones de Heisenberg
y de Schrodinger para las ecuaciones dinamicas de la Mecdnica cuéantica.
Supongamos que tenemos el sistema en cierto estado ¢ y sea ¢ el operador
de cierta magnitud fisica que queremos estudiar. Si ¢ es independiente del
tiempo y ¢ no lo es diremos que estamos trabajando con la representacion
de Heisenberg. Si por el contrario, & depende de tiempo y ¢ no, enton-
ces diremos que estamos considerando la representacion Schrodinger de la
Mecdnica cudantica.
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Por sencillez, en adelante asumiremos que el hamiltoniano del sistema
se expresa mediante la férmula

~ 3. g2
H=T+V, T=Y E
+ Z;Qm

yV = V(X1,%,X3) = V(x1,2,25)J, s6lo depende de las coordenadas
14
T

Por simplicidad trabajaremos solo con la proyeccion en el eje OX.
Como [P, f] = 0, tenemos, usando (8.4.2) que

ov(x) L OH

[P, H] = [P, V(x)] = —ih

Supongamos ahora que los vectores de estado no dependen del tiem-
po pero los operadores si que pueden, en principio, depender del tiempo
(es decir, consideremos la representacién de Heisenberg). Entonces del
postulado 8.3.5 se tiene que

dp  O0H
dat— ox’
de donde se sigue que
Bl g (8.4.5)
dt Rt

De forma analoga, pero usando (8.4.3), se deduce la segunda ecuacién de
Heisenberg

dx i

— = ——[x, AH]. (8.4.6)

Las ecuaciones anteriores se conocen como ecuaciones dindmicas de

la Mecdnica cudntica en la representacion de Heisenberg: es decir, cuando
las funciones de onda son vectores independientes del tiempo pero los
operadores dependen del tiempo.

Obviamente hay otra posibilidad y es que los operadores no dependan
del tiempo y las funciones de onda si. En este caso usando el postulado
8.3.5 yla férmula (8.4.4) (0H /OX = i/h[P, H]), obtenemos

%@\?M =— <<I> ‘%' q,> = %@![ﬂ’fﬂ!%-

14Recordemos que estamos usando indistintamente la notacién x1, x2, 23 y x, vy, z para
denotar las coordenadas espaciales.
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Luego, por un lado,

i) Ceple) = (Gl + (o)

y, por otro,

%((I)H?,}lﬂ\lf) 7—1 (P|PH| V) — (QJ]}[T\\IJ>):<?®‘%}[\I/>+<%}[CD‘:P\IJ>,
de donde se sigue que

<3>c1>’—+ 7{\If> <%—T+ ﬂ@‘TP\If>:O,

cualquiera sean los vectores ® y ¥, independientemente de las condicio-
nes iniciales ®|,—y y ¥|,—o. Esta claro que lo anterior se cumple si los vec-
tores U y & satisfacen la ecuaciéon

ov
ih— = HV. (8.4.7)

ot
La ecuacion anterior se denomina ecuacion de Schrodinger y es la ecua-
cion de evolucién de la Mecdnica cudntica en la representacién de Schro-

dinger.

Veamos ahora como se relacionan las representaciones de Heisenberg
y de Schrodinger.

Las ecuaciones dindmicas del postulado 8.3.5 han de cumplirse inde-
pendientemente de que escojamos la representacion de Schrodinger (S)
o la de Heisenberg (H) discutidas en el apartado anterior. Ademads, los
observables que medimos deben tener los mismos valores medios en am-
bas representaciones. Eso implica que ha de existir una transformacién
unitaria (8.2.2) que pase de S a H y viceversa.

Sean v y ¢ la funcién de estado y el observable, respectivamente, en
la representacién de Heisenberg y ¥ y £ en la de Schrodinger. Entonces
entre ambas existe la relacién:

U==Up, L=UNU, U =e "N

donde # es el operador hamiltoniano del sistema que se asume indepen-
diente del tiempo.
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En efecto, si 1) no depende del tiempo, entonces
v ou
ot ot

i.e., la ecuacién de Schrodinger (8.4.7).

Ve istegny b
= h}[e P hﬂ-[\Il,

Supongamos que ahora £ no depende de ¢ (estamos en la representa-
cién de Schrodinger). Entonces,

o0 ou. . 9L our i i
5= LU U U ULT e = (HU— (H) = L[, 1], (8.4.8)
5

Si escogemos ¢ como el operador P y X recuperamos las ecuaciones de
Heisenberg (8.4.5) y (8.4.6), respectivamente.

Supongamos que tenemos una base (\V,,),, completa de vectores de H.
Entonces, todo vector ¥ de H lo podemos escribir, como ya hemos visto,
de la forma

U=> eV, fu=(UT,).

Es decir, a cada vector de H le podemos hacer corresponder su vector
c = (c1,¢s,...)T. Andlogamente, a cada operador £ le podemos hacer co-
rresponder una matriz L con entradas L,,, = (¥,,|£|V,). Luego la ecua-
cién (8.4.8) se puede escribir en la forma

oL 1
— = —-[H,L].

ot h

donde H es la matriz correspondiente al hamiltoniano del sistema, i.e.,
recuperamos la también antes mencionada Mecdnica matricial de Heisen-

berg.

8.4.4. Integrales de movimiento

De la ecuacidn (8.4.8) se sigue que en la representacion de Heisenberg
una magnitud fisica es independiente del tiempo si el operador asociado a
dicha magnitud conmuta con el hamiltoniano. Esta propiedad es ademas
muy significativa desde el punto de vista fisico como veremos a continua-
cién.
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Definicion 8.4.1 Se dice que un observable A es una integral de movi-

miento st

9 oy = %(\I’L‘ZH\IJ) — 0.

Es decir, una magnitud es una integral de movimiento si el valor de dicha
magnitud se conserva en media.

Calculamos la derivada del elemento matricial
¢ = (22Jale) + (o[22} + (u]a[28).

dt ' ot ot
Supongamos ahora que estamos en la representacién de Schrodinger,
i.e., A no depende de t y | V) satisface la ecuaciéon de Schrodinger (8.4.7).
Entonces, usando (8.4.7) tenemos

C‘émmm <xp‘%w{ }Zl]'\ll>. (8.4.9)

Entonces, 4 (¥|4|V) = 0 siy solo si [4, #] = 0.

Si ahora escogemos la representaciéon de Heisenberg entonces (¥ no
depende del tiempo, pero 4 si puede) tenemos

A = < \ >=—%<\D|w,ﬂ]|w>,

donde hemos usado la ecuacion de Heisenberg (8.4.8). Es decir, también
en la representacién de Heisenberg <4 (| 4|¥) = 0 si y solo si [4, #] = 0.

8.4.5. La ecuacion de Schrodinger y el postulado 8.3.5

Supongamos que la magnitud observable L es independiente del tiem-
po y ¥ es la solucién de la ecuacién de Schrodinger (8.4.7), donde H es
el operador hamiltoniano

P2 + P2 4 P2
2m

Entonces, la ecuacién (8.4.9) nos da

d 1
%@) = 7—1<[}[75]>- (8.4.10)

H = F V(X %, X3) =T +V
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Sea £ = X;. Entonces, usando (8.4.3) tenemos

Sustituyendo lo anterior en (8.4.10) obtenemos
d (22) OH
—{(xpy =( =— ).
dt " P
Sea £ = P,. Entonces, usando (8.4.2) tenemos

[H, 2] = [V, 3] = ihai[, (8.4.12)
9%

de donde, usando (8.4.10), se sigue que

d (i) = OH
at P = T\ o /)
Es decir, si la funcién de estado evoluciona segtn la ecuaciéon de Schro-

dinger (8.4.7), entonces las medias de las coordenadas e impulsos se com-
portan como en la Mecanica clasica hamiltoniana.

En las mismas condiciones de antes se puede probar (de forma total-

mente analoga) que, partiendo de la expresion

d
—(P|L|WP

Z(lL|w),
se obtienen las féormulas de evolucién del postulado 8.3.5. En efecto, en
este caso la ecuacion 8.4.9 se trasforma en

L io1ciwy = (o] Lo, c)|w

dt S\ AT '

La primera ecuacion del postulado 8.3.5 se obtiene eligiendo £ = X y
usando (8.4.11), y la segunda eligiendo £ = P, y usando (8.4.12).

8.4.6. El test de consistencia
Probemos ahora el test de consistencia, es decir, que la norma de cada

estado ||¥|| no cambia con el tiempo (lo que da la interpretacién probabi-
listica). Para ello probaremos que d||¥||*/dt = 0. Asi, usando la ecuacién
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de Schrodinger (8.4.7) tenemos
o[ ||? e _/ov oV
g _a<\lf|\11>_ E\P + \I/—t

_ <_%y{xp‘qf> + <xp‘ - %}[\I/> = ({209 ) ~ (¥]5)) =0

8.4.7. El principio de incertidumbre

Sean dos operadores autoadjuntos 4 y B. Definamos los operadores
A =42- (A)J, AB =B —(B)J,
donde (A) y (B) son los valores medios de 4y B en el estado V. Entonces,
como (4, B] = iL, con £ autoadjunto, se sigue que [A4, AB] = iL.

Las dispersiones de las magnitudes Ay B en el estado ¥ vendran dadas
por

(U|(AA)?|0) = [|[AAY]|, AB:=/(V[(AB)*|¥) = [[ABY|.
Si usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz (5.1.6)
|AAV||ABY|| > [(AAV|ABY)| > |S(AAV|ABY)|
Calculemos la parte imaginaria de (AAV|ABY) = (V|AAAB|V). Para

ello recordemos que A es autoadjunto, luego A2 también lo es pues (A)
es real, luego

| —

I(T|AAAB|T) = ((xpm,qmmxm - <\IJ]A,‘4AQS|\IJ>>

[\
~

= (VIAAABT) — (W]AB AL W)
=, (VAAABY) — (V]aBAA|Y))
ZQlZ_(poML, AB||T) = %(\If|£|\11>.

Como £ es autoadjunto, [ = (V|£|V¥) es un ntimero real; asi,

AAAB > %
Lo anterior aplicado a los operadores ? y X (ver postulado 8.3.6) nos

conduce al principio de incertidumbre de Heisenberg AzAp > h/2.
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8.4.8. Los estados estacionarios del sistema

Toda la discusidn anterior nos conduce a que el estado de un sistema
viene dado por un vector de estado ¥ que evoluciona segun la ecuacion
de Schrodinger. Vamos a suponer que el operador hamiltoniano (que es
autoadjunto) # es independiente del tiempo y tiene un conjunto de auto-
vectores ®,, (independientes de t) completo en H, i.e.,

HD, = E,D,,

donde los autovalores F, del hamiltoniano # representan los posibles
valores de la energia del sistema.

Supongamos ahora que tenemos un estado del sistema correspondien-
te a la energia F,,, que tiene la forma V¥,, = «(t)®,. Notese que HV,, =
E,¥,. Como los ¥,, son estados del sistema, entonces han de satisfacer la
ecuacion de Schrodinger, i.e.,

OV,

th =HV, = E,V,.
ot

Resolviendo con respecto al tiempo la ecuacién anterior tenemos
—iBut/h
W, = e Bt

donde ¢, no depende explicitamente del tiempo.

Comunmente a los estados V¥, anteriores se les denominan estados
estacionarios del sistema. Ademas, de lo anterior se deduce que la tnica
dependencia del tiempo de los estados estacionarios es el factor e~ *#»t/",

Dos propiedades inmediatas que cumplen los estados estacionarios y
que los hacen muy especiales son:

1. ||¥,||*> = ||®,]|% i.e., la densidad de probabilidad no depende del
tiempo.

2. Si un observable A no depende del tiempo, entonces el valor me-
dio de dicho observable, (A), para cualquier estado estacionario tampoco
depende el tiempo.
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8.4.9. Los operadores unitarios y la evolucién temporal

La discusién del apartado anterior nos da una pista de una transfor-
macion unitaria de especial interés. Concretamente la trasformacién que
define el operador U(t) = e~**/" donde # es el hamiltoniano del siste-
ma.

Como los sistemas son invariantes frente a las transformaciones unita-
rias ello implica que si definimos el vector ¥ (¢) = U(t)¥(0), ambos, ¥(t)y
U(0) han de describir el mismo estado. De lo anterior se deduce que para
todo to, U(t+tg) = U(t)¥(to), es decir, que los estados fisicos son invarian-
tes frente a las traslaciones temporales. Como tomar derivadas respecto a
ten W(t) = U(t)¥(0) nos conduce a la ecuacién de Schrodinger (8.4.7),
podemos deducir que dicha ecuacién es una consecuencia de la invarianza
respecto a las traslaciones temporales de los sistemas fisicos.

Notese que el razonamiento anterior también es valido para cualquier
operador unitario de la forma U(t) = e***/", con £ autoadjunto (no ne-
cesariamente el operador asociado al hamiltoniano del sistema), en cuyo
caso obtendriamos la ecuacion ih%—‘f = LWU. Como esta ultima ecuacion
tiene la misma forma que la ecuacion de Schrédinger (8.4.7), entonces es
posible tomar como definiciéon del hamiltoniano al operador # definido
por la transformacién unitaria'® U(t) = e/,

& & %

8.5. Problemas

Problema 8.1 Dado tres operadores 4, B y C, prueba la identidad de
Jacobi
(4, 8], C] +[[B, ], A] + [[C, B], 4] = 0.

5Ver, por ejemplo, Steven Weinberg, Lectures on Quantum Mechanics. Cambridge Uni-
versity Press, UK, 2012, pagina 82.
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Problema 8.2 Sea £ es un operador acotado. Probar que

1 1
et =a+ = [6,a] + (L, [6,al] + -

Ayuda: Encuentra la EDO que satisface el operador a(t) = e/*ae~**, donde a no

depende del tiempo y desarrolla la funcién a(t) en potencias de t.

Problema 8.3 Sea £ es un operador acotado. Prueba que si £ es autoad-
junto, entonces ¢** es unitario.

Problema 8.4 Prueba que el producto de dos operadores autoadjuntos £
y N siempre se puede escribir como

LN =4+ B,

donde 4 es autoadjunto y B es antihermitico, i.e., B* = —B.




T

¢Qué se nos ha quedado en el tintero? =

Lo que sabemos es poco. Lo que no sabemos es
inmenso.
P. Laplace

Entre los muchos temas interesantes e importantes que se podrian ha-
ber tratado en un primer curso de Analisis funcional no podemos dejar de
mencionar los siguientes:

1. Estudiar con mds detalles los espacios L?. En particular L[Qm y L% co-
mo completamiento de C’[Zoﬂ y CZ, respectivamente. Estos espacios
son de especial importancia en sus aplicaciones no solo en la propia
matematica sino en otras areas de las ciencias. En especial los es-
pacios L. Varias referencias introductorias son [5, Capitulo 2], [13,
Capitulo 13] y [22, Capitulo 10].

2. Los espacios L” y ponerlos en relaciéon con la teoria de la medida.
Una primera aproximacion es [24, Capitulo 7] y [9]. Para mas deta-
lles se puede consultar [17].

3. Aplicaciones al mundo real. Aqui cabe mencionar sin duda el uso de
la teoria de operadores y de los espacios L? en la Mecénica cudnti-
ca. Aunque en el capitulo 8 discutimos brevemente el tema hay que
aclarar que, desde el punto de vista matematico, alli nos restringi-
mos al caso de operadores acotados. Para el caso general se pueden
consultar, aparte de [10, Capitulo 11], las magnificas monografias

[8] y [16].

Ba
o9,
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