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Prefacio

Como la lectura, la clase es una obra en cola-
boración y quienes escuchan no son menos im-
portantes que el que habla. En este libro está mi
parte personal de aquellas sesiones. Espero que
el lector las enriquezca, como las enriquecieron
los oyentes.

Jorge Luis Borges
De “El libro”, Borges Oral (1979)

Estas notas contienen el contenido del curso Análisis Funcional imparti-
do por el autor en la Facultad de Matemáticas de la Universidad de Sevilla.
Dicho curso es una asignatura opcional del tercer curso del Grado en Ma-
temáticas. Las mismas están divididas en ocho capítulos. El primero es un
resumen de algunos de los conceptos del análisis matemático elemental
que, por diversas razones, no siempre se dan de forma satisfactoria. El se-
gundo es, de alguna forma, una motivación y está inspirada tras la lectura
del primer capítulo de la magnífica monografía de Schechter [19].

En los capítulos 3, 4 y 5 se introducen los espacios métricos, normados
(Banach) y euclídeos (Hilbert), así como se discuten algunas de sus prin-
cipales propiedades. Son sin duda la base para entender los subsiguientes
capítulos 6, 7 y 8. Cada uno de los capítulos 3, 4 y 5 se culmina enuncian-
do y probando un teorema clásico de especial importancia en el contexto
del mismo. Así en el el capítulo 3, dedicado a los espacios métricos, se cul-
mina con el Teorema de categorías de Baire, en el 4, con el clásico Teorema
de Banach-Steinhaus para los espacios de Banach y en el 5, con el Teore-
ma de representación de F. Riesz. El capítulo 6 está dedicado a la teoría de
operadores y culmina con la prueba del Teorema espectral para operadores
autoadjuntos y compactos. El capítulo 7 contiene tres de los teoremas clá-
sicos del Análisis funcional: el Teorema de Hahn-Banach sobre la extensión



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l

de funcionales lineales, el Teorema de la aplicación abierta y el Teorema
del grafo cerrado. También en dicho capítulo 7 se discuten brevemente los
conceptos de espacios duales y la convergencia débil. Finalmente, en el
capítulo 8 se muestra, brevemente, la conexión de la teoría de operadores
en espacios de Hilbert con la Mecánica Cuántica. Cada capítulo culmina
con una colección de problemas (muchos de los cuales están resueltos con
todo detalle) para que el lector interesado pueda ejercitar los conceptos y
teoremas estudiados en ellos.

Quiero agradecer a todos los que de una forma u otra me han ayu-
dado a que estas notas sean posibles. En primer lugar a mi familia, a los
que les he robado un tiempo precioso. Sin duda también ocupan un lugar
destacado los alumnos que participaron activamente en los dos primeros
cursos durante el invierno/primavera de 2024 y 2025. En especial a Ma-
nuel Alanís, Antonio Medinilla, Jesús Mesa, David Ramos, Mateo Reino
y Fernando Ruíz por sus muchas puntualizaciones, revisiones y críticas
(siempre constructivas). Sin duda la presentación actual de estas notas
son mucho mejor gracias a ellos y todos los errores responsabilidad ex-
clusivamente mía. También soy deudor de los autores de las monografías
mencionadas en la bibliografía. Aunque estas notas no coinciden en su to-
talidad con ninguna de ellas (si ese fuese el caso no hubiese sido necesario
escribir este texto, hubiese bastado usar una de dichas monografías), de
cada una de ellas he tomado prestado, entre otras cosas, demostraciones,
ejemplos y problemas. Para ayudar al lector a la hora de consultar dichos
textos en el capítulo dedicado a la bibliografía se menciona que texto se
ha usado en cada uno de los grandes bloques (espacios métricos, norma-
dos y euclídeos), y, por tanto, muy recomendables para profundizar en los
mismos.

Espero que el estudiante, y el lector en general, le encuentre utilidad a
estas notas y disfrute de su lectura como yo he disfrutado al escribirlas.

Renato Álvarez Nodarse

Sevilla, 4 de junio de 2025
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Espacios de Hilbert

H

Espacios de Banach

B
Espacios métricos

X

H ⊆ B ⊆ X

Jerarquía de los espacios funcionales que se estudian en estas notas
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Capítulo 1

Preliminares

Estudia el pasado si quieres conocer el futuro

Atribuida a Confucio

En este capítulo recordaremos algunos conceptos básicos del análisis
necesarios para entender el resto de los capítulos de estas notas. Asumi-
remos que el lector tiene unos conocimientos mínimos del cálculo infi-
nitesimal, el álgebra lineal y los números complejos. Para más detalles
consultar, por ejemplo, [21, 25, 26].

1.1. Sucesiones numéricas en C

En adelante denotaremos por N = {1, 2, 3, . . . , n, n+1, . . . } al conjunto
de los números naturales.

Definición 1.1.1 La aplicación o función f : N 7→ A que hace correspon-
der a cada número natural n un elemento an de cierto conjunto A se deno-
mina sucesión de elementos de A y la denotaremos por (an)∞n=1, o (an)n.

Por ejemplo, si A = C, diremos que f : N 7→ C define una sucesión de
números complejos. Como ejemplo tenemos las

an = (−1)n = {−1, 1,−1, 1, . . . }, zn = ein = {ei, e2i, e3i, . . . }.

1
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2 Capítulo 1. Preliminares

Definición 1.1.2 Sea N un subconjunto de N, N = {n1, n2, ..., nk, ..., k ∈
N} siendo (nk)k una sucesión estrictamente creciente de números naturales.
Sea (an)n una sucesión de números cualquiera. Construyamos una nue-
va sucesión cuyos elementos sean los elementos de an correspondientes a
los valores nk de N . Es decir, construyamos un subconjunto del conjunto
{an, n ∈ N}. La nueva sucesión así obtenida la denotaremos (ank

)k y la
llamaremos subsucesión de (an)n.

Por ejemplo, sea an = (−1)n. De la sucesión an podemos construir las
subsucesiones de los elementos pares a2k e impares a2k−1 correspondientes
a los subconjuntos N = {2, 4, ..., 2k, ..., k ∈ N} y N = {1, 3, ..., 2k −
1, ..., k ∈ N}, respectivamente. Ellas son a2k = 1 y a2k−1 = −1.

Definición 1.1.3 Se dice que una sucesión (zn)n está acotada, si para todo
n ∈ N, existe un M ∈ R, M > 0 tal que |zn| ≤M .

Por ejemplo, las sucesiones (xn) y (zn)n definidas antes son claramente
acotadas (basta escoger M = 1).

Definición 1.1.4 Se dice que una sucesión (zn)n es no acotada si para todo
M ∈ R, M > 0, existe un n ∈ N tal que |zn| > M .

Por ejemplo, la sucesión bn = (−1)nn2 no está acotada.

Definiremos la distancia d(z1, z2) entre dos números complejos z1 =
x1 + iy1 y z2 = x2 + iy2 como

d(z1, z2) = |z1 − z2| =
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2. (1.1.1)

Definiremos el ε-entorno o ε-vecindad de un número complejo z0 a la
“bola” Uε(z0) definida por

Uε(z0) = {z ∈ C; |z − z0| < ε}.

Obviamente Uε(z0) es un círculo del plano complejo de centro z0 y radio ε
excluyendo la frontera (o sea, la correspondiente circunferencia).

Sea z = x+ iy, z0 = x0 + iy0. Puesto que

máx{|x−x0|, |y−y0|} ≤ |z−z0| ≤ |x−x0|+ |y−y0|, |z+z0| ≤ |z|+ |z0|,

podemos construir la teoría de límites en C de la misma forma que se hace
en R. Así pues, tenemos la siguiente definición:

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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1.1. Sucesiones numéricas en C 3

Definición 1.1.5 Diremos una sucesión de números complejos (zn)n tiene
límite z, y lo denotaremos por ĺımn→∞ zn = z, sia

∀ε > 0, ε ∈ R, ∃N ∈ N; ∀n > N, |zn − z| < ε.

aEn adelante al escribir a > 0 asumiremos que a es un número real, ya que los
complejos no se pueden ordenar.

El significado geométrico del límite es claro: dentro de ε-entorno Uε(z)
del límite z de la sucesión (zn)n hay infinitos términos de la sucesión (de
hecho todos a partir de cierto N) y fuera de él sólo hay un número finito
de términos (a lo sumo los N primeros términos) de la misma.

Si escribimos zn = xn+ iyn y z = x+ iy, entonces, de las desigualdades

máx{|xn − x|, |yn − y|} ≤ |zn − z| ≤ |xn − x|+ |yn − y|,

se deduce que

ĺım
n→∞

zn = z ⇐⇒ ĺım
n→∞

xn = x, y ĺım
n→∞

yn = y.

En particular, zn
n→∞−→ 0 si y sólo si |zn|

n→∞−→ 0.

Nota 1.1.6 De lo anterior se deduce que toda sucesión de números com-
plejos es equivalente a dos sucesiones de números reales (la de sus partes
reales e imaginarias).

Así pues, por analogía con el caso real podemos definir las sucesiones
de Cauchy, enunciar y probar el criterio de Cauchy y muchas otras propie-
dades de las las sucesiones1. No obstante al ser C un cuerpo no ordenado,
se pierden todas las propiedades relacionadas con el orden (supremo, mo-
notonía, etc). Gracias a la teoría de límites de sucesiones podemos definir
el límite de funciones, continuidad de funciones, derivabilidad de funcio-
nes, etc.

Además, está claro que, al igual que en el caso real, si (zn)n tiene límite,
entonces (zn)n es acotada, pero no al contrario.

1El lector no familiarizado con dichas definiciones puede consultar, por ejemplo, el
capítulo 3 de la magnífica monografía [25]

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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4 Capítulo 1. Preliminares

Definición 1.1.7 Una sucesión (zn)n es de Cauchy (o fundamental) si para
todo ε > 0 existe un N ∈ N tal que para todos n,m > N , se cumple
|zn − zm| < ε. O, equivalentemente, zn es de Cauchy si y solo si

∀ε > 0, ∃N ∈ N, tal que ∀n > N, y ∀p ∈ N, |zn+p − zn| < ε,

o, equivalentemente,

∀ε > 0, ∃N ∈ N, tal que ∀n > m > N, |zn − zm| < ε.

Teorema 1.1.8 (Criterio de Cauchy) Para que una sucesión de números
complejos (zn)n sea de convergente es necesario y suficiente que sea de
Cauchy.

Demostración: La prueba se basa en la equivalencia entre zn = xn + iyn
y las sucesiones reales (xn)n y (yn)n. En efecto, basta notar que

máx{|xn − xn+p|, |yn − yn+p|} ≤ |zn − zn+p| ≤ |xn − xn+p|+ |yn − yn+p|,

luego está claro que si zn es de Cauchy, xn e yn también lo son, luego
xn

n→∞−→ x y yn
n→∞−→ y pues (xn)n e (yn)n son ambas sucesiones reales para

las cuales es cierto el criterio de Cauchy. Luego zn
n→∞−→ z = x+ iy.

De la equivalencia entre las sucesiones reales y complejas (ver Nota
1.1.6) se sigue inmediatamente el siguiente teorema:

Teorema 1.1.9 (Propiedades algebraicas de los límites) Sean dos su-
cesiones convergentes (an)n y (bn)n con ĺım

n→∞
an = a, y ĺım

n→∞
bn = b. Enton-

ces:

1. ĺım
n→∞

an + bn = a+ b.

2. ĺım
n→∞

an · bn = a · b. En particular, ∀α ∈ C, ĺım
n→∞

α an = α a.

3. Si ∀n ∈ N, bn ̸= 0, y b ̸= 0, entonces, ĺım
n→∞

an
bn

=
a

b
.

Definición 1.1.10 Un punto z de un conjunto E ⊂ C es interior si existe

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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1.2. Series 5

un entorno Uε(z) del mismo contenido por completo en E. Un conjunto es
abierto si todos sus puntos son interiores.

Evidentemente todo entorno Uε(z) de z es un abierto.

Definición 1.1.11 Dado un conjunto E ⊂ C diremos que z0 ∈ C es un
punto de acumulación de E si en cualquier entorno Uε(z0) existe al menos
un punto de E distinto de z0 (y, por tanto, infinitos).

Por ejemplo, 0 es un punto de acumulación del conjunto E = {1, 1/2, 1/3,
. . . , 1/n, . . . }, mientras que 10−k, cualquiera sea k ∈ N no lo es.

De la Definición 1.1.11 se sigue inmediatamente el siguiente

Teorema 1.1.12 z0 es un punto de acumulación de E si y sólo si existe al
menos una sucesión de números (zn)n, con zn ̸= zn+1, para todo n ∈ N, tal
que ĺımn→∞ zn = z0.

Definición 1.1.13 Un conjunto E es cerrado si contiene todos sus puntos
de acumulación.

Por ejemplo, el conjunto U ε(z0) =: {z ∈ C; |z − z0| ≤ ε} es un cerrado.

Definición 1.1.14 Un conjunto E es acotado si existe un M > 0 tal que,
para todo z ∈ E, |z| < M .

A partir del Lema de Bolzano-Weierstrass para los conjuntos acotados de
R se sigue el siguiente resultado:

Lema 1.1.15 (Bolzano-Weierstrass) Cualquier subconjunto infinitoa aco-
tado de C tiene por lo menos un punto de acumulación. En particular se
tiene que de toda sucesión acotada se puede extraer una subsucesión con-
vergente.

aEs decir, con un número infinito de elementos.

1.2. Series

1.2.1. Series numéricas

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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6 Capítulo 1. Preliminares

Definición 1.2.1 Dada una sucesión de números complejos (an)n, la ex-
presión

∞∑
k=1

ak = a1 + a2 + a3 + · · ·+ ak + · · ·

se denomina serie infinita o serie y a los números a1, a2, ..., elementos de
la serie. Las sumas

Sn =
n∑

k=1

ak = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an,

se denominan sumas parciales de la serie.

Definición 1.2.2 Diremos que la serie
∑∞

k=1 ak converge a S, si la suce-
sión de sumas parciales (Sn)n tiene límite finito S y a dicho número le de-
nominaremos “suma” de la serie. Si por el contrario, la sucesión de sumas
parciales no tiene límite, entonces diremos que la serie diverge.

El Criterio de Cauchy para las sucesiones establece que una sucesión
(xn)n es convergente si y sólo si ∀ε > 0,∃N ∈ N, tal que si n > N, y ∀p ∈
N entonces |xn+p−xn| < ε. Una simple aplicación del mismo a la sucesión
de sumas parciales nos conduce a nuestro primer criterio de convergencia
para las series.

Teorema 1.2.3 (Criterio de Cauchy para las series) La serie
∑∞

k=1 ak es
convergente si y sólo si , para todo ε > 0, existe un N ∈ N, tal que para
todos n > N y para todo p ∈ N, |an+1 + · · ·+ an+p| < ε

Este teorema tiene dos consecuencias inmediatas: la primera es que si
alteramos un número finito de elementos de la serie, la convergencia de
ésta no se afecta; y la segunda es el siguiente resultado:

Teorema 1.2.4 (Condición necesaria de convergencia de una serie)
Si la serie

∑∞
k=1 ak es convergente, entonces ĺım

n→∞
an = 0.

Demostración: Basta tomar p = 1 en el Teorema 1.2.3.

Es fácil ver, a partir del teorema anterior que la serie
∑∞

n=1
n2

300n+n2 es
divergente. Con algo de más trabajo se puede probar que la serie

∑∞
n=1

1
n
,

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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1.2. Series 7

es divergente, lo cual ilustra que las condiciones del Teorema 1.2.4 son
necesarias pero no suficientes.

Una propiedad de las series convergentes es que si
∑∞

k=1 ak y
∑∞

k=1 bk
convergen, entonces la serie

∑∞
k=1 αak+βbk también es convergente, ade-

más
∞∑
k=1

αak + βbk = α
∞∑
k=1

ak + β
∞∑
k=1

bk, ∀α, β ∈ C.

Nótese, además, que del carácter convergente de la serie
∑∞

k=1(ak +
bk) no se puede inferir el carácter convergente o divergente de las series∑∞

k=1 ak y
∑∞

k=1 bk (¿por qué?).

Definición 1.2.5 Diremos que una serie
∑∞

k=1 ak es absolutamente con-
vergente si la serie

∑∞
k=1 |ak| es convergente.

Teorema 1.2.6 (Weierstrass) Una serie
∑∞

k=1 ak es absolutamente con-
vergente si y sólo si la sucesión Sn =

∑n
k=1 |ak| está acotada.

Demostración: La sucesión (Sn)n de sumas parciales Sn =
∑n

k=1 |ak| es
una sucesión monótona, luego si está acotada, entonces existirá el límite
que es precisamente la suma de la serie. Por el contrario, si la sucesión
Sn =

∑n
k=1 |ak| es no acotada, entonces la serie será divergente.

A partir del criterio de Cauchy 1.2.3 se sigue el siguiente teorema:

Teorema 1.2.7 Toda serie absolutamente convergente es convergente.

Un ejemplo sencillo, y de gran importancia, de serie absolutamente
convergente es la serie geométrica

∞∑
k=1

qk−1 = 1 + q + q2 + · · · = 1

1− q
, |q| < 1.

Recordemos a continuación algunos criterios para estudiar la conver-
gencia de series. El primero, y uno de los más sencillos, es el criterio de
comparación. Su demostración es una simple consecuencia del Teorema
de las sucesiones monótonas y acotadas similar a la prueba del Teorema
1.2.6.

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l
8 Capítulo 1. Preliminares

Teorema 1.2.8 (Criterio de Comparación de Weierstrass) Sean las se-
ries de números complejos

∑∞
k=1 ak y

∑∞
k=1 bk. Si existe un N ∈ N tal que

para todo n > N , |an| ≤ |bn|, entonces si la serie
∑∞

k=1 |bk| converge, la
serie

∑∞
k=1 |ak| converge, y si

∑∞
k=1 |ak| diverge, entonces

∑∞
k=1 |bk| diverge.

Ejercicio 1.2.9 Prueba, calculando el límite de sus sumas parciales, que
la serie

∑∞
n=1

1
n(n+1)

converge. Usando lo anterior y el criterio de compa-
ración deduce la convergencia de la serie

∑∞
n=1

1
n2 .

Teorema 1.2.10 (Criterio de comparación por paso al límite) Sean las
sucesiones (an)n y (bn)n tales que ĺımn→∞

|an|
|bn| = q > 0. Entonces,

∑∞
k=1 |ak|

converge si y sólo si
∑∞

k=1 |bk| converge.

Demostración: Este teorema es una consecuencia del Teorema de com-
paración 1.2.8. Como ĺımn→∞ an/bn = q > 0, ello significa que para todo
ε > 0, existe un N ∈ N, tal que para todo n > N , |an/bn − q| < ε. Luego,
si tomamos ε = q/2, a partir de cierto N tendremos que

1

2
qbn < an <

1

3
qbn ,

de donde, utilizando el criterio de comparación, se obtiene el resultado
buscado.

Ejercicio 1.2.11 Estudiar la convergencia de las series

∞∑
n=1

1

n2
,

∞∑
n=1

sin2

(
1

n

)
y

∞∑
n=1

log

(
1+

1

n

)
.

Nota 1.2.12 De la prueba del Criterio de comparación por paso al límite
se deduce que si q = 0, sólo podemos afirmar lo mismo que en el Teorema
de comparación 1.2.8 es decir, que si la serie

∑∞
k=1 |bk| converge, la serie∑∞

k=1 |ak| converge, y si
∑∞

k=1 |ak| diverge,
∑∞

k=1 |bk| diverge.

Veamos ahora dos criterios donde se involucra una única serie, es decir,
dos criterios donde sólo precisamos la información relacionada con la serie
que queremos estudiar.

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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1.2. Series 9

Teorema 1.2.13 (Criterio del cociente de D’Alembert) Sea
∑∞

k=1 ak una
serie de números complejos tal que ĺımn→∞ |an+1|/|an| = q. Entonces,

1. Si q < 1, la serie
∑∞

k=1 ak es absolutamente convergente

2. Si q > 1, la serie
∑∞

k=1 |ak| es divergente.

3. Si q = 1, la serie
∑∞

k=1 |ak| puede ser convergente o divergente.

Demostración: Si ĺımn→∞ |an+1/an| = q < 1, entonces a partir de cierto
N ∈ N, existe un α ∈ (0, 1), tal que |an+1/an| ≤ α < 1. Por tanto,

|an+1| ≤ α|an|, |an+1| ≤ α2|an−1| ≤ α2|an−2| ⇒ |an| ≤ αn−N |aN | = Cαn,

y el criterio de comparación, tomando bn = Cαn, nos conduce al resultado
buscado. Análogamente se demuestra la divergencia en el caso q > 1.
Como ejemplo del caso 3 tenemos las series cuando an = 1/n y an =
1/n2, para las cuales obviamente ĺımn→∞ |an+1/an| = 1, siendo la primera
divergente y la segunda convergente.

Este criterio no siempre funciona aún en casos sencillos como el si-
guiente: sea la serie

∑∞
k=1

2+(−1)k

2k
. Obviamente tenemos

an+1

an
=

1

2

2 + (−1)n+1

2 + (−1)n
=

{
1/6 n par
3/2 n impar ,

luego no existe el límite del cociente. No obstante,

∞∑
k=1

2 + (−1)k

2k
=

∞∑
k=1

2

2k
+

(−1)k

2k
=

∞∑
k=1

1

2k−1
+

∞∑
k=1

(
−1

2

)k

,

y estas dos últimas obviamente son convergentes.

Teorema 1.2.14 (Criterio de la raíz de Cauchy) Sea
∑∞

k=1 ak una serie
de números complejos tal que ĺımn→∞

n
√
|an| = q. Entonces,

1. Si q < 1, la serie
∑∞

k=1 ak es absolutamente convergente

2. Si q > 1, la serie
∑∞

k=1 ak es divergente.

3. Si q = 1, la serie
∑∞

k=1 ak puede ser convergente o divergente.

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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10 Capítulo 1. Preliminares

Demostración: La demostración de este resultado se basa en si ĺımn→∞
n
√
an = q < 1, entonces a partir de cierto N ∈ N, n

√
|an| ≤ α < 1. Luego,

si utilizamos el criterio de comparación tomando bn = αn el resultado es
inmediato. Nótese que si q = 1, entonces pueden ocurrir ambas posibili-
dades. El mismo ejemplo, an = 1/n y an = 1/n2, teniendo en ambos casos
ĺımn→∞ n

√
an = 1, pero siendo la primera serie divergente y la segunda

convergente.

Si aplicamos este criterio a la serie
∑∞

k=1
2+(−1)k

2k
tenemos

1

2
=

n

√
−1 + 2

2n
≤ n

√
(−1)n + 2

2n
≤ n

√
1 + 2

2n
=

n
√
3

2
,

por tanto ĺımn→∞ n
√
an = 1

2
< 1 y según el criterio de Cauchy 1.2.14 con-

verge.

El ejemplo anterior nos indica que el criterio de Cauchy 1.2.14 es más
general que el de D’Alembert 1.2.13 en el sentido que el criterio de criterio
de D’Alembert implica el de Cauchy, pero no viceversa.

Nota 1.2.15 Debemos destacar que tanto en el criterio de D’Alembert como
el de Cauchy antes descritos, el resultado sigue siendo cierto si cambiamos
los límites por los límites superiores.

Ejercicio 1.2.16 Estudia el carácter de las series

∞∑
k=0

xk

k!
,

∞∑
k=1

(
√
k)k

k!
y

∞∑
k=0

k2

2k
.

1.2.2. Más sobre series de números reales

Vamos a discutir ahora algunas propiedades de las series de números
reales. Comenzaremos considerando serie de gran importancia en las ma-
temáticas –y fuera de ellas–: las series del tipo

∑∞
n=1

1
np con p ∈ R, p > 0.

Estas series se conocen como series armónicas. Ya vimos ejemplos de ellas
cuando p = 1, serie que divergía, y p = 2, serie que convergía. Una pre-
gunta evidente es ¿Para cuáles p > 0 converge la serie armónica?

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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1.2. Series 11

Es evidente del Teorema de comparación 1.2.8 que para todo p > 2
la serie converge y que para p < 1 diverge. Ahora bien, para 1 < p < 2
no nos sirve el Teorema de comparación y un calculo sencillo nos muestra
que tanto el criterio de Cauchy como el de D’Alembert nos dan 1 con lo
cual no son concluyentes. ¿Cómo resolver este problema?

Teorema 1.2.17 (Criterio de McLaurin-Cauchy) Sea f(x) una función
real no negativa definida en [1,+∞) y monótona decreciente en todo su
dominio. Entonces la serie

∑∞
n=1 f(n) y la integral impropia

∫∞
1
f(x)dx

tienen el mismo carácter de convergencia.

Demostración: Como f es decreciente y no negativa, tenemos que para todo
k = 0, 1, . . . y x ∈ [k, k + 1], 0 ≤ f(k + 1) ≤ f(x) ≤ f(k), por tanto, usando la
monotonía de la integral de Riemann –recuérdese que si f es monótona, entonces
es integrable–, tenemos

f(k + 1) ≤
∫ k+1

k
f(x)dx ≤ f(k).

Luego, usando la aditividad de la integral,

n∑
k=1

f(k + 1) ≤
∫ n+1

1
f(x)dx ≤

n∑
k=1

f(k),

es decir, para las sumas parciales Sn de la serie
∑∞

n=1 f(n) y la función F (t) :=∫ t
1 f(x)dx, tenemos

Sn+1 − f(1) ≤ F (n+ 1) ≤ Sn.

De la desigualdad anterior deducimos que si la serie
∑∞

n=1 f(n) converge, enton-
ces sus sumas parciales Sn son acotadas y, por tanto, la función F (t) es acotada,
luego existe el límite ĺımt→∞ F (t), es decir, existe la integral impropia. Además,
si existe la integral impropia, entonces la sucesión F (n+1) es acotada, por tanto
las sumas Sn+1 también lo son, de donde deducimos que la serie converge (ver
Teorema 1.2.6).

Si por el contrario la serie no converge, entonces las sumas parciales no están
acotadas y, por tanto, F tampoco lo está, luego la integral impropia diverge.
Análogamente, si la integral impropia no converge, entonces F es no acotada,
luego Sn es no acotada y la serie diverge.

Ejercicio 1.2.18 Usa el criterio integral para estudiar el carácter de las

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l
12 Capítulo 1. Preliminares

series
∞∑
n=1

1

np
y

∞∑
n=2

1

n logp n
para p > 0.

Reordenación de términos en una serie

Dada una serie
∑∞

k=1 ak, construyamos una serie
∑∞

k=1 a
′
k obtenida de

la anterior mediante la reordenación de un número infinito de términos,
es decir todos los términos de las sucesiones (an)n y (a′n)n coinciden pero
están, en general, situados en distintos sitios.

Teorema 1.2.19 Si
∑∞

k=1 ak es absolutamente convergente, entonces la se-
rie
∑∞

k=1 a
′
k también es absolutamente convergente y su suma coincide con

la de la serie original.

Demostración: Supondremos que la reordenación involucra a un número
infinito de términos –si es un número finito sabemos que el resultado es
cierto–. Denotemos por S la suma S =

∑∞
k=1 ak y S ′ la suma S ′ =

∑∞
k=1 a

′
k.

Supongamos, que nuestra serie tiene todos sus términos positivos (o
negativos). Sean S ′

n =
∑n

k=1 a
′
k las sumas parciales de la serie reordena-

da. Escojamos ahora un N ∈ N tal que todos los elementos del conjun-
to {a′1, a′2, . . . a′n} estén contenidos en el conjunto {a1, a2, . . . aN}. Enton-
ces, obviamente S ′

n ≤ SN . Pero la serie original es convergente, luego
la serie S converge luego las Sn están acotadas y, por tanto, el conjun-
to de las sumas parciales de S ′ es acotado, luego S ′ converge. Además
S ′ ≤ S. Para probar que S ′ = S procedemos al contrario, es decir, dado
Sn =

∑n
k=1 ak escojamos un N ∈ N tal que todos los elementos del conjun-

to {a1, a2, . . . an} estén contenidos en el conjunto {a′1, a′2, . . . a′N}. Entonces,
obviamente Sn ≤ S ′

N y, por tanto, como hemos probado que S ′ converge
tenemos S ≤ S ′ de donde deducimos que ambas series convergen y suman
lo mismo.

Supongamos a continuación que la serie S tiene infinitos términos po-
sitivos e infinitos negativos –si alguno de ellos fuese un número finito el
teorema estaría probado–. Entonces, si denotamos por a+n y a−n a los tér-
minos positivos y negativos, respectivamente, tendríamos

∞∑
k=1

ak =
∞∑
k=1

a+k +
∞∑
k=1

a−k , además
∞∑
k=1

|ak| =
∞∑
k=1

a+k +
∞∑
k=1

(−a−k ),

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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1.2. Series 13

de donde se deduce que ambas series
∑∞

k=1 a
+
k y

∑∞
k=1 a

−
k convergen. Sea,

como antes, S ′ nuestra serie reordenada, entonces:

S ′ =
∞∑
k=1

a′k =
∞∑
k=1

(a+k )
′ +

∞∑
k=1

(a−k )
′ =

∞∑
k=1

a+k +
∞∑
k=1

a−k =
∞∑
k=1

ak = S,

pues ambas series
∑∞

k=1 a
+
k y

∑∞
k=1 a

−
k , convergen absolutamente y sus

términos tienen todos el mismo signo.
Este resultado sólo es cierto para las series absolutamente convergen-

tes. Veamos el siguiente ejemplo.
Sea la serie S =

∑∞
n=1 (−1)n+1/n. Esta serie es convergente como ve-

remos a continuación, pero no lo hace absolutamente2. Además, como

log(1 + x) =
n∑

k=1

(−1)k+1

k
xk +

(−1)n

1 + ξ

xn+1

n+ 1
, con ξ ∈ (0, x),

tenemos, sustituyendo x = 1, que∣∣∣∣∣log 2−
n∑

k=1

(−1)k+1

k

∣∣∣∣∣ ≤ 1

n+ 1
→ 0, si n→ ∞,

es decir, nuestra serie S es, en efecto, convergente
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ · · ·+ 1

2k − 1
− 1

2k
+ · · · = log 2 ̸= 0.

Reordenemos la serie

S =

(
1− 1

2

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+

(
1

5
− 1

6

)
+

(
1

7
− 1

8

)
+· · ·+

(
1

2k − 1
− 1

2k

)
+· · ·

de la siguiente forma:

S′ =

(
1− 1

2
− 1

4

)
+

(
1

3
− 1

6
− 1

8

)
+

(
1

5
− 1

10
− 1

12

)
+ · · ·

+

(
1

2k − 1
− 1

4k − 2
− 1

4k

)
+ · · ·

=

(
1

2
− 1

4

)
+

(
1

6
− 1

8

)
+

(
1

10
− 1

12

)
+ · · ·+

(
1

4k − 2
− 1

4k

)
+ · · ·

=
1

2

[(
1− 1

2

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+

(
1

5
− 1

6

)
+ · · ·+

(
1

2k − 1
− 1

2k

)
+ · · ·

]
=

S

2
=

log 2

2
,

2La serie
∑∞

n=1 1/n diverge.
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14 Capítulo 1. Preliminares

es decir ¡nuestra reordenación cambia el valor de la serie!

Definición 1.2.20 Diremos que una serie es condicionalmente convergente
si la serie

∑∞
k=1 ak converge pero la serie

∑∞
k=1 |ak| diverge.

Teorema 1.2.21 (Teorema de reordenación de Riemann) Las series con-
dicionalmente convergentes se pueden reordenar de tal forma que sumen
cualquier valor real prefijado de antemano.

Demostración: Sea S =
∑∞

k=1 ak nuestra serie. Obviamente S tiene infi-
nitos términos positivos e infinitos negativos –pues si alguno de ellos fuese
finito la serie seria absolutamente convergente–. Como antes denotaremos
por a+n y a−n a los términos positivos y negativos, respectivamente, y sean

S+ =
∞∑
k=1

a+k , y S− =
∞∑
k=1

a−k ,

las correspondientes series de términos positivos y negativos y S+
n y S−

n

las sumas parciales de las mismas. Sean N+ y N− dos números naturales
suficientemente grandes. Como

|S|N :=
N∑
k=1

|ak| =
N+∑
k=1

a+k +
N−∑
k=1

(−a−k ) = SN+ − SN− ,

entonces, para N+ y N− tendiendo a infinito se tiene que o S+ tiende a
+∞ o S− tiende a −∞, pues si ambas convergieran, la serie S sería ab-
solutamente convergente. Probemos que ambas series S+ y S− divergen.
Supongamos que una de las dos series, digamos S+, converge, entonces
como

N∑
k=1

ak =
N+∑
k=1

a+k +
N−∑
k=1

a−k ,

y S− es necesariamente divergente, S tendría que ser divergente, lo cual
es una contradicción. Por tanto, y como ambas series S+ y S− son series
de términos del mismo signo, tenemos

ĺım
n→∞

S+
n = +∞, y ĺım

n→∞
S−
n = −∞.

Para probar el teorema vamos a fijar un número L cualquiera y va-
mos construir una reordenación de (an)n tal que la suma de nuestra se-
rie S ′ sea L, es decir, L =

∑∞
k=1 ak. Por comodidad tomaremos L > 0

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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1.2. Series 15

–el caso L < 0 es análogo–. Como ĺımS+
n = +∞, los n1 primeros tér-

minos de nuestra nueva serie
∑∞

k=1 a
′
k los escogemos, consecutivamente

tomando los primeros términos positivos de la sucesión (an)n hasta que
tengamos que S+

n1
> L. Así la suma parcial S+

n1
=
∑n1

k=1 a
+
k > L. Como

ĺımS−
n = −∞, vamos a seguir construyendo nuestra reordenación con los

primeros m1 términos negativos de la sucesión (an)n hasta que tengamos
que S+

n1
+ S−

m1
< L. Y así sucesivamente construimos una sucesión de

sumas parciales

S ′
k = S+

n1
+ S−

m1
+ S+

n2
+ S−

m2
+ · · ·+ S+

nk
+ S−

mk
,

tomando los términos positivos o negativos de (an)n de forma que en cada
paso (o bloque de sumandos de un signo dado) estamos a la derecha o a la
izquierda de L. Además, como nuestra serie

∑∞
k=1 ak converge, entonces

an → 0 cuando n → ∞, luego para todo ε > 0 siempre existe los valores
N = n1 + · · · + nk y M = m1 + · · · + mk tales que si n > K = N +M ,
a+n < ε y |a−n | < ε para todo n > K.

Probemos a continuación que la serie S ′, construida de esta forma, tie-
ne límite L. Por construcción notemos que si escogemos n > K, siendo
K el encontrado anteriormente, entonces |Sn − L| se puede hacer tan pe-
queño como se quiera. En efecto, supongamos que n corresponde justo al
último sumando, a′k, de la suma S ′

k, que no es más que el último sumando
de S+

nk
o S−

mk
, es decir, a+nk

o |a−nk
| entonces |Sn − L| < |a′k|, y éste es en

valor absoluto menor que ε como ya hemos visto. Es decir, si nos detene-
mos justo cuando en nuestro proceso saltamos por encima de L, entonces
|Sn − L| < ε.

Si ahora n > K, que no sea el último sumando de S+
nk

o S−
mk

, entonces
como todos los a′n son tales que |a′n| < ε si n > K, entonces vuelve a ser
|Sn − L| < |a′k|, siendo a′k nuevamente el último sumando de la suma S+

nk

o S−
nk

anterior con lo que sigue siendo |Sn −L| < ε. Por tanto, existe un K
suficientemente grande tal que la diferencia |Sn − L| se puede hacer tan
pequeña como se quiera para todo n > K, luego la serie S ′ tiene como
suma a L.

1.2.3. Series de potencias

Las definiciones y teoremas anteriores nos permiten definir y estudiar
las series de potencias en C.

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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16 Capítulo 1. Preliminares

Definición 1.2.22 Dada una sucesión de números complejos (an)n y z0 ∈
C definiremos serie

∞∑
n=0

an(z − z0)
n, z ∈ C, (1.2.1)

que denominaremos serie de potencias.

Como casos especiales de las series de potencias tenemos:

∞∑
k=0

xk,
∞∑
k=0

zk

k!
,

∞∑
k=1

zk

k
,

etc. Si la serie converge para todos los valores de z de cierto conjunto
A ⊂ C, entonces podemos definir la función suma f(z) de la serie.

Propiedades de las series de potencias

Sin pérdida de generalidad vamos a considerar las series de potencias
del tipo

∞∑
n=0

anz
n, (1.2.2)

es decir, cuando z0 = 0. Obviamente si tenemos una serie de potencias del
tipo (1.2.1), la podemos reducir a la anterior (1.2.2) haciendo el cambio
de variables ζ = z − z0 y viceversa.

Teorema 1.2.23 (Primer Teorema de Abel) Sea la serie de potencias∑∞
n=0 anz

n, an, z ∈ C. Si la serie converge para ciertoa w ∈ C \ {0}, enton-
ces la serie converge absolutamente para todo z ∈ C con |z| < |w|.

aNótese que la serie siempre converge para z = 0.

Demostración: Como w ̸= 0, entonces

∞∑
n=0

anz
n =

∞∑
n=0

anw
n
( z
w

)n
.
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1.2. Series 17

Como
∑∞

n=0 anw
n es convergente, entonces por el Teorema 1.2.4 sabemos

que anwn n→∞−→ 0, así pues, la sucesión anwn está acotada, luego existe un
M ∈ R, M > 0 tal que para todo n ∈ N, |anwn| ≤M , luego

∞∑
n=0

|anzn| ≤
∞∑
n=0

M
∣∣∣ z
w

∣∣∣n .
pero como |z| < |w|,

∣∣ z
w

∣∣ < 1, y la serie
∑∞

n=0

∣∣ z
w

∣∣ es convergente, luego el
criterio de comparación de Weierstrass 1.2.8 nos asegura la convergencia
absoluta de la serie para |z| < |w|.

Corolario 1.2.24 Si
∑∞

n=0 anz
n diverge para algún número complejo w,

entonces diverge para todo z con |z| > |w|.

Por tanto, el Primer Teorema de Abel nos asegura la existencia de re-
giones (círculos) de convergencia y divergencia, de una serie de potencias
en C. De hecho podemos afirmar que dada una serie de potencias cual-
quiera siempre existe un número no negativo R ≥ 0 ó R = +∞ tal que
para todo z con |z| < R la serie converge y si |z| > R la serie diverge.

Definición 1.2.25 El número R ≥ 0 anterior se denomina radio de con-
vergencia de una serie de potencias.

Nota 1.2.26 De lo anterior se deduce que la región de convergencia de una
serie de potencias definida por la ecuación (1.2.1) es un círculo de radio R
en el plano complejo está centrado en z0 (ver la figura 1.1). Es sencilloa de
ver que la región de convergencia de la serie definida por la ecuación (1.2.2)
es entonces un círculo de radio R centrado en el origen. Nótese que se puede
obtener una región de la otra simplemente mediante una traslación en el
plano complejo (mediante el vector z0).

aBasta tomar z − z0 = ζ

Teorema 1.2.27 (Segundo Teorema de Abel) Toda serie de potencias∑∞
n=0 anz

n, an, z ∈ C, tiene radio de convergencia R ≥ 0 ó R = +∞.
Además, la serie converge absolutamente para todo z tal que |z| < R.

Demostración: Sea

A =

{
ρ, ρ ≥ 0;

∞∑
n=0

anρ
n converge

}
.

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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18 Capítulo 1. Preliminares

z0

w

R

0 ℜz

ℑz |z − z0| < |w − z0|

Figura 1.1: Región de convergencia de la serie
∑∞

n=0 an(z − z0)
n.

El conjunto A es no vacío pues para ρ = 0, la serie siempre converge.
Entonces o bien supA = +∞, o bien supA < +∞. Sea R = supA. Si
R = 0, entonces la serie sólo converge en z = 0. Si R = +∞ la serie
obviamente converge para todo z complejo y además por el Teorema de
Abel lo hace absolutamente. Si R < +∞, entonces por el Teorema de Abel
la serie converge para todo |z| < ρ < R y lo hace absolutamente. Además,
por el corolario del primer Teorema de Abel la serie diverge para todo
|z| ≥ ρ > R, así pues R es el radio de convergencia.

Nota 1.2.28 Del teorema anterior se sigue que la mayor región de conver-
gencia de la serie

∑∞
n=0 anz

n es el disco UR(0).

Veamos ahora un criterio general para encontrar el radio de conver-
gencia de una serie de potencias. Como corolario del criterio de Cauchy
para las series tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.2.29 (Fórmula de Cauchy-Hadamard) Dada una serie de po-
tencias

∑∞
n=0 anz

n, su radio de convergencia R viene dado por la fórmula

R =
1

ĺım
n

n
√
|an|

. (1.2.3)

Demostración: Sea z ∈ C. Sea ĺım sup n
√

|anzn| = q. Como

ĺım sup n
√

|anzn| = |z| ĺım sup n
√

|an|,
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1.2. Series 19

entonces, usando el criterio generalizado de Cauchy 1.2.14 (ver la Nota
1.2.15), nuestra serie original converge si |z| ĺım sup n

√
|an| < 1 y además

diverge si |z| ĺım sup n
√

|an| > 1. Obviamente si ĺım sup n
√
|an| = 0, enton-

ces la convergencia es para todo z y, por tanto, en este caso R = +∞. Si
ĺım sup n

√
|an| = +∞, entonces la serie converge sólo para z = 0 y, por tan-

to, R = 0. Finalmente, si 0 < ĺım sup n
√

|an| < +∞, nuestra serie converge
para |z| < R y diverge para |z| > R con R = 1/ ĺım sup n

√
|an|, es decir, R

es el radio de convergencia de la serie.

En particular, si existe el límite ĺımn→∞
n
√

|an| = l, entonces R =

1/ ĺımn→∞
n
√

|an|, y si existe el límite ĺımn→∞ |an|/|an+1|, entonces (ver el
criterio de D’Alembert 1.2.13) R = ĺımn→∞

|an|
|an+1| .

Ejercicio 1.2.30 Estudiar la convergencia de las series

∞∑
n=0

zn,
∞∑
n=0

n!zn,
∞∑
n=0

zn

n!
,

∞∑
n=1

zn

n
.

Ejercicio 1.2.31 Calcular el radio de convergencia para las series de po-
tencias

∞∑
n=0

(−1)nz2n+1

(2n+ 1)!
,

∞∑
n=0

(−1)nz2n

(2n)!
,

∞∑
n=1

z2n

n
.

Nótese que las series anteriores son tales que no todos los coeficientes an
son distintos de cero. De hecho solo aparecen los pares o los impares.

Teorema 1.2.32 Sea una serie de potencias f(z) =
∑∞

n=0 anz
n con radio

de convergencia R > 0. Entonces

1. Para todo k ≥ 1 la serie

∞∑
n=0

n(n− 1) · · · (n− k + 1)anz
n−k, (1.2.4)

tiene radio de convergencia R.

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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20 Capítulo 1. Preliminares

2. La función f(z) es infinitamente diferenciable en UR(0) y la k-ésima
derivada de f , f (k)(z), viene dada por la serie (1.2.4).

3. Para todo n ≥ 0, an = f (n)(0)/n!.

Demostración: Asumiremos que R > 0. Para demostrar 1 es suficiente
estudiar el caso k = 1 (para k ≥ 2 el razonamiento es el mismo). Para
k = 1 la serie (1.2.4) es de la forma

∑∞
n=0 nanz

n−1 = 1/z
∑∞

n=0 nanz
n, y

claramente ĺım sup n
√
nan = ĺım sup n

√
an pues ĺımn→∞

n
√
n = 1. Probemos

2. Sean

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, Sn(z) =

n∑
k=0

akz
k, Rn(z) =

∞∑
k=n+1

akz
k, g(z) =

∞∑
k=1

kakz
k−1,

y escojamos z0 tal que |z0| < r < R. Entonces

f(z)− f(z0)

z − z0
− g(z0) =

[
Sn(z)− Sn(z0)

z − z0
− S ′

n(z0)

]
+ [S ′

n(z0)− g(z0)]

+

[
Rn(z)−Rn(z0)

z − z0

]
.

Vamos a probar que cada sumando se puede hacer lo suficientemente pe-
queño. Comencemos por el tercero. Para ello nótese que

Rn(z)−Rn(z0)

z − z0
=

∞∑
k=n+1

ak
zk − zk0
z − z0

,

pero ∣∣∣∣zk − zk0
z − z0

∣∣∣∣ = |zk−1 + zk−2z0 + zk−3z20 + · · ·+ zk−1
0 | ≤ krk−1,

luego entonces escogiendo n > N1, suficientemente grande∣∣∣∣Rn(z)−Rn(z0)

z − z0

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
k=n+1

|ak|krk−1 ≤ ε

3
,

pues la serie
∑∞

k=1 kakz
k converge absolutamente para todo z con |z| < R.

Para el segundo sumando notemos nuevamente que la serie
∑∞

k=1 kakz
k−1

converge absolutamente para todo z con |z| < R, luego para dicho z0
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1.2. Series 21

existirá un N2 tal que para todo n > N2, |S ′
n(z0) − g(z0)| ≤ ε/3. Sea

n > N = máx(N1, N2), entonces parta dicho n, en virtud de que Sn(z)
es diferenciable en z0 (¿por qué?), existe un δ > 0, tal que, para todo
z ∈ 0 < |z − z0| < δ, ∣∣∣∣Sn(z)− Sn(z0)

z − z0
− S ′

n(z0)

∣∣∣∣ < ε

3
.

Juntando las tres desigualdades se sigue que para todo ε > 0, existe un
δ > 0, tal que, para todo z ∈ 0 < |z − z0| < δ,∣∣∣∣f(z)− f(z0)

z − z0
− g(z0)

∣∣∣∣ < ε,

i.e., f ′(z0) = g(z0) que es lo que se quería probar.

Finalmente 3. se deduce de 1. y 2. sustituyendo en la fórmula

f (k)(z) =
∞∑
n=0

n(n− 1) · · · (n− k + 1)anz
n−k,

el valor z = 0.

Como consecuencia del teorema anterior se sigue que si f(z) admite
una serie de potencias, f(z) es infinitamente diferenciable en UR(0), y
cada una de las funciones f (k)(z), k = 0, 1, 2, . . . , es continua en UR(0). Del
tercer apartado se tiene además que la serie de potencias de una función
dada coincide con la correspondiente serie de Taylor.

Ejercicio 1.2.33 Prueba que la función f(z) =
∑∞

n=0 z
k/k! es infinita-

mente diferenciable y que f ′(z) = f(z), es decir, f(z) = ez.

1.2.4. Analiticidad de las funciones reales

Una de las principales diferencias entre las funciones complejas de va-
riable compleja y las funciones reales de variable real está precisamente
relacionada con la diferenciación y analiticidad. En el análisis real se dice
que una función f(x) es analítica en un entorno de un punto z0 si en dicho
entorno f(x) se puede escribir como una serie de potencias

f(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)
n,

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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22 Capítulo 1. Preliminares

con radio de convergencia R > 0. Una propiedad muy importante de las
series de potencias (reales o complejas) es que son infinitamente dife-
renciables. ¿Será cierto el recíproco? ¿Toda función C∞

A será analítica en
algún entorno de x0 ∈ A?

La respuesta a esta pregunta la dio Cauchy, en 1821. Definamos la
función

f(x) =

 e−1/x2
, x ̸= 0,

0, x = 0.

Esta función es infinitas veces derivable en x = 0 (de hecho en todo R)
además f (k)(0) = 0 para todo k ∈ N, luego su serie de Taylor en x = 0 es
0 y, por tanto, f(x) no admite una serie de potencias en cero (o lo que es
lo mismo, el radio de convergencia de la correspondiente serie es 0), i.e.,
la función de Cauchy no es analítica en x0 = 0.

Teorema 1.2.34 (Condición necesaria y suficiente de analiticidad)
Una función f(x) infinitamente derivable en todo un entorno de x = x0 es
analítica si y solo si el resto de Taylor

Rn(x) = f(x)−
n∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x− x0)

k,

tienda a cero para todo x de dicho entorno.

Demostración: Sea

Pn(x, x0) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k. (1.2.5)

el polinomio de Taylor de f en el punto x0 de una función f infinitas
veces derivable en x = x0 y sea Rn(x, x0) = f(x) − Pn(x, x0) el resto o
error de Taylor. Obviamente el polinomio de Taylor Pn(x, x0) coincide con
las sumas parciales de la serie de potencias de f , luego Pn(x, x0) converge
a f(x) en (x0 + R, x0 − R) si y sólo si Rn(x, x0)

n→∞−→ 0 para todo x ∈
(x0 +R, x0 −R).

El caso complejo es mucho más sencillo. De hecho se tiene el siguiente
sorprendente resultado3 cuya demostración omitiremos:

3Ver, por ejemplo, A.I. Markushevich, Teoría de las funciones analíticas. Vol I. MIR,
Moscú, 1970, pág 310.
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1.3. Continuidad uniforme 23

Teorema 1.2.35 (Cauchy-Goursat) Sea Ω ⊂ C una región (abierto y
conexo) y sea f : Ω 7→ C una función diferenciable (holomorfa). Enton-
ces, para cada punto z0 ∈ Ω, f(z) admite una serie de potencias f(z) =∑∞

n=0 an(z − z0)
n con radio de convergencia R > 0.

1.3. Continuidad uniforme

1.3.1. Definición de continuidad uniforme

Recordemos la definición de continuidad de una función en un conjun-
to A ∈ D(f), donde D(f) denota al dominio de f .

Definición 1.3.1 Se dice que una función f : A 7→ R es continua en A si,

∀ε > 0, ∀a ∈ A, ∃δ := δ(a, ε) > 0; tal que |x−a| < δ ⇒ |f(x)−f(a)| < ε.

Hemos de destacar que en la definición anterior δ depende, en general, no
sólo de ε, sino también del punto a. Veamos un ejemplo.

Sea f(x) = 1/x en (0, 1]. f es continua, de hecho lo será en cualquier
intervalo que no contenga al cero. Para probarlo usamos la definición.
Puesto que

|f(x)− f(a)| =
∣∣∣∣x− a

x a

∣∣∣∣ = 1

|x a|
|x− a|.

Si a > 0 entonces podemos encontrar un δ1 > 0 tal que si x ∈ (a− δ1, a +
δ1) ⊂ (0,∞), 1/|x a| < M , de hecho, M es más grande a medida que a se
acerque más a cero. En efecto, puesto que 1/x es decreciente tenemos que
si a ̸= 0 siempre podemos encontrar un δ1 > 0 (basta elegirlo menor que
a/2) tal que 1/x ≤ 1/(a/2) = 2/a. Es decir,

|f(x)− f(a)| < 2

a2
|x− a|, ∀x ∈ (a− δ1, a+ δ1) ⊂ (0,∞).

Sea ε > 0 cualquiera, entonces si x es tal que 0 < |x − a| < δ = εa2/2
tenemos que |f(x)− f(a)| < ε.

En la figura 1.2 se muestra lo que ocurre. Si prefijamos un ε > 0 tene-
mos los dos entornos U(f(a)) y U(f(b)) con b < a. Obviamente a medida
que nos acercamos a cero el correspondiente entorno de a, U(a) se hace

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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24 Capítulo 1. Preliminares

x

f(b)

b

f(a)

a

U(f(a))

U(a)

Figura 1.2: La función f(x) = 1/x, y la continuidad uniforme.

cada vez más pequeño además la longitud del mismo, como hemos visto
es igual a d = εa2/2, así que si a→ 0, d→ 0.

No ocurre lo mismo si escogemos, por ejemplo, en intervalo [α, 1] cual-
quiera sea α ∈ (0, 1). En efecto, en este caso, nuestra desigualdad será

|f(x)− f(a)| < 2

a2
|x− a| < 2

α2
|x− a|, ∀x ∈ (a− δ1, a+ δ1) ⊂ (0,∞).

Es decir, que cualquiera sea ε > 0, entonces si x es tal que 0 < |x − a| <
δ = εα2/2 tenemos que |f(x)− f(a)| < ε, o sea, ¡nuestro δ en este caso no
depende del punto a!, o sea, el mismo δ nos vale para todo el intervalo.

Otro tanto le ocurre a la función f(x) = x2 en el intervalo [0,∞). Para
a > 0 calculemos4

|f(x)− f(a)| = (x+ a)|x− a| < (2a+ δ1)|x− a|, si x ∈ (a− δ1, a+ δ1).

Sea δ1 = 1, por ejemplo. Entonces, cualquiera sea ε > 0, si x es tal que
|x − a| < δ = ε/(2a+ 1) tenemos que |f(x) − f(a)| < ε, es decir, que
a medida que a aumenta δ disminuye. Nuevamente no podemos obtener
un δ válido para todo a ≥ 0. Que ocurre si escogemos el intervalo [0, b],
b <∞. Entonces,

|f(x)− f(a)| = (x+ a)|x− a| < (2b)|x− a|, ∀x ∈ [0, b],

4Si a = 0 obviamente f es continua, además, las desigualdades también son válidas
para x ≥ 0.
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1.3. Continuidad uniforme 25

luego, cualquiera sea ε > 0, si x es tal que |x − a| < δ = ε/(2b) tenemos
que |f(x) − f(a)| < ε, es decir, δ no depende del punto a, por tanto el
mismo δ nos vale para toda el intervalo.

Definición 1.3.2 Se dice que una función f : A 7→ R es uniformemente
continua en un intervalo [a, b] si para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que
para todos x e y de [a, b], tales que |x− y| < δ, entonces |f(x)− f(y)| < ε.

Es decir, para cualquiera sea el punto x de [a, b] que escojamos, f(x) es
continua y el δ en la definición anterior, a diferencia del de la definición
de continuidad “estándar” 1.3.1 sólo depende de ε y no del punto, o equi-
valentemente, que si escogemos un ε > 0 cualquiera y denotamos por
U(f) el ε-entorno de cualquier punto y = f(x) de la imagen, entonces,
existe un δ > 0 tal que los correspondientes δ-entornos de x, U(x) son
tales que f(U(x)) ⊂ U(f).

Es evidente que cualquier función uniformemente continua en [a, b] es
continua en dicho intervalo. Ahora bien, el recíproco, como hemos visto,
no es cierto. Por tanto, es interesante tener teoremas que nos aseguren
cuando una función es uniformemente continua y cuando no. Nótese que
una función no es uniformemente continua en A ⊂ R si

∃ε > 0, ∀δ > 0∃x, a ∈ A; |x− a| < δ, ⇒ |f(x)− f(a)| ≥ ε.

Teorema 1.3.3 Una función f no es uniformemente continua en A si existe
un ε > 0 y dos sucesiones (an) y (bn) con |an− bn|

n→∞−→ 0 tales que |f(an)−
f(bn)| ≥ ε.

Demostración: Es inmediata a partir de la definición de convergencia uni-
forme (o lo que es lo mismo de su negación).

Ejercicio 1.3.4 Prueba que f(x) = 1/x y g(x) = x2 no son uniformemente
continuas en (0, 1] y [0,∞), respectivamente, usando el teorema anterior.

En el primer caso escogemos an = 1/n y bn = 1/(n+1), an−bn = 1/(n(n+
1))

n→∞−→ 0, pero |f(an) − f(bn)| = 1. Para el segundo caso escogemos
an =

√
n+ 1 y bn =

√
n, de forma que an − bn = 1/(

√
n+ 1 +

√
n)

n→∞−→ 0,
pero |g(an)− g(bn)| = 1.

El siguiente teorema nos da un criterio muy útil para saber cuando
una función es uniformemente continua en un intervalo cerrado y acotado
[a, b]:

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l
26 Capítulo 1. Preliminares

Teorema 1.3.5 (Heine)a Si la función f : [a, b] 7→ R es continua en todo
[a, b] entonces f es uniformemente continua en [a, b].

aEste teorema, a veces atribuido a Cantor, también es cierto para funciones de varias
variables. Sea A ⊂ Rn un conjunto cerrado y acotado (compacto) y sea la función
f : A 7→ R, continua en A. Entonces f es uniformemente continua en A.

Demostración: Supongamos que el teorema es falso. Entonces

∃ε > 0, ∀δ > 0∃x, y ∈ A; |x− y| < δ, ⇒ |f(x)− f(y)| ≥ ε.

Entonces para cada n ∈ N, si escogemos δ = 1/n, existen dos números an
y bn tales que |an − bn| < 1/n y |f(an) − f(bn)| ≥ ε, o sea, podemos cons-
truir sendas sucesiones (an) y (bn). Ahora bien, como an es acotada, por el
Teorema de Bolzano-Weierstrass para sucesiones existe una subsucesión
{akn} convergente a cierto x ∈ [a, b]. Tomemos ahora la subsucesión (bkn)n
donde kn es exactamente la misma subsucesión de números naturales que
define a la subsucesión (akn)n de antes. Para dicha subsucesión tenemos
que

|bkn − x| ≤ |bkn − akn|︸ ︷︷ ︸
<1/n

+ |akn − x|︸ ︷︷ ︸
→0

n→∞−→ 0, ⇒ bkn
n→∞−→ x,

es decir, la subsucesión {bkn} de (bn) también tiene límite x. Pero f es
continua en [a, b] así que

ĺım
n→∞

f(akn) = f(x), ĺım
n→∞

f(bkn) = f(x), ⇒ |f(akn)− f(bkn)|
n→∞−→ 0,

lo cual contradice que |f(an)− f(bn)| ≥ ε (ya que como {akn} y {bkn} son
subsucesiones de {an} y {bn}, tendría que ser |f(akn)− f(bkn)| ≥ ε).

El teorema anterior nos indica que la función f(x) = 1/x es uniforme-
mente continua en cualquier cerrado y acotado que no contenga al cero y
que la función g(x) = x2 es uniformemente continua en cualquier cerrado
y acotado de R.

De la de la definición de continuidad uniforme se sigue (basta escoger
δ < ε/K) el siguiente:

Teorema 1.3.6 (Condición suficiente de continuidad uniforme) Para que
la función f sea uniformemente continua en A, es suficiente que exista una
constante K > 0 tal que para todo x, y ∈ A, |f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|.
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1.4. Sucesiones y series de funciones reales 27

Las funciones f : A 7→ R que cumplen con que

∀x, y ∈ A, |f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|,

se llaman funciones de Lipschitz. Así que el teorema anterior se puede pa-
rafrasear diciendo que toda función de Lipschitz es uniformemente conti-
nua.

Obviamente toda función de Lipschitz es continua, pero no viceversa,
no toda función continua es de Lipschitz. Por ejemplo, f : [0, 1] 7→ R,
f(x) =

√
x es continua en [0, 1] (y por tanto uniformemente continua

en [0, 1]) pero no es de Lipschitz en [0, 1], pues (se supone que x ̸= y y
x, y ̸= 0)

|f(x)− f(y)| = |
√
x−√

y| ≤ 1

|
√
x+

√
y|
|x− y|,

y el factor 1
|
√
x+

√
y| no es acotado en [0, 1].

1.4. Sucesiones y series de funciones reales

Definición 1.4.1 La sucesión de funciones (fn(x))n tiene límite para cierto
x0 ∈ D(fn) si la sucesión numérica (fn(x0))n converge para dicho x0. En
este caso diremos que la sucesión converge puntualmente en x0,

Definición 1.4.2 El conjunto X de todos los puntos x ∈ D(fn) donde la
sucesión (fn(x))n converge se denomina conjunto de convergencia de la su-
cesión de funciones.

Evidentemente para todo x ∈ X, existe un único valor del límite de
sucesión numérica (fn(x))n, por tanto podemos definir una función f(x)
sobre X que es la función límite de fn(x). Así tenemos la siguiente

Definición 1.4.3 En el conjunto X de convergencia de la sucesión de fun-
ciones (fn(x))n la función f(x) definida para cada x ∈ X de la forma
f(x) = ĺımn→∞ fn(x) se denomina función límite de (fn(x))n y se dice que
la sucesión (fn(x))n converge puntualmente a f(x) en X y lo denotaremos
como fn(x) → f(x).
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Ejemplo 1.4.4 Consideremos los siguientes ejemplos representativos.

1. Definamos en [0,∞) la sucesión fn(x) = xn, n ∈ N. Es fácil com-
probar que la sucesión de funciones converge si y sólo si x ∈ [0, 1],
además

ĺım
n→∞

xn = f(x) =

{
1, x = 1

0 0 ≤ x < 1
,

es la función límite. Nótese que si escogemos X = [0, q], 0 ≤ q < 1,
entonces f(x) = 0.

2. Sea fn(x) : R 7→ R, fn(x) =
senn2x

n
. Es evidente que X = R y

f(x) = 0.

3. Sea fn(x) : R 7→ R, fn(x) =
sennx

n2
. Como en el ejemplo anterior

X = R y f(x) = 0.

4. Sea fn(x) : [0, 1] 7→ R, fn(x) = 2(n+1)x(1−x2)n. Evidentemente si
x = 0 o x = 1, fn(x) = 0. Si x ∈ (0, 1) entonces (1− x2) < 1, luego
fn(x) → 0 cuando n→ ∞. Por tanto, X = [0, 1] y f(x) = 0.

5. Sean n,m ∈ N y sea fm(x) = ĺımn→∞(cosm!πx)2n. Si m!x ∈ Z,
entonces fm(x) = 1, si m!z ̸∈ Z, entonces fm(x) = 0. Veamos el
límite cuando m → ∞ de fm(x). Si x ̸∈ Q, entonces para todo
m ∈ N, m!x ̸∈ Z, por tanto fm(x) = 0 y f(x) = ĺımm→∞ fm(x) = 0.
Si x ∈ Q, entonces a partir de cierto m ∈ N, m!x ∈ Z, por tanto, a
partir de dicho m, fm(x) = 1, luego f(x) = ĺımm→∞ fm(x) = 1. Así,
tenemos que X = R y f(x) es la función de Dirichlet D(x)

D(x) =

{
1, x ∈ Q
0, x ∈ I .

Nuestro objetivo fundamental es estudiar, no cuando las sucesiones
funcionales convergen o no –pues eso ya lo hemos visto en temas anterio-
res pues para cada x la sucesión (fn(x))n es una sucesión numérica– sino
decidir en que condiciones las propiedades de fn se traspasan a la función
límite. ¿Hereda f(x) todas las propiedades de las fn(x)? Los ejemplos an-
teriores sirven de ilustración a nuestro problema.

En el Ejemplo 1 las funciones xn son continuas en [0, 1] pero la función

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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Figura 1.3: La sucesión fn(x) = sennx/n2 en [0, 2π) (izquierda) y fn(x) =
2(n+ 1)x(1− x2)n en [−1, 1] (derecha).

límite f(x) no lo es. No ocurre lo mismo en el intervalo X = [0, q].

En el Ejemplo 2 la función fn(x) = (senn2x)/n es derivable en todo R,
y su función límite también, pero por ejemplo, la sucesión de sus derivadas
f ′
n(x) = n cosn2x no tiene límite excepto cuando n2x = kπ/2, k ∈ Z. Es

decir, la sucesión de derivadas no converge a la derivada de la función
límite.

En el Ejemplo 3, a diferencia del anterior la sucesión de sus derivadas
f ′
n(x) = (cosnx)/n converge a cero que justamente es la derivada de la

función límite. Es decir, en este ejemplo sí que tenemos f ′
n(x) → f ′(x).

Analizando el Ejemplo 4 vemos que la función fn(x) = 2(n + 1)x(1 −
x2)n es integrable en [0, 1] y además

∫ 1

0

fn(x)dx = 2(n+ 1)

∫ 1

0

x(1− x2)ndx = 2(n+ 1)

−(1− x2)n+1

n+ 1

∣∣∣∣∣
1

0

 = 1,

pero
∫
f(x)dx =

∫ 1

0

0 dx = 0, luego
∫ 1

0

fn(x)dx ̸→
∫
f(x)dx.

A diferencia del caso anterior, podemos comprobar que en [0, 1] la fun-
ción fm(x) del Ejemplo 5 vale cero excepto un número finito de puntos,
luego fm es integrable y su integral vale cero, pero su función límite es
una función no integrable (Riemann).

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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Finalmente, en el Ejemplo 1 tenemos∫ 1

0

fn(x)dx =

∫ 1

0

xn dx =
1

n+ 1
→ 0 =

∫ 1

0

0 dx =

∫ 1

0

f(x)dx.

Todo lo anterior nos dice que dada una sucesión fn(x) con determi-
nadas propiedades como la continuidad, derivabilidad, integrabilidad, la
función límite puede o no tenerlas. Por tanto nuestro objetivo es claro.
Encontrar condiciones bajo las cuales la función límite “herede” las pro-
piedades de las funciones de la sucesión.

Definición 1.4.5 Una sucesión de funciones (fn(x))n converge puntual-
mente en I ∈ X si para todo x0 ∈ I y todo ε > 0 existe un N ≡ N(x0, ε) ∈
N tal que para todo n > N , |fn(x0)− f(x0)| < ε y lo denotaremos fn → f .

Claramente vemos que, en general, nuestro N dependerá de x0. Con-
sideremos como ejemplo la sucesión fn(x) = xn en [0, 1). Obviamente
fn(x) → 0 para todo x ∈ [0, 1). Sea 0 < ε < 1 cualquiera y x0 ∈ [0, 1). En-
tonces, tendremos |fn(x0) − 0| = xn0 < ε. Si escogemos N tal que xN0 < ε,
o equivalentemente N log x0 < log ε, tendremos, como log x0 < 0 que, pa-
ra todo n > N = log ε/ log x0, xn0 < ε. Es decir, que nuestra N depende
explícitamente de x0 y lo que es peor, a medida que x0 se va acercando a
1, N claramente va tomando valores más grandes. La siguiente figura 1.4
aclara lo anterior.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

Figura 1.4: La sucesión fn(x) = xn en [0, 1) (izquierda) y en [q, 1) (dere-
cha).
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En la figura 1.4 (izquierda) vemos la sucesión fn(x) = xn dibujada en
[0, 1). Las curvas son, de arriba hacia abajo, x, x2, x3, x5, x10 . . . x60 (a
partir de n = 5 se representan las x5n). La linea horizontal representa a
nuestro ε > 0 y la vertical un x0 dado. Como vemos, dado el ε > 0 de
la gráfica de la izquierda, a partir de cierto N tenemos que xN0 < ε es
menor que el ε > 0 dado –a partir de la novena curva de arriba abajo–.
Veamos que ocurre más cerca del 1, para ello quedémonos sólo con un pe-
queño intervalo cercano al 1, digamos [q, 1), estando q “suficientemente”
cercano a 1. Aumentemos nuestro x0 hasta hacerlo más próximo a 1 tal
y como observamos en la figura de la derecha –la primera linea vertical
era nuestro anterior x0 y la segunda, más a la derecha es nuestro nuevo
x0–. Como vemos, ahora tenemos que aumentar nuestro N hasta llegar a
la catorceava curva. Concretamente, en las gráficas de la figura 1.4 hemos
escogido los siguientes valores numéricos: para ε = 0,1 y x0 = 0,9 el valor
de N es 25. En el segundo caso ε = 0,1, x0 = 0,95 y el N necesario fue
45. Obviamente a medida que nos acercamos a 1 nuestro N crecerá tal y
como hemos mostrado antes.

Una pregunta evidente es la siguiente. ¿Cualquiera sea una sucesión
(fn(x))n siempre ocurrirá lo mismo. Para responderla consideremos el si-
guiente ejemplo:

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

Figura 1.5: La sucesión fn(x) = xn, en [0, q] (izq.) y una ampliación (der.)

Sea la misma sucesión fn(x) = xn pero en [0, q] con q ∈ (0, 1). Hagamos
un experimento numérico como el anterior usando como antes ε = 0,1.
En la figura 1.5 representaremos nuevamente mediante linea horizontal
a nuestro ε > 0, la primera linea vertical corresponderá a un x cualquie-
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ra en [0, q] y la segunda linea vertical corresponderá a q, el extremo del
intervalo. Dibujaremos la sucesión xn para que se vea con más claridad
el comportamiento de la misma. Obviamente x ≤ q, así que escogeremos
q = 0,95, por ejemplo. Un simple vistazo a la figura 1.5 nos permite ver
que cualquiera sea el x ≤ q que escojamos, dado el ε > 0 tenemos un
valor de N , que en nuestro caso corresponde a la séptima gráfica tal que
xn < ε para todo n > N y ¡cualquiera sea la x ∈ [0, q]! Es decir, podemos
encontrar una N válida en todo punto de [0, q]. En realidad esto no es de
extrañar pues para todo ε > 0 si escogemos N = log ε/ log q, entonces
tendremos qn < ε, por tanto para todo x ∈ [0, q], y para todo n > N ten-
dremos xn ≤ qn < ε, es decir, xn tiende a 0 en todo [0, q] y además lo hace
uniformemente en todo el intervalo.

Lo anterior nos conduce de manera natural a la siguiente

Definición 1.4.6 Dada una sucesión de funciones (fn(x))n definidas en un
intervalo I ∈ X, diremos que fn(x) converge uniformemente a f(x) en I si
para todo ε > 0 existe un N ≡ N(ε) ∈ N tal que para todo n > N y para
todos los x ∈ I, |fn(x)− f(x)| < ε, y lo denotaremos fn ⇒ f .

Gráficamente la convergencia uniforme está representada en el gráfico
de la izquierda de la figura 1.6.

f (x) + ε

f (x)− ε

f (x)
f (x) + ε

f (x)− ε

f (x)

Figura 1.6: Convergencia uniforme (izquierda) y no uniforme (derecha)
de una sucesión de funciones (fn(x))n.

La función f está al centro y está localizada en el interior de cierto
entorno de longitud ε. Cualquiera sea la x ∈ I, fn(x) debe estar contenida
en el entorno (f(x) − ε, f(x) + ε) tal y como se muestra en dicha figura.
En esta misma figura 1.6 podemos ver a la derecha lo que ocurre cuando
la convergencia es no uniforme. Y es que para todo n siempre existe un x
tal que fn(x) sale fuera del entorno (f(x) − ε, f(x) + ε) (ver los círculos
azul y rosa). Es evidente que si fn ⇒ f entonces fn → f .
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Nuestro próximo objetivo es dar condiciones necesarias y suficientes
para que una sucesión de funciones converja uniformemente. Para ello
vamos a considerar las funciones representadas en la figura 1.6. Vamos a
representar gráficamente –ver gráfico 1.7– las funciones f(x)−fn(x) de la
figura 1.6. Las líneas horizontales representan los valores de ±ε escogidos.

ε

−ε

0

f − fn
ε

−ε

0

f − fn

Figura 1.7: Gráficos de f(x)−fn(x) en el caso de la convergencia uniforme
(izquierda) y no uniforme (derecha) de (fn(x))n.

Está claro de las gráficas de la figura 1.7 que para que la convergencia
sea uniforme, todas las funciones ϕn(x) = |f(x) − fn(x)| han de estar
contenidos en el entorno [0, ε) lo cual ocurrirá si los máximos o supremos
de cada función ϕn(x) –que son números reales– están contenidos en dicho
intervalo. No ocurre lo mismo en el caso de la convergencia no uniforme,
donde siempre, cualquiera sea el ε que escojamos siempre habrá un valor
de n tal que el valor de la función ϕn(x) en cierto punto x0 del dominio
sobrepasa a ε, pero entonces, si ese punto no corresponde al máximo,
éste, si existe, también ha de sobrepasar a ε. Los anteriores razonamientos
“geométricos” nos lleva a la siguiente condición necesaria y suficiente de
convergencia uniforme para una sucesión de funciones:

Teorema 1.4.7 (Condición necesaria y suficiente de convergencia
uniforme) Dada una sucesión de funciones (fn(x))n definidas en I ∈ X,
fn(x) converge uniformemente a f(x) en I si y sólo si

ĺım
n→∞

sup
x∈I

|fn(x)− f(x)| = 0.

Demostración: Supongamos que fn ⇒ f en I. Entonces para todo ε > 0
existe un N ∈ N tal que para todo n > N y para todos los x ∈ I, |fn(x)−
f(x)| < ε/2, luego para todo ε > 0 existe un N tal que para todo n > N la
sucesión supx∈I |fn(x)− f(x)| < ε, luego ĺımn→∞ supx∈I |fn(x)− f(x)| = 0.
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Por el contrario, si ĺımn→∞ supx∈I |fn(x) − f(x)| = 0, entonces para
todo ε > 0 existe un N tal que para todo n > N , supx∈I |fn(x) − f(x)| <
ε, luego, por la propiedad del supremo tenemos que para todo x ∈ I,
|fn(x) − f(x)| < ε, es decir, para todo ε > 0 existe un N ∈ N tal que para
todo n > N y para todos los x ∈ I, |fn(x)− f(x)| < ε, o sea, fn ⇒ f en I.

Corolario 1.4.8 Para que una sucesión de funciones (fn(x))n definidas en
I ∈ X, fn(x) converja uniformemente a f(x) en I es necesario y suficiente
que exista una sucesión (an)n de términos no negativos con ĺımn→∞ an = 0,
y un número N ∈ N tal que para todo n > N , |fn(x)− f(x)| ≤ an.

Demostración: De las condiciones dadas

sup
x∈I

|fn(x)− f(x)| ≤ sup
x∈I

an = an → 0,

de donde se sigue el resultado.

Ejercicio 1.4.9 Probar que la sucesión fn(x) = xn converge uniformemen-
te a cero en [0, q], 0 < q < 1, pero no lo hace en [0, 1).

En efecto, en el primer caso tenemos

sup
x∈[0,q]

|xn − 0| = qn = an, y ĺım
n→∞

qn = 0,

mientras que en el segundo supx∈[0,1) |xn−0| = 1 que no tiende a 0 cuando
n→ ∞.

Teorema 1.4.10 (Criterio de Cauchy de convergencia uniforme para
una sucesión de funciones) Dada una sucesión de funciones (fn(x))n
definidas en I ∈ X, fn(x) converge uniformemente a f(x) en I si y sólo si
para todo ε > 0, existe un N ∈ N tal que ∀n > N , para todo p ∈ N y para
todo x ∈ I, |fn+p(x)− fn(x)| < ε.

Demostración: Supongamos que fn ⇒ f en I. Entonces para todo ε >
0 existe un N ∈ N tal que para todo n > N y para todos los x ∈ I,
|fn(x)−f(x)| < ε/2. Entonces, para n > N , y todo x ∈ I, como n+p ≥ N ,
tenemos

|fn+p(x)− fn(x)| = |fn+p(x)− f(x) + f(x)− fn(x)|

≤ |fn+p(x)− f(x)|+ |fn(x)− f(x)| < ε

2
+
ε

2
= ε.
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1.4. Sucesiones y series de funciones reales 35

Por el contrario, si para todo ε > 0, existe un N ∈ N tal que ∀n > N ,
para todo p ∈ N y para todo x ∈ I, |fn+p(x) − fn(x)| < ε/2, entonces
el criterio de Cauchy para las sucesiones nos asegura que existe el límite
para cada x ∈ I. Pero además, tomando el límite p → ∞ tenemos que
para todo x ∈ I, |fn(x)− f(x)| ≤ ε/2 < ε, por tanto fn ⇒ f en I.

Del teorema anterior se deduce el siguiente corolario.

Corolario 1.4.11 Una sucesión de funciones (fn(x))n definidas en I ∈ X,
converge uniformemente a f(x) en I si y sólo si para todo ε > 0, existe un
N ∈ N tal que ∀n > N y para todo p ∈ N supx∈I |fn+p(x)− fn(x)| < ε.

La demostración del siguiente resultado se deja como ejercicio al lec-
tor.

Proposición 1.4.12 Si (fn(x))n y (gn(x))n son dos sucesiones de funciones
uniformemente convergentes en I a las funciones f(x) y g(x), respectiva-
mente, entonces, para todos α, β ∈ R y toda función h(x) acotada en I se
tiene que, en I,

αfn(x) + βgn(x) ⇒ αf(x) + βg(x), h(x)fn(x) ⇒ h(x)f(x).

Pasemos a continuación a estudiar lo que ocurre en el caso de las series
de funciones. Por analogía con el caso de las series numéricas definiremos
las series de funciones

Definición 1.4.13 Dada una sucesión de funciones (an(x))n, la expresión

∞∑
k=1

ak(x) = a1(x) + a2(x) + a3(x) + · · ·+ ak(x) + · · ·

se denomina serie funcional infinita o serie de funciones. Las funciones

Sn(x) =
n∑

k=1

ak(x) = a1(x) + a2(x) + a3(x) + · · ·+ an(x),

se denominan sumas parciales de la serie de funciones.

Obviamente las sumas parciales Sn(x) son a su vez una sucesión de
funciones por tanto podemos definir la convergencia puntual y uniforme
de una serie de funciones.

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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Definición 1.4.14 Diremos que la serie
∑∞

k=1 ak(x) converge a S(x), para
cierto x ∈ R si la sucesión de sumas parciales (Sn(x))n tiene límite S(x).
Si por el contrario, la sucesión de sumas parciales no tiene límite, entonces
diremos que la serie diverge.

Definición 1.4.15 Una serie de funciones
∑∞

k=1 ak(x) converge puntual-
mente en I ∈ X si para todo x ∈ I y todo ε > 0 existe un N ≡ N(x, ε) ∈ N
tal que para todo n > N , |Sn(x)− S(x)| < ε y lo denotaremos Sn → S.

Definición 1.4.16 Una serie de funciones
∑∞

k=1 ak(x) converge uniforme-
mente a S(x) en I si para todo ε > 0 existe un N ≡ N(ε) ∈ N tal que para
todo n > N y para todos los x ∈ I, |Sn(x) − S(x)| < ε y lo denotaremos
Sn ⇒ S.

Si definimos el resto de la serie

rn(x) ≡ S(x)− Sn(x) =
∞∑

k=n+1

ak(x), (1.4.1)

entonces, la serie converge uniformemente si y sólo si rn(x) ⇒ 0, en caso
contrario la convergencia no es uniforme. Una prueba sencilla es usar
el Teorema 1.4.7 para la sucesión de funciones S(x) − Sn(x). En efecto,
puesto que rn(x) = S(x) − Sn(x), tenemos si rn(x) ⇒ 0, entonces existe
una sucesión (an)n de términos positivos que tiende cero tal que |rn(x)| ≤
an, luego |S(x)− Sn(x)| ≤ an → 0. El recíproco es análogo.

Lo anterior nos conduce al siguiente

Teorema 1.4.17 Si Sn(x) ⇒ S(x) en I, es decir, si la serie
∑∞

k=1 ak(x) es
uniformemente convergente en I, entonces, an(x), el término general de la
serie converge uniformemente a 0 en I, es decir, an(x) ⇒ 0.

Demostración: Como Sn(x) ⇒ S(x) en I, el criterio de Cauchy 1.4.10 nos
dice que para todo ε > 0 existe un N ∈ N tal que, para todos n > N , p ∈ N
y para todo x ∈ I se tiene |Sn+1 − Sn| < ε. Como Sn+1 − Sn = an+1(x),
tenemos entonces que para todo ε > 0 existe un N ∈ N tal que, para todo
n > N , y para todo x ∈ I, |an+1| < ε, es decir, an ⇒ 0.

Esta condición es necesaria pero no suficiente.
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Ejemplo 1.4.18 Estudiar la convergencia de la serie
∑∞

n=1 x
n en I = [0, 1).

Como xn ⇏ 0 en [0, 1), entonces la serie no converge uniformemente
en [0, 1).

Un criterio muy útil para establecer la convergencia uniforme de una
serie de funciones es el siguiente Criterio de Weierstrass:

Teorema 1.4.19 Sea (an)
∞
n=0 una sucesión de funciones definidas en I ⊂

R, y (bn)∞n=0 una sucesión de números reales no negativos, tales que |an(x)| ≤
bn para todo n ∈ N y x ∈ I y cuya serie

∑∞
n=1 bn es convergente. Entonces

la serie de funciones
∑∞

n=1 an(x) es uniformemente convergente en I.

Demostración: Usando en criterio de comparación de Weierstrass se si-
gue que la serie

∑∞
n=0 an(x) converge para cada x ∈ I. Para probar la con-

vergencia uniforme basta probar que rn(x) ⇒ 0 en I. Como la serie (bn)
∞
n=0

converge, entonces Bn =
∑n

k=1 bk tiende a B =
∑∞

n=1 bn, si n → ∞, o sea,
la diferencia B −Bn =

∑∞
k=n+1 bk, tiende a cero si n→ ∞. Por tanto,

|Sn(x)− S(x)| = |rn(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

ak(x)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=n+1

|ak(x)| ≤
∞∑

k=n+1

bk,

de donde tenemos

sup
x∈I

|Sn(x)− S(x)| ≤
∞∑

k=n+1

bk = B −Bn → 0, cuando n→ ∞,

luego Sn(x) ⇒ S(x).

Ejercicio 1.4.20 Sea la serie
∑∞

n=0 x
n. La serie converge uniformemente

en el intervalo x ∈ [−q, q], para todo q ∈ (0, 1).

Efectivamente, como xn ≤ qn y la serie
∑∞

n=0 q
n converge, entonces el

criterio de Weierstrass nos asegura la convergencia.

1.4.1. Propiedades de las sucesiones y series de funcio-
nes

En este apartado vamos a estudiar en qué condiciones las propieda-
des de fn se traspasan a la función límite. Es decir, responderemos a la
pregunta formulada al principio: ¿hereda f(x) todas las propiedades de
las fn(x)?
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Teorema 1.4.21 (Sobre la conmutatividad del límite de una suce-
sión de funciones) Sea (fn(x))n una sucesión de funciones definidas en
I ⊂ R tal que para cada n ∈ N existe el límite ĺımx→x0 fn(x) = ln, x0 ∈ I.
Si fn(x) ⇒ f(x) en I, entonces

ĺım
n→∞

(
ĺım
x→x0

fn(x)

)
= ĺım

x→x0

(
ĺım
n→∞

fn(x)
)

Demostración: Sea fn(x) ⇒ f(x) en I. Entonces, para todo ε > 0 existe
un N ∈ N tal que para todos n > N , p ∈ N y x ∈ I, |fn+p(x)−fn(x)| < ε/3.
Como existe el ĺımx→x0 fn(x) = ln, entonces, tomando límites x → x0 en
la desigualdad |fn+p(x)− fn(x)| < ε/3, tenemos |ln+p − ln| ≤ ε/3, luego la
sucesión (ln)n es de Cauchy y, por tanto, existe el límite cuando n → ∞
que denotaremos por l. Probemos entonces que ĺımx→x0 f(x) = l. Para
ello, usamos que

|f(x)− l| ≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− ln|+ |ln − l|.

Comprobemos que en las condiciones del teorema todos los sumandos
anteriores se pueden hacer tan pequeños como se quiera. Como fn(x) ⇒
f(x), entonces, cualquiera sea el x ∈ I, escogiendo n > N tenemos |f(x)−
fn(x)| ≤ ε/3. Ahora bien, como ĺımx→x0 fn(x) = ln, entonces, si escogemos
un δ > 0 suficientemente pequeño, entonces para todo x ∈ (x0− δ, x0+ δ),
|fn(x) − ln| < ε/3. Finalmente como ln → l si n → ∞, escogiendo n
suficientemente grande, digamos mayor que cierto M ∈ N, |ln − l| < ε/3,
luego, para todo ε > 0, escogiendo n > máx(N,M) y x ∈ (x0 − δ, x0 + δ),
tenemos |f(x)− l| < ε.

Como corolario trivial tenemos el siguiente

Teorema 1.4.22 (Continuidad de una sucesión de funciones) Sea
(fn)

∞
n=0 una sucesión de funciones definidas en I ⊂ R. Si fn es continua en

I para todo n ∈ N, y fn converge uniformemente a f en I entonces f es
continua en I.

Demostración: Como fn(x) es continua en x = x0, entonces existe el
límite ĺım

x→x0

fn(x) = fn(x0) y el teorema anterior nos dice que

ĺım
n→∞

(
ĺım
x→x0

fn(x)

)
= ĺım

x→x0

(
ĺım
n→∞

fn(x)
)
⇒ ĺım

x→x0

f(x) = ĺım
n→∞

fn(x0) = f(x0).
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Como lo anterior es cierto para todo x0 ∈ I, entonces f(x) es continua
en I.

El inverso del teorema anterior es falso en general, es decir, que si
fn(x) → f(x) en I, y tanto fn(x) como f(x) son continuas en I, ello no
implica fn(x) ⇒ f(x). Por ejemplo, sea la sucesión de funciones

fn(x) =

 sennx, 0 ≤ x ≤ π
n

0, π
n
≤ x ≤ π

, ĺım
n→∞

fn(x) = 0 = f(x), ∀x ∈ [0, π].

Obviamente tanto fn(x) como f(x) son continuas en [0, π]. Ahora bien,

sup
x∈[0,π]

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈[0,π]

| sennx| = 1 ̸→ 0,

por tanto fn(x)⇏ 0.

No obstante si imponemos que la sucesión (fn(x))n sea monótona sí
que se tiene el recíproco.

Teorema 1.4.23 (Dini) Sea (fn(x))n una sucesión de funciones continuas
que tienden monótonamente (para cada x) a f(x) en el intervalo [a, b]
(cerrado y acotado). Entonces f(x) es continua si y sólo si fn(x) ⇒ f(x) en
[a, b].

La demostración se deja como ejercicio.

Los teoremas anteriores 1.4.21 y 1.4.22 se pueden reescribir para las
series de funciones. En efecto si tomamos como sucesión de funciones
(fn(x))n la sucesión de sumas parciales de una serie

∑∞
n=1 an(x), tenemos

el siguiente teorema

Teorema 1.4.24 (Conmutatividad del límite y la suma para una se-
rie de funciones) Sea

∑∞
n=1 an(x) una serie de funciones uniformemente

convergente en I tales que ĺım
x→x0

an(x) = an, entonces

ĺım
x→x0

(
∞∑
n=1

an(x)

)
=

∞∑
n=1

(
ĺım
x→x0

an(x)

)
=

∞∑
n=1

an.

Si además, las funciones an(x) son continuas, entonces la suma S(x) de la
serie es una función continua.
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Teorema 1.4.25 (Integrabilidad de una sucesión de funciones) Sea
(fn)

∞
n=0 una sucesión de funciones definidas en [a, b] ⊂ R e integrables en

[a, b] y sea fn uniformemente convergente a f en [a, b]. Entonces

ĺım
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx =

∫ b

a

[
ĺım
n→∞

fn(x)
]
dx =

∫ b

a

f(x)dx.

Demostración: Ante todo hay que demostrar que f(x) es integrable. Por
sencillez asumiremos que las funciones fn son continuas entonces por el
Teorema 1.4.22 se sigue que la función límite f también es continua y, por
tanto, integrable y se puede simplificar la demostración.5 Como fn(x) ⇒
f(x) en [a, b], entonces para n suficientemente grande, y para todo x ∈
[a, b]

|f(x)− fn(x)| ≤
ε

2(b− a)

de donde se sigue que∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx−
∫ b

a

fn(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)−fn(x)|dx ≤
∫ b

a

ε

2(b− a)
dx =

ε

2
< ε,

y, por tanto,

ĺım
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

[
ĺım
n→∞

fn(x)
]
dx.

El siguiente ejemplo pone de manifiesto la importancia de las condi-
ciones del teorema que además son suficientes.

Ejemplo 1.4.26 Sea la sucesión de funciones (fn)n, fn : [0, 1] 7→ R, defi-
nida por

fn(x) =


2nanx, 0 ≤ x ≤ 1

2n
,

−2nan(x− 1
n
), 1

2n
≤ x ≤ 1

n
,

0, 1
n
≤ x ≤ 1.

0 11/n

an

5El caso general, para la integral de Riemann, esta desarrollado al final del capítulo.
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Es evidente que las funciones fn(x) son continuas en [0, 1], y por tanto
integrables en [0, 1] y que cualquiera sea la sucesión (an)n de sus máxi-
mos ĺımn→∞ fn(x) = 0. Como supx∈[0,1] |fn(x)| = an, si ĺımn→∞ an = 0,
entonces fn(x) ⇒ 0 en [0, 1] y

ĺım
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx =

∫ 1

0

f(x)dx = 0,

lo cual es fácil de comprobar mediante un cálculo directo pues el área
de la figura An = 1

2
1
n
an → 0.

Ahora bien, podemos escoger an de forma que An = 1
2
1
n
an → 0, con

an ̸→ 0 –por ejemplo, an = 1, o incluso an =
√
n → ∞–. En este caso

también tenemos

ĺım
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx =

∫ 1

0

f(x)dx = 0.

Finalmente, si escogemos an de forma que el área An = 1
2
1
n
an ̸→ 0,

–por ejemplo, an = n o an = n2, además en el primer caso el lími-
te ĺımn→∞

∫ 1

0
fn(x)dx existe y en el segundo no (vale +∞)– entonces

ĺımn→∞
∫ 1

0
fn(x)dx ̸=

∫ 1

0
f(x)dx = 0.

En el caso de las series tenemos

Teorema 1.4.27 (Integrabilidad de una serie de funciones) Sea (fn)
∞
n=0

una sucesión de funciones definidas en [a, b] ⊂ R e integrables en [a, b] tales
que la serie

∑∞
n=1 an(x) es uniformemente convergente en I. Entonces su

suma S(x) es integrable y además

∞∑
n=1

∫ b

a

fn(x)dx =

∫ b

a

∞∑
n=1

fn(x)dx =

∫ b

a

S(x)dx.

Teorema 1.4.28 (Derivabilidad de una sucesión de funciones) Sea
(fn)

∞
n=0 una sucesión de funciones definidas en un intervalo acotado I ⊂ R

y derivables en I tales que para cierto x0 ∈ I se tiene ĺımn→∞ fn(x0) = l
y además la sucesión de funciones (f ′

n)
∞
n=0 converja uniformemente a g en

I. Entonces la sucesión (fn)
∞
n=0 converge uniformemente a cierta función f

en I y además f ′(x) = g(x) para todo x ∈ I, es decir, la sucesión se puede

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l
42 Capítulo 1. Preliminares

derivar término a término, i.e.,(
ĺım
n→∞

fn(x)
)′

= ĺım
n→∞

f ′
n(x).

Demostración: Definamos la sucesión de funciones (φn(x))n, definidas
por

φn(x) =


fn(x)−fn(x0)

x−x0
, x ̸= x0

f ′
n(x0), x = x0

Las funciones φn(x) son continuas en I –pues las funciones fn(x) son de-
rivables en I por condición del teorema–.

Además φn(x) ⇒ φ(x) en I. En efecto, aplicando el criterio de Cauchy
para la convergencia uniforme tenemos

|φn+p(x)− φn(x)| =
∣∣∣∣(fn+p(x)− fn(x))− (fn+p(x0)− fn(x0))

x− x0

∣∣∣∣
=
∣∣f ′

n+p(ξ)− f ′
n(ξ)

∣∣ ,
donde ξ ∈ (x, x0). Para obtener la última igualdad hemos aplicado el Teo-
rema del valor medio de Lagrange a la función F (x) = fn+p(x) − fn(x),
es decir, F (x) − F (x0) = F ′(ξ)(x − x0). Además, por definición tene-
mos φn+p(x0) − φn(x0) = f ′

n+p(x0) − f ′
n(x0), luego |φn+p(x) − φn(x)| =∣∣f ′

n+p(ξ)− f ′
n(ξ)

∣∣ para todo x ∈ I. Ahora bien, como f ′
n(x) ⇒ g(x) en I,

entonces, para todo ε > 0 existe un N ∈ N tal que para todo n > N , p ∈ N
y para todo x ∈ I,

∣∣f ′
n+p(ξ)− f ′

n(ξ)
∣∣ < ε, entonces

|φn+p(x)− φn(x)| =
∣∣f ′

n+p(ξ)− f ′
n(ξ)

∣∣ < ε

de donde deducimos que φn(x) ⇒ φ(x) en I. Probemos ahora que fn(x) ⇒
f(x) en I. Para ello usamos las identidades fn+p(x) = fn+p(x0) + (x −
x0)φn+p(x), y fn(x) = fn(x0) + (x− x0)φn(x). Entonces,

|fn+p(x)− fn(x)| = |fn+p(x0)− fn(x0) + (x− x0)[φn+p(x)− φn(x)]|

≤ |fn+p(x0)− fn(x0)|+ |x− x0| |φn+p(x)− φn(x)|

Ahora bien, como fn(x0) → f(x0), entonces, para todo ε > 0 existe un
N1 ∈ N tal que para todo n > N1, y p ∈ N, |fn+p(x0)− fn(x0)| < ε/2.
Además, φn(x) ⇒ φ(x) en I, por tanto, para todo ε > 0 existe un N2 ∈ N

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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tal que para todo n > N , p ∈ N y para todo x ∈ I, |φn+p(x)− φn(x)| <
ε/2(b − a), es decir, para todo ε > 0 existe un N ∈ N, N = máx(N1, N2),
tal que para todo n > N , p ∈ N y para todo x ∈ I, |fn+p(x)− fn(x)| < ε, o
sea, fn(x) ⇒ f(x) en I.

Para culminar nuestra prueba nos resta demostrar que la función límite
f(x) es derivable en I y que f ′(x) = g(x) para todo x ∈ I, es decir, que
f ′(x) = ĺımn→∞ f ′

n(x).
Ante todo, notemos que puesto que fn(x) ⇒ f(x) en I, entonces la

condición ĺımn→∞ fn(x0) = f(x0) se cumple para cualquiera sea x0 ∈ I
y no sólo para el x0 prefijado en el enunciado del teorema. Por tanto, si
probamos que f(x) es derivable en cierto ζ ∈ I –en particular x0– y que
f ′
n(ζ) → f ′(ζ) = g(ζ), entonces f ′(x) = g(x) en todo I. Escojamos por

tanto un ζ cualquiera y redefinamos las funciones

φn(x) =


fn(x)− fn(ζ)

x− ζ
, x ̸= ζ

f ′
n(ζ), x = ζ

Como antes, las funciones φn(x) son continuas en I y φn(x) ⇒ φ(x) en I.
Luego

φ(x) = ĺım
n→∞

φn(x) = ĺım
n→∞

fn(x)− fn(ζ)

x− ζ
=
f(x)− f(ζ)

x− ζ
.

Lo anterior junto con el hecho de que todas las funciones φn(x) son con-
tinuas en I, y que φn(x) ⇒ φ(x) en I, nos permiten utilizar el Teorema
sobre la continuidad de una sucesión de funciones 1.4.22 para afirmar que
φ(x) es continua en I así como el Teorema sobre el límite 1.4.21 que nos
da

ĺım
x→ζ

f(x)− f(ζ)

x− ζ
= ĺım

x→ζ

(
ĺım
n→∞

fn(x)− fn(ζ)

x− ζ

)
= ĺım

n→∞

(
ĺım
x→ζ

φn(x)

)
= ĺım

n→∞

(
ĺım
x→ζ

fn(x)− fn(ζ)

x− ζ

)
= ĺım

n→∞
f ′
n(ζ).

Esta igualdad nos asegura que existe la derivada de f(x) para todo x ∈ I,
y además que

f ′(ζ) = ĺım
x→ζ

φ(x) = ĺım
n→∞

f ′
n(ζ), ∀ζ ∈ I,

que es que se quería demostrar.
Del teorema anterior se sigue fácilmente el siguiente teorema para las

series de funciones:
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Teorema 1.4.29 Sea S(x) =
∑∞

n=1 an(x) una serie de funciones que con-
verge al menos en un punto x0 ∈ I, cuyos términos an(x) son derivables
en todo I, y cuya serie de las derivadas de an(x),

∑∞
n=1 a

′
n(x) converge

uniformemente en I. Entonces la serie S(x) =
∑∞

n=1 an(x) converge unifor-
memente en I y además se cumple que

S ′(x) =

(
∞∑
n=1

an(x)

)′

=
∞∑
n=1

(a′n(x)) ,

o sea, es derivable término a término.

Ejemplo 1.4.30 Consideremos la serie ex =
∑∞

n=0
xn

n!
, que converge en

el intervalo [−R,R], cualquiera seaR > 0. Obviamente la serie
∑∞

n=0

(
xn

n!

)
=
∑∞

n=1
xn−1

(n−1)!
converge uniformemente en [−R,R]. Entonces,

(ex)′ =

(
∞∑
n=0

xn

n!

)′

dx =
∞∑
n=0

(
xn

n!

)′

=
∞∑
n=1

xn−1

(n− 1)!
=

∞∑
n=0

xn

n!
= ex,

Es decir, (ex)′ = ex.

Ejemplo 1.4.31 Sea la función

ψ(x) =


x2 cos

1

x
, x ̸= 0

0, x = 0

Dicha función es derivable en R y su derivada, definida por,

ψ′(x) =


2x cos

1

x
+ sen

1

x
, x ̸= 0

0, x = 0

es continua para todo x ∈ R excepto el cero. Numeremos todos los pun-
tos racionales del intervalo [0, 1] mediante la sucesión (xn)n, lo cual es
posible pues Q es un conjunto numerable (ser la sección 1.5.1). Defina-
mos la sucesión an(x) = 1

n2ψ(x− xn). Entonces, a′n(x) =
1
n2ψ

′(x− xn) es
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discontinua en un único punto x = xn, además

|an(x)| ≤
|x− xn|2

n2
≤ 1

n2
, |a′n(x)| ≤

1 + 2|x− xn|
n2

≤ 3

n2
,

ambas series
∑∞

n=1 an(x) y
∑∞

n=1 a
′
n(x) convergen uniformemente en [0, 1]

pues ambas se pueden mayorar por la serie convergente
∑∞

n=1 3/n
2. Por

tanto el teorema 1.4.29 nos dice que

S ′(x) =

(
∞∑
n=1

an(x)

)′

=
∞∑
n=1

(a′n(x)) ,

es decir, que la función S(x) es derivable en todo [0, 1] y su derivada es
discontinua en cada uno de los puntos racionales del intervalo.

Anexo: demostración del Teorema 1.4.25 para funciones integrables

En el caso que las funciones fn de la sucesión de funciones sean integrables
Riemann podemos hacer lo siguiente: Como fn(x) ⇒ f(x) en [a, b], entonces
para todo ε > 0 existe un N ∈ N tal que para todo n > N y para todo x ∈ [a, b],
|fn(x)− f(x)| < ε

4(b−a) . Por tanto, para todo n > N tendremos

|f(x)− f(y)| = |f(x)− fn(x) + fn(x)− fn(y) + fn(y)− f(y)|

≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn(y)|+ |fn(y)− f(y)|.

Obviamente, el primer y último sumando se pueden hacer más pequeños que
ε

4(b−a) pues fn(x) ⇒ f(x) en [a, b], i.e.

|f(x)− f(y)| ≤ |fn(x)− fn(y)|+
ε

2(b− a)
, ∀x, y ∈ [a, b].

Dividamos el intervalo [a, b] en intervalos más pequeños ∆i = [xi, xi+1] (una
partición de [a, b]). Usando la última desigualdad tenemos

sup
x,y∈∆i

|f(x)− f(y)| ≤ sup
x,y∈∆i

|fn(x)− fn(y)|+
ε

2(b− a)
.

Entonces,

n∑
i=1

sup
x,y∈∆i

|f(x)− f(y)|∆xi ≤
n∑

i=1

sup
x,y∈∆i

|fn(x)− fn(y)|∆xi +
ε

2
.
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46 Capítulo 1. Preliminares

Pero fn(x) ∈ R[a,b], luego, por el criterio de Riemann, existe una partición Pn

de [a, b], tal que
∑n

i=1 supx,y∈∆i
|fn(x) − fn(y)|∆xi < ε/2, por tanto, para dicha

partición Sf (Pn) − sf (Pn) < ε, luego f(x) ∈ R[a,b]. El resto de la prueba es
análogo.

1.5. Sobre conjuntos infinitos

En este sección recordaremos algunas cuestiones sobre conjuntos infi-
nitos haciendo hincapié en el caso de los números reales.

1.5.1. Conjuntos numerables

Sean dos conjuntos A y B cualesquiera. Por ejemplo, digamos que A
es el conjunto de los números primos menores que un número dado (di-
gamos 10), B el de los vértices de un dodecágono (12 lados). A y B son
finitos, es decir, A y B están constituidos por un número finito de elemen-
tos. Luego, una forma natural para compararlos puede ser sencillamente
usando el número de sus elementos. Obviamente A tiene cuatro elemen-
tos, 2, 3, 5, 7 y B doce, así que B será más grande que A. Sea ahora C el
conjunto de los lados de un cuadrado. Entonces A y C tienen el mismo
número de elementos de forma que podemos hacer corresponder a cada
uno de los elementos de C el correspondiente elemento de A y viceversa.
Es decir, existe una correspondencia biunívoca entre los elementos de A
y C. Obviamente tal correspondencia es imposible de encontrar entre los
elementos de A y B o B y C (¿por qué?).

¿Qué ocurre si ahora A Y B tienen infinitos elementos, es decir, si son
conjuntos infinitos? Ejemplo de tales conjuntos son conocidos: N, Q, R,
etc.

En este caso el primer método de comparar conjuntos no nos sirve pues
no podemos “contar” los elementos ya que éstos son infinitos así que sólo
nos queda el segundo de ellos: intentar encontrar una correspondencia
biunívoca entre conjuntos.

Recordemos que N = {1, 2, 3, . . . , n, n + 1, . . . } es el conjunto de los
números naturales que es el conjunto infinito más sencillo.

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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1.5. Sobre conjuntos infinitos 47

Definición 1.5.1 Un conjunto A es numerable si

1. A es vacío.

2. A tiene un número finito de elementos.

3. Si A tiene un número infinito de elementos, estos se pueden poner en
correspondencia biunívoca con N.

Veamos algunos ejemplos.

Por ejemplo, P , el conjunto de todos los números pares es numerable.
En efecto, cualquiera sea n ∈ N existe un único p ∈ P tal que p = 2n y
viceversa, cualquiera sea p ∈ P , existe un único n ∈ N tal que n = p/2,
es decir existe una correspondencia biunívoca entre ambos conjuntos, o lo
que es lo mismo hay tantos números pares como naturales.

Existe una forma muy sencilla de probar lo anterior. Escribamos todos
los números naturales en una tabla

1 2 3 4 5 6 · · · 2n− 1 2n 2n+ 1 2n+ 2 · · ·

y eliminemos todos los impares y “contamos” los números resultantes. Así
tenemos

̸ 1 2 ̸ 3 4 ̸ 5 6 · · · 2̸n− 1 2n 2̸n+ 1 2n+ 2 · · ·
1 2 3 · · · n n+ 1 · · ·

es decir, P es numerable, los números pares se pueden “contar”, existe
una correspondencia biyectiva entre los números pares y los naturales.

De forma similar se puede proceder para probar que el conjunto de los
números impares I es numerable. Lo mismo ocurre con los enteros

0 1 −1 2 −2 3 −3 4 −4 5 −5 · · ·
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 · · ·

Veamos un ejemplo más complicado. Sea A el conjunto de puntos del
plano de la forma (n,m), n,m ∈ N. Entonces A es numerable.

Para comprobarlo vamos a “contar” todos los pares anteriores, es decir,
vamos a construir una función biyectiva que a cada par le haga correspon-
der un único valor de n ∈ N. Lo haremos siguiendo el siguiente esquema:
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?
-

���
���

�����������9

- -

- - -

(1,1)

(1,2) (2,1)

(1,3) (2,2) (3,1)

(1,4) (2,3) (3,2) (4,1)

...

Figura 1.8: Contando el conjunto A = {(n,m), n,m ∈ N}.

ordenamos los pares por filas según la suma n+m = 2, 3, 4, . . . y cada fila
la ordenamos de menor a mayor según el primer valor n y así tenemos
una correspondencia biunívoca tal y como se ve en la figura 1.5.1

De forma análoga se puede probar la siguiente

Proposición 1.5.2 El conjunto B = {(p, q) ; p, q ∈ Z} es numerable, es
decir, que se puede construir una “ordenación” de B similar a la del ejemplo
anterior.

Una consecuencia de la proposición anterior es la numerabilidad de Q. En
efecto, sea un número r racional cualquiera, r ∈ Q. Entonces r se puede
escribir como r = p/q, con p ∈ Z y q ∈ N. Así que a cada número racional
le podemos hacer corresponder el par (p, q) con p ∈ Z y q ∈ N que es un
subconjunto de los pares B definidos en la Proposición 1.5.2 (¿por qué?),
así que Q es numerable.

1.5.2. Propiedades de los conjuntos numerables

Veamos algunas propiedades de los conjuntos numerables. La siguiente
proposición es sencilla de probar:

Proposición 1.5.3 1. Si A es un conjunto numerable y B es un sub-
conjunto de A, entonces B es numerable.
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1.5. Sobre conjuntos infinitos 49

2. La unión de un conjunto numerable y uno finito es numerable.

3. La unión de dos conjuntos numerables es numerable, y por tanto la
unión de un número finito de conjuntos numerables es numerable.

4. La unión de un número numerable de conjuntos numerables es nu-
merable.

Para probar el último apartado podemos escribir cada uno de los con-
juntos numerables de la formaA1 = {a1,1, a1,2, . . . a1,n, . . . },A2 = {a2,1, a2,2, . . .
a2,n, . . . },. . . ,Am = {am,1, am,2, . . . am,n, . . . }, y escribirlos como pares (m,n),
n,m ∈ N. Dichos pares son los representados en la figura 1.5.1 y, como ya
vimos, son numerables. Luego tenemos 4. Está claro que 2 y 3 son casos
particulares de 4. Para probar 1, basta usar la reducción al absurdo.

Veamos como usando los apartados anteriores podemos probar los
ejercicios que antes hemos resuelto.

Sea N− el conjunto de los números enteros negativos y sea Zk, k ∈ N,
los conjuntos de los números de la forma n/k, con n ∈ Z, es decir, Zk =
{n/k ; n ∈ Z}. Obviamente Z = N ∪ {0} ∪ N−, pero tanto N como N−

son numerables, así que Z es numerable. Además, por construcción Zk es
numerable. Además, Q = Z1 ∪ Z2 ∪ · · · ∪ Zk ∪ · · · , o sea Q es la unión de
una cantidad numerable de conjuntos numerables así que Q es numerable.

Definamos ahora el conjunto producto cartesiano de dos conjuntos.
Sea A y B dos conjuntos cualesquiera. Definiremos el “producto carte-
siano” de A y B que denotaremos por A ⊗ B al conjunto de todos los
pares ordenados (a, b) con a ∈ A y b ∈ B.

Está claro que si A yB son numerables el conjunto A⊗B es numerable.
Para ello basta usar de forma inteligente las proposiciones 1.5.2 y 1.5.3.

Como consecuencia de lo anterior tenemos otra prueba de que Q es
numerable pues, como hemos visto, a cada número racional le podemos
hacer corresponder el par (p, q) con p ∈ Z y q ∈ N, p, q primos entre si, o
sea, Q = Z⊗ N.

Usando la Proposición 1.5.3 se puede comprobar que el el conjunto
Pn de todos los polinomios de grado a lo más n con coeficientes a0, . . . an
racionales:

Pn = {a0 + a1x+ a2x
2 + · · · anxn ; a0, a1, a2, . . . an ∈ Q},
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es numerable y, por tanto, el conjunto de todos los polinomios con coefi-
cientes racionales

P = {a0 + a1x+ a2x
2 + · · · anxn ; a0, a1, a2, . . . an ∈ Q, ∀n ∈ N},

también lo es pues P = P0 ∪P1 ∪P2 ∪ · · · , y podemos usar el punto 4 de la
Proposición 1.5.3.

Definición 1.5.4 Sea x ∈ R tal que x es solución de la ecuación algebraica

a0 + a1x+ a2x
2 + · · · anxn = 0, , n ∈ N, a0, a1, a2, . . . an ∈ Q.

Entonces se dice que x es un número algebraico. Si x no es solución de
ninguna ecuación algebraica, entonces se dice trascendente.

Por ejemplo, 2 es un número algebraico (x − 2 = 0),
√
2 es un irracional

algebraico pues es solución de x2 − 2 = 0. Se puede probar6 que e y π son
trascendentes.

Nótese que, a diferencia de los números irracionales, ningún número
racional puede ser trascendente (¿por qué?). Sea A el conjunto de todos
los números algebraicos y T el de los trascendentes. Dado que un polino-
mio de grado n solo puede tener a lo más n raíces y que el conjunto P es
numerable se sigue que el conjunto A es numerable.

Ejemplo 1.5.5 Prueba que el conjunto de todos los subconjuntos finitos de
un conjunto numerable A es numerable.

Para comprobarlo usaremos la Proposición 1.5.3. Está claro que el
conjunto A1 de todos los subconjuntos de A con un solo elemento es nu-
merable. En conjunto A2 de todos los subconjuntos de A con dos elemen-
tos es numerable. En general, el conjunto An de todos los subconjuntos
de A con n ∈ N elementos es numerable. De esta forma obtenemos un
conjunto numerable (A1, A2, . . . ) de conjuntos numerables.

Así, por ejemplo, el conjunto de todos los subconjuntos finitos de
números racionales es numerable. Basta identificar A = Q, A1 con el
conjuntos de todos los racionales q, A2 con el conjunto de todos los pares
de racionales (p, q), y así sucesivamente.

6El caso del número e fue probado por C. Hermite en 1873 y el de π por C.L. Linde-
mann en 1882.
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Definición 1.5.6 Dos conjuntos A y B se denominan equivalentes y se
denota por A ∼ B si existe una correspondencia biunívoca entre sus ele-
mentos. En este caso el “número” de sus elementos es el mismo lo que se
suele denotar por card A = card Ba.

aEn realidad el concepto de cardinal o potencia de un conjunto es ligeramente más
complicado que el número de sus elementos, pero para nuestros objetivos esta defini-
ción es suficiente.

En fácil comprobar entonces que si A ∼ B entonces B ∼ A (¿por qué?)
y que si A ∼ B y B ∼ C, entonces A ∼ C.

Por ejemplo, según hemos visto antes N ∼ Z, N ∼ Q, N ∼ P, N ∼ A,
Q ∼ A, etc.

Es evidente que el conjunto de los números racionales que pertenecen
al conjunto [0, 1] es numerable pues son un subconjunto de Q. La pregunta
es ¿será también numerable el conjunto de los irracionales contenidos en
[0, 1]?, o, equivalentemente, ¿será numerable [0, 1]?

Vamos a intentar responder a esta pregunta.

Supongamos que [0, 1] ∼ N. Entonces ha de existir una sucesión de
números reales (xn)n tal que cualquiera sea x ∈ [0, 1], x coincidirá con al
menos un miembro de la sucesión (xn)n (en caso contrario [0, 1] no sería
numerable, ¿por qué?).

Hagamos la siguiente construcción: sea I0 = [0, 1]. Escojamos un in-
tervalo cerrado I1 ⊂ I0 que no contenga a x1, o sea, x1 ̸∈ I1. A continua-
ción escojamos un intervalo cerrado I2 ⊂ I1 que no contenga a x2, o sea,
x2 ̸∈ I2, y así sucesivamente. Entonces tenemos una sucesión de intervalos
(cerrados) encajados tal que In+1 ⊂ In pero xn+1 ̸∈ In+1. Entonces, existe
al menos un x ∈ In para todo n ≥ 0. ¿Puede ser eso posible? Justifica tu
respuesta.

De lo anterior se deduce el Teorema de Cantor

Teorema 1.5.7 R no es numerable. Es decir, hay más números reales que
naturales, i.e., card R > card N.

Como corolario tenemos

Corolario 1.5.8 1. R ̸= Q, es decir, existe I = R \Q, el conjunto de los
números irracionales, y además I no es numerable.
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2. A ̸= I, existe el conjunto de los números trascendentes T, y T no es
numerable.

Resulta que la mayoría de los números irracionales que conocemos son
algebraicos, por ejemplo, n

√
k si k ̸= ln, l ∈ N,

√
2 +

3
√
2 (prueba que este

número es irracional algebraico), etc. Por el contrario se conocen pocos
números trascendentes: π, e. No obstante resulta que éstos son la mayoría
de todos los números ya que los números algebraicos (que incluyen, como
hemos visto a los racionales) es un conjunto numerable, pero R no lo es y
obviamente R = A ∪ T.

Automáticamente surge la pregunta. ¿Existirá algún conjunto infinito
intermedio entre N y R?, es decir, que tenga “más” elementos que N pero
“menos” que R?

Georg Cantor fue quien desarrolló la teoría moderna de conjuntos in-
finitos, a él debemos la notación y algunos de los resultados que hemos
descrito aquí. Precisamente fue Cantor quien conjeturó que no existía di-
cho conjunto intermedio (hipótesis del continuo). Este fue el primero de
los 23 famosos problemas que formuló Hilbert en 1900. La respuesta a
este problema fue totalmente inesperada. Por un lado Kurt Gödel probó
en 1940 que usando los axiomas de la teoría de conjuntos era imposible
desmentir la hipótesis de Cantor. La respuesta definitiva la dio Paul Cohen
en 1963 cuando demostró que bajo el mismo sistema de axiomas de la
teoría de conjuntos era imposible probar la conjetura, o sea, la hipótesis
del continuo se puede aceptar o no y eso no lleva a ninguna contradicción
lógica dentro de la teoría de conjuntos.

1.6. Problemas

Problema 1.1 Prueba que si ĺımn→∞ zn = 0, entonces la sucesión de sus
módulos converge y ĺımn→∞ |zn| = 0 pero la sucesión de sus argumentos
ϕn puede no converger. ¿Qué ocurre en el caso cuando ĺımn→∞ zn ̸= 0?

Problema 1.2 Calcula el ĺım
n→∞

an

1 + an
en función de a ∈ C.
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Problema 1.3 Suponiendo que ĺımn→∞ zn = z, prueba que ĺımn→∞ zn = z,
ĺımn→∞ℜzn = ℜz, ĺımn→∞ ℑzn = ℑz y ĺımn→∞ |zn| = |z|.

Problema 1.4 Prueba que toda sucesión (zn)n de Cauchy es acotada.

Problema 1.5 Estudia el carácter de las siguientes series:

1.
∞∑
n=1

nn

3nn!
,

∞∑
n=1

( n
√
n− 1)n,

∞∑
n=0

1√
2n4 + 1

,
∞∑
n=1

log(1 + 4/n2),

2.
∞∑
n=1

| senn|
n2 + n

,
∞∑
n=1

(−1)n[
√
n2 − 1− n],

∞∑
n=1

an + bn

an − bn
xn, a, b, x ≥ 0.

Problema 1.6 Sea {un} una sucesión de términos un > 0 tal que ĺım
n→∞

un

= 0. Demuestra que las series
∑

n un y
∑

n log(1 + un) comparten el mismo
carácter convergente o divergente. Aplica este resultado para determinar
el carácter de la serie

∑∞
n=1 log

(
1 + 2

n2+n+1

)
.

Problema 1.7 Determina el radio de convergencia de las series de poten-
cias

∑∞
n=0 anz

n con an definido por:

a) an = log n b) an =
(−1)n

n
, c) an =

[(−1)n + 3]n

n
, d) an =

n2

a2
,

e) an =
n!

nn
, f) an =

1

nn
, g) an =

1

n!
, h) an =

(
sen

nπ

4

)n
.

Problema 1.8 Obtener las series de potencias de las siguientes funciones
indicando la región de convergencia de las mismas:

a) f(z) = log

(
1 + z

1− z

)
, b) f(z) = arctan (z), c) f(z) = cos (

√
z),

d) f(z) =
(z − 2)n

3n
, e) f(z) = cosh (z), f) f(z) = log (a+ bz), (a ̸= 0).

Problema 1.9 Estudia la convergencia uniforme de las sucesiones de fun-
ciones consideradas en el Ejemplo 1.4.4.
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54 Capítulo 1. Preliminares

Problema 1.10 Estudia la convergencia puntual y uniforme de las si-
guientes sucesiones de funciones {fn}n∈N:

fn =
1

1 + nx
, x ∈ [0, 1], fn = xe−nx, x ∈ [0,∞), fn =

2n2x

1 + n2x2
, x ∈ R.

Problema 1.11 Demuestra la Proposición 1.4.12

Problema 1.12 Demuestra el Teorema 1.4.17 que establece una condi-
ción necesaria de convergencia uniforme de una serie.

Problema 1.13 Sea fn(x) = arctan (nx).

a) Estudiar la convergencia puntual de {fn}. ¿Es uniformemente con-
vergente en R?.

b) Demostrar que converge uniformemente en {x ∈ R : |x| ≥ a > 0}.

c) Estudiar la convergencia uniforme de la serie de funciones∑
n≥1

arctan (nx)

n2 + 1
.

d) Demostrar que la función suma de la serie anterior es derivable en
R\{0}.

Problema 1.14 Como vimos en el apartado 1.2.3, toda serie de potencias∑∞
n=0 anz

n, an, z ∈ C, tiene un radio de convergencia R ≥ 0 ó R = +∞.
Además, la serie converge absolutamente para todo z tal que |z| < R.
Prueba que toda serie de potencias converge uniformemente en cualquier
región Ω del plano complejo contenida en el círculo de radio r < R, i.e.,
Ω ⊂ {z; |z| ≤ r < R}.

Problema 1.15 Aplica los teoremas 1.4.24, 1.4.27 y 1.4.29 a las series de
potencias y deduce los correspondientes teoremas. Compáralos con los del
apartado §1.2.3. Discute cuando las series de potencias convergen unifor-
memente.

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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Capítulo 2

¿Qué es el análisis funcional?

El arte de la Matemática consiste en encontrar
ese caso especial que contiene todos los gérme-
nes de la generalidad.

Atribuida a David Hilbert

¿Cómo comenzar un curso de Análisis funcional? Sin duda una posi-
bilidad es con un poco de historia, pero para eso se puede consultar el
interesante artículo de Berta Gamboa de Buen, Historia del Análisis Fun-
cional publicado en la revista Miscelánea Matemática de la Sociedad Mate-
mática Mexicana, volumen 28 (1999) páginas 17-391, Como bien cuenta
su autora, el análisis funcional surge y se desarrolla en el siglo XX genera-
do por la evolución del análisis matemático clásico, la física-matemática,
las nuevas ideas del álgebra y la geometría y muy ligado a la topología. En
otras palabras, en cierta forma el Análisis Funcional aúna las principales
áreas de la matemática2.

Nosotros, sin embargo, vamos a proceder de otra forma. Vamos a se-
guir la idea de Schechter en [19] y comenzar con un ejemplo relativa-
mente sencillo que nos conducirá a redescubrir varios de los conceptos
fundamentales del análisis clásico así como algunos otros del propio aná-
lisis funcional.

1https://miscelaneamatematica.org/ContenidoNumero/28
2Véase también el detallado estudio histórico de G. Birkhoff y E. Kreyszig titulado The

establishment of functional analysis y publicado en Historia Mathematica, volumen 11
(1984) páginas 258-321, https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/
0315086084900363
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56 Capítulo 2. ¿Qué es el análisis funcional?

2.1. Una ecuación diferencial lineal

Uno de los problemas típicos de un curso de ecuaciones diferenciales
es la resolución del siguiente problema de valores iniciales

f ′′(x) + f(x) = g(x), x ∈ [a, b], f(a) = 1, f ′(a) = 0, (2.1.1)

donde por f ′ denotamos la derivada de f respecto a x. Además, por sim-
plicidad asumiremos que g es una función continua en [a, b] y que f , la
solución buscada, es una función dos veces diferenciable con segunda de-
rivada continua. Así, usaremos la notación g ∈ C([a, b]) y f ∈ C(2)([a, b]),
para denotar al conjuntos de funciones continuas en [a, b] y las que son
dos veces diferenciable con segunda derivada continua en [a, b], respecti-
vamente.

Se puede comprobar que la (una) solución de dicho problema de valo-
res iniciales (2.1.1) viene dada por la expresión

f(x) = cos(x− a) +

∫ x

a

sin(x− t)g(t)dt, x ∈ [a, b]. (2.1.2)

Comprobemos que, efectivamente, la función f anterior es solución de la
ecuación (2.1.1) con los valores iniciales dados. Lo primero que es obvio
es que f(a) = 1, pues la integral en (2.1.2) es cero. Calculemos ahora
f ′(x). El primer sumando no tiene problemas, pero el segundo es algo más
complicado pues la variable x aparece tanto en el límite de integración,
como en la función a integrar. Este es un problema típico de la teoría
de integrales dependientes de un parámetro. Así pues, para calcular la
derivada de nuestra función f conviene recordar el siguiente teorema:3

Teorema: Sea h(t, x) una función continua tal que su derivada parcial
respecto a x sea también continua en D = {(t, x) ∈ R2 | t ∈ [a, b], x ∈
[c, d]}. Entonces la función H(x) =

∫ b

a
h(t, x)dt es continua y diferenciable

en [c, d] y

H ′(x) =

∫ b

a

∂h

∂x
(t, x)dt.

Idea de la demostración: Para probar la continuidad se puede usar el
Teorema de Heine 1.3.5 para funciones continuas en un intervalo cerrado

3Ver, por ejemplo, la sección §17.1.13 de [26].
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2.1. Una ecuación diferencial lineal 57

y acotado que establece que si f(x) := h(t, x) es continua en [c, d] (t fijo),
entonces f es uniformemente continua en [c, d] es decir, para todo ε > 0
existe un δ > 0 tal que para todos x, x′ ∈ [c, d], que satisfacen |x−x′| < δ, se
tiene |h(t, x)−h(t, x′)| < ε. Entonces, para todos x, x′ tales que |x−x′| < δ,

|H(x)−H(x′)| ≤
∫ b

a

|h(t, x)− h(t, x′)|dt ≤ ε(b− a),

i.e., H(x) → H(x′) cuando x → x′. Para probar la diferenciabilidad basta
mostrar que para todo x0 ∈ [c, d]

H(x0 + δ)−H(x0)−H ′(x0)δ = o(δ), δ ∈ R,

donde o(δ) es tal que o(δ)/δ → 0 cuando δ → 0.

Para ello supondremos, por simplicidad, que existe ∂2h
∂x2 (t, x) es continua

en D y por tanto acotada. Entonces, usando el Teorema del valor medio
en la variable x, y teniendo en cuenta que

|H(x0 + δ)−H(x0)−H ′(x0)δ| ≤
∫ b

a

∣∣∣∣h(t, x0 + δ)− h(t, x0)−
∂h

∂x
(t, x0)δ

∣∣∣∣ dt
= |δ|

∫ b

a

∣∣∣∣∂h∂x(t, ξ)− ∂h

∂x
(t, x0)

∣∣∣∣ dt = |δ|2
∫ b

a

∣∣∣∣∂2h∂x2
(t, ξ′)

∣∣∣∣ dt ≤M |δ|2,

donde ξ, ξ′ ∈ (c, d) y M = (b− a)máxx∈[c,d]

∣∣∣∂2h
∂x2 (t, x)

∣∣∣.
El caso general lo dejamos como ejercicio al lector.

Sea α(x) una función diferenciable en [c, d] cuya imagen esté contenida
en [a, b] y sea la función Φ(α, x) =

∫ α

a
h(t, x)dt, α ∈ [a, b], x ∈ [c, d]. Usando

el Teorema fundamental del cálculo así como el teorema anterior tenemos
que

∂Φ

∂x
(α, x) =

∫ α

a

∂h

∂x
(t, x)dt,

∂Φ

∂α
(α, x) = h(α, x).

Dado que ambas derivadas parciales son continuas, entonces Φ(α, x) es di-
ferenciable en α ∈ [a, b], x ∈ [c, d]. Definamos ahora la función compuesta
Ψ(x) = Φ(α(x), x), x ∈ [c, d]. Dicha función es diferenciable en x ∈ [c, d]
así que usando la regla de la cadena obtenemos

∂Ψ

∂x
=
∂Φ

∂α

∂α

∂x
+
∂Φ

∂x
= α′(x)h(α(x), x) +

∫ α(x)

a

∂h

∂x
(t, x)dt.

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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58 Capítulo 2. ¿Qué es el análisis funcional?

Aplicando la fórmula anterior a nuestra función f definida en (2.1.2),
donde en el segundo sumando α(x) = x y h(t, x) = sin(x− t)g(t), obtene-
mos expresiones, r

f ′(x) = − sin(x− a) +

∫ x

a

cos(x− t)g(t)dt, x ∈ [a, b]. (2.1.3)

Análogamente,

f ′′(x) = − cos(x− a) + g(x)−
∫ x

a

sin(x− t)g(t)dt, x ∈ [a, b]. (2.1.4)

Nótese que esta última expresión se puede escribir, usando (2.1.2), como

f ′′(x) = −f(x) + g(x) ⇒ f ′′(x) + f(x) = g(x), x ∈ [a, b].

Además, de (2.1.3) se tiene que f ′(a) = 0 y, por tanto, dado que f(a) =
1 como ya vimos, la función f definida por (2.1.2) es efectivamente la
solución del problema (2.1.1).

El método anterior nos permite, al menos formalmente, plantearnos el
siguiente problema: resolver el problema de valores iniciales

f ′′(x) + f(x) = σ(x)f(x), x ∈ [a, b], f(a) = 1, f ′(a) = 0. (2.1.5)

Está claro que la solución será

f(x) = cos(x− a) +

∫ x

a

sin(x− t)σ(t)f(t)dt, x ∈ [a, b]. (2.1.6)

Lo anterior define una ecuación integral. Escribamos dicha ecuación (2.1.6)
de una forma más conveniente.

Sea D = {(t, x) ∈ R2 | t ∈ [a, b], x ∈ [a, b]} y sea k(x, t) una función
continua en D. Definamos el operador K, K : C([a, b]) 7→ C([a, b])

Kf := K(f(x)) =

∫ x

a

k(x, t)f(t)dt. (2.1.7)

Entonces (2.1.6) la podemos reescribir como

f = u+Kf, u = cos(x− a), k(x, t) = sin(x− t)σ(t).

¿Cómo resolver esta ecuación?

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l
2.2. La ecuación integral de Volterra 59

2.2. La ecuación integral de Volterra

Vamos a intentar resolver la ecuación

f(x) = u(x) +Kf(x), x ∈ [a, b], (2.2.1)

donde u, f ∈ C([a, b]) y K es el operador de Volterra definido en (2.1.7).

Nótese que K trasforma funciones continuas en funciones continuas.
Una forma natural de resolverla es usar el método iterativo de Picard.

Así, elegimos una función f0 ∈ C([a, b]) cualquiera y la sustituimos en
el miembro derecho de (2.2.1) lo que nos dará, en principio, una nueva
función continua f1

f1(x) = u(x) +Kf0(x), x ∈ [a, b]. (2.2.2)

Si f1 = f0, lo cual es improbable, tendríamos la solución buscada. Si no,
entonces sustituimos f1 en el miembro derecho de (2.2.1) y obtenemos
una nueva función f2

f2(x) = u(x) +Kf1(x), x ∈ [a, b]. (2.2.3)

Si f2 = f1 tendríamos la solución, si no, sustituimos f2 en en el miembro
derecho de (2.2.1), y así, sucesivamente. De esta forma obtenemos una
sucesión de ecuaciones

fn(x) = u(x) +Kfn−1(x), x ∈ [a, b], n = 1, 2, . . . . (2.2.4)

Como ya hemos dicho, es improbable que para algún n, fn = fn−1, así
que la pregunta natural es ¿cuán cerca está fn de f si n es muy grande?
y ¿qué significa que fn esté cerca de f , o que fn → f en [a, b] cuando
n→ ∞?

Está claro que esta pregunta corresponde a saber cuando una sucesión
de funciones continuas fn converge a alguna función f , y para que f sea
solución de (2.2.1) necesitamos además que f sea continua.

Por otro lado, nótese que si fn → f , otra pregunta natural es si Kfn →
Kf . Si esto fuera así, entonces, tomando límites cuando n→ ∞ en (2.2.4)
obtendríamos (2.2.1) y, por tanto, la solución de la ecuación. Intentemos
formalizar lo anterior de una forma rigurosa.

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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60 Capítulo 2. ¿Qué es el análisis funcional?

Como las fn son continuas y nos interesa que la función límite también
lo sea, entonces podemos usar el concepto de convergencia uniforme de
funciones (véase la sección 1.4). Allí vimos que una sucesión de funciones
fn converge uniformemente a f en [a, b] si

sup
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)| → 0, cuando n→ ∞.

Lo anterior nos da una idea de como definir la distancia ρ entre dos funcio-
nes f y g. Así, dada dos funciones f, g ∈ C([a, b]) definiremos la distancia
ρ(f, g) mediante la expresión

ρ(f, g) = sup
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|.

De esta definición se sigue que ∀f, g, h ∈ C([a, b]),

1. ρ(f, g) ≥ 0 y ρ(f, g) = 0 si y sólo si f = g,

2. ρ(f, g) = ρ(g, f), y

3. ρ(f, g) ≤ ρ(f, h) + ρ(h, g).

En muchas ocasiones se dice que la función ρ que satisface las propiedades
anteriores define una métrica. Los conjuntos donde se puede definir una
métrica se suelen denominar espacios métricos (ver la Definición 3.1.1).

Asociada a la definición de distancia se puede definir el tamaño o la
norma de una función. Así, dada una función f ∈ C([a, b]) definiremos la
norma de f , ∥f∥ al número

∥f∥ := sup
x∈[a,b]

|f(x)|. (2.2.5)

Es fácil comprobar que la norma anterior satisface las siguientes pro-
piedades: ∀f, g ∈ C([a, b]),

1. ∥f∥ ≥ 0 y ∥f∥ = 0 si y sólo si f = 0,

2. ∀λ ∈ R, ∥λf∥ = |λ|∥f∥,

3. ∥f + g∥ ≤ ∥f∥+ ∥g∥.

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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2.2. La ecuación integral de Volterra 61

Los conjuntos donde se puede definir una norma se denominan espacios
normados (ver la Definición 4.2.1).

Lo siguiente que queremos hacer notar es que el espacio de las funcio-
nes continuas C([a, b]) satisface una serie de interesantes propiedades que
pasamos a enumerar:

1. Para todos f, g ∈ C([a, b]), la suma, h = f +g ∈ C([a, b]) y para todos
f, g, h ∈ C([a, b]) se cumple que:

a) f + g = g + f

b) (f + g) + h = f + (g + h)

c) f + ∅ = ∅ + f = f , donde ∅ denota a la función ∅ : [a, b] 7→ R,
∅(x) = 0.

d) Cualquiera sea f existe una función (−f) tal que f + (−f) =
(−f) + f = ∅.

2. Para todo f ∈ C([a, b]), y α ∈ R, g = α · f ∈ C([a, b]), y para todos
f, g ∈ C([a, b]), y α, β ∈ R se cumple que:

a) α · (f + g) = α · f + α · g,
b) (α + β) · f = α · f + β · f ,

c) α · (β · f) = (αβ) · f
d) 1 · f = f

Los conjuntos que satisfacen las propiedades anteriores se denominan es-
pacios vectoriales (ver la Definición 4.1.1).

De la propia definición del operadorK (2.1.7), usando las propiedades
de la integral, tenemos que, para todos α, β ∈ R y f, g ∈ C([a, b]),

K(αf + βg) = αKf + βKg. (2.2.6)

Un operador cumple con lo anterior se dice que es un operador lineal.

Además, para toda función f ∈ C([a, b]) se tiene, usando (2.1.7),

|Kf | ≤
∫ x

a

|k(x, t)||f(t)|dt ≤
∫ x

a

sup
x,t∈[a,b]

|k(x, t)| sup
t∈[a,b]

|f(t)|dt

≤ κ∥f∥(x− a) ≤ κ∥f∥(b− a) = c∥f∥,
(2.2.7)
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62 Capítulo 2. ¿Qué es el análisis funcional?

donde κ = supx,t∈[a,b] |k(x, t)| y c = κ(b − a). Es decir, para toda f ∈
C([a, b]), existe un c ≥ 0 tal que

∥Kf∥ = sup
t∈[a,b]

|Kf | ≤ c∥f∥. (2.2.8)

Los operadores que cumplen con dicha propiedad se denominan operado-
res acotados.

Armados de todo lo anterior estamos en condiciones de responder a
nuestra pregunta sobre si la ecuación (2.2.1) tiene solución y si esta la
podemos encontrar mediante el límite de la sucesión de funciones fn de-
finidas por (2.2.4).

Para ello vamos a estimar el valor de ∥fn − fm∥ donde la norma es la
definida en (2.2.5). Si resulta que su valor es tan pequeño como se quiera
cuando n,m son lo suficientemente grandes (i.e., (fn)n es una sucesión
de Cauchy) entonces fn converge uniformemente (ver Teorema 1.4.10) a
una función f en [a, b] que, por el Teorema 1.4.22, es continua en [a, b].
Esta propiedad de que toda sucesión de Cauchy sea convergente se conoce
como propiedad de completitud del espacio (ver Definición 3.5.12).

Partiendo de (2.2.3) y usando (2.2.2) tenemos

f2 = u+Kf1 = u+K(u+Kf0) = u+Ku+K(Kf0) = u+Ku+K2f0,

donde K2 es el operador que se obtiene al componer, o multiplicar, K por
si mismo: K2 : C([a, b]) 7→ C([a, b]), K2f = (K ◦ K)(f) = K(Kf). En
general, definiremos el operador Kn inductivamente, i.e., Kn = K ◦Kn−1.

Continuando este proceso podemos comprobar por inducción que

fn = u+Ku+K2u+ · · ·+Kn−1u+Knf0,

por tanto, para todos m < n obtenemos

fn − fm = Kmu+ · · ·+Kn−1u+Knf0 −Kmf0.

Entonces, usando las propiedades de la norma (concretamente la tercera)

∥fn − fm∥ ≤ ∥Kmu∥+ · · ·+ ∥Kn−1u∥+ ∥Knf0∥+ ∥Kmf0∥. (2.2.9)

Vamos a acotar cada uno de los sumandos. Nótese que estos se pueden
escribir de la forma ∥Knh∥, h ∈ C([a, b]), n = 1, 2, . . . .

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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2.2. La ecuación integral de Volterra 63

Para n = 1 ya hemos visto en (2.2.8) que ∥Kh∥ ≤ c∥h∥. Entonces,

∥K2h∥ = ∥K(Kh)∥ ≤ c∥Kh∥ ≤ c2∥h∥ ⇒ ∥Knh∥ ≤ cn∥h∥. (2.2.10)

De esta forma podríamos obtener una cota superior de la suma del
miembro derecho de (2.2.9), pero dicha cota solo es útil si c < 1 pues
en caso contrario cualquiera de los sumandos tendería a infinito cuando
n→ ∞.

Vamos a afinar nuestra cota. Como vimos en (2.2.7) tenemos que

|Kh| ≤ κ∥h∥(x− a), x > a,

luego

|K2h| = |K(Kh)| ≤
∫ x

a

|k(x, t)||Kh|dt ≤ κ

∫ x

a

|Kh|dt

≤ κ2∥h∥
∫ x

a

(x− a)dt =
κ2(x− a)2

2
∥h∥,

|K3h| = |K(K2h)| ≤
∫ x

a

|k(x, t)||K2h|dt ≤ κ

∫ x

a

|K2h|dt

≤ κ3∥h∥
2

∫ x

a

(x− a)2dt =
κ3(x− a)3

3!
∥h∥.

y, así, por inducción, obtenemos

|Knh| ≤ κn(x− a)n

n!
∥h∥,

que tomando supremos en x ∈ [a, b] nos conduce a una cota mucho más
fina que la obtenida en (2.2.10)

∥Knh∥ ≤ κn(b− a)n

n!
∥h∥. (2.2.11)

Por tanto, podemos reescribir (2.2.9), definiendo ζ = (b− a)κ, como

∥fn − fm∥ ≤
(
ζm

m!
+ · · ·+ ζn−1

(n− 1)!

)
∥u∥+

(
ζm

m!
+
ζn

n!

)
∥f0∥. (2.2.12)

Por un lado está claro que ζm/m! + ζn/n! → 0, cuando n,m → ∞. Por el
otro,

ζm

m!
+ · · ·+ ζn−1

(n− 1)!
≤

∞∑
k=m

ζk

k!
→ 0 cuando m→ ∞
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64 Capítulo 2. ¿Qué es el análisis funcional?

pues es la cola de la serie
∑∞

k=0 ζ
k/k! = eζ . De esta forma hemos proba-

do que fn es uniformemente convergente y que límite f es una función
continua en [a, b].

Probemos ahora que Kfn → Kf si fn → f . Para ello, usaremos la
linealidad y la acotación de K (ver (2.2.6) y (2.2.8), respectivamente)),
que nos conduce a

∥Kfn −Kf∥ = ∥K(fn − f)∥ ≤ c∥fn − f∥ → 0 si n→ ∞.

Por tanto, si ahora tomamos el límite cuando n → ∞ en (2.2.4), obte-
nemos (2.2.1) lo que prueba que la sucesión fn construida mediante el
método iterativo de Picard aquí descrito tiende a la solución de la ecua-
ción integral de Volterra (2.2.1).

Hemos encontrado una solución de (2.2.1) pero ¿es única? Probemos
que sí. Supongamos que hay dos funciones continuas en C([a, b]), f y g,
con f ̸= g tales que f = u +Kf y g = u +Kg. Restando ambas tenemos
f − g = K(f − g). Sea h = f − g. Entonces

h = Kh ⇒ h = K(Kh) = K2h = K2(Kh) = K3h = · · · = Knh,

y, por tanto, ∥h∥ = ∥Knh∥. Si tomamos el límite cuando n → ∞ en la
expresión anterior y usamos (2.2.11) obtenemos ∥Knh∥ → 0 de donde se
deduce que ∥h∥ = 0, i.e. f = g, lo cual es una contradicción.

Recapitulemos el conjunto de propiedades que hemos usado:

1. El conjunto C([a, b]) las funciones continuas es un espacio vectorial.

2. En C([a, b])es un espacio normado y a su vez métrico.

3. El operador K es un operador lineal y acotado.

4. Toda sucesión fn ∈ C([a, b]) tal que fn − fm → 0 cuando n,m →
∞, (es decir, (fn)n es una sucesión de Cauchy) es convergente, i.e.,
fn → f ∈ C([a, b]) cuando n → ∞. Es decir, el espacio C([a, b]) con
la métrica del supremo es un espacio completo.

¿Existen otros espacios útiles para resolver este tipo de problemas?
¿Qué otras propiedades importantes son necesarias para lidiar con estos
espacios? ¿Con qué otros tipos de operadores podemos encontrarnos en
la práctica?
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2.2. La ecuación integral de Volterra 65

Nuestro objetivo será estudiar algunas de las propiedades de los espa-
cios funcionales así como de cierta clase de operadores que generalizan el
operador de Volterra discutido en este capítulo.
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Capítulo 3

Espacios métricos

Mide lo que es medible y haz medible lo que no
lo es.

Atribuida a Galileo Galilei

Los espacios métricos son la extensión natural de los espacios R y C. La
idea consiste en, dado un conjunto cualquiera de elementos, poder medir
la distancia entre ellos.

3.1. Definición de espacio métrico

Definición 3.1.1 Un espacio métrico es un par (X, ρ) donde X es un con-
junto y ρ := ρ(x, y) es una función real (univaluada) no negativa definida
para todos x, y, z ∈ X tal que

1. ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,

2. ρ(x, y) = ρ(y, x),

3. ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z).

y

x

ρ

En adelante diremos simplemente que X es el espacio y ρ su métrica.

67
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68 Capítulo 3. Espacios métricos

Veamos varios ejemplos representativos de espacios métricos. Nótese
que muchos de ellos están definidos sobre el mismo conjunto X pero con
diferentes funciones ρ, i.e., la métrica cambia.

Ejemplo 3.1.2 Sea X un conjunto arbitrario y definamos la métrica trivial
ρ(x, y) = 1 si x ̸= y y ρ(x, y) = 0 si x = y. Este espacio se suele denominar
espacio métrico discreto.

Ejemplo 3.1.3 Si X es el conjunto de todos los números reales y ρ(x, y) =
|x − y|, donde |x| es el valor absoluto de x, obtenemos un espacio métrico
normalmente denotado por R.

Ejemplo 3.1.4 El espacio métrico C es el espacio definido por el par X = C
y la métrica ρ(x, y) = |x− y|, donde |x| es el módulo de x.

Ejemplo 3.1.5 X = Rn, es decir, el espacio de las n-tuplas x = (x1, . . . , xn)
con la métrica

ρ(x, y) =

√√√√ n∑
k=1

|xk − yk|2.

Dicho espacio lo denotaremos por Rn
2 . Análogamente se puede definir para

el caso complejo.

Ejemplo 3.1.6 Si X, es el espacio de las n-tuplas reales x = (x1, . . . , xn)
pero con la métrica

ρ(x, y) =
n∑

k=1

|xk − yk|,

obtenemos otro espacio métrico (distinto al anterior) que denotaremos por
Rn

1 . Análogamente se puede definir para el caso complejo.

Una generalización de los dos ejemplos anteriores es el siguiente:

Ejemplo 3.1.7 X = Rn, es decir, el espacio de las n-tuplas x = (x1, . . . , xn)

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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3.1. Definición de espacio métrico 69

con la métrica

ρ(x, y) =

(
n∑

k=1

|xk − yk|p
)1/p

, p ≥ 1.

Dicho espacio lo denotaremos por Rn
p . Análogamente se puede definir para

el caso complejo.

Ejemplo 3.1.8 Rn
∞. Es decir, X = Rn espacio de las n-tuplas x = (x1, x2, . . . ,

xn) pero con la métrica:

ρ(x, y) = máx
k=1,...,n

|xk − yk|.

Ejemplo 3.1.9 Sea X = C([a, b]), es decir, el espacio de las funciones con-
tinuas definidas sobre el segmento [a, b]. Definamos la función

ρ(f, g) = máx
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|.

El par obtenido C∞
[a,b] es un espacio métrico.

Ejemplo 3.1.10 Sea nuevamente X = C([a, b]), es decir, el espacio de las
funciones continuas definidas sobre el segmento [a, b] y definamos la métri-
ca

ρ(f, g) =

(∫ b

a

|f(x)− g(x)|pdx
)1/p

, p ≥ 1.

El par obtenido Cp
[a,b] es un espacio métrico. Como caso particular (de espe-

cial relevancia) tenemos el caso p = 2, i.e., X = C([a, b]) y ρ es la función

ρ(f, g) =

√∫ b

a

|f(x)− g(x)|2dx.

Ejemplo 3.1.11 Sea X el espacio de todas las sucesiones numéricas reales

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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70 Capítulo 3. Espacios métricos

(o complejas) x = (xn)n acotadas y definimos la métrica

ρ(x, y) = sup
k∈N

|xk − yk|.

El espacio obtenido es un espacio métrico que denotaremos por ℓ∞.

Ejemplo 3.1.12 Sea ahora X el espacio de todas las sucesiones reales (o
complejas) x = (xn)n tales que

∑∞
k=1 |xk|p < +∞ con la métrica

ρ(x, y) =

(
∞∑
k=1

|xk − yk|p
)1/p

, p ≥ 1.

Dicho espacio lo denotaremos por ℓp.

Un caso particular de los espacios ℓp es cuando p = 2, i.e., el espacio
métrico ℓ2 usualmente asociado al nombre de Hilbert. O sea, ℓ2 = (X, ρ)
donde X es el espacio de todas las sucesiones x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) tales
que

∑∞
k=1 |xk|2 < +∞ con la métrica

ρ(x, y) =

√√√√ ∞∑
k=1

|xk − yk|2.

Ejemplo 3.1.13 Sea ahora X el espacio de todas las sucesiones reales x =
(x1, x2, . . . , xn, . . .) y definamos la métrica por

ρ(x, y) =
∞∑
j=1

1

2j
|xj − yj|

1 + |xj − yj|
.

Este espacio también es un espacio métrico.

Ejemplo 3.1.14 Sea el espacio métrico (X, ρ). Entonces si definimos sobre

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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3.1. Definición de espacio métrico 71

X una nueva métrica σ(x, y)

σ(x, y) =
ρ(x, y)

1 + ρ(x, y)
,

obtenemos un nuevo espacio métrico (X, σ).

A continuación probaremos que los espacios considerados en los ejem-
plos anteriores son, en efecto, espacios métricos.

Ante todo notemos que en todos los casos es fácil comprobar los axio-
mas 1 y 2 de la definición 3.1.1. Probemos la desigualdad triangular. Para
los ejemplos 3.1.2-3.1.4, 3.1.8, 3.1.9 y 3.1.11 las pruebas son sencillas y
se basan en la desigualdad triangular en R (o C) menos en el Ejemplo
3.1.2 donde es trivial. Nótese además que en todos estos casos la métrica
(función ρ) está bien definida.

Para estudiar los ejemplos (3.1.5)-(3.1.7), (3.1.10) y (3.1.12) necesi-
taremos la desigualdad de Minkowski para n números, series o integrales.
Así tenemos el siguiente:

Teorema 3.1.15 (Desigualdad de Minkowski) Sea los números xi e yi, i =
1, 2 . . . , n, cualesquiera. Entonces, para todo p > 1 se tiene(

n∑
i=1

|xi + yi|p
) 1

p

≤

(
n∑

i=1

|xi|p
) 1

p

+

(
n∑

i=1

|yi|p
) 1

p

, (3.1.1)

donde la igualdad sólo tiene lugar si xi = c yi para todo i = 1, 2, . . . , n (es
decir, si xi y yi son proporcionales).

Demostración: El primer paso consiste en probar que para todos u, v ≥ 0
y 1 ≤ p < +∞ se tiene

(u+ v)p = ı́nf
t∈(0,1)

{
t1−pup + (1− t)1−pvp;u, v ≥ 0, 0 < t < 1

}
. (3.1.2)

Para ello basta comprobar que el mínimo absoluto de la función f : (0, 1) 7→
R, f(t) = t1−pup+(1− t)1−pvp con u, v > 0 y 1 < p < +∞ (el caso p = 1 es
inmediato) se alcanza en t∗ = u/(u+ v) y f(t∗) = (u+ v)p. Entonces, para
todos xi e yi, usando (3.1.2) tenemos

|xi + yi|p ≤ (|xi|+ |yi|)p = ı́nf
t∈(0,1)

(t1−p|xi|p + (1− t)1−p|yi|p)

≤ t1−p|xi|p + (1− t)1−p|yi|p,

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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72 Capítulo 3. Espacios métricos

que, sumando en i, nos conduce a

n∑
i=1

|xi + yi|p ≤ t1−p

n∑
i=1

|xi|p + (1− t)1−p

n∑
i=1

|yi|p.

Llamando up =
∑n

i=1 |xi|p, vp =
∑n

i=1 |yi|p y tomando el ínfimo en t ∈ (0, 1)
en la desigualdad anterior y usando nuevamente (3.1.2) se sigue que

n∑
i=1

|xi + yi|p ≤

( n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

+

(
n∑

i=1

|yi|p
) 1

p

p

,

de donde se obtiene el resultado1 (3.1.1).

Del teorema anterior se sigue que los espacios Rn
p (o Cn

p) del ejemplo
(3.1.7) son espacios métricos.

La desigualdad de Minkowski (3.1.1) se puede extender fácilmente al
caso de las series infinitas (ver Problema 3.5), en el caso de que las mismas
converjan. Así se tiene, en particular para las sucesiones numéricas (xi)i e
(yi)i, que(

∞∑
i=1

|xi + yi|p
) 1

p

≤

(
∞∑
i=1

|xi|p
) 1

p

+

(
∞∑
i=1

|yi|p
) 1

p

. (3.1.3)

De lo anterior se sigue que los espacios ℓp del Ejemplo 3.1.12 son espacios
métricos.

Análogamente, para las funciones integrables correspondientes (i.e.,
donde estén definidas las integrales) se tienen, para todo p ≥ 1, (ver
Problema 3.6) la desigualdad de Minkowski para integrales,

(∫ b

a

|f(x) + g(x)|pdx
) 1

p

≤
(∫ b

a

|f(x)|pdx
) 1

p

+

(∫ b

a

|g(x)|pdx
) 1

p

. (3.1.4)

Luego los espacios Cp
[a,b] del Ejemplo 3.1.10 son espacios métricos. Para

los ejemplos 3.1.13 y 3.1.14 usamos que la función real f : [0,∞) 7→ R,

1Esta prueba se debe a Heinz König (A simple proof of the Minkowski inequality. In:
Walter, W. (eds) General Inequalities 6. International Series of Numerical Mathematics, Vol.
103. Birkhäuser, Basel, 1992, pág. 469).
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3.2. Algunas definiciones topológicas 73

f(x) = x/(1 + x), es siempre creciente. En el primer caso tenemos que,
∀a, b ∈ C, |a+ b| ≤ |a|+ |b| ⇒ f(|a+ b|) ≤ f(|a|+ |b|), luego

|a+ b|
1 + |a+ b|

≤ |a|+ |b|
1 + |a|+ |b|

=
|a|

1 + |a|+ |b|
+

|b|
1 + |a|+ |b|

≤ |a|
1 + |a|

+
|b|

1 + |b|
,

de donde se sigue el resultado (ver Problema 3.17). En el segundo basta
usar que ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y), luego f(ρ(x, y)) ≤ f(ρ(x, z) + ρ(z, y)).

3.2. Algunas definiciones topológicas

Definición 3.2.1 Sea X un espacio métrico, x0 ∈ X y r > 0. Definiremos
la bola abierta B(x0, r) al conjunto

B(x0, r) = {x ∈ X; ρ(x0, x) < r},

bola o esfera cerrada S(x0, r) al conjunto

S(x0, r) = {x ∈ X; ρ(x0, x) ≤ r}.

Las bolas abiertas B(x0, ε) se suelen denominar ε-vecindades (o entornos)
de x0. Es evidente que toda ε-vecindad de x0 contiene al propio x0. Se
suele decir que un entorno es pequeño si ε es pequeño.

Por ejemplo, sea X = R con la métrica habitual2. Entonces B(x0, r) =
(x0 − r, x0 + r) y S(x0, r) = [x0 − r, x0 + r].

Definición 3.2.2 Un punto x0 se denomina punto interior del conjunto
M ⊂ X, X espacio métrico, si existe un ε > 0 tal que B(x0, ε) ⊂M .

Es decir, un punto x es un punto interior de M si existe un entorno de di-
cho punto contenido en M tal y como se muestra en la figura 3.2. Así, por
ejemplo, 1 es un punto interior de (0, 2] con la métrica de R, sin embargo
2 no lo es.

2En adelante, a no ser que se diga lo contrario, para R y los distintos subconjuntos de
R usaremos la métrica habitual, es decir, la del Ejemplo 3.1.3.

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l
74 Capítulo 3. Espacios métricos

Definición 3.2.3 Se dice que un punto x0 ∈ X (no necesariamente x0 ∈
M ⊂ X), X espacio métrico, es un punto de la frontera de M si en cualquier
entorno de x0 (tan pequeño como se quiera) hay al mismo tiempo elementos
deM y de su complementario X\M (pudiendo ser, en ambos casos, el propio
x0). El conjunto de todos los puntos frontera de M se denomina frontera de
M y se suele denotar por ∂M .

Por ejemplo, sea X = R yM = (0, 1]. Todos los x0 ∈ (0, 1) son interiores
y los puntos 0 y 1 constituyen la frontera.

Nótese que puesto que la definición de punto frontera es simétrica
respecto al conjunto M ⊂ X y su complementario X\M , luego ambos
tienen la misma frontera.

Definición 3.2.4 Se dice que el conjunto M ⊂ X, X espacio métrico, es
abierto en X si todos sus puntos son interiores. Un conjunto M ⊂ X es
cerrado en X si su complementario X\M , es abierto.

Está claro que un conjunto M ⊂ X es abierto en X si y solo si todos
sus puntos (elementos) se pueden encerrar en una bola abierta contenida
completamente en M . Nótese también que, dado un entorno B(x0, ε) de
x0, y cualquiera sea y ∈ B(x0, ε) existe un entorno de y tal que B(y, δ) ⊂
B(x0, ε). Es decir, cualquier punto dentro de una bola abierta (entorno) es
el centro de un entorno contenido en dicha bola. Para probarlo notemos
que todos los puntos z del entorno B(x0, ε) son tales que ρ(x, z) < ϵ.
Sea la bola B(y, δ) con 0 < δ < ϵ − ρ(x0, y). Entonces, para todo z ∈
B(y, δ) tendremos que ρ(x0, z) ≤ ρ(x0, y)+ρ(y, z) ≤ ρ(x0, y)+ δ < ϵ. O sea
B(y, δ) ⊂ B(x0, ε). De lo anterior se deduce que las bolas son conjuntos
abiertos.

Nótese que la definición de conjunto abierto es equivalente a decir que
todos los puntos x ∈ E están contenidos en un subconjunto abierto F ⊂ E
de E (si F es abierto todos los puntos de F son interiores, luego x es un
punto interior de F y, por tanto, de E).

Por ejemplo, sea X = R. El conjunto (0, 1) es abierto, [0, 1] es cerrado y
[0, 1) no es ni abierto ni cerrado.

Proposición 3.2.5 Un conjunto M ⊂ X, X espacio métrico, es abierto si y
solo si no contiene ningún punto frontera.

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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3.2. Algunas definiciones topológicas 75

Demostración: Si M es abierto todos sus puntos son interiores, luego ca-
da punto x ∈ M tiene un entorno de puntos que solo contiene puntos de
M por lo que no cualquier entorno de x tiene puntos de su complemen-
tario X\M , luego ningún x puede ser un punto frontera. Por otro lado, si
M no tiene ningún punto frontera, entonces cualquier x ∈ M no es un
punto frontera, luego tiene que haber al menos un entorno de x que solo
contenga puntos de M , luego x es un punto interior. Como x es cualquiera
M es abierto.

Proposición 3.2.6 Un conjunto M ⊂ X, X espacio métrico, es cerrado si
y solo si contiene todos sus puntos frontera.

Demostración: Si M es cerrado, su complementario X\M es abierto, lue-
go por la Proposición 3.2.5 X\M no contiene ningún punto frontera (re-
cordemos que M y X\M comparten la misma frontera), por tanto todos
los puntos frontera de M pertenecen a M . Por otro lado, si M contie-
ne a todos sus puntos frontera, entonces X\M no contiene a ninguno y,
por tanto, la Proposición 3.2.5 nos dice que X\M es abierto, luego M es
cerrado.

Nótese que la frontera ∂M de cualquier conjunto M es un cerrado (es
consecuencia de la Proposición 3.2.6), luego su complementario X \ ∂M
es abierto.

La siguiente proposición es de gran interés en la práctica:

Proposición 3.2.7 Sea Σ el conjunto de todos los subconjuntos abiertos de
X, X espacio métrico. Entonces

1. ∅ ∈ Σ, X ∈ Σ,

2. la unión (finita o infinita) de subconjuntos abiertos de X es abierto:
Si Uk, k = 1, 2, . . . son abiertos,

⋃
k Uk ∈ Σ

3. La intersección de un número finito de abiertos es abierto: Si Uk,
k = 1, 2, . . . , n son abiertos,

⋂n
k=1 Uk ∈ Σ.

Demostración: El apartado 1. es evidente pues ∅ no contiene elementos
y X es todo el espacio. Para probar 2. notemos que cualquiera sea x ∈
U =

⋃
k Uk ∈ Σ, x ∈ Uk para cierto k. Pero entonces existe una bola

B(x, ε) ⊂ Uk pues Uk es abierto y, por tanto, para todo x ∈ U , existe
una bola B(x, ε) ⊂ U , de donde se sigue que U es abierto. Para probar
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76 Capítulo 3. Espacios métricos

3. basta comprobar que es cierto para n = 2. Sean U1 y U2 dos abiertos.
Si U1

⋂
U2 = ∅ entonces es trivial (por 1.). Asumamos U = U1

⋂
U2 ̸= ∅.

Entonces para todo x ∈ U existe una bola centrada en x tal que B(x, ε1) ⊂
U1 y otra tal que B(x, ε2) ⊂ U2. Pero entonces la bola B(x, ε) con radio
ε = mı́n(ε1, ε2) está contenida en U .

Las tres propiedades anteriores son de extrema importancia. Tal es así
que ellas definen un tipo de espacios muy generales: los espacios topoló-
gicos. Así, el par, dados un conjunto X y una colección Σ de subconjuntos
de X, (X,Σ) se denomina espacio topológico si Σ cumple con los axio-
mas (propiedades) 1, 2 y 3 de la proposición anterior. Al conjunto Σ se
le denomina topología de X. Así pues, todo espacio métrico es un espacio
topológico.

Nota 3.2.8 La intersección de infinitos conjuntos abiertos no tiene que ser
un abierto:

⋂∞
k=1(0, 1+1/k) = (0, 1]. La unión de infinitos conjuntos cerra-

dos no tiene que ser cerrada:
⋃∞

k=1[0, 1− 1/k] = [0, 1).

Antes de continuar vamos a describir cómo es la geometría de algu-
nos espacios métricos. Como ejemplo tomaremos X = R2 y escogeremos
distintas métricas. En la figura 3.1 están representados las bolas B(0, 1)
para las métricas de los ejemplos 3.1.5, 3.1.6 y 3.1.8, respectivamente, así
como la comparación de las correspondientes bolas.

Definición 3.2.9 Sea M ⊂ X, X espacio métrico. Diremos que x ∈ X es un
punto de contacto (o adherente) de M si en cualquier bola B(x, ε), ε > 0
hay al menos un elemento de M . Así mismo, diremos que x es un punto
de acumulación (o punto límite) de M si en cualquier bola B(x, ε), ε > 0
hay al menos un elemento de M distinto de x, o equivalentemente, en cada
bola B(x, ε), ε > 0 hay infinitos elementos de M . Un punto x se denomina
aislado de M si existe una bola B(x, ε), ε > 0 que no contiene ningún
elemento M excepto el propio x.

En la figura 3.2 se muestras esquemáticamente un punto límite que
se encuentra en la frontera, un punto interior (que también es un punto
límite) y un punto aislado.

Nótese que si x ∈ M , entonces obviamente x es un punto de contacto
de M . En particular, todo punto interior de M es un punto de contacto.
Además, todo punto interior es obviamente un punto de acumulación (ver
figura 3.2). Por otro lado, x es un punto de acumulación de M si y sólo
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0

x

y ρ =
√
x21 + x22

0

x

y
ρ = |x1|+ |x2|

0

x

y ρ = máx{|x1|, |x2|}

0

x

y B(0, 1)

Figura 3.1: Entornos B(0, 1) según las métricas de los ejemplos 3.1.5 (en-
cima a la izquierda) y 3.1.6 (encima a la derecha) y del Ejemplo 3.1.8
(debajo a la izquierda). Debajo a la derecha se muestran los tres entornos
en una única figura. Las distancias ρ corresponden a la distancia entre los
puntos x = (x1, x2) y x0 = (0, 0).

si es un punto de contacto de M \ {x}. De lo anterior se deduce que los
puntos de contacto de M o bien son puntos límites, o bien son aislados.
De hecho, si x ∈ M y no es un punto de acumulación, entonces es un
punto aislado.

Nótese además que un punto límite x de M no puede ser un punto
interior de X \M (pues si lo fuese entonces algún entorno de x no con-
tendría puntos de M), luego todo punto límite x o es un punto interior
de M o es un punto frontera (ver figura 3.2). Obviamente todo conjunto
contiene sus puntos interiores y si es cerrado, como ya vimos en la Pro-
posición 3.2.6, también contiene sus puntos frontera. Luego un conjunto
cerrado contiene todos sus puntos límites. De hecho se tiene el siguiente
resultado:
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punto frontera
punto límite y

punto frontera
punto aislado y

M

punto interior y
punto límite

Figura 3.2: Esquema donde se muestra un punto interior, un punto lími-
te y un punto aislado del conjunto M . Los círculos rojos representan los
entornos (bolas) centrados en los diferentes.

Proposición 3.2.10 Un conjunto M ⊂ X, X espacio métrico, es cerrado si
y solo si contiene a todos sus puntos límites.

Demostración: Ya hemos visto que si M es cerrado, entonces contiene
todos sus puntos límites. Supongamos ahora que M contiene todos sus
puntos límites. Probemos que entonces M contiene todos sus puntos fron-
tera y, por tanto, es cerrado (ver Proposición 3.2.6). Para ello notemos que
si x es un punto de la frontera de M , entonces x o es un punto aislado,
en cuyo caso x ∈ M , o bien es un punto límite. Probemos está última
afirmación. Sea x ∈ ∂M , y supongamos que x no es un punto aislado,
entonces en cualquier entorno de x tiene que haber elementos de M que
no contengan a x (en caso contrario habría un entorno no contendría a
ningún elemento de M a excepción de x y x sería aislado), lo que prueba
que x es un punto límite. Pero como M contiene todos sus puntos límites,
entonces contendrá todos sus puntos frontera que era lo que queríamos
demostrar.

Definición 3.2.11 Dado un subconjunto M ⊂ X, X espacio métrico, se
denomina clausura de M al conjunto M de los elementos de M y sus puntos
de contacto.

De la definición anterior se sigue queM =M∪{conjunto de sus puntos
límites} (¿por qué?). De hecho muchos textos definen la clausura de M al
conjunto de de los elementos de M y sus puntos límites.
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Por ejemplo, si X = Q, entonces Q = R pues todo x ∈ R es un punto
límite de Q (¿por qué?).

Proposición 3.2.12 Un subconjunto M ⊂ X, X espacio métrico, es cerra-
do si y sólo si M = M . Como M ⊂ M , entonces M es el menor conjunto
cerrado que contiene a M .

Demostración: El resultado se sigue del hecho queM =M∪{conjunto de
sus puntos límites} y la Proposición 3.2.10. No obstante, por completitud,
daremos una prueba topológica del mismo.

Sea M cerrado. Como M ⊂ M basta probar que M ⊃ M . Como M es
cerrado, entonces X \M es abierto así que para todo x ∈ X \M existe una
bola B(x, r) completamente contenida en X \M , i.e., B(x, r) no contiene
puntos de M , luego x ̸∈ M (pues si x ∈ M en cualquier bola B(x, r)
tendría que haber al menos un x′ de M distinto de x lo cual contradice lo
anterior), es decir, x ∈ X \M , así que X \M ⊂ X \M , i.e. M ⊂M .

Asumamos ahora que M = M . Probaremos que X \M es abierto. Sea
x ̸∈ M , entonces x ̸∈ M . Entonces x ∈ X \ M . Como x ̸∈ M entonces
x no es un punto adherente de M así que debe existir al menos una bola
B(x, r) que no contiene a ningún elemento de M , es decir, x ∈ X\M es un
punto interior del conjunto X \M . Como x es arbitrario, X \M es abierto
luego M es cerrado.

La siguiente propiedad de la clausura nos será de utilidad más adelan-
te.

Ejercicio 3.2.13 Prueba que dados A,B ⊂ X, A ∪B = A ∪B.

En efecto,

A,B ⊂ A ∪B ⇒ A ⊂ A ∪B y B ⊂ A ∪B ⇒ A ∪B ⊂ A ∪B.

Está claro que A∪B ⊂ A∪B, pero A ∪B es el menor cerrado que contiene
a A∪B, luego cualquier cerrado que contenta a A∪B tiene que contener a
A ∪B. Así que el cerrado A∪B tiene que contener a A ∪B, i.e., A ∪B ⊂
A ∪B.

Definición 3.2.14 Un subconjunto M ⊂ X, X espacio métrico, es acotado
si su diámetro d(M) definido por d(M) = sup

x,y∈M
ρ(x, y) es finito.

Está claro que si X = R, los conjuntos (0, 1) y [−2, 1) son acotados.
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80 Capítulo 3. Espacios métricos

3.3. Aplicaciones en espacios métricos

A lo largo de lo que queda del capítulo asumiremos que X es un espacio
métrico.

Definición 3.3.1 Por aplicación (operador) o función entenderemos una
regla T que le hace corresponder a cada elemento del subconjunto D(T ) ⊂
X un único elemento del espacio métrico Y. Así, T : X 7→ Y, y = Tx o
y = T (x), donde x ∈ D(T ) ⊂ X e y ∈ Y. Al conjunto D(T ) ⊂ X se le
denomina dominio de la aplicación.

e
d

c
b

a

ϵ
δ

γ
β

α

X YS

e
d

c
b

a

ϵ
δ

γ
β

α

X YT

Figura 3.3: T : X 7→ Y (esquema de la derecha) es una aplicación pero S
(a la izquierda) no lo es.

Definición 3.3.2 Sea x ∈ D(T ) cualquiera u sea y = Tx ∈ Y. Diremos
que Tx es la imagen de x según T . Al conjunto de todas las imágenes Tx le
denominaremos imagen (o rango) de T y lo denotaremos por I(T ).

Por ejemplo, el dominio de la aplicación T de la figura 3.3 (derecha) es
el conjunto D(T ) = {a, b, c, d} mientras que su imagen I(T ) es el conjunto
{α, β, δ}.

Definición 3.3.3 La imagen inversa de y ∈ Y es el conjunto de todas las
x ∈ D(T ) tales que Tx = y. La imagen inversa de un subconjunto M ⊂ Y
es el conjunto de todas las x ∈ D(T ) tales que Tx = y para todos y ∈M .

La imagen inversa de un elemento y ∈ Y puede ser el conjunto vacío, un
único punto (elemento) de D(T ) o un subconjunto M ⊂ D(T ).

Por ejemplo, para la aplicación T de la figura 3.3 (derecha) la imagen
imagen inversa de δ es el conjunto {c, d}, la de β es {a} y la de γ es el
conjunto vacío ∅.
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Definición 3.3.4 Una aplicación T : D(T ) ⊂ X 7→ Y se llama sobreyecti-
va si todo elemento y de Y es imagen de algún elemento x del dominio, es
decir, T es tal que

∀y ∈ Y, ∃x ∈ D(T ) tal que Tx = y ⇐⇒ I(T ) ≡ Y.

Definición 3.3.5 Una aplicación se llama inyectiva si todo elemento y de
la imagen de T es imagen a lo sumo de uno y sólo un elemento x del
dominio. Es decir, T : D(T ) ⊂ X 7→ Y es tal que

∀y1, y2 ∈ I(T ), tales que y1 = Tx1 = y2 = Tx2, ⇒ x1 = x2.

O, equivalentemente, si ∀x1, x2 ∈ D(T ) con x1 ̸= x2, se tiene Tx1 ̸= Tx2.

Es decir, una aplicación inyectiva es tal que diferentes puntos tienen di-
ferentes imágenes y, por tanto, la imagen inversa de cada y ∈ I(T ) es un
único elemento de D(T ).

e
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b

a
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α

X YU

d
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b

a

ϵ
δ

γ
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X YV

Figura 3.4: La aplicación U : X 7→ Y es sobreyectiva (pero no es inyectiva)
y que la aplicación V : X 7→ Y es inyectiva (pero no es sobreyectiva).

Definición 3.3.6 Una aplicación inyectiva y sobreyectiva se denomina bi-
yectiva.

Es decir, una aplicación es sobreyectiva si, para todo y ∈ Y, la ecuación
Tx = y tiene al menos una solución, e inyectiva si la ecuación anterior
tiene o bien una única solución, o bien no tiene solución. Así mismo, T es
biyectiva si para todo y ∈ Y, la ecuación Tx = y tiene siempre una y sólo
una solución.

Si una aplicación es inyectiva, podemos definir si inversa.
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Figura 3.5: La aplicación B : X 7→ Y (izquierda) es biyectiva y B−1 : Y 7→
X (derecha) es su inversa.

Definición 3.3.7 Sea T : D(T ) ⊂ X 7→ Y una aplicación inyectiva. De-
finiremos su aplicación inversa T−1 a la aplicación T−1 : I(T ) ⊂ Y 7→
D(T ) ⊂ X tal que a cada elemento y ∈ I(T ) le hace corresponder un único
x ∈ D(T ) tal que Tx = y, i.e., x = T−1y.

Para ilustrar los conceptos anteriores mostraremos algunos ejemplos
con funciones reales.

Por ejemplo, la función f : R 7→ R, f(x) = x2 no es inyectiva pues
para f(x) = 4, por ejemplo, existen dos valores de x del domino tales que
f(x) = 4, ellos son x = −2 y x = 2. Esta función tampoco es sobreyectiva
pues para y = −1 no existe ningún x del dominio tal que f(x) = −1
(f(x) = −1 ⇐⇒ x2 = −1).

Un ejemplo de función sobreyectiva es h : R 7→ R, h(x) = x3. La
función f : [0,+∞) 7→ [0,+∞), f(x) = x2 es inyectiva pues a cada y ∈
f(A) le corresponde una x ∈ [0,+∞) tal que f(x) = y. Dicha x es x =

√
y.

Por tanto la función f : [0,+∞) 7→ [0,+∞) tiene inversa y dicha inversa
es f−1 : [0,+∞) ∈ [0,+∞), f−1(x) =

√
x.

Definición 3.3.8 (Composición de aplicaciones) Sean T : D(T ) ⊂ X 7→
I(T ) ⊂ Y y U : D(U) ⊂ Y 7→ I(U) ⊂ Z dos aplicaciones tales que
I(T ) ⊂ D(U). Entonces definiremos la aplicación U ◦ T : X 7→ Z y
la denominaremos aplicación compuesta de U y T a la aplicación que le
hace corresponder a cada x ∈ D(T ) ⊂ X un elemento z ∈ Z tal que
z = (UT )x := (U ◦ T )x = U(Tx).

En general UTx ̸= TUx, de hecho que exista U ◦ T no implica que exista
T ◦ U .
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e
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Figura 3.6: Composición de funciones T ◦ U de T : X 7→ I(T ) ⊂ Y y
U : D(U) ⊂ Y 7→ Z, donde I(T ) ⊂ D(U).

Por ejemplo, sea f : R 7→ R, f(x) = x2 y g : R 7→ R, g(x) = x + 2. Es
evidente que la imagen de f está contenida en el dominio de g, por tanto
podemos definir la función (g ◦ f)(x) = g(f(x)):

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(x2) = x2 + 2.

Además, la imagen de g también está contenida en el dominio de f , por
lo que podemos definir la función compuesta (f ◦ g)(x) = f(g(x))

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(x+ 2) = (x+ 2)2.

Nótese que (f ◦ g)(x) ̸= (g ◦ f)(x). De hecho que exista (f ◦ g)(x) no
implica que exista (g ◦ f)(x). Por ejemplo, si f : [−1, 1] 7→ R, f(x) = x, y
g : [0, 1] 7→ R, g(x) = x2, entonces, por un lado, (f ◦ g)(x) : [0, 1] 7→ R,
(f ◦ g)(x) = x2, pero por el otro, (g ◦ f)(x) no existe.

Nota 3.3.9 De las definiciones 3.3.7 y 3.3.8 se sigue que si una aplicación
T es invertible, entonces T ◦ T−1 = IY y T−1 ◦ T = IX, donde IZ es el
operador identidad I : Z 7→ Z, Iz = z para todo z ∈ Z (Z = X o Y).

Definición 3.3.10 La restricción de una aplicación T : D(T ) ⊂ X 7→ Y
a un subconjunto B ⊂ D(T ) es la aplicación T |B : B 7→ Y que se obtiene
de T al restringir el dominio de T al conjunto B ⊂ D(T ), i.e., T |Bx = Tx
para todo x ∈ B. Una extensión de una aplicación T : D(T ) ⊂ X 7→ Y a
un subconjunto X ⊃ C ⊃ D(T ) es una aplicación T̃ tal que T̃ |D(T ) = T ,
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i.e., T̃ x = Tx para todo x ∈ D(T ).

Definición 3.3.11 Una aplicación T : D(T ) ⊂ X 7→ Y es continua en
x0 ∈ D(T ) si para todo ε > 0, existe un δ > 0 tal que ∀x ∈ D(T ) con
ρ(x, x0) < δ es tal quea σ(Tx, Tx0) < ε. Se dice que T es continua en todo
M ⊂ D(T ) si T es continua en todo x ∈M .

aAquí ρ denota la métrica de X y σ la de Y.

Nótese que la definición anterior es equivalente a decir que para cual-
quier bola B(Tx0, ε) de radio ε arbitrario, existe una bola de radio δ > 0,
B(x0, δ), tal que T (B(x0, δ)) ⊂ B(Tx0, ε).

Concluiremos este apartado con una caracterización topológica de las
funciones continuas que nos será de utilidad más adelante.

Proposición 3.3.12 Una aplicación T : D(T ) ⊂ X 7→ Y es continua si y
sólo si la imagen inversa de cualquier subconjunto abierto (cerrado) de Y
es un subconjunto abierto (cerrado) de X.

Demostración: Sea T continua y sea S ⊂ Y un abierto. Sea S0 la imagen
inversa de S. Si S0 = ∅ la proposición es trivial así que asumiremos que
S0 ̸= ∅. Sea x0 ∈ S0 cualquiera y sea y0 = Tx0 ∈ S su imagen. Como S
es abierto existe una bola B(y0, ε) ⊂ S. Pero T es continua así que existe
una bola B(x0, δ) tal que T (B(x0, δ)) ⊂ B(y0, ε). Pero como B(y0, ε) ⊂ S,
entonces necesariamente B(x0, δ) ⊂ S0, luego x0 ∈ S0 es interior y en
virtud de que x0 es arbitrario, S0 es abierto.

Sea T una aplicación tal que imagen inversa de cualquier subconjunto
abierto de Y es un subconjunto abierto de X. Sea x0 ∈ D(T ) cualquiera,
sea S = B(Tx0, ε) una bola abierta de radio ε arbitrario y sea S0 la imagen
inversa de dicha bola S que, por hipótesis, es un abierto. Como Tx0 ∈ S,
x0 ∈ S0. Pero entonces, como T (S0) = S, y S0 es un abierto, existe una una
bola de radio δ > 0, B(x0, δ) ⊂ S0, tal que T (B(x0, δ)) ⊂ B(Tx0, ε) ⊂ S, es
decir, T es continua en x0. Como x0 era arbitrario, entonces T es continua
en D(T ).
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3.4. Espacios métricos separables

Como ya hemos comentado, un espacio métrico puede contener mu-
chos o pocos elementos. Es fácil intuir que en un espacio con pocos elemen-
tos es en general más sencillo para trabajar que en uno con muchos. Un
ejemplo de ello es R. Cuando trabajamos con números reales estos pueden
ser racionales Q o irracionales I. En el primer caso es sencillo operar con
ellos en la práctica, pero en el segundo es formalmente imposible pues pa-
ra representar un irracional necesitamos un número infinito de decimales.
Sin embargo en los cursos de análisis matemático elementales se prueba
que dado un irracional (en general un real) cualquiera siempre se puede
encontrar un racional que esté tan cerca como se quiera de dicho irracio-
nal. Esta propiedad se conoce como la densidad de Q en R. Pero aparte de
esta ventaja indudable de los racionales frente a los irracionales hay otra
más: el conjunto Q de todos los racionales es numerable mientras que el
de los irracionales (y, por tanto, R) no lo es (ser la sección 1.5.1). En este
apartado trataremos estas cuestiones para un espacio métrico general.

Definición 3.4.1 SeaM ⊂ X un subconjunto de X. Se dice queM es denso
en X si su clausura coincide con X, i.e., M = X.

De la definición anterior, y teniendo en cuenta que M =M∪{conjunto
de sus puntos límites}, se sigue que si M es denso X entonces cualquiera
sea la bola B(x, ε) (por pequeño que sea ε > 0) siempre contiene puntos
de M . En otras palabras, si M es denso en X entonces siempre hay un
elemento m de M tan cerca como se quiera a cualquier x ∈ X, i.e., para
todo ε > 0 existe un m ∈ M tal que ρ(x,m) < ε. Por el contrario, si para
todo x ∈ X existe un elemento de M tan cerca como se quiera, entonces
o bien x ∈M (luego x ∈M), o bien x es punto límite de M , en cuyo caso
x ∈M , luego X =M .

Por ejemplo, Q es denso en R pues, como ya hemos mencionado, para
todo x ∈ R siempre existe un q ∈ Q tan cerca como se quiera de x, luego
Q = R.

Recordemos (ver el apartado 1.5.1) que un conjunto M cualquiera se
denomina numerable si se puede poner en correspondencia biunívoca con
N = {1, 2, 3, . . . }. Es decir, existe una correspondencia biunívoca entre los
elementos de M y los números naturales. Por ejemplo, Q es numerable,
pero R no lo es.
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Definición 3.4.2 Un espacio métrico X es separable si contiene un subes-
pacio numerable M ⊂ X denso en X.

Así pues, R es separable pues Q es numerable y denso en R.

Ejercicio 3.4.3 Prueba que C es separable.

Basta usar la separabilidad de R y tener en cuenta la Nota 1.1.6 de la
página 3.

Ejemplo 3.4.4 Estudia la separabilidad del espacio métrico trivial del Ejem-
plo 3.1.2.

Es evidente que por la naturaleza de la métrica del espacio del ejem-
plo 3.1.2 este espacio no puede ser separable pues no en cualquier en-
torno de x ∈ X hay puntos de M (basta escoger ε = 1/2, por ejemplo),
a no ser que M sea el propio X. En otras palabras, el único posible sub-
conjunto denso de X es el propio X, así que X es separable si y sólo si X
es numerable.

Ejemplo 3.4.5 Prueba que ℓ2, el espacio del Ejemplo 3.1.12 con p = 2, es
separable.

Sea Q ⊂ ℓ2 el espacio de todas las sucesiones del tipo y = (q1, q2,
. . . , qn, 0, 0, . . .), para todo n ∈ N, donde para todo k, qk es racional.
ObviamenteQ es un subespacio numerable de ℓ2 (¿por qué?)a. Probemos
que Q es denso en ℓ2. Sea (xn)n ∈ ℓ2 una sucesión cualquiera de ℓ2.
Entonces para todo ε > 0 existe (¿por qué?) un N ∈ N tal que el resto rn
de la serie

∑∞
k=1 |xk|2 satisface que

rn =
∞∑

k=n+1

|xk|2 <
ε2

2
.

Como Q es denso en R, entonces para todo xk existe un racional qk tan
cerca como se quiera, luego existe una sucesión q ∈ Q tal que (¿por
qué?)

n∑
k=1

|xk − qk|2 <
ε2

2
.
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Entonces, para todo x ∈ ℓ2 podemos encontrar un q ∈ Q tal que

ρ(x, q)2 =
n∑

k=1

|xk − qk|2 +
∞∑

k=n+1

|xk − qk︸︷︷︸
=0

|2 < ε2

2
+
ε2

2
= ε2,

i.e., para todo x ∈ ℓ2, existe un q ∈ Q tal que ρ(x, q) < ε, luego Q es
denso en ℓ2.

aVer Ejemplo 1.5.5.

Ejemplo 3.4.6 Prueba que ℓ∞ (ver Ejemplo 3.1.11) no es separable.

Sea y = (y1, y2, y3, . . .) una sucesión de ceros y unos. Obviamente
y ∈ ℓ∞. Si a cada y le asociamos un número real que en base dos tenga
la forma r = y1/2 + y2/2

2 + · · · + yn/2
n + · · · , entonces acabamos de

establecer una relación biunívoca entre los números reales del intervalo
[0, 1] y el conjunto de Y de todas las sucesiones de ceros y unos. Como
[0, 1] no es numerable, Y tampoco lo es. Dadas dos sucesiones y e y′

cualesquiera de Y , se tiene que ρ(y, y′) = 1 si y ̸= y′ y ρ(y, y′) = 0 si
y = y′ (¿por qué?). Sean y ̸= y′ los centros de sendas bolas de radio
1/3 cada una. Obviamente dichas bolas no tienen puntos en común. Así
pues, el conjunto de todas las bolas con centro en algún y ∈ Y y radio
1/3 no tiene puntos en común. Sea M cualquier conjunto denso en ℓ∞.
Entonces, en cada una de las bolas anteriores debe haber al menos un
elemento de M , luego M no es numerable (el conjunto de las bolas no
lo es) y como M era arbitrario, entonces ℓ∞ no tiene ningún conjunto
numerable denso, así que ℓ∞ no es separable.

Ejercicio 3.4.7 Sea X un espacio métrico separable y sea M ⊂ X. Prueba
que M también es separable.

Como X es separable existe una sucesión (xn)n ∈ X densa en X. Para
cada n,m ∈ N elegimos x ∈ M tal que ρ(x, xn) < 1/m (si existe, si no, no
elegimos ninguno). Denotemos a estos elementos xn,m, i.e., ρ(xn,m, xn) <
1/m. Está claro que el conjunto de todos los xn,m es numerable. Sea un
y ∈ M y un ε > 0 cualquiera. Elijamos m ∈ N tal que 1/m < ε/2. Como
(xn)n es denso en X, entonces existe un n ∈ N tal que ρ(y, xn) < 1/m < ε/2
(nótese que de lo anterior se sigue que el conjunto de los xn,m es no vacío).
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88 Capítulo 3. Espacios métricos

Ahora

ρ(y, xn,m) ≤ ρ(y, xn) + ρ(xn, xn,m) ≤
1

m
+

1

m
=

2

m
< ε.

Entonces, para todo y ∈ M existe un elemento xn,m de un subconjunto
numerable de M que está tan cerca como se quiera de él, luego M es
separable.

Antes de discutir el concepto de convergencia en espacios métricos
conviene hablar de otro tipo muy especial de conjuntos: los conjuntos raros
o densos en ninguna parte.

En la Definición 3.4.1 vimos que un subconjunto M ⊂ X es denso (en
todas partes) en X si su clausuraM = X. Esto implica que siM no es denso
en X, entonces M ̸= X, por lo que M dejará sin rellenar algún entorno3 de
X. Sin embargo hay otros conjuntos que también es conveniente conocer.
Así tenemos la siguiente:

Definición 3.4.8 Un conjunto M ⊂ X es raro o denso en ninguna parte
si su clausura M no contiene ningún entorno, i.e., el interior de M es el
conjunto vacío ∅.

En otras palabras, un conjunto M es raro si su clausura M no contiene
puntos interiores. Ello implica que cualquier entorno de X contiene una
bola que es disjunta a M . A diferencia de los conjuntos no densos en
general, los no raros son tales que su clausura tiene que rellenar algún
entorno de X pero no necesariamente todo el espacio.

Un conjunto cerrado M que no contiene ningún entorno es raro. Como
M es cerrado, M = M . Si M no fuese raro, entonces M contendría un
entorno, pero como M = M , M contendría un entorno lo que es una
contradicción.

Proposición 3.4.9 Sea M un abierto. Entonces M \M es raro.

Demostración: ComoM es abierto, entonces no contiene sus puntos fron-
tera (ver Proposición 3.2.5), luego todos los elementos de la frontera están
en el cerrado M (ver Proposición 3.2.6) y, por tanto, M \M = ∂M . Pero
la frontera ∂M de M es un cerrado que no tiene ningún entorno, luego
por lo anterior M \M es raro.

Además, se tiene la siguiente caracterización:
3Recuérdese que un entorno de un punto x ∈ X es una bola centrada en x.
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Proposición 3.4.10 Un conjunto M ⊂ X es raro si y solo si X\M es denso
en X, i.e., X \M = X.

Demostración: (⇒) Supongamos que M es raro pero X \M ̸= X. Enton-
ces existen x ∈ X tales que ni pertenecen a X \M ni son puntos límites
de X \M (¿por qué?), i.e., hay elementos x ∈ X tales que existe una bola
(entorno) U = B(x, δ) que no contiene elementos de X \M y, por tanto,
dicho entorno está contenido en M lo cual es una contradicción. (⇐) Su-
pongamos ahora que X \M = X pero que M no es raro. Entonces existe
un entorno (bola) U = B(x, δ) ⊂ M , luego U

⋂
X \M = ∅. Pero entonces

existen x ∈ X para los cuales existe un entorno que no contiene elementos
de X\M , es decir, existen x ∈ X que no son puntos límites de X\M , luego
X \M ̸= X, lo que es una contradicción.

Definición 3.4.11 Un conjunto formado por la unión numerable de con-
juntos raros se denomina de primera categoría o magro. Si un conjunto no
es de primera categoría, entonces se dice que es de segunda categoría.

Por ejemplo, si X = R, cualquier conjunto finito de puntos es raro
(pues son cerrados que no contienen entornos) y, por tanto, de primera
categoría. El conjunto de los números racionales Q es de primera cate-
goría (es unión numerable de conjuntos raros: Un = {qn}, qn ∈ Q). Es
conveniente aclarar que un conjunto o bien es de primera categoría o bien
es de segunda. Eso implica que si C = A ∪ B y A es de primera categoría
y C de segunda, entonces B tiene que ser de segunda pues claramente
la unión de dos conjuntos de primera categoría es de primera categoría.
Una cuestión que no suele ser trivial es saber cuando un conjunto es de
segunda categoría. Por ejemplo, ¿es R de segunda categoría? ¿y el conjun-
to (−1, 2]? A esta cuestión regresaremos al final de este capítulo cuando
probemos el Teorema de Baire 3.6.1.

Probemos ahora que el conjunto vacío ∅ es denso en ninguna parte (la
palabra raro le viene muy bien), por tanto es de primera categoría. Para
ello usamos que ∅ = ∅ (∅ es cerrado) por lo que X \ ∅ = X \ ∅ = X, es
decir, X \ ∅ = X, luego por la Proposición 3.4.10, se sigue que ∅ es raro.
Este resultado tiene una gran importancia pues de él se deduce que si
un conjunto es de segunda categoría, entonces tiene que tener elementos,
así que si probamos que un conjunto es de segunda categoría entonces
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sabemos que dicho conjunto contiene elementos luego no puede ser el
conjunto vacío ∅.

Aunque no es nuestro objetivo tratar demasiado este tipo de cuestiones
topológicas conviene mostrar un ejemplo de lo sutil que puede llegar a ser
el concepto de conjuntos de primera y segunda categorías. Como mencio-
namos antes, un conjunto numerable de puntos de R (por ejemplo, los
números naturales) es de primera categoría. El siguiente ejemplo muestra
que no siempre es así.

Ejemplo 3.4.12 Que un conjunto sea de primera o de segunda categoría
puede depender del propio espacio métrico.

Ante todo, recordemos que en R, con la métrica habitual, cualquier
conjunto numerable de puntos, en particular N, es de primera categoría.
Consideremos ahora el conjunto Ω = {1, 2, 3, . . . } de los números natura-
les y elijamos en Ω la métrica habitual de R de forma que Ω sea un espacio
métrico. Es sencillo comprobar que los entornos (bolas) en Ω de radio me-
nor que 1 están constituidos por puntos únicos. Sea M ⊂ Ω un subconjunto
cualquiera no vacío de Ω. Está claro que M no tiene puntos límites (¿por
qué?), luego M = M . Análogamente se tiene que X \M = X \M . Luego,
X \M = X \M = X \M ̸= X, y, por tanto, usando la Proposición 3.4.10
se concluye que ningún M no vacío es raro. Es decir, el único subconjunto de
Ω que es denso en ninguna parte es el conjunto vacío y, por tanto, cualquier
subconjunto no vacío de Ω es necesariamente de segunda categoría.

3.5. Convergencia en espacios métricos

En esta sección estudiaremos el concepto de convergencia en espacios
métricos y alguna de sus consecuencias.

Definición 3.5.1 Dada una sucesión (xn)n de elementos de X, diremos que
(xn)n es acotada si existe un subconjunto M ⊂ X acotado tal que xn ∈ M
para todo n ∈ N.

Lo anterior es equivalente a que exista un x ∈ X y un número K > 0
tal que ρ(x, xn) < K para todo n ∈ N.
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Definición 3.5.2 Una sucesión (xn)n de elementos de X es convergente, y
lo denotaremos por ĺımn→∞ xn = x, si existe un x ∈ X tal que para todo
ε > 0 existe un N ∈ N tal que para todo n > N , ρ(x, xn) < ε. En caso
contrario diremos que (xn)n es divergente.

Nótese que en la propia definición de límite está explícito que el límite
ha de ser un elemento de X. Por ejemplo, sea X el intervalo abierto (0, 1)
con la métrica habitual de R. La sucesión xn = 1/(n + 1) no tiene límite
en X ya que claramente 1/(n+ 1)

n→∞−→ 0 pero 0 ̸∈ (0, 1).
Una consecuencia de la propia definición es que, si existe el límite, este

es único (ver Problema 3.10).

Ejercicio 3.5.3 Da una interpretación geométrica (topológica) del con-
cepto de límite en un espacio métrico cualquiera.

Gracias al concepto de convergencia podemos dar una caracterización
analítica muy elegante de los conjuntos cerrados.

Proposición 3.5.4 Sea M un subespacio no vacío de un espacio métrico
X, y sea M su clausura. Entonces

a) x ∈M si y sólo si existe una sucesión (xn)n de elementos de M tal
que ĺımn→∞ xn = x.

b) M es cerrado si y sólo si ĺımn→∞ xn = x implica que x ∈M .

Demostración: Probemos a). Si x ∈ M , tomamos la sucesión xn = x. Si
x ̸∈ M , entonces es un punto de acumulación de M y es fácil construir la
sucesión xn (¿por qué?). Por otro lado, si (xn)n ∈ M es tal que xn → x
entonces, o bien x ∈M o bien en todo entorno de x hay un xn ̸= x, i.e., x
es un punto de acumulación, luego x ∈ M . La propiedad b) se deduce de
a) teniendo en cuenta que un conjunto es cerrado si y solo si M =M (ver
Proposición 3.2.12).

Definición 3.5.5 Un espacio métrico X se denomina (secuencialmente)
compacto si cualquier sucesión (xn)n de elementos de X tiene una subsu-
cesión convergente.

Entenderemos que M ⊂ X es compacto si M es compacto como subcon-
junto de X, i.e., cualquier sucesión (xn)n de elementos de M tiene una
subsucesión convergente en M .
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Ejercicio 3.5.6 Prueba que el espacio métrico discreto del Ejemplo 3.1.2
constituido por infinitos puntos no es compacto. (Ayuda: Basta escoger
una sucesión de elementos distintos.)

Lema 3.5.7 Si M ⊂ X es compacto, entonces M es cerrado y acotado.

Demostración: Sea M compacto y sea x ∈ M cualquiera. Como x ∈ M
entonces existe una sucesión (xn)n en M tal que xn

n→∞−→ x ∈ X. Como
M es compacto, entonces x ∈ M (¿por qué?), luego M = M por lo que
M es cerrado. Supongamos que M es compacto y no acotado. Entonces
existe al menos una sucesión (xn)n de elementos de M tal que, fijado un
b ∈M arbitrario, se tiene que ρ(xn, b) > n (¿por qué?). Dicha sucesión ob-
viamente no puede tener ninguna subsucesión convergente (pues en caso
que la tuviera ésta sería acotada), por tanto, M no puede ser compacto.

El recíproco del resultado anterior es falso. Por ejemplo, consideremos
el espacio ℓ2 (ver Ejemplo 3.1.12) y sea M el conjunto formado por las
sucesiones ek = δk,i, k = 1, 2, . . . , i.e., las sucesiones ek cuyos términos son
todos cero excepto el k-ésimo que es 1. Está claro que para todo k ∈ N,
ρ(0, ek) = 1, luego M es acotado. Además todos los puntos de M son aisla-
dos (¿por qué?), por tanto M es cerrado. Ahora bien, como M solo tiene
puntos aislados, M no tiene ningún punto de acumulación por lo tanto
ninguna sucesión que escojamos de elementos distintos de M contiene
una subsucesión convergente.

Recordemos que una aplicación T : D(T ) ⊂ X 7→ Y es continua –ver
la Definición 3.3.11– en x0 ∈ D(T ) si para todo ε > 0, existe un δ > 0 tal
que ∀x ∈ D(T ) con ρ(x, x0) < δ es tal que σ(Tx, Tx0) < ε. T es continua
en M ⊂ D(T ) si es continua en todo x ∈M .

Ejercicio 3.5.8 Prueba que la Definición 3.3.11 de continuidad en un pun-
to es equivalente a la siguiente definición por sucesiones: T es continua en
x0 si para cualquier sucesión (xn)n con xn

n→∞−→ x0, se tiene que Txn
n→∞−→

Tx0.

En efecto, supongamos T es continua según la Definición 3.3.11 pe-
ro no lo es según la segunda. Entonces, ha de existir una sucesión (xn)n

tal que xn
n→∞−→ x0 pero Txn

n→∞
−̸→ Tx0, es decir, dada dicha sucesión xn,

existe un ε > 0 tal que cualquiera sea N ∈ N, existe un n > N tal que
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σ(Txn, Tx0) ≥ ε. Ahora bien, como xn
n→∞−→ x0, entonces cualquiera sea

δ > 0 existe un N ∈ N tal que para todo n > N , ρ(xn, x0) < δ. Uniendo las
dos condiciones anteriores deducimos que

∃ε > 0, ∀δ > 0, ∃x = xn, ρ(xn, x0) < δ ⇒ σ(Txn, Tx0) ≥ ε,

lo cual contradice nuestra hipótesis.4

Supongamos ahora que T es continua según la definición por sucesio-
nes pero no lo es según la Definición 3.3.11. Entonces existe un ε > 0 tal
que cualquiera sea δ > 0 ha de existir un x tal que ρ(x, x0) < δ que cumple
con σ(Tx, Tx0) ≥ ε. Escojamos δ = 1/n. Entonces, para cada n ∈ N existe
un xn tal que ρ(xn, x0) < 1/n, o sea, xn → x0 pero σ(Txn, Tx0) ≥ ε. Luego
Txn ̸→ Tx0, lo cual es una contradicción.

Teorema 3.5.9 Sea T : D(T ) ⊂ X 7→ Y continua en el compacto M ⊂
D(T ). Entonces la imagen de M , T (M) también es un conjunto compacto.
O sea, las aplicaciones continuas transforman compactos en compactos.

Demostración: Sea una sucesión (yn)n ∈ T (M) ⊂ Y cualquiera. Probe-
mos que existe una subsucesión (ynk

)k convergente en Y. Para ello no-
temos que como para todo n ∈ N, yn ∈ T (M) ⊂ Y, entonces existe xn
tal que Txn = yn. Como M es compacto, entonces existe una subsuce-
sión (xnk

)k convergente en M , pero entonces, por la continuidad de T ,
Txnk

= ynk
→ Tx ∈ T (M) cuando k → ∞. Luego toda sucesión de T (M)

tiene una subsucesión convergente y, por tanto, T (M) es compacto.

Corolario 3.5.10 Sea una aplicación continua T : M ⊂ X 7→ R de un
compacto M en los reales. Entonces T alcanza su máximo y su mínimo
absolutos.

Este corolario es una generalización del Teorema de Weierstrass para las
funciones continuas.
Demostración: Del teorema anterior se sigue que T (M) ⊂ R es compac-
to. Entonces, por el Lema 3.5.7, T (M) es cerrado y acotado y, por tanto,
ı́nf(T (M)) y sup(T (M)) están contenidos en T (M), i.e., existen x1 y x2 de
M tales que T (x1) = ı́nf(T (M)) y T (x2) = sup(T (M)), de donde se sigue
el resultado.

4Veamos una prueba directa de esta implicación. Sea ε > 0, cualquiera. Como que
T es continua en x0, existe δ > 0 tal que si ρ(x, x0) ≤ δ entonces, σ(Tx, Tx0) ≤ ε.
Sea (xn)n cualquiera tal que xn → x0. Entonces para todo δ > 0 existe N ∈ N tal que
para todo n > N , ρ(xn, x) < δ, pero entonces, por la continuidad de T se tiene que
σ(Txn, Tx0) < ε, de donde se sigue el resultado.
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3.5.1. Espacios métricos completos

Definición 3.5.11 Una sucesión (xn)n de elementos de X se denomina de
Cauchy o fundamental si existe para todo ε > 0 existe un N ∈ N tal que
para todo n > N y todo p ∈ N, ρ(xn, xn+p) < ε.

En R toda sucesión es convergente si y sólo si es de Cauchy. Esta pro-
piedad fundamental de R no es cierta para cualquier espacio métrico X.
Por ejemplo, si escogemos nuevamente X como el intervalo abierto (0, 1)
con la métrica habitual de R, la sucesión xn = 1/(n+1), que es de Cauchy
(¿por qué?) no tiene límite en X.

Definición 3.5.12 Un espacio métrico X se denomina completo si y sólo si
toda sucesión de Cauchy de elementos de X converge (a un elemento de X).

Por ejemplo, el espacio X = R con la métrica usual de R, es completo.
También lo es X = C con la métrica usual de C. Sin embargo Q, el con-
junto de los números racionales, es incompleto (¿por qué?), y el conjunto
X = (0, 1) de antes también lo es.

Proposición 3.5.13 Sea (xn)n una sucesión convergente de elementos de
un espacio métrico X. Entonces (xn)n es de Cauchy.

Demostración: Como ĺımn→∞ xn = x, entonces, para todo ε > 0 existe un
N ∈ N tal que para todo n > N , ρ(x, xn) < ε/2. Luego, para todo p

ρ(xn, xn+p) ≤ ρ(xn, x) + ρ(x, xn+p) < ε/2 + ε/2 = ε

con tal que n > N , i.e., (xn)n es de Cauchy.

Teorema 3.5.14 Un subespacio M de un espacio métrico completo X es
completo si y sólo si es cerrado en X.

Demostración: Sea M completo. Probaremos que M = M . Sea x ∈ M
cualquiera, entonces existe una sucesión (ver Proposición 3.5.4) de ele-
mentos de M que converge a x. Entonces (xn)n es de Cauchy (pues es
convergente) pero M es completo, luego x ∈M , i.e., M =M .
Sea M cerrado (i.e., M = M) y (xn)n una sucesión de Cauchy en M .
Entonces ĺımn→∞ xn = x con x ∈ X (X es completo). Pero entonces x ∈ X
es un punto de acumulación de M , i.e., x ∈ M y como M es cerrado
x ∈ M , i.e., toda sucesión de Cauchy en M tiene límite en M , i.e., M es
completo.

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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Nota 3.5.15 Nótese que en la prueba de la primera parte no se usa la
completitud de X. Es decir, se tiene que si un subespacioM ⊂ X es completo,
entonces es cerrado en X.

Ejemplo 3.5.16 El espacio métrico ℓ2 del Ejemplo 3.1.12 (p = 2) es com-
pleto.

Sea x(n) := (x
(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , x

(n)
k , . . .) el n-ésimo término de una suce-

sión (x(n))n, de Cauchy de ℓ2, i.e.,
∑∞

k=1 |x
(n)
k |2 < +∞. Entonces, para

todo ε > 0
∞∑
k=1

|x(n)k − x
(n+p)
k |2 < ε2, ∀p ∈ N,

con tal que n sea lo suficientemente grande. Pero entonces, como todos
los sumandos son positivos, podemos asegurar que, para todo k ∈ N,

|x(n)k − x
(n+p)
k | < ε, ∀p ∈ N,

y n suficientemente grande. Es decir, cada una de las sucesiones reales
(o complejas) (x

(n)
k )n, k = 1, 2, 3, . . ., es de Cauchy. Pero R (o C) es un

espacio completo por lo que existe ĺımn→∞ x
(n)
k = xk para cada k. Sea

x = (x1, x2, . . . , xk, . . .). Probemos que x ∈ ℓ2 y que x(n) converge a x en
la métrica de ℓ2. Como (x(n))n, de Cauchy, entonces para todo p si n es lo
suficientemente grande las sumas parciales satisfacen que

N∑
k=1

|x(n)k − x
(n+p)
k |2 < ε2, ∀N ∈ N.

Como x(n)k converge a xk para cada k, tomando el límite cuando p → ∞
tenemos que, para todo N ,

N∑
k=1

|x(n)k − xk|2 ≤ ε2 ⇒
∞∑
k=1

|x(n)k − xk|2 ≤ ε2

o, equivalentemente, si n es suficientemente grande, ρ(x(n), x) ≤ ε. Lue-
go hemos probado que x(n) converge a x en la métrica de ℓ2. Finalmente,

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l
96 Capítulo 3. Espacios métricos

usando la desigualdad (0 = (0, 0, 0, . . .))

ρ(x, 0) ≤ ρ(x, x(n)) + ρ(x(n), 0),

y usando que x(n) es de ℓ2, se tiene que ρ(x, 0) está acotada, por lo que
x ∈ ℓ2. Al ser x(n) una sucesión fundamental arbitraria, se sigue que ℓ2

es completo.

De forma análoga se puede probar que ℓp, p ≥ 1 es completo.

Ejemplo 3.5.17 El espacio C2
[a,b] del Ejemplo 3.1.10 no es completo.

Vamos a probar que existen sucesiones fundamentales de funciones
continuas cuyo límite no puede ser, en la métrica de C2

[a,b], una función
continua. Por sencillez tomaremos [a, b] = [−1, 1], y construyamos la su-
cesión de funciones (fn)n en [−1, 1] definida por a

fn(x) =


−1, −1 ≤ x < − 1

n
,

nx, − 1
n
≤ x ≤ 1

n
,

1, 1
n
< x ≤ 1.

Para cada x ∈ [−1, 1], fn converge puntualmente a f definida por

ĺım
n→∞

fn(x) = f(x) =


−1, −1 ≤ x < 0,
0, x = 0,
1, 0 < x ≤ 1.

Por otro lado, como para todo x ∈ [−1, 1], |fn(x)−fn+p(x)| ≤ 1, tenemos
que |fn(x) − fn+p(x)|2 ≤ |fn(x) − fn+p(x)|. Vamos a estimar la distancia
entre dos funciones fn y fn+p. El área entre las funciones fn y fn+p está
representada en la gráfica de la derecha de la figura 3.7. De dicha gráfica
se deduce que dicha área está acotada por la de los cuadrados con vér-
tices (0, 0), (0, 1), (1/n, 1), (1/n, 0) y (0, 0), (0,−1), (−1/n,−1), (−1/n, 0)
que, junto con la desigualdad anterior, implica que∫ 1

−1

|fn(x)− fn+p(x)|2dx ≤
∫ 1

−1

|fn(x)− fn+p(x)|dx <
2

n
⇒
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ρ(fn, fn+p) =

√∫ 1

−1

|fn(x)− fn+p(x)|2dx <
√

2

n

n→∞−→ 0, ∀p ∈ N,

es decir, (fn)n es una sucesión fundamental. Además, se tiene que

ρ(fn, f) =

√∫ 1

−1

|fn(x)− f(x)|2dx ≤
√

2

n

n→∞−→ 0.

Por otro lado, dada una función continua cualquiera g ∈ C2
[a,b] se cumple

la desigualdad b

ρ(f, g) ≤ ρ(g, fn) + ρ(fn, f). (3.5.1)

Probemos que ρ(f, g) ̸= 0. Como g es continua en [−1, 1] entonces
g − f es continua en I = [−1, 0) ∪ (0, 1] (pues f lo es I) y no puede
ser idénticamente nula en I pues si lo fuese entonces ĺımx→0− g(x) = −1
y ĺımx→0+ g(x) = 1 lo cual es una contradicción (g es continua en 0).
Entonces tiene que existir un entorno U ⊂ I tal que |f(x) − g(x)| > 0,
y en dicho entorno

∫
U
|f(x) − g(x)|dx ̸= 0, pues |f(x) − g(x)| es una

función continua positiva de donde se sigue que existe un d > 0 tal que
ρ(f, g) ≥ d > 0.

Por otro lado, dado que ρ(fn, f) se puede hacer tan pequeño como
se quiera, entonces de la desigualdad (3.5.1) se deduce que ρ(fn, g) ≥
ρ(f, g) ≥ d > 0 por lo que no existe ninguna función g ∈ C2

[a,b] que sea
límite de (fn)n en la métrica de C2

[a,b]. Luego C2
[a,b] no es completo.

aUn ejemplo análogo es el de la sucesión de funciones fn : R 7→ R, fn(x) =
arctannx. Otro más sencillo es definir hn(x) = 0 para x ∈ [−1, 0] y hn(x) = fn(x)
para x ∈ (1/n, 1].

bAunque f ̸∈ C2
[a,b], la desigualdad es cierta como consecuencia de la desigualdad

de Minkowski para integrales (3.1.4).

Ejemplo 3.5.18 Probar que el espacio métrico C∞
[a,b] del Ejemplo 3.1.9 es

completo.

Sea el espacio de las funciones continuas C([a, b]) con la métrica
ρ(f, g) = máxx∈[a,b] |f(x)−g(x)| y sea (fn(x))n una sucesión de cualquiera

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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98 Capítulo 3. Espacios métricos

0 1−1 1/n

−1/n

fn(x) 1

−1

0 1−1 1
m

1
n

− 1
m− 1

n

1

−1

Figura 3.7: La función fn : [−1, 1] 7→ [−1, 1], del Ejemplo 3.5.17 (izquier-
da) y el área entre las funciones fn y fn+p (derecha).

de Cauchy en dicho espacio. Entonces

∀ε > 0, ∃N ∈ N | ∀n > N,∀p ∈ N, máx
x∈[a,b]

|fn(x)− fn+p(x)| < ε/2,

Luego por el Corolario 1.4.11 fn es uniformemente convergente. Como
fn ⇒ f en [a, b], entonces, por el Teorema 1.4.22, f ∈ C([a, b]). Así,
tomando el límite p→ ∞ en la expresión anterior tenemos

∀ε > 0, ∃N ∈ N | ∀n > N, ρ(fn, f) = máx
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)| < ε,

es decir, toda sucesión fundamental es convergente en C∞
[a,b] y, por tanto,

C∞
[a,b] es completo.

Definición 3.5.19 La sucesión de esferas (bolas cerradas) (Sn(xn, rn))n,
Sn(xn, rn) ⊂ X, tales que para todo n ∈ N

S1(x1, r1) ⊃ S2(x2, r2) ⊃ · · · ⊃ Sn(xn, rn) ⊃ Sn+1(xn+1, rn+1) ⊃ · · · ,

se denomina sucesión de esferas (cerradas) encajadas.

Teorema 3.5.20 (De las esferas encajadas) Sea X un espacio métrico.
Entonces, X es completo si y sólo si, cualquier sucesión de esferas encajadas
cuyos radios tiendan a cero (rn

n→∞−→ 0) tiene intersección no vacía, i.e.,⋂∞
n=1 Sn(xn, rn) ̸= ∅.
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Demostración: Sea X completo y sea Sn(xn, rn), n = 1, 2, 3, . . . , una su-
cesión de esferas encajadas con rn

n→∞−→ 0. Entonces la sucesión (xn)n de
los centros de las esferas son una sucesión de Cauchy (¿por qué?). Co-
mo X es completo, entonces existe ĺımn→∞ xn = x ∈ X. Probemos que
x ∈

⋂∞
n=1 Sn(xn, rn). Como las esferas son encajadas, entonces cualquiera

sea n ∈ N, la esfera Sn contiene los elementos xn, xn+1, xn+2, . . . , así que
x es un punto límite de Sn, para todo n, pero como Sn es cerrada x ∈ Sn

para todo n, luego x ∈
⋂∞

n=1 Sn(xn, rn).

Probemos ahora la implicación contraria. Sea (xn)n una sucesión fun-
damental arbitraria de X, i.e.,

∀ε > 0, ∃N ∈ N, | ∀n > m > N, ρ(xn, xm) < ε. (*)

Sea ε = 1/2. Como (xn)n es de Cauchy, existe n1 ∈ N tal que ∀n > n1,
ρ(xn, xn1) < 1/2 (tomamos N = n1 − 1 en (*)). Sea la esfera S1 :=
S(xn1 , 1). Está claro que xn ∈ S1 para todos los n > n1.

Sea ahora ε = 1/22. Entonces existe n2 > n1 ∈ N tal que ∀n > n2,
ρ(xn, xn2) < 1/22. Además, como n2 > n1, tenemos que ρ(xn2 , xn1) < 1/2.
Sea la esfera S2 := S(xn2 , 1/2). Está claro que, por un lado xn2 ∈ S1 y que
xn ∈ S2 para todos los n > n2. Y así sucesivamente. Esta construcción está
representada en la figura 3.8.

De esta forma construimos una sucesión de esferas Sk := S(xnk
, 1/2k−1)

(representadas por los círculos rojos centrados en xnk
de la figura 3.8)

cuyos centros son los elementos de la subsucesión (xnk
)k de (xn)n que

cumplen que ρ(xnk+1
, xnk

) < 1/2k. Nótese que los centros xnm con m > k
siempre están en el interior de las bolas abiertas B(xnk

, 1/2k) (representa-
das por los círculos azules con líneas discontinuas centrados en xnk

de la
figura 3.8). Probemos que Sk+1 ⊂ Sk. Para ello probaremos que para cual-
quiera sea x ∈ Sk+1, se tiene que x ∈ Sk. En efecto, si x ∈ Sk+1, entonces
ρ(x, xnk+1

) ≤ 1/2k, luego la distancia entre x y xnk
cumple con

ρ(x, xnk
) ≤ ρ(x, xnk+1

) + ρ(xnk+1
, xnk

) <
1

2k
+

1

2k
=

1

2k−1
⇒ x ∈ Sk,

i.e., Sk+1 ⊂ Sk y, por tanto, la sucesión (Sk)k es una sucesión de esferas
encajadas cuyos radios, por construcción, son tales que rk = 1/2k−1 → 0.
Pero como, por hipótesis, cualquier sucesión de esferas encajadas cuyos
radios tiendan a cero tiene intersección no vacía, entonces existe x ∈⋂∞

k=1 Sk, y obviamente ĺımk→∞ xnk
= x (¿por qué?). Pero (xn)n es una

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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Sk

Sk+1

xnk+1

xnk

Figura 3.8: Esquema de la construcción de la sucesión de esferas encajadas
Sk := S(xnk

, 1/2k−1).

sucesión fundamental y hemos probado que tiene una subsucesión con-
vergente, luego la propia sucesión converge a x (ver el apartado 2 del
Problema 3.13). Como (xn)n era arbitraria, X es completo.

Ejercicio 3.5.21 Prueba que si X es completo, entonces
⋂∞

n=1 Sn(xn, rn),
con rn → 0, contiene un único punto. (Ayuda: Usa el teorema anterior y
reducción al absurdo).

Basta notar que, si para todo n ∈ N, los elementos x ̸= y pertenecen
a todas las esferas Sn, entonces ρ(x, y) ≤ 2rn → 0, lo que implica que
x = y.

Apliquemos el teorema anterior al espacio métrico R. Como sabemos
R es completo, luego toda sucesión de esferas encajadas, en este caso los
intervalos cerrados [xn − rn, xn + rn], tales que rn

n→∞−→ 0 tienen al menos
un punto en común

⋂∞
n=1[xn− rn, xn+ rn] ̸= ∅. De hecho tienen uno y sólo

uno. Lo anterior no es más que el Teorema de los intervalos encajados de
Cantor en R.

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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Nota 3.5.22 Para la prueba del Teorema de las esferas encajadas 3.5.20
ha sido esencial el hecho de que la intersección infinita

⋂∞
n=1 Sn(xn, rn)

sea no vacía, lo cual no es cierto en general. Por ejemplo, si tomamos los
conjuntos Mn = [n,∞) ⊂ R, entonces Mn+1 ⊂ Mn pero

⋂∞
n=1Mn = ∅. En

este caso el Teorema de las esferas encajadas no es aplicable (¿por qué?).

Veamos, sin embargo, que si los conjuntos encajados son conjuntos com-
pactos no vacíos, entonces su intersección infinita no es vacía. Así, probemos
que una sucesión de conjuntos compactos no vacíos (Sn)n son tales que, pa-
ra todo n ∈ N, Sn+1 ⊂ Sn, entonces

⋂∞
n=1 Sn ̸= ∅. Además, en el caso

de que los diámetros d(Sn) → 0, entonces dicha intersección consta de un
único punto.

Para demostrarlo vamos a elegir de cada Sn un elemento xn y vamos
construir con ellos la sucesión (xn)n. Está claro que, por construcción, xm ∈
Sk para todos m ≥ k. Como S1 es compacto entonces existe una subsucesión
(xnk

)k de (xn)n que es convergente. Denotemos por x al límite de dicha
subsucesión. Está claro que x ∈ S1. Notemos además que, por construcción,
todos los términos de (xnk

)k, excepto quizá el primero pertenecen a S2 (¿por
qué?), luego x es un punto límite de S2, y como S2 es compacto, y por tanto
cerrado, x ∈ S2. Pero todos los términos de (xnk

)k, excepto quizá los dos
primeros pertenecen a S3, luego luego x es un punto límite de S3, y por tanto
x ∈ S3. Y así sucesivamente. De esta forma tenemos que x es punto límite
de todas los Sn y por tanto x ∈ Sn, para todo n. Luego x ∈

⋂∞
n=1 Sn, lo que

prueba el resultado. Eso si, de la prueba se desprende que puede haber más
elementos de X en la intersección de todos los Sn. Para poder asegurar que
solo haya uno es necesario asumir que los diámetro d(Sn) → 0, prueba que
dejamos al lector.

Para terminar este apartado vamos a discutir el concepto de comple-
tamiento de un espacio métrico. Para ello necesitamos la siguiente defini-
ción:

Definición 3.5.23 Sea T : X 7→ Y una aplicación biyectiva del espacio
métrico (X, ρ) al espacio métrico (Y, σ). Diremos que T es una isometría si

∀x1, x2 ∈ X, ρ(x1, x2) = σ(Tx1, Tx2).

Dos espacios métricos (X, ρ) e (Y, σ) son isométricos si existe una isometría
entre (X, ρ) e (Y, σ).

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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102 Capítulo 3. Espacios métricos

Esto tiene una implicación muy importante: si dos espacios son isomé-
tricos, entonces las distancias de los elementos originales y de sus imá-
genes según T son las mismas, es decir, los espacios sólo difieren por la
naturaleza del conjunto X pero son idénticos según la métrica. En particu-
lar los conceptos topológicos (entorno, cercanía, etc) son equivalentes en
ambos espacios.

Definición 3.5.24 Sea X un conjunto cualquiera y sea ρ una función tal
que (X, ρ) sea un espacio métrico. Llamaremos completamiento de (X, ρ) al
espacio métrico completo (X∗, σ) tal que X ⊂ X∗ y X = X∗.

Es decir, el conjunto X es un subconjunto denso de X∗ en el espacio mé-
trico (X∗, σ).

Por ejemplo, el conjunto de todos los reales R es el completamiento
del conjunto de los racionales Q usando en ambos casos la métrica de R
(ver Ejemplo 3.1.3).

Ejercicio 3.5.25 ¿Cuál es el completamiento del espacio (0, 1) discutido
anteriormente?

Teorema 3.5.26 Todo espacio métrico (X, ρ) tiene un completamiento. Di-
cho completamiento es único salvo isometrías. Es decir, si X∗ y X∗∗ son
dos completamientos de X, entonces existe una aplicación T : X∗ 7→ X∗∗,
x∗∗ = Tx∗ tal que Tx = x para todo x ∈ X y ρ∗(x∗, y∗) = ρ∗∗(Tx∗, T y∗).

La demostración de este Teorema se puede encontrar, por ejemplo, en [9,
§3.4 pág. 76] y [10, §1.6, pág. 41].

3.5.2. El Teorema del punto fijo

Definición 3.5.27 Sea T : X 7→ X una aplicación. Si existe un α ∈ (0, 1)
tal que

∀x, y ∈ X ⇒ ρ(Tx, Ty) ≤ αρ(x, y),

diremos que T es una aplicación de contracción.

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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Ejercicio 3.5.28 Prueba que toda aplicación de contracción es continua.

Usando la definición de continuidad mediante sucesiones (ver Ejercicio
3.5.8) tenemos que probar que si xn → x, entonces Txn → Tx. Pero
como T es de contracción ρ(Txn, Tx) ≤ αρ(xn, x) → 0, de donde se tiene
el resultado. Nótese que no es necesario que α ∈ (0, 1) para probar el
resultado.

Definición 3.5.29 Sea T : X 7→ X una aplicación. El punto x ∈ X se
denomina punto fijo de T si Tx = x.

Teorema 3.5.30 (Del punto fijo) Sea X un espacio métrico completo y
T : X 7→ X una aplicación de contracción. Entonces T tiene un único punto
fijo.

Demostración: Sea x0 ∈ X cualquiera. Construyamos la siguiente suce-
sión

x0, x1 = Tx0, x2 = Tx1, xn = Txn−1 ⇒ xn = T nx0.

Probemos que (xn)n es fundamental. En efecto,

ρ(xn, xn+p) = ρ(T nx0, T
n(T px0)) ≤ αρ(T n−1x0, T

n−1(T px0)) ≤ . . .

≤ αnρ(x0, T
px0) = αnρ(x0, xp)

≤ αn [ρ(x0, x1) + ρ(x1, x2) + · · ·+ ρ(xp−1, xp)]

≤ αn
[
ρ(x0, x1) + ρ(Tx0, Tx1) + · · ·+ ρ(T p−1x0, T

p−1x1)
]

≤ αn
[
ρ(x0, x1) + αρ(x0, x1) + · · ·+ αp−1ρ(x0, x1)

]
= αnρ(x0, x1)

1− αp

1− α
≤ αn

1− α
ρ(x0, x1).

Luego, cualquiera sea ε > 0, existe un N ∈ N, tal que para todo n > N y
todo p ∈ N, ρ(xn, xn+p) < ε (¿por qué?), i.e., (xn)n es fundamental. Como
X es completo entonces dicha sucesión tiene límite, i.e., ĺımn→∞ xn = x.
Pero entonces, como T es continua ĺımn→∞ Txn = Tx, pero Txn = xn+1

y ĺımn→∞ xn+1 = ĺımn→∞ xn = x, así que tomando límites en Txn = xn+1

obtenemos x = Tx.
Para probar la unicidad asumamos que existen dos puntos fijos x e y

con x ̸= y. Así, Tx = x y Ty = y, pero

ρ(x, y) = ρ(Tx, Ty) ≤ αρ(x, y) ⇒ (1− α)ρ(x, y) ≤ 0 ⇒ ρ(x, y) = 0,

que implica x = y, lo cual es una contradicción.
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104 Capítulo 3. Espacios métricos

Corolario 3.5.31 Sea X un espacio métrico completo y sea T : X 7→ X
una aplicación de contracción. Entonces cualquiera sea el elemento x0 ∈ X
la sucesión x0, x1 = Tx0, . . . , xn = Txn−1, . . . , tiene un único punto límite
que coincide con el punto fijo de T . Además, ρ(xn, x) ≤ αn

1−α
ρ(x0, x1).

Demostración: La prueba es inmediata a partir de la desigualdad

ρ(xn, xn+p) ≤
αn

1− α
ρ(x0, x1),

tomando el límite cuando p→ ∞.

Ejemplo 3.5.32 Como ejemplo sencillo consideremos las funciones reales
en f : [a, b] 7→ R tales que para todos x1 e x2 de [a, b] se satisface la con-
dición de Lipschitz con K ∈ (0, 1), i.e.,

|f(x1)− f(x2)| ≤ K|x1 − x2|, K ∈ (0, 1).

Entonces, f es una aplicación de contracción y por el Teorema del punto
fijo la sucesión

x0, x1 = f(x0), x2 = f(x1), xn+1 = f(xn), . . .

converge a un único límite x tal que x = f(x). En particular, f satisface
la condición de Lipschitz con K ∈ (0, 1) si f es diferenciable y |f ′(x)| ≤
K < 1 en [a, b].

Definición 3.5.33 Sea (Tn)n una sucesióna de aplicaciones Tn : X 7→ Y y
seaM ⊂ D(T ). Diremos que Tn converge puntualmente enM a T : X 7→ Y,
si para todo x ∈M la sucesión (Tnx)n es convergente, i.e., para cada x ∈M
ĺımn→∞ Tnx = Tx = y ∈ Y.

aSe asume que todos los operadores Tn tienen el mismo dominio D(Tn).

En otras palabras

∀ε > 0 y ∀x ∈M ∃N := N(ε, x) ∈ N; ∀n > N ⇒ ρ(Tnx, Tx) < ε.

Está claro de la definición anterior que el número N depende no sólo del
valor de ε sino también del elemento x. Para diferentes x tendremos en
general diferentes N .
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Definición 3.5.34 Sea (Tn)n una sucesión de aplicaciones Tn : X 7→ Y y
sea M ⊂ D(T ). Diremos que Tn converge uniformemente en M a T : X 7→
Y, si

∀ε > 0 ∃N := N(ε) ∈ N; ∀n > N y ∀x ∈M ⇒ ρ(Tnx, Tx) < ε.

Es decir, fijado el ε > 0, podemos escoger un N tal que la desigualdad
ρ(Tnx, Tx) < ε es cierta en todo el subconjunto M .

Este concepto es bastante delicado incluso en el caso de las funciones
reales como ya vimos en el capítulo 1 de estas notas.

Una aplicación del Teorema del punto fijo

Apliquemos el Teorema del punto fijo vamos a probar el siguiente re-
sultado:

Teorema 3.5.35 (Picard) Sea f(x, y) una función continua en Ω ⊂ R2,
Ω = {(x, y)| |x−x0| ≤ a, |y−y0| ≤ b}. Supongamos además que f satisface
la condición de Lipschitz en y, en Ω, i.e.,

∃K > 0; ∀x, y, ỹ ∈ Ω, |f(x, y)− f(x, ỹ)| ≤ K|y − ỹ|.

Entonces, existe un δ-entorno de x0, donde el problema de valores iniciales

y′(x) = f(x, y), y(x0) = y0,

tiene solución única.

Demostración: Ante todo notemos que el problema de valores iniciales
es equivalente a la siguiente ecuación integral

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, y(t))dt.

La idea de la prueba es la siguiente. Vamos a probar que la aplicación

T : C∗ 7→ C∗, ϕ = Ty ϕ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, y(t))dt,

es una aplicación de contracción en cierto espacio completo C∗.
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106 Capítulo 3. Espacios métricos

Como f es continua en Ω que es cerrado y acotado, entonces (por el
Teorema de Weierstrass para las funciones continuas) existe un M > 0 tal
que para todos (x, y) ∈ Ω, |f(x, y)| ≤ M . Dado δ > 0 tal que Kδ < 1, sea
el conjunto cerrado y acotado Ω′ ⊂ Ω, Ω′ = {(x, y)| |x− x0| ≤ δ, |y− y0| ≤
Mδ}. Está claro que en Ω′ también se tiene que |f(x, y)| ≤M .

Denotemos por C∗ el espacio de las funciones continuas y(x) en el
intervalo I definido por |x − x0| ≤ δ y tales que |y(x) − y0| ≤ Mδ (di-
cho intervalo I existe pues y(x) es continua). Definamos en C∗ la mé-
trica ρ(g, h) = máxx∈I |g(x) − h(x)|. Probemos que C∗ es cerrado en el
espacio C∞

I de las funciones continuas en I y, por tanto, completo (¿por
qué?). Para ello tomemos una sucesión (yn(t))n ∈ C∗ cualquiera tal que
yn(t)

n→∞−→ y(t). Como (yn(t))n ∈ C∗ entonces, para todo n y cualquiera sea
t ∈ I se cumple que |yn(t)− y0| ≤Mδ, de donde se sigue

|y(t)− y0| ≤ |y(t)− yn(t)|+ |yn(t)− y0| ≤ máx
x∈I

|y(t)− yn(t)|+Mδ.

Tomando el límite cuando n → ∞ en la expresión anterior y usando que
yn(t)

n→∞−→ y(t), se tiene que |y(t)− y0| ≤ Mδ, i.e., y(t) ∈ C∗, luego, por el
apartado b) de la Proposición 3.5.4 C∗ es cerrado.

Definamos sobre C∗ la siguiente aplicación T :

ϕ = Ty ϕ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, y(t))dt.

Probemos que T transforma C∗ en C∗. En efecto, si y(x) ∈ C∗, entonces
para todo t ∈ I, |y(t)− y0| ≤Mδ y |f(t, y(t))| ≤M , luego

|Ty − y0| = |ϕ(x)− y0| ≤
∫ x

x0

|f(t, y(t))|dt ≤Mδ ⇒ Ty ∈ C∗.

Además, cualesquiera sean y e ỹ de C∗, ϕ = Ty, ϕ̃ = T ỹ,

|ϕ− ϕ̃| ≤
∫ x

x0

|f(t, y(t))− f(t, ỹ(t))|dt ≤ Kδmáx
x∈I

|y − ỹ|,

de donde se sigue, tomando máx en I que ρ(ϕ, ϕ̃) ≤ Kδρ(y, ỹ), con Kδ <
1. O sea, T es de contracción luego, por el Teorema 3.5.30, T tiene un
único punto fijo, y por tanto la ecuación Ty = y tiene solución única, i.e.,
el problema de valores iniciales tiene una única solución en el espacio C∗

de las funciones continuas en I = [x0 − δ, x0 + δ] tales que |y(x) − y0| ≤
Mδ.
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Nótese que del corolario 3.5.31 se sigue que la solución del problema
de valores iniciales puede ser aproximada mediante la sucesión

y0(x) = y0, y1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, y0(t))dt · · ·

yn(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, yn−1(t))dt · · ·

conocida como sucesión de Picard.5

3.6. El Teorema de las categorías de Baire

Vamos a terminar este capítulo demostrando un teorema importante
relacionado con los espacios métricos completos que nos será de utilidad
más adelante.

Teorema 3.6.1 (Baire) Todo espacio métrico completo X ̸= ∅ es de segun-
da categoría.

Demostración: Supongamos que X es magro (de primera categoría), en-
tonces

X =
∞⋃
k=1

Mk, Mk ⊂ X conjuntos raros. (3.6.1)

Sea M1 raro. Entonces M1 no puede contener un entorno (abierto). Pero
X si que puede contener un abierto (el propio X), luego X ̸= M1 ̸= ∅, de
donde se sigue que C(M1) := X \M1 es no vacío. Sea x1 ∈ C(M1). Como
x1 ̸∈M1, x1 no puede ser ni punto de acumulación ni punto frontera deM1

(¿por qué?) y, por tanto, ha de haber una bola6 B1 := B(x1, ε1) ⊂ C(M1),
ε1 < 1/2 (M1 es cerrado, luego C(M1) es abierto y x1 es un punto interior
de C(M1)). Nótese que B1

⋂
M1 = ∅.

Sea ahora M2, que también es raro y, por tanto, M2 no puede conte-
ner abiertos. Entonces M2 no puede contener a la bola B(x1, ε1/2), por
tanto C(M2)

⋂
B(x1, ε1/2) ̸= ∅ es no vacío y abierto, luego podemos ele-

gir un x2 y una bola B2 := B(x2, ε2), ε2 < ε1/2 < 1/22, tal que B2 ⊂
C(M2)

⋂
B(x1, ε1/2) ⊂ B1 (está claro que B(x1, ε1/2) ⊂ B(x1, ε1) = B1)

5Compárese con lo discutido en el apartado 2.2.
6Recuérdese que las bolas son conjuntos abiertos.
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108 Capítulo 3. Espacios métricos

con B2

⋂
M2 = ∅ (B2 está en el complementario de M2). Y así sucesiva-

mente.

De esta forma tendremos una sucesión de bolas abiertas7 (entornos)
B1, B2, . . . , Bn, . . . , con εk < 1/2k tales que Bk

⋂
Mk = ∅, y

Bk+1 = B(xk+1, εk+1) ⊂ B(xk, εk/2) ⊂ B(xk, εk) = Bk.

Es más, para todo n > m

Bn = B(xn, εn) ⊂ B(xm, εm/2) ⊂ B(xm, εm) = Bm,

por tanto ρ(xn, xm) < 1/2m, lo que significa que la sucesión (xn)n de los
centros de Bn es de Cauchy. Como X es completo, xn → x, x ∈ X. Además,
de la inclusión anterior Bn ⊂ B(xm, εm/2) se tiene que xn ∈ B(xm, εm/2),
y, por tanto, de la desigualdad triangular se sigue que para todo n > m

ρ(xm, x) ≤ ρ(xm, xn) + ρ(xn, x) ≤
εm
2

+ ρ(xn, x) →
εm
2

cuando n → ∞. Luego, ρ(xm, x) ≤ εm/2 < εm, i.e., x ∈ Bm para todo
m ∈ N. Como Bm ∈ C(Mm), entonces, para todo m, x ̸∈ Mm, lo cual
contradice (3.6.1). Luego X no puede ser de primera categoría lo cual
prueba el teorema.

Corolario 3.6.2 Sea un espacio métrico completo X ̸= ∅. Supongamos que

X =
∞⋃
k=1

Mk, Mk ⊂ X, Mk conjuntos cerrados.

Entonces al menos un Mk contiene un abierto no vacío (un entorno).

Demostración: Si fuese falso todos los Mk serían conjuntos raros (pues
al ser cerrados Mk = Mk) y X sería un conjunto de primera categoría
(magro) lo cual contradice el Teorema de Baire.

Nótese que dado un espacio métrico X, si X es una unión numerable
de conjuntos Mk, donde los subconjuntos Mk ⊂ X, k = 1, 2, . . . , no son
necesariamente cerrados, entonces

X =
∞⋃
k=1

Mk =
∞⋃
k=1

Mk,

7En la prueba se puede también razonar con cerrados y usar el Teorema de las esferas
encajadas (ver Problema 3.22).
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donde la última igualdad se sigue de que cambiar los Mk por sus clausuras
no adiciona ningún nuevo elemento a X. Si tenemos en cuenta el corolario
3.6.2 ello nos dice que si X es completo y es una unión numerable de
conjuntos Mk, entonces al menos uno de los Mk es tal que su clausura Mk

tiene interior no vacío.

Otro corolario del Teorema de Baire es que todo espacio métrico com-
pleto X no constituido por puntos aislados es necesariamente no nume-
rable pues si lo fuese entonces X =

⋃∞
k=1{xk}, pero cada conjunto {xk}

constituido por un único punto xk es raro y por tanto X sería de primera
categoría, lo cual contradice el Teorema de Baire. De lo anterior se sigue,
por ejemplo, que R no es numerable.

Dos aplicaciones “sencillas” al análisis clásico

El Teorema de Baire nos será de gran utilidad para probar algunos
teoremas clásicos del análisis funcional como veremos más adelante. No
obstante, en este apartado veremos dos ejemplos “sencillos” de aplicación
al análisis clásico.

Ejemplo 1. No es complicado probar que existen funciones continuas
en los irracionales y discontinuas en los racionales para distintos sub-
conjuntos de R (ver, por ejemplo, el Problema 3.21). ¿Y al contrario? Es
decir, ¿existen funciones continuas en los racionales y discontinuas en
los irracionales? La respuesta es no.

Vamos a probar que no existen funciones definidas en [0, 1] que sean
continuas en cada racional de (0, 1) y discontinuas en cada irracional de
(0, 1). Para ello necesitamos ciertas definiciones previas.

Sea a ∈ I ⊂ R, I abierto, y sea Iδ(a) = (a − δ, a + δ) ⊂ I. Definamos
las cantidades

ω(f, I) = sup
x,y∈I

|f(x)− f(y)|, ω(f, a) = ĺım
δ→0

ω(f, Iδ(a)),

conocidas como oscilaciones de f en el abierto I y el punto a ∈ I, respec-
tivamente. Es claro de lo anterior que para todo abierto U ⊂ I, ω(f, U) ≤
ω(f, I), luego ω(f, a) ≤ ω(f, Iδ(a)) ≤ ω(f, I). Nótese que si ω(f, a) = 0,
entonces para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que ω(f, Iδ(a))<ε. Por tanto,

|f(x)− f(a)| ≤ sup
x,y∈Iδ(a)

|f(x)− f(y)| = ω(f, Iδ(a)) < ε,
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de donde se sigue que f es continua en x = a. Además, de la definición
de ω(f, a) se deduce que si f es continua en a, ω(f, a) = 0. Así, tenemos
la siguiente propiedad:

Propiedad I: Una función f es continua en x = a si y solo si ω(f, a) = 0.

Por otro lado, el conjunto U(x, ε) de las x ∈ I tales que ω(f, x) < ε,
para todo ε > 0 es abierto. Para ello tomemos ε > 0 y sea x0 ∈ U(x, ε). Sea
J ⊂ U(x, ε) un abierto que contenga a x0 tal que ω(f, J) < ε. Entonces,
para todo y ∈ J se tiene que ω(f, y) ≤ ω(f, J) < ε, i.e., y ∈ U(x, ε) y por
tanto J ⊆ U(x, ε), luego U(x, ε) es abierto.

Propiedad II: Para cada ε > 0, el conjunto U(x, ε) = {x ∈ I |ω(f, x) < ε}
es abierto.

Supongamos que tenemos una función continua en cada racional de
(0, 1) y discontinua en cada irracional de (0, 1). Para ello usaremos que
X = (0, 1) es un espacio métrico con la métrica habitual de R. Sean los
conjuntos

Un = {x ∈ (0, 1) |ω(f, x) < 1/n} , n = 1, 2, . . . .

De la Propiedad II se sigue que, para todo n ∈ N, los Un son abiertos.
Como f es continua en los racionales rn ∈ (0, 1), la Propiedad I implica
ω(f, rn) = 0, luego

⋂∞
n=1 Un = (0, 1)

⋂
Q, es decir, la intersección de todos

los Un solo pueden ser los racionales de (0, 1) (pues f es discontinua en
los irracionales, luego ω(f, i) ≥ ε > 0 para todo i irracional). Como los
racionales son densos en (0, 1), entonces cada Un es denso en (0, 1) (pues
la intersección de todos los Un son los racionales de (0, 1)). Sean ahora
los conjuntos Vn = (0, 1) \ Un, n = 1, 2, . . . , que son cerrados (son los
complementarios de los Un que eran abiertos). Como los Un son densos en
(0, 1), entonces los Vn son raros en (0, 1) pues (0, 1) = X = Un = X \ Vn =

X \ Vn (ver la Proposición 3.4.10). Además8, (0, 1) \ Q =
⋃∞

n=1 Vn. Como
Q es numerable, y, por tanto, Q

⋂
(0, 1) también, podemos construir una

sucesión (qn)n que enumera a los racionales de (0, 1). Entonces

(0, 1) = V1
⋃

{q1}
⋃

V2
⋃

{q2}
⋃

· · ·

y, por tanto,

[0, 1] = {0}
⋃

{1}
⋃

V1
⋃

{q1}
⋃

V2
⋃

{q2}
⋃

· · ·

8Ello se sigue de la ley de Morgan (X \A)
⋃
(X \B) = X \ (A

⋂
B).
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que es una unión numerable de conjuntos raros y, por tanto, de prime-
ra categoría. Pero [0, 1] es completo (es un cerrado de R), luego, por el
Teorema de Baire es de segunda categoría, lo cual es una contradicción.

Ejemplo 2. Sea C∞
[0,1] el espacio métrico de las funciones continuas en

[0, 1] con la métrica del ρ(f, g) = máxx∈[0,1] |f(x) − g(x)|. Como ya vi-
mos en el Ejemplo 3.5.18, este espacio es completo. Sea A el espacio de
las funciones continuas que tienen al menos en un punto una derivada
lateral finita. Entonces A ⊂ C∞

[0,1] es un conjunto de primera categoría.

Es decir, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.6.3 El conjunto de todas las funciones continuas que no tienen
ninguna derivada finita en ningún punto del intervalo [0, 1] es de segunda
categoría.

Demostración: Para probar el teorema construiremos la siguiente familia
de subconjuntos En de las funciones continuas f ∈ C([0, 1]) tales que para
cada n ∈ N

En =

{
|f(x+ h)−f(x)|

h
≤ n, ∀h ∈ (0, 1/n), para algún x ∈ [0, 1−1/n]

}
.

Si una función continua es tal que en algún punto su derivada lateral
por la derecha existe, entonces el cociente |f(x+h)−f(x)|

h
, h > 0, es acotado

(¿por qué?), de donde se deduce que todo elemento de A, el espacio de
las funciones continuas que tienen al menos en un punto una derivada
lateral por la derecha finita, pertenece a algún En, y, por tanto, las que
tienen derivada finita también. Está claro que el conjunto de los En es
numerable.

Demostremos que En es cerrado para todo n. Para ello probaremos que
si f ∈ En, entonces f ∈ En. Como f ∈ En, entonces existe una sucesión
(fk)k ∈ En tal que fk → f , con f continua (recordemos que en la métrica
de C∞

[0,1] la convergencia es uniforme). Como fk ∈ En, existe para cada k
un x ∈ [0, 1−1/n], que denotaremos por xk, tal que

|fk(xk + h)− f(xk)|
h

≤ n, xk ∈ [0, 1−1/n].

Como xk es una sucesión acotada, podemos encontrar una subsucesión
convergente xkj → x ∈ [0, 1−1/n]. Para dicha subsucesión tenemos

|fkj(xkj + h)− f(xkj)|
h

≤ n, xkj ∈ [0, 1−1/n].
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Pero como fk → f , entonces fkj → f , luego, tomando límite cuando
j → ∞ tenemos que

|f(x+ h)− f(x)|
h

≤ n,

para cierto x ∈ [0, 1−1/n], i.e., f ∈ En.

Nota: Existe otra forma de probar que f ∈ En que es la siguiente. Como f ∈ En,
entonces existe (fk)k ∈ En tal que fk → f , con f continua Ahora bien, como
fk → f tenemos que para todo ε > 0, existe un N ∈ N, tal que para todo k > N ,

máx
x∈[0,1]

|f(x)− fk(x)| <
1

2
hε.

Por otro lado,

|f(x+ h)− f(x)|
h

≤|f(x+ h)− fk(x+ h)|
h

+
|fk(x+ h)− fk(x)|

h

+
|fk(x)− f(x)|

h
.

Luego, luego para todo ε > 0 y todo k > N tenemos que el primer y último
sumandos son menores o iguales que ε/2 y, por tanto,

|f(x+ h)− f(x)|
h

≤|fk(x+ h)− fk(x)|
h

+ ε.

Pero, para cada ε > 0 y cada k existe un x ∈ [0, 1−1/n] tal que

|fk(x+ h)− fk(x)|
h

≤ n,

pues fk ∈ En, de donde se sigue que

|f(x+ h)− f(x)|
h

≤ n,

y, por tanto, f ∈ En, luego En es cerrado.

Probemos ahora que C([0, 1]) \ En = C([0, 1]), entonces por la Proposi-
ción 3.4.10, En es raro y, por tanto, la unión de todos los En es de primera
categoría, luego A también.

Notemos que Dn = C([0, 1]) \ En es el conjunto de las f ∈ C([0, 1])
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tales que para cada n ∈ N

Dn=

{
|f(x+ h)−f(x)|

h
> n, para algún h ∈ (0, 1/n), y ∀x ∈ [0, 1−1/n]

}
.

Para probar que Dn = C([0, 1]) lo que haremos en demostrar que en
cualquier entorno de C([0, 1]) hay un elemento de Dn, o lo que es lo mis-
mo, que para cualquiera sea ϕ ∈ C([0, 1]) y cualquiera sea ε > 0, existe
una g ∈ Dn tal que ρ(ϕ, g) < ε. Para ello necesitamos un teorema auxiliar
cuya prueba9 omitiremos:

Teorema 3.6.4 (de aproximación de Weierstrass) Sea I un intervalo
cerrado y acotado de R y sea ϕ(x) una función continua en I. Entonces,
para todo ε > 0 existe un polinomio p(x) definido en I tal que

máx
x∈I

|ϕ(x)− p(x)| < ε.

Entonces, para toda función ϕ ∈ C([0, 1]) existe un polinomio p(x) en
[0, 1] tal que ρ(ϕ, p) < ε/4. Para cada n ∈ N construyamos una función
sierra (una recta creciente y una decreciente) sn(x) como la de la figura
3.9 cuya altura sea ε/4 y cuya pendiente m sea mayor, en valor absoluto,
que máxx∈[0,1] |p′(x)| + n, de forma que la función10 g(x) = p(x) + sn(x)
pertenece a cada Dn y es tal que

|ϕ(x)− g(x)| ≤ |ϕ(x)− p(x)|+ |sn(x)| ≤
ε

2
⇒ ρ(ϕ, g) < ε.

Así En es raro pues su complementario es denso en C([0, 1]). Ahora
bien, como A ⊂

⋃∞
n=1En, y los En son raros, entonces A es de prime-

ra categoría, y como C([0, 1]) es completo (ver Ejemplo 3.5.18) enton-
ces, por el Teorema de Baire 3.6.1 es de segunda categoría. Ahora bien,
C([0, 1]) = A

⋃
{C([0, 1]) \ A}, de donde se sigue que C([0, 1]) \ A es de

segunda categoría.

Así pues, el conjunto de las funciones continuas en [0, 1] (que tienen
una derivada direccional por la derecha en al menos un punto es un con-
junto de primera categoría, y por tanto el conjunto de las que son deri-
vables también. Sin embargo, el conjunto de las funciones continuas que

9Ver, e.g., [4, pág. 129–130].
10Nótese que para sn(x) se tiene que, para todo x ∈ (0, 1) siempre existe un h > 0 lo

suficientemente chico tal que |sn(x+ h)−sn(x)|/h = m, siendo m la pendiente de los
dientes de sn.
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0 1

ε
4

sn(x)

Figura 3.9: La función sierra sn(x) definida en cada En.

no tienen derivada direccional por la derecha (y, por tanto, no son de-
rivables) en ningún punto es de segunda categoría. Es decir, el conjunto
de estas últimas funciones monstruos son las más comunes en el análisis,
mientras que las funciones con las que estamos acostumbrados a trabajar
constituyen un conjunto magro.

3.7. Problemas

Problema 3.1 Prueba la desigualdad de Young: dados dos números reales
a, b > 0 y p > 1, entonces,

a
1
p b

1
q ≤ 1

p
a+

1

q
b,

1

p
+

1

q
= 1. (3.7.1)

Además la igualdad sólo tiene lugar si a = b. Ayuda: Encuentra los extremos
de la función f : [0,∞) 7→ R, f(x) = xα − αx + α − 1, α ∈ (0, 1) y prueba que
f(x) ≤ 0 para todo x ≥ 0. Escogiendo x = a/b, a, b > 0 y α = 1/p, p > 1 se
deduce el resultado.

Solución: La función f es continua y derivable en (0,∞).

f ′(x) = α(xα−1 − 1), ⇒ f ′(1) = 0.
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Además f ′′(x) = α(α − 1)xα−2 < 0 pues α ∈ (0, 1). Luego en x = 1 f tiene un
máximo local. Pero como el único extremo local que tiene la función es éste, y
además f(0) = α − 1 < 0 y ĺımz→+∞ f(x) = −∞, entonces en x = 1 f tiene un
máximo absoluto. Además f(1) = 0, por tanto, f(x) ≤ 0 para todo x > 0, además
la desigualdad es estricta para todo x > 0 distinto de 1.

Si elegimos x = a/b, a, b > 0 y α = 1/p, p > 1, entonces, el resultado anterior
nos conduce a (3.7.1), además la igualdad sólo tiene lugar si x = 1, o sea, si
a = b.

Problema 3.2 Prueba la desigualdad de Hölder: Sean los números xi e
yi, i = 1, 2 . . . , n no negativos. Entonces, para todo p > 1 y q > 1, con
1
p
+ 1

q
= 1, se tiene

n∑
i=1

xi yi ≤

(
n∑

i=1

xpi

) 1
p
(

n∑
i=1

yqi

) 1
q

,
1

p
+

1

q
= 1, (3.7.2)

donde la igualdad sólo tiene lugar si xpi = c yqi para todo i = 1, 2, . . . , n (es
decir, si xpi y yqi son proporcionales). Ayuda: Usa la desigualdad de Young.

Solución: Si xi = yi = 0 para todo i = 1, 2, . . . , n, la desigualdad es trivial.
Supongamos entonces que al menos uno de los xi y de los yi son distintos de
cero. Sea

X =
n∑

i=1

xpi > 0, Y =
n∑

i=1

yqi > 0, y a =
xpi
X

, b =
yqi
Y
, p > 1,

entonces usando la desigualdad de Young (3.7.1) obtenemos(
xpi
X

) 1
p
(
ypi
Y

) 1
q

≤ 1

p

xpi
X

+
1

q

yqi
Y
,

sumando en i desde i = 1 hasta i = n obtenemos
n∑

i=1

xi

X
1
p

yi

Y
1
q

≤ 1

p

n∑
i=1

xpi
X

+
1

q

n∑
i=1

yqi
Y

=
1

p
+

1

q
= 1,

de donde se deduce la desigualdad. Finalmente, la igualdad se obtiene si y sólo
si a/b = 1, de donde se deduce la proporcionalidad de los valores de xpi y yqi .

Problema 3.3 Prueba la desigualdad de Minkowski (3.1.1) a partir de la
desigualdad de Hölder (3.7.2).

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l
116 Capítulo 3. Espacios métricos

Solución: Si xi = yi = 0 para todo i = 1, 2, . . . , n, la desigualdad es trivial.
Supongamos entonces que al menos uno de los xi y de los yi son distintos de
cero. Tenemos
n∑

i=1

(xi + yi)
p =

n∑
i=1

(xi + yi)(xi + yi)
p−1 =

n∑
i=1

xi(xi + yi)
p−1 +

n∑
i=1

yi(xi + yi)
p−1.

A continuación aplicamos la desigualdad de Hölder a ambos sumandos

n∑
i=1

xi(xi + yi)
p−1 ≤

(
n∑

i=1

xpi

) 1
p
(

n∑
i=1

(xi + yi)
(p−1)q

) 1
q

,

y
n∑

i=1

yi(xi + yi)
p−1 ≤

(
n∑

i=1

ypi

) 1
p
(

n∑
i=1

(xi + yi)
(p−1)q

) 1
q

,

donde la igualdad tiene lugar si y sólo si xpi = c′(xi + yi)
(p−1)q y ypi = c′′(xi +

yi)
(p−1)q, es decir, si xpi = c′/c′′ypi , o sea si xi = cyi, para todo i = 1, 2, . . . , n.

Ahora bien, como 1
p + 1

q = 1, entonces (p− 1)q = p, así pues,

n∑
i=1

(xi + yi)
p ≤

(
n∑

i=1

xpi

) 1
p
(

n∑
i=1

(xi + yi)
p

) 1
q

+

(
n∑

i=1

ypi

) 1
p
(

n∑
i=1

(xi + yi)
p

) 1
q

,

de donde, dividiendo por (
∑n

i=1(xi + yi)
p)

1
q obtenemos el resultado.

Problema 3.4 Encontrar los extremos de la función f : [0,∞) 7→ R,
f(x) = xα − αx + α − 1, con α > 1 o α < 0 y probar que f(x) ≥ 0
para todo x ≥ 0. Deduce a partir de este resultado las desigualdades aná-
logas a las desigualdades de Young (3.7.1), de Hölder (3.7.2) y Minkowski
(3.1.1), respectivamente.

Solución: Este problema es análogo a los Problemas 3.1–3.3, simplemente las
desigualdades son las contrarias.

Problema 3.5 Extiende a las series infinitas las desigualdades de Hölder

∞∑
i=1

xi yi ≤

(
∞∑
i=1

xpi

) 1
p
(

∞∑
i=1

yqi

) 1
q

, (3.7.3)

y Minkowski (3.1.3), respectivamente, donde (xi)i y (yi)i son sucesiones
de números no-negativos. Se asume que las sucesiones son tales que las
correspondientes series son convergentes.
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Solución: Si las series
∑∞

i=1 x
p
i y
∑∞

i=1 y
q
i convergen, entonces, de la desigualdad

(3.7.2) se tiene que las sumas parciales de la serie
∑∞

i=1 xi yi están acotadas y, al
ser esta una serie de términos positivos, es convergente (Criterio de comparación
de Weierstrass 1.2.8). Luego, tomando el límite cuando n → ∞ en (3.7.2) se
tiene (3.7.3). La desigualdad (3.1.3) se sigue de (3.1.1) tomando el límite cuando
n → ∞.

Problema 3.6 Sean f y g dos funciones continuas en [a, b]. Usando la
desigualdad de Young (3.7.1) prueba las desigualdades de Hölder∫ b

a
|f(x)g(x)|dx ≤

(∫ b

a
|f(x)|pdx

) 1
p
(∫ b

a
|g(x)|qdx

) 1
q

, p > 1, (3.7.4)

donde q es tal que 1
p + 1

q = 1, y Minkowski(∫ b

a
|f(x) + g(x)|pdx

) 1
p

≤
(∫ b

a
|f(x)|pdx

) 1
p

+

(∫ b

a
|g(x)|pdx

) 1
p

, p > 1.

¿Son ciertas estas igualdades si f y g son integrables?

Solución: Sea

X =

∫ b

a
|f(x)|pdx > 0, Y =

∫ b

a
|g(x)|qdx > 0, a =

|f(x)|p

X
, b =

|g(x)|q

Y
.

Aplicando la desigualdad de Young se sigue que(
|f(x)|p

X

) 1
p
(
|g(x)|q

Y

) 1
q

≤ 1

p
· |f(x)|

p

X
+

1

q
· |g(x)|

q

Y
.

Luego, por la monotonía de la integral, tenemos∫ b

a

(
|f(x)|

X
1
p

· |g(x)|

Y
1
q

)
dx ≤ 1

p

∫ b

a

|f(x)|p

X
dx+

1

q

∫ b

a

|g(x)|q

Y
dx =

1

p
+

1

q
= 1.

Multiplicando por X1/p e Y 1/q obtenemos la desigualdad buscada.

Probemos ahora la desigualdad de Minkowski. Si f o g son idénticamente
nulas, entonces la desigualdad es inmediata así que asumiremos que no lo son.
Notemos que, para p > 1,∫ b

a
|f(x) + g(x)|pdx =

∫ b

a
|f(x) + g(x)||f(x) + g(x)|p−1dx ≤

≤
∫ b

a
(|f(x)|+ |g(x)|)|f(x) + g(x)|p−1dx =

=

∫ b

a
|f(x)||f(x)+g(x)|p−1dx+

∫ b

a
|g(x)||f(x)+g(x)|p−1dx.
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Aplicando la desigualdad de Hölder (3.7.4) a los dos miembros de la última
igualdad obtenemos∫ b

a
|f(x)||f(x) + g(x)|p−1dx+

∫ b

a
|g(x)||f(x) + g(x)|p−1dx ≤

≤

([∫ b

a
|f(x)|pdx

] 1
p

+

[∫ b

a
|g(x)|pdx

] 1
p

)[∫ b

a
|f(x) + g(x)|(p−1)qdx

] 1
q

.

Como 1
p + 1

q = 1, se tiene que (p − 1)q = p, entonces dividiendo la expresión

anterior por
(∫ b

a
|f(x) + g(x)|pdx

) 1
q

, y usando que

∫ b

a
|f(x) + g(x)|pdx(∫ b

a |f(x) + g(x)|pdx
) 1

q

=

(∫ b

a
|f(x)+ g(x)|pdx

)1− 1
q

=

(∫ b

a
|f(x)+ g(x)|pdx

)p

se obtiene el resultado.

Como se ve de la prueba la continuidad de f y g no es necesaria, lo que se
necesita es que las funciones f y g y sus correspondientes potencias sean integra-
bles. Está claro que si f y g son continuas son integrables.

Problema 3.7 Prueba que los espacios métricos definidos en los Ejemplos
3.1.5–3.1.7 y 3.1.12 son separables. Ayuda: Usa los subespacios definidos
mediante los vectores y = (q1, q2, . . . , qn), qk ∈ Q, k = 1, 2, . . . , n para los es-
pacios de los ejemplos 3.1.5–3.1.7 y los subespacios definidos por los vectores
y = (q1, q2, . . . , qn, 0, 0, . . .), para todo n ∈ N, en el espacio del Ejemplo 3.1.12
(p ≥ 1) y prueba que son numerables y densos en los correspondientes espacios
métricos.

Solución: Como en el Problema 3.15 es suficiente con probarlo para Rn
p , p ≥ 1.

Sean los vectores y = (q1, q2, ..., qn), qk ∈ Q, k = 1, 2, ..., n. Como la unión finita
de conjuntos numerables es numerable, y Q es numerable, el conjunto Y de todos
los y anteriores es numerable. Probemos que Y es denso en Rn

p . Puesto que Q es
denso en R, entonces, para todo xi ∈ R y ε > 0, existe un qi ∈ Q tal que

|xi − qi| <
(
εp

n

)1/p

.
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Por tanto, para todo x = (x1, ..., xn) ∈ Rn
p existe un q = (q1, ..., qn) ∈ Y tal que

ρ(x, q) =

( n∑
i=1

|xi − qi|p
)1/p

< (εp)1/p ≤ ε.

Es decir, Y es denso en Rn
p , luego Rn

p es separable.

El caso de ℓp es totalmente análogo al caso especial de ℓ2 discutido en el
Ejemplo 3.4.5.

Problema 3.8 Prueba que el espacio R con la métrica discreta (ver Ejem-
plo 3.1.2) no es separable.

Solución: Supongamos que existe un conjunto M ⊂ R denso en R. Como M =

R, entonces todo x ∈ R es punto límite de M , luego existe una sucesión (xn)n ∈
M tal que xn → x. Pero las únicas sucesiones que convergen en nuestro espacio
son las que son constantes a partir de cierto N ∈ N (pues estamos tomando la
métrica discreta), lo cual implica que x ∈ M . Luego, si M es denso, M no puede
ser numerable y, por tanto, nuestro espacio no puede ser separable.

Problema 3.9 Sea B(a, b) el conjunto de todas las funciones acotadas (no
necesariamente continuas) en [a, b]. Prueba que B(a, b) es un espacio mé-
trico con la métrica ρ(f, g) = supx∈[a,b] |f(x) − g(x)|. Prueba que dicho es-
pacio no es separable. Ayuda: Sea el conjunto de todas las funciones ft(x) = 0

para 0 ≤ x < t y ft(x) = 1 para t ≤ x ≤ b, t ∈ [a, b]. Prueba que dicho conjunto
no es numerable. Calcula la distancia entre dos funciones cualesquiera de dicho
conjunto y razona como en el Ejemplo 3.4.6.

Solución: Probar que el espacio B(a, b) es un espacio métrico es similar al caso
del Ejemplo 3.1.10. Sea A el conjunto de todas las funciones ft(x) = 0 para
0 ≤ x < t y ft(x) = 1 para t ≤ x ≤ b, t ∈ [a, b]. Está claro que hay una función
ft para cada t ∈ [a, b], luego A es no numerable pues [a, b] no es numerable.
Además, la distancia entre cualesquiera dos funciones distintas del conjunto A es
1, por tanto, razonando como en el Ejemplo 3.4.6 podemos construir un conjunto
de bolas centradas en cada ft y disjuntas entre sí, siendo no numerable dicho
conjunto de bolas. Sea M cualquier conjunto denso en B(a, b). Entonces, en cada
una de las bolas anteriores debe haber al menos un elemento de M , luego M no
es numerable (el conjunto de las bolas no lo es) y como M era arbitrario, entonces
B(a, b) no tiene ningún conjunto numerable denso, así que B(a, b) tampoco lo es
y, por tanto, B(a, b) no puede ser separable.
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Problema 3.10 Sea X un espacio métrico y sea (xn)n una sucesión con-
vergente. Prueba que

1. (xn)n es acotada.

2. El límite de (xn)n es único.

3. Si xn
n→∞−→ x e yn

n→∞−→ y, entonces ĺımn→∞ ρ(xn, yn) = ρ(x, y), es
decir, la aplicación ρ : X 7→ R es continua. Ayuda: Usa que ρ(xn, yn) ≤
ρ(xn, x) + ρ(x, y) + ρ(y, yn).

Solución: 1. Por la definición de convergencia, sabemos que existe un N ∈ N
talque ρ(xn, L) < 1 para todo n > N . Además, existe el mı́nn=1,...,N ρ(xn, L) = δ.
Por tanto, si elegimos r > máx{1, δ} < +∞, tenemos que para todo n, xn ∈
B(L, r), i.e., está contenida en la bola centrada en L de radio r, luego (xn)n es
acotada.

2. Supongamos que la sucesión admite dos límites distintos l1 ̸= l2. Entonces,
por un lado, d = ρ(l1, l2) > 0, y por otro, como xn → l1 y xn → l2, entonces
para todo ε > 0 existe un N ∈ N tal que, para todo n > N se cumple, al mismo
tiempo, que ρ(xn, l1) <

ε
2 y ρ(xn, l2) <

ε
2 , por tanto,

ρ(l2, l1) ≤ ρ(l2, xn) + ρ(xn, l1) < ε ⇒ l1 = l2.

También se puede razonar como sigue: como xn → l1 y xn → l2, para todo ε > 0
existe (¿por qué?) un N tal que, para todo n > N , xn ∈ B(l1;

ε
3) y xn ∈ B(l2;

ε
3).

Como l1 ̸= l2 se puede siempre elegir ε > 0 tal que B(l1;
ε
3)
⋂
B(l2;

ε
3) = ∅. Pero

entonces xn ∈ B(l1;
ε
3)
⋂
B(l2;

ε
3) = ∅, lo cual es una contradicción.

3. Usando la desigualdad triangular tenemos

ρ(xn, yn) ≤ ρ(xn, y) + ρ(y, yn) ≤ ρ(xn, x) + ρ(x, y) + ρ(y, yn),

o sea, ρ(xn, yn)− ρ(x, y) ≤ ρ(xn, x) + ρ(y, yn). Análogamente

ρ(x, y)− ρ(xn, yn) ≤ ρ(xn, x) + ρ(y, yn).

Combinando ambas desigualdades obtenemos

|ρ(x, y)− ρ(xn, yn)| ≤ ρ(xn, x) + ρ(y, yn),

de donde se sigue el resultado pues ρ(xn, x) → 0, y ρ(yn, y) → 0.
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Problema 3.11 Es conocido que en R de toda sucesión acotada se puede
construir (extraer) una subsucesión convergente (Teorema de Bolzano-
Weierstrass). Sea ahora X un espacio métrico arbitrario y sea (xn)n una
sucesión acotada de X. ¿Se puede construir (extraer) de (xn)n una subsu-
cesión convergente? Justifica la respuesta.

Solución: No necesariamente. Por ejemplo, sea X = (0, 1) con la métrica ha-
bitual. La sucesión xn = 1/n es acotada pero no tiene límite en X y, por tanto,
tampoco tiene límite ninguna de sus subsucesiones. De hecho es suficiente cons-
truir una sucesión acotada en X cuyo límite no pertenezca a X (como el ejemplo
anterior). Puesto que todas las subsucesiones de una sucesión convergente tienen
el mismo límite que la propia sucesión, ninguna subsucesión será convergente.
Por tanto, la completitud de X es una condición necesaria. El próximo problema
nos muestra que no es suficiente.

Problema 3.12 Sea X un espacio métrico completo. Sea (xn)n una su-
cesión acotada en X. ¿Se puede extraer de (xn)n una subsucesión con-
vergente (es decir, ¿es cierto el Teorema de Bolzano-Weierstrass para los
espacios métricos completos?). Justifica tu respuesta. ¿Qué ocurre si X no
es completo?

Solución: Si X no es completo, ver Ejercicio 3.11, donde vimos que la comple-
titud era, en general, una condición necesaria. Supongamos que X es completo.
Mostremos que tampoco es suficiente. Sea ℓ∞ el espacio de las sucesiones acota-
das con la métrica del supremo (ver Ejemplo 3.1.11). Este espacio es completo
(ver Problema 3.16). Escojamos la sucesión x(k) = ek, donde ek es la sucesión
cuyos términos son todos nulos excepto en k-ésimo que tomamos igual a 1. Está
claro que la sucesión ∥x(k)∥ = 1 para todo k, luego es acotada. Además, para
todos n ̸= m ∈ N, ρ(x(k), x(m)) = 1, por tanto de dicha sucesión no podemos
extraer ninguna subsucesión convergente. Este ejemplo también nos vale si en
vez de usar ℓ∞ usamos ℓ2 como espacio métrico completo.

Problema 3.13 Sea (xn)n una sucesión fundamental (de Cauchy) de ele-
mentos de un espacio métrico X.

1. Prueba que (xn)n es acotada.

2. Sea (xnk
)k una subsucesión de (xn)n. Prueba que si (xnk

)k converge
a x, entonces (xn)n también converge y ĺımn→∞ xn = x.
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Solución: Sea una sucesión de Cauchy (xn)n ∈ X. Entonces,

∀ ε > 0, ∃ N ∈ N : ∀ n,m > N, ρ(xn, xm) < ε. (3.7.5)

1. Tomando ε = 1 en (3.7.5) se tiene que para todo n > N , ρ(xn, xN ) ≤ 1.
Razonando como en el punto uno del Problema 3.10 se tiene el resultado.

2. Sea (xnk
)k la subsucesión convergente a x ∈ X. Entonces, por un lado que

xnk
→ x si k → ∞, luego existe N > 0 tal que ρ(xnk

, x) < ε/2 si nk > N , y, por
el otro, como, para todo k ∈ N, nk ≥ k, tenemos por (3.7.5) que para k > N
(que podemos tomar sin pérdida de generalidad igual que el N anterior) que
ρ(xk, xnk

) < ε/2. Pero entonces, para k > N

ρ(xk, x) ≤ ρ(xk, xnk
) + ρ(xnk

, x) < ε,

de donde se sigue el resultado.

Problema 3.14 Prueba que el espacio métrico trivial del Ejemplo 3.1.2 es
completo.

Solución: Sea (xn)n ⊂ X una sucesión de Cauchy del espacio métrico trivial del
Ejemplo 3.1.2. Entonces se tiene (3.7.5). Eligiendo ε < 1 cualquiera tenemos,
por la definición de la métrica trivial, que ∀n,m > N , ρ(xn, xm) = 0, luego
∀n,m > N , xn = xm. Es decir, las únicas sucesiones de Cauchy de X son las que
son constantes a partir de cierto N , es decir, xn = xN+1 ∀n > N . Luego, todas
las sucesiones de Cauchy son convergentes y su límite es xN+1 ∈ X de donde se
sigue la completitud del espacio métrico trivial.

Problema 3.15 Prueba que los espacios métricos de los ejemplos 3.1.5–
3.1.7 son completos. ¿Y el del Ejemplo 3.1.8?

Solución: Vamos a probar que Rn
p , p ≥ 1 es completo de donde se sigue el

resultado para los ejemplos 3.1.5-3.1.6. La prueba es esencialmente la misma
que la del Ejemplo 3.5.16 así que solo daremos un esbozo de la misma.

Sea (x(k))k, x(k) := (x
(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n ) una sucesión de Cauchy. Entonces,

cualquiera sea ε > 0,

n∑
i=1

|x(k)i − x
(k+m)
i |p < εp, ∀m ∈ N, (3.7.6)

con tal que k sea lo suficientemente grande. Pero entonces como todos los suman-
dos son positivos, podemos asegurar que, para todo m ∈ N, |x(k)i − x

(k+m)
i | < ε,
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y k suficientemente grande. Es decir, cada una de las sucesiones reales x
(k)
i ,

k = 1, 2, . . . , n, es de Cauchy. Pero R es un espacio completo por lo que existe
ĺımk→∞ x

(k)
i = xi para cada i. Sea x = (x1, x2, . . . , xn). Como x

(k)
i converge a xi

para cada i, tomando el límite cuando m → ∞ en (3.7.6) tenemos
n∑

i=1

|x(k)i − xi|p ≤ εp,

i.e, ρ(x(k), x) ≤ ε, si n es suficientemente grande. Luego hemos probado que x(k)

converge a x y como x(k) era una sucesión fundamental arbitraria, se sigue que
Rn
p es completo.

Para el Ejemplo 3.1.8, i.e., para Rn
∞ el razonamiento es similar. De hecho, la

completitud para todos estos espacios se sigue del Teorema 4.3.2 que probaremos
en el próximo capítulo.

Problema 3.16 Prueba que el espacio métrico ℓ∞ del ejemplo 3.1.11 es
completo.

Solución: x(k) := (x
(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n , . . .) una sucesión de Cauchy. Usamos (3.7.5)

que, en nuestro caso, implica que supi∈N |x(k)i − x
(k+m)
i | < ε, luego ∀i ∈ N,

|x(k)i − x
(k+m)
i | < ε, i.e., cada una de las sucesiones x

(k)
i , k = 1, 2, . . . , n, es de

Cauchy. Pero R es un espacio completo por lo que existe ĺımk→∞ x
(k)
i = xi para

cada i. Sea x = (x1, x2, . . . , xn, . . .). Probemos que x ∈ ℓ∞. Para ello notemos que
para todo i ∈ N

|xi| ≤ |xi − x
(k)
i |+ |x(k)i |,

pero para cada i ∈ N, (x(k)i ) es de Cauchy, luego es acotada, y si elegimos k su-
ficientemente grande, podemos hacer |xi − x

(k)
i | suficientemente pequeño, luego

(xi)i es una sucesión acotada, luego x ∈ ℓ∞. Finalmente, como para todo i ∈ N,
|xi − x

(k)
i | es suficientemente pequeño, entonces supi∈N |xi − x

(k)
i |, también lo es,

luego x(k) → x. Como x(k) era una sucesión arbitraria de Cauchy, ℓ∞ es comple-
to.

Problema 3.17 Prueba que el espacio métrico definido en el Ejemplo
3.1.13 es completo y separable.

Solución: Sea X el espacio de las sucesiones reales con la métrica

ρ(x, y) =
∞∑
j=1

1

2j
|xj − yj |

1 + |xj − yj |
. (3.7.7)
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En primer lugar, como la función f(z) = z/(1 + z) ≤ 1 para todo x ≥ 0, tenemos
que

1

2j
|xj − yj |

1 + |xj − yj |
≤ 1

2j
= Mj ,

∞∑
j=1

Mj = 1 < ∞.

Por tanto, por el criterio de comparación de Weierstrass 1.2.8 tenemos que la
serie (3.7.7) es convergente cualquiera sean las sucesiones (xn)n e (yn)n que
escojamos.

Está claro que ρ(x, y) ≥ 0 y solo es cero si x = y. Además ρ(x, y) = ρ(y, x).
Por otro lado, como f(x) es creciente para x ≥ 0, entonces, para todos a, b ∈ R,
f(|a+b|) ≤ f(|a|+ |b|) y, por tanto, tomando a = xj−yj y b = yj−zj , obtenemos

ρ(x, z) =

∞∑
j=1

1

2j
|xj − zj |

1 + |xj − zj |
=

∞∑
j=1

1

2j
|xj − yj + yj − zj |

1 + |xj − yj + yj − zj |
≤

≤
∞∑
j=1

1

2j
|xj − yj |+ |yj − zj |

1 + |xj − yj |+ |yj − zj |
=

=

∞∑
j=1

1

2j
|xj − yj |

1 + |xj − yj |+ |yj − zj |
+

∞∑
j=1

1

2j
|yj − zj |

1 + |xj − yj |+ |yj − zj |
≤

≤
∞∑
j=1

1

2j
|xj − yj |

1 + |xj − yj |
+

∞∑
j=1

1

2j
|yj − zj |

1 + |yj − zj |
= ρ(x, y) + ρ(y, z).

Luego la función (3.7.7) es efectivamente una métrica y nuestro espacio es un
espacio métrico.

Probemos que X es completo. Sea (x(n))n ∈ X una sucesión de Cauchy. En-
tonces (3.7.5) implica que para todo ε′ > 0 existe un N ∈ N tal que para todos
n,m > N ,

ρ(x(n), x(m)) =

∞∑
j=1

1

2j
|x(n)j − x

(m)
j |

1 + |x(n)j − x
(m)
j |

< ε′. (3.7.8)

Ahora bien, para cada k ∈ N fijo y cualquiera sea ε > 0, tenemos11, para todos
n,m > N ,

1

2k
|x(n)k − x

(m)
k |

1 + |x(n)k − x
(m)
k |

≤
∞∑
j=1

1

2j
|x(n)j − x

(m)
j |

1 + |x(n)j − x
(m)
j |

<
1

2k
ε

1 + ε
,

11De hecho, de esta misma forma se puede probar que ρ(x, y) es suficientemente pe-
queño si y solo si |xi − yi| es suficientemente pequeño para cada i, donde x = (xi)i e
y = (yi)i.
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donde hemos elegido ε′ = 1
2k

ε
1+ε en (3.7.8). Como f es estrictamente creciente

para x > 0 lo anterior implica que para todo j ∈ N, |x(n)j − x
(m)
j | < ε. Es decir,

para cada j ∈ N, las sucesiones (x(n)j )n ∈ R son de Cauchy y como R es completo,

son convergentes. Sea x
(n)
j → xj cuando n → ∞. Está claro que x ∈ X. Tomando

el límite m → ∞ en (3.7.8) y usando que la métrica es una aplicación continua
tenemos que ρ(x(n), x) ≤ ε si n es lo suficientemente grande, luego x(n) → x ∈ X,
y como (x(n))n era arbitraria, X es completo.

Veamos ahora que es separable. Para ello definiremos el conjunto Q ⊂ X
de todas las sucesiones del tipo y = (q1, q2, . . . , qn, 0, 0, . . .), para todo n ∈ N,
donde para todo k, qk es racional (ver el Ejemplo 3.4.5)). Como ya vimos Q
es un subespacio numerable. Probemos que Q es denso en X. Sea una sucesión
cualquiera (xn)n ∈ X. Entonces, para todo ε > 0 existe un N ∈ N tal que

∞∑
j=N+1

1

2j
|xj |

1 + |xj |
<

ε

2
.

Como Q es denso en R, entonces para todo xk existe un racional qk tan cerca
como se quiera, i.e., para todo ε > 0 y todo k, |xk − qk| < ε/(2N). Luego existe
una sucesión q ∈ Q tal que

N∑
j=1

1

2j
|xj − yj |

1 + |xj − yj |
<

ε

2
.

Entonces, para todo x ∈ X podemos encontrar un q ∈ Q tal que

ρ(x, q) =
∞∑
j=1

1

2j
|xj − qj |

1 + |xj − qj |
=

N∑
j=1

1

2j
|xj − yj |

1 + |xj − yj |
+

∞∑
j=N+1

1

2j
|xj |

1 + |xj |
< ε,

i.e., para todo x ∈ X, existe un q ∈ Q tal que ρ(x, q) < ε, luego Q es denso en X.
Como X contiene un subconjunto denso y numerable entonces es separable.

Problema 3.18 Estudia bajo qué condiciones (sobre los ai,j) la aplicación
A : Rn 7→ Rn definida por el sistema de ecuaciones

yi =
n∑

j=1

aijxj + bi, i = 1, 2, . . . , n,

es de contracción en los siguientes casos

1. Si usamos la métrica del Ejemplo 3.1.5.
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2. Si usamos la métrica del Ejemplo 3.1.6

3. Si usamos la métrica del Ejemplo 3.1.8

Solución: En el segundo caso tenemos Rn
1 :

ρ(Ax,Ay) =
n∑

i=1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijxj + bi −
n∑

j=1

aijyj + bi

∣∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aij(xj − yj)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
i=1

n∑
j=1

|aij(xj − yj)| ≤
n∑

i=1

n∑
j=1

(
máx

j=1,...,n
|aij |

)
|xj − yj | =

=
n∑

i=1

máx
j=1,...,n

|aij |
n∑

j=1

|xj − yj | = α
n∑

j=1

|xj − yj | = αρ(x, y).

Luego A será contractiva si α =
∑n

i=1máxj=1,...,n |aij | < 1.

Para el tercer caso

ρ(Ax,Ay) = máx
i=1,...,n

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijxj + bi −
n∑

j=1

aijyj + bi

∣∣∣∣∣∣ = máx
i=1,...,n

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aij(xj − yj)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ máx

i=1,...,n

n∑
j=1

|aij ||xj − yj | ≤ máx
i=1,...,n

n∑
j=1

máx
j=1,..n

|aij ||xj − yj | =

= máx
i=1,...,n

máx
j=1,..,n

|ai,j ||xj − yj |n = α máx
j=1,...,n

|xj − yj | = αρ(x, y).

Luego, A será contractiva si

α = n máx
i,j=1,...,n

|ai,j | < 1 ⇔ máx
i,j=1,...,n

|ai,j | <
1

n
.

Finalmente, en el primer caso, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz12

en Rn, se puede comprobar que

ρ(Ax,Ay) =

√√√√√ n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aij(xj − yj)

∣∣∣∣∣∣
2

≤

√√√√ n∑
i,j=1

|aij |2ρ(x, y),

así que si,
√∑n

i,j=1 |aij |
2 < 1, nuestra aplicación es contractiva. No obstante

debemos mencionar que si A es una matriz simétrica el resultado anterior se
puede mejorar usando el Teorema espectral para matrices simétricas.

12|
∑n

k=1 akbk| ≤
√∑n

k=1 a
2
k

√∑n
k=1 b

2
k
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Problema 3.19 Utiliza el Teorema del punto fijo para probar que el pro-
blema de valores iniciales asociado al sistema de ecuaciones diferenciales

y′i(x) = fi(x, y1, y2, . . . , yn), i = 1, . . . , n, y1(x0) = (y1)0, . . . , yn(x0) = (yn)0,

tiene solución única en cierto δ-entorno de x0. Asumir que las funcio-
nes fi son continuas en cierta región Ω de Rn+1 que contiene al punto
(x0, (y1)0, . . . , (yn)0), y que se satisfacen una condición de Lipschitz de la
forma

∃K > 0; ∀x, yi, ỹi ∈ Ω, |f(x, y1, . . . , yn)−f(x, ỹ1, . . . , ỹn)| ≤ K máx
i=1,...,n

|yi−ỹi|.

Solución: La prueba consiste en adaptar la prueba del Teorema de Picard 3.5.35
para una ecuación a un sistema de ecuaciones.

Problema 3.20 Sea la ecuación integral de Fredholm de 2º tipo

f(x) = λ

∫ b

a

K(x, y)f(y)dy + h(x),

donde el núcleoK(x, y) de la ecuación integral y h son funciones conocidas
y continuas en el cuadrado D = {(x, y) |x ∈ [a, b], y ∈ [a, b]}. Prueba que
en el espacio de las funciones continuas C([a, b]) con la métrica ρ(f, g) =
máxx∈[a,b] |f(x) − g(x)| (ver Ejemplo 3.1.9) la ecuación anterior tiene una
única solución si |λ| < (M(b− a))−1, donde M es el máximo de la función
|K(x, y)| en D. Ayuda: Utiliza el Teorema del punto fijo.

Solución: Sea el operador T : C([a, b]) −→ C([a, b]), definido por

Tf(x) = λ

∫ b

a
K(x, y)f(y)dy + h(x).

Tomemos en C([a, b]) la norma del máximo (supremo) de forma que tenemos el
espacio métrico completo C∞

[a,b]. Calculamos

|Tf(x)− Tg(x)| =
∣∣∣∣λ ∫ b

a
K(x, y)(f(y)− g(y))dy

∣∣∣∣
≤ |λ|

∫ b

a
|K(x, y)||f(y)− g(y)|dy

≤ |λ|
∫ b

a
M · máx

y∈[a,b]
|f(y)− g(y)|dy

= |λ|M(b− a) máx
y∈[a,b]

|f(y)− g(y)|,
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donde M = máxx,y∈[a,b] |K(x, y)|. Luego

máx
x∈[a,b]

|Tf(x)− Tg(x)| ≤ |λ|M(b− a) máx
y∈[a,b]

|f(y)− g(y)|

de donde se sigue que

ρ(Tf, Tg) ≤ |λ|M(b− a)ρ(f, g) = αρ(f, g), α = |λ|M(b− a).

Si |λ| < (M(b − a))−1, entonces α ∈ (0, 1) y, por tanto, T es un operador de
contracción en un espacio métrico completo, luego podemos aplicar el Teorema
de punto fijo de Banach 3.5.30 que nos asegura que existe una única función f∗

tal que Tf∗ = f∗, i.e.,

f∗(x) = λ

∫ b

a
K(x, y)f∗(y)dy + h(x),

por lo que existe una única solución a la ecuación integral de Fredholm.

Problema 3.21 Prueba que la función f(x) definida sobre (0, 1) tal que
f(x) = 1/q si x = p/q (fracción reducida) e igual a 0 si x es irracional
es continua en cada irracional de (0, 1) y discontinua en cada racional de
(0, 1).

Solución: La función propuesta se conoce como función de Thomae: f : R 7→
[0, 1], definida como

f(x) =


1

q
, si x =

p

q
∈ Q, con p ∈ Z, q ∈ N y mcd(p, q) = 1,

0, si x ∈ R\Q.

Estudiemos ahora su continuidad. Sea x0 = p
q ∈ Q con p ∈ Z, q ∈ N, coprimos.

Luego f(x0) =
1
q .

Sea α ∈ R\Q, arbitrario. Definimos xn = x0 +
α

n
∈ R\Q, n ∈ N. Entonces

|x0 − xn| =
α

n
, y |f(x0)− f(xn)| =

1

q
.

Luego xn → x0 pero f(xn) ̸→ f(x0), y, por tanto, f no es continua en ningún
racional.
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3.7. Problemas 129

Veamos ahora la continuidad en los irracionales. Sea ε > 0 cualquiera, i ∈ N
y x0 ∈ [0, 1]\Q, cualquiera. Por la propiedad arquimediana, existe r ∈ N tal que
0 < 1/r < ε, y existen ki ∈ N tales que

∀ i = 1, ..., r se tiene 0 <
ki
i
< x0 <

ki + 1

i
.

Ahora definimos la mínima distancia de x0 a sus i-ésimas cotas como:

di := mı́n

{∣∣∣∣x0 − ki
i

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣x0 − ki + 1

i

∣∣∣∣}, y sea δ = mı́n
1≤i≤r

{di}.

Elijamos x ∈ (x0 − δ, x0 + δ). Si x es irracional, entonces f(x0) = f(x) = 0. Si
x es racional con fracción irreducible p/q, necesariamente ha de ser q > r y, por
tanto:

|f(x0)− f(x)| = 1

q
<

1

r
< ε.

Así concluimos que f es continua en los irracionales.

Problema 3.22 El Teorema de Baire 3.6.1 se puede probar a partir del
Teorema de las esferas encajadas 3.5.20 para ello hay que encontrar una
sucesión apropiada de esferas encajadas13. Ello también se puede hacer
razonando de la misma forma que en la prueba presentada en el apartado
3.6 y mostrado que existe una esfera Sk tal que Sk ⊂ Bk pero que no
está contenida en Bk+1. Usar esta idea para dar una prueba alternativa
del Teorema de Baire 3.6.1.

13Ver, e.g., G.E. Shilov, Elementary Real and Complex Analysis. Dover Publications, New
York, 1996.
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Capítulo 4

Espacios normados y espacios de
Banach

Man muss immer generalisieren (Uno debe siem-
pre generalizar).

Atribuida a Carl G.J. Jacobi

4.1. Espacios vectoriales

Definición 4.1.1 Sea V un conjunto de elementos cualesquiera y K el cuer-
po de los números reales R o complejos C. Definiremos en V las operaciones
suma “+” de dos elementos x, y de V y multiplicación “·” de un elemento de
V por un número (real o complejo) α ∈ K por un elemento de V. Diremos
que V es un espacio vectorial sobre K (real o complejo si K = R o K = C,
respectivamente), si se cumplen las siguientes propiedades (axiomas):

1. Para todos x e y, vectores de V, el vector suma, w = x + y, también
es un vector de V y para todos x, y, z ∈ V se cumple que:

a) x+ y = y + x

b) (x+ y) + z = x+ (y + z)

c) Existe un elemento “nulo” de V, tal que x+ 0 = 0 + x = x

d) Cualquiera sea el vector x de V, existe el elemento (−x) “opues-
to” a x, tal que x+ (−x) = (−x) + x = 0.

131
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132 Capítulo 4. Espacios normados y espacios de Banach

2. Para todo x vector de V, el vector que se obtiene al multiplicar por un
escalar, w = α · x, también es un vector de V y para todos x, y ∈ V,
α, β ∈ K se cumple que:

a) α · (x+ y) = α · x+ α · y
b) (α + β) · x = α · x+ β · x
c) α · (β · x) = (αβ) · x
d) 1 · x = x

Ejemplos.

1. El conjunto de los vectores de Rn cuando la suma de dos vectores y
la multiplicación por un escalar es la estándar.

2. El conjunto de las matrices m × n cuando la suma de dos matrices
y la multiplicación por un escalar es la estándar. Dicho espacio lo
denotaremos por Rm×n.

3. El conjunto de los polinomios reales1 de grado a lo sumo n, que
denotaremos por Pn, o sea,

Pn = {pn(t) = a0 + a1 t+ · · ·+ an t
n, a0, ..., an números reales.},

donde definiremos la suma de dos polinomios y la multiplicación por
un escalar de la siguiente forma:

p(t) = a0 + a1 t+ · · ·+ an t
n, q(x) = b0 + b1 t+ · · ·+ bn t

n,

(p+ q)(t) := p(t) + q(t) = (a0 + b0) + (a1 + b1)t+ · · ·+ (an + bn)t
n,

(α · p)(t) := αp(t) = (αa0) + (αa1)t+ · · ·+ (αan)t
n.

Además, pn = 0, si y sólo si a0 = a1 = · · · = an = 0.

4. El conjunto de las funciones continuas en el intervalo [a, b], que de-
notaremos por C([a, b]), cuando la suma de dos funciones f y g y la
multiplicación por un escalar α están dadas por

(f + g)(t) := f(t) + g(t), (α · f)(t) := α · f(t).

1De forma totalmente análoga se puede definir para el caso complejo.
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4.1. Espacios vectoriales 133

Definición 4.1.2 Sea V un espacio vectorial. Diremos que un subconjunto
H ⊂ V de elementos de V es un subespacio vectorial de V si H es a su
vez un espacio vectorial respecto a las mismas operaciones suma “+” y
multiplicación “·” que V.

Ejemplos.

1. Dado un espacio vectorial V, son subespacios vectoriales “triviales”
los subespacios H = {0} (conjunto que tiene como único elemento,
el nulo) y H = V (el mismo espacio vectorial).

2. Para V = C([a, b]),H = Pn es un subespacio vectorial, para cualquier
n = 0, 1, 2, ... entero no negativo.

3. Para V = Pn, H = Pk es un subespacio vectorial para todo k < n.

Ejercicio 4.1.3 Prueba que los espacios ℓ∞ y ℓp (p ≥ 1) de los ejemplos
3.1.11 y 3.1.12, respectivamente, son espacios vectoriales.

Que la suma x+ y ∈ ℓ∞ es inmediato. Para el caso de ℓp se sigue de la
desigualdad de Minkowski (3.1.3). Para la multiplicación por un escalar es
inmediato. Finalmente, se puede comprobar mediante un cálculo directo
que en cada caso se cumplen las propiedades de la Definición 4.1.1.

Teorema 4.1.4 Un subconjunto H de elementos de V es un subespacio
vectorial de V si y sólo si se cumplea que para todos x e y, vectores de H y
α, β ∈ K el vector w = αx+ βy también es un vector de H.

aUsualmente se impone además que el elemento nulo de V pertenezca a H, pero
eso se deduce de la condición w = αx+ βy ∈ H tomando α = β = 0.

La demostración es inmediata de la definición de subespacio vectorial.

Definamos ahora la envoltura lineal span (v1, v2, ..., vp) de los vectores
v1, v2, ..., vp como el conjunto de todas las combinaciones lineales de dichos
vectores:

span (v1, v2, ..., vp) =

{
p∑

k=1

αkvk

∣∣∣∣∣ αk ∈ K, k = 1, 2, . . . , p

}
.

Usando el teorema anterior se deduce el siguiente
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134 Capítulo 4. Espacios normados y espacios de Banach

Teorema 4.1.5 Dado un conjunto de vectores {v1, v2, ..., vp} de un espacio
vectorial V, el conjunto span (v1, v2, ..., vp) es un subespacio vectorial de V.
Dicho subespacio vectorial comúnmente se denomina subespacio generado
por los vectores v1, v2, ..., vp.

Conjuntos linealmente independientes. Bases.

Un conjunto de vectores v1, v2, ..., vp de un espacio vectorial V se
denomina linealmente independiente si la ecuación vectorial

x1v1 + x2v2 + · · ·+ xpvp = 0,

tiene como única solución la trivial x1 = · · · = xp = 0.

Un conjunto de vectores v1, v2, ..., vp se denomina linealmente depen-
diente si existen los valores x1, x2, · · · , xp no todos iguales a cero tales que
se verifique la ecuación vectorial

x1v1 + x2v2 + · · ·+ xpvp = 0.

Se dice que un conjunto infinito de vectores es linealmente indepen-
diente si cualquier subsistema finito del mismo es linealmente indepen-
diente. En caso contrario se dice que el sistema es dependiente.

Las siguientes propiedades se pueden verificar fácilmente:

1. Un conjunto S = {v1, v2, ..., vp} de dos o más vectores es linealmente
dependiente si y sólo si al menos uno de los vectores del conjunto es
combinación lineal de los demás.

2. Un conjunto S = {v1, v2, ..., vp} de dos o más vectores de V con alguno
de los vectores vi = 0 (1 ≤ i ≤ p) es necesariamente un conjunto de
vectores linealmente dependientes, o sea si alguno de los vectores de
S es el vector nulo entonces S es un conjunto de vectores linealmente
dependientes.

3. Dos vectores v1 y v2 de V son linealmente dependientes si y sólo si
son proporcionales, es decir, si existe un escalar α tal que v1 = αv2 o
v2 = αv1

Los vectores linealmente independientes de un espacio vectorial jue-
gan un papel fundamental en el estudio de los sistemas lineales gracias a
la siguiente definición:
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4.1. Espacios vectoriales 135

Definición 4.1.6 Dado un subespacio vectorial H del espacio vectorial V
diremos que el conjunto de vectores B = {b1, b2, ..., bp} de V es una base de
H si

i) B es un conjunto de vectores linealmente independientes

ii) H = span (b1, b2, ..., bp), o sea, B genera a todo H.

En particular si H coincide con V, entonces B es una base de todo el espacio
vectorial V.

Por ejemplo, si tomamos una matriz n × n invertible, entonces sus
columnas a1, ..., an son linealmente independientes y además se tiene que
Rn = span (a1, ..., an). Por tanto B = {a1, ..., an} es una base de Rn. En
particular, si A = In, la matriz identidad n × n, las columnas e1, e2, ..., en
de la misma son una base de Rn la cual se conoce como base canónica de
Rn.

Otro ejemplo lo constituye el conjunto de vectores S = {1, t, t2, ..., tn}
del espacio vectorial Pn. Es fácil comprobar que dichos vectores son lineal-
mente independientes y que span (1, t, t2, ..., tn) = Pn. S se conoce como
la base canónica de Pn.

El siguiente teorema es de gran importancia en las aplicaciones.

Teorema 4.1.7 Si un espacio vectorial V tiene una base de n vectores B=
{b1, b2, ..., bn}, entonces cualquier conjunto con más de n vectores de V es
linealmente dependiente. Más aún, si un espacio vectorial V tiene una base
de n vectores B = {b1, b2, ..., bn}, entonces cualquier otra base de V tendrá
que tener n vectores de V.

Por tanto, el menor número de vectores linealmente independientes
que generan un espacio vectorial es una propiedad intrínseca de dicho
espacio. Dicho número se denomina dimensión del espacio vectorial.

Un espacio vectorial es de dimensión finita n si V está generado por
una base de n elementos, es decir, si V = span (b1, ..., bn), donde B =
{b1, ..., bn} es una base de V y lo escribiremos de la forma dimV = n. En el
caso que V = {0} sea el espacio vectorial nulo, dim{0} = 0. Si V no puede
ser generado por una base finita de vectores, entonces diremos que V es
de dimensión infinita y lo denotaremos por dimV = ∞.

Así, dimRn = n, dimPn = n+ 1, dimC([a, b]) = ∞, y dim ℓp = ∞.

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l
136 Capítulo 4. Espacios normados y espacios de Banach

4.2. Espacios normados y de Banach

Definición 4.2.1 Un espacio vectorial X (real o complejo) se denomina
espacio normado si para todo x ∈ X existe un número real denominado
norma, y que denotaremos por ∥x∥, que cumple con las condiciones

1. Para todo x ∈ X, ∥x∥ ≥ 0 y si ∥x∥ = 0 entonces x = 0.

2. Para todo x ∈ X y λ ∈ R (o C), ∥λx∥ = |λ|∥x∥,

3. Para todos x, y ∈ X se tiene la desigualdad triangular

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥. (4.2.1)

Es evidente que si en un espacio normado X definimos la función ρ(x, y) =
∥x− y∥, esta satisface los axiomas de la Definición 3.1.1, i.e., todo espacio
normado es un espacio métrico. La función ρ anterior se denomina métrica
inducida por la norma.

Definición 4.2.2 Un espacio normado completo (en la métrica inducida
por la norma) se denomina espacio de Banach.

Ejemplo 4.2.3 X = Rn (Cn) el espacio de las n-tuplas x = (x1, x2, . . . , xn)
con la norma ∥x∥ =

√∑n
k=1 |xk|2, es un espacio de Banach.

Ejercicio 4.2.4 ¿Qué ocurre con X = Rn (Cn) si usamos las normas
∥x∥p = (

∑n
k=1 |xk|p)

1/p, p ≥ 1? ¿Y con la norma ∥x∥ = máxk=1,...,n |xk|?

En ambos casos los correspondientes espacios son de Banach.

Ejemplo 4.2.5 Sea X = C([a, b]) el espacio de las funciones continuas defi-

nidas sobre el segmento [a, b] y definamos la norma ∥f∥=
(∫ b

a
|f(x)|pdx

)1/p
,

p ≥ 1. Este espacio es un espacio normado pero no de Banach (¿por qué?).

Ejemplo 4.2.6 Sea X = C([a, b]) el espacio de las funciones continuas de-
finidas sobre el segmento [a, b]. Definamos la norma ∥f∥=máxx∈[a,b]|f(x)|.
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4.2. Espacios normados y de Banach 137

Este espacio es un espacio de Banach.

Ejemplo 4.2.7 Sea X el espacio de las sucesiones x = (x1, x2, . . . , xn, . . .)

tales que
∑∞

k=1 |xk|p < +∞ con la norma ∥x∥ = (
∑∞

k=1 |xk|p)
1/p, p ≥ 1.

Dicho espacio lo denotaremos por ℓp y es un espacio de Banach.

Ejemplo 4.2.8 El espacio X de las sucesiones x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) aco-
tadas con la métrica ∥x∥ = supk∈N |xk|, es un espacio de Banach (ver el
Problema 3.16).

Esta claro que todo espacio normado es un espacio métrico con la mé-
trica inducida por la norma. Una pregunta inmediata es si el recíproco
es cierto, es decir, si todo espacio métrico es normado. Para responder a
esta pregunta consideremos el espacio X de todas las sucesiones reales
x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) con la métrica (ver Ejemplo 3.1.13)

ρ(x, y) =
∞∑
j=1

1

2j
|xj − yj|

1 + |xj − yj|
.

Esta métrica no puede ser inducida por ninguna norma ya que de ella
nunca podremos obtener la propiedad 2 de la Definición 4.2.1. De hecho
una consecuencia inmediata de dicha definición es el siguiente lema:

Lema 4.2.9 Sea X un espacio normado. Entonces, la métrica ρ inducida
por la norma satisface las siguientes condiciones:

ρ(x+ z, y + z) = ρ(x, y), ρ(λx, λy) = |λ|ρ(x, y).

Los espacios normados son espacios métricos con la métrica ρ inducida
por la norma ρ(x, y) = ∥x−y∥ y por tanto en ellos podemos definir la con-
vergencia de sucesiones, sucesiones de Cauchy, etc.. Además, al tener una
estructura algebraica podemos definir, entre otras cosas, las series.

Definición 4.2.10 Dada una sucesión de elementos (xn)n de un espacio
normado X definiremos la sucesión de sumas parciales (sn)n

sn =
n∑

k=1

xk, ∀n ∈ N.
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138 Capítulo 4. Espacios normados y espacios de Banach

Si sn converge (en norma) a cierto s ∈ X, cuando n → ∞, diremos que la
serie es convergente en X y s es su suma. Si converge la serie

∑n
k=1 ∥xk∥,

diremos que la serie converge absolutamente.

Teorema 4.2.11 Sea X un espacio de Banach (normado y completo). En-
tonces toda serie absolutamente convergente es convergente.

Demostración: Sea (xn)n absolutamente convergente, i.e., la serie numé-
rica

∑∞
k=1 ∥xn∥ converge. Entonces, obviamente

∑∞
k=n+1 ∥xn∥

n→∞−→ 0, o
equivalentemente, su sucesión de sumas parciales (s̃n)n es de Cauchy, i.e.,

∀ε > 0, ∃N ∈ N | ∀n > N, ∀p ∈ N, |s̃n+p−s̃n| = ∥xn+1∥+· · ·+∥xn+p∥ < ε.

Entonces, para todo ε > 0, existe un N ∈ N tal que, para todo n > N y
todo p ∈ N,

∥sn − sn+p∥ =

∥∥∥∥∥
n+p∑

k=n+1

xn

∥∥∥∥∥ ≤
n+p∑

k=n+1

∥xn∥ < ε,

es decir, la sucesión (sn)n de las sumas parciales es fundamental. Como X
es completo, entonces existe un s ∈ X tal que ĺımn→∞ sn = s.

El teorema anterior no es cierto si X no es completo. Como ejercicio se
proponemos al lector que encuentre un contraejemplo.

Ejemplo 4.2.12 Prueba que si X es un espacio normado, entonces toda
serie absolutamente convergente es convergente si y sólo si X es completo.

Si X es completo se sigue del teorema anterior que si la serie es abso-
lutamente convergente es convergente. Probemos el recíproco, i.e., asu-
mamos que toda serie absolutamente convergente es convergente. Sea
(xn)n una sucesión de Cauchy cualquiera, i.e.,

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n > N, ∀p ∈ N, ∥xn − xn+p∥ < ε.

Entonces, existe (¿por qué?) una sucesión creciente de números natura-
les (nk)k tales que n1 < n2 < n3 < · · ·

∥xnk+1
− xnk

∥ ≤ 1

2k
, k = 1, 2, 3, . . . .
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4.2. Espacios normados y de Banach 139

Además, la serie

∞∑
k=1

∥xnk+1
− xnk

∥ ≤
∞∑
k=1

1

2k
< +∞.

Entonces, la serie
∑∞

k=1(xnk+1
− xnk

), converge a cierto x ∈ X. Pero
esta serie es una serie telescópica, y sus sumas parciales son tales que

N∑
k=1

(xnk+1
− xnk

) = xnN
− xn1 → x

y, por tanto,

x =
∞∑
k=1

(xnk+1
− xnk

) = ĺım
k→∞

(xnk
− xn1) ⇒ ĺım

k→∞
xnk

= x+ xn1 ,

es decir, la sucesión (xnk
)k es convergente, pero entonces la sucesión ori-

ginal (xn)n también converge (ver el punto 2 del Problema 3.13). Como
(xn)n era una sucesión arbitraria de Cauchy, entonces X es completo.

Definición 4.2.13 Sea X un espacio normado y sea M un subespacio vec-
torial de X. Si M es un espacio normado con la norma de X restringida a
M se dice que M es un subespacio de X. Si M es cerrado en X entonces se
dice que es un subespacio cerrado.

Definición 4.2.14 Sea X un espacio normado. Sea (en)n una sucesión de
elementos de X tal que, para todo x ∈ X, existe una única sucesión de
escalares (αn)n tales que ∥x− (α1e1 + · · · + αnen)∥

n→∞−→ 0. Dicha sucesión
se denomina base de Schauder.

Ejemplo 4.2.15 Sea X el espacio ℓp de las sucesiones y sea (en)n la sucesión
definida por ek = (δi,k)i, i.e., la sucesión de vectores de ℓp con 1 en la
posición i = k y 0 en el resto es una base de Schauder.

En efecto, para todo x ∈ ℓp tenemos x = (x1, x2, x3, . . . , xn, . . . ). Sea
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sn =
∑n

k=1 αkek, con αk = xk para todo k ∈ N. Como x ∈ ℓp, entonces

ĺım
n→∞

∥sn − s∥ = ĺım
n→∞

(
∞∑

k=n+1

|xk|p
)1/p

n→∞−→ 0.

Está claro que la sucesión de escalares (αn)n es única. Para ello basta
notar que, en general, la distancia

∥sn − s∥p =
n∑

k=1

|αk − xk|p +
∞∑

k=n+1

|xk|p,

solo se puede hacer tan pequeño como se quiera si αj = xj para todo
j ∈ N.

Proposición 4.2.16 Si un espacio normado X tiene una base de Schauder,
entonces es separable.

Demostración: Por simplicidad asumiremos el caso real. i.e., K = R (el
caso complejo se deja como ejercicio). Sea (en)n una base de Schauder en
X y sea el conjunto

Y =

{
y =

N∑
j=1

βjej, N ∈ N, βi ∈ Q, j = 1, 2, . . . , N

}
,

i.e., el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas con coeficientes
racionales de elementos de la base (en)n. Obviamente Y es numerable
(pues Q lo es). Sea x ∈ X cualquiera y sea ε > 0. Como (en)n es una base
de Schauder entonces existen α1, α2, . . . , αN ∈ R tales que∥∥∥∥∥x−

N∑
j=1

αjej

∥∥∥∥∥ < ε

2
.

Como Q es denso en R, entonces existen β1, β2, . . . , βN ∈ Q tales que

|αj − βj| <
ε

2N∥ej∥
.
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4.3. Espacios normados de dimensión finita 141

Entonces, para todo x ∈ X existe un y =
∑N

j=1 βjej ∈ Y , tal que

∥x− y∥ =

∥∥∥∥∥x−
N∑

j=1

βjej

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥x−
N∑

j=1

αjej +
N∑

j=1

(αj − βj)ej

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥x−
N∑

j=1

αjej

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥

N∑
j=1

(αj − βj)ej

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥x−
N∑

j=1

αjej

∥∥∥∥∥+
N∑

j=1

|αj − βj|∥ej∥ < ε

El recíproco no es cierto en general. P.H. Enflo en 1973 encontró un
espacio de Banach, separable que no tiene ninguna base de Schauder.

Finalmente debemos mencionar que todo espacio normado se puede
completar y convertirlo en un espacio de Banach. De hecho como conse-
cuencia directa del Teorema 3.5.26 se tiene el siguiente teorema:

Teorema 4.2.17 Sea (X, ∥.∥) un espacio normado. Entonces existe un es-
pacio de Banach X̂ y una isometría A de X en W ⊂ X̂, tal que W es denso
en X̂. Además, X̂ es único excepto isometrías.

4.3. Espacios normados de dimensión finita

Comenzaremos con un lema técnico.

Lema 4.3.1 Sean n vectores cualesquiera x1, . . . , xn linealmente indepen-
dientes de un espacio normado X. Entonces, existe un número real c > 0
tal que cualesquiera sean los escalares α1, . . . , αn,

∥α1x1 + · · ·+ αnxn∥ ≥ c(|α1|+ · · ·+ |αn|). (4.3.1)

Demostración: Sea s = |α1|+ · · ·+ |αn|. Si s = 0 el lema es trivial así que
asumiremos s > 0. Dividiendo por s 4.3.1 se sigue que 4.3.1 es equivalente
a probar que si x1, . . . , xn son linealmente independientes, entonces existe
un número real c > 0 tal que cuales quiera sean los los escalares β1, . . . ,
βn, con

∑n
k=1 |βk| = 1

∥β1x1 + · · ·+ βnxn∥ ≥ c.
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Supongamos que la desigualdad anterior es falsa. Entonces ha de existir
(¿por qué?) una sucesión (ym)m ⊂ X tal que

ym = β
(m)
1 x1 + · · ·+ β(m)

n xn,
n∑

k=1

|β(m)
k | = 1, y ∥ym∥

m→∞−→ 0.

De la condición
∑n

k=1 |β
(m)
k | = 1 se sigue que las n sucesiones numéri-

cas (β
(m)
k )m, k = 1, . . . , n, son acotadas. Sea la sucesión (β

(m)
1 )m acotada,

entonces por el Teorema de Bolzano-Weierstrass de ella se puede extraer
una subsucesión convergente β(mj)

1

j→∞−→ β1. Escojamos de cada una de las
sucesiones restantes (β

(m)
k )m, k = 2, . . . , n, con las subsucesiones defini-

das por los índices mj de antes. Entonces la sucesión (β
(mj)
2 )j es acotada

y por Bolzano-Weierstrass de ella se puede extraer una subsucesión con-
vergente β(jl)

2
l→∞−→ β2. Además, si escogemos los índices jl definidos por

esta sucesión, la subsucesión (β
(jl)
1 )j

l→∞−→ β1 (¿por qué?). Continuando es-
te proceso n veces tenemos que existe una subsucesión de índices li tales
que β(li)

k

i→∞−→ βk para todos los k = 1, 2, . . . , n. Además, dicha sucesión de
índices define una subsucesión (yli)i de (ym)m tal que

yli =
n∑

k=1

β
(li)
k xk, β

(li)
k

i→∞−→ βk.

Luego

ĺım
i→∞

yli =
n∑

k=1

βkxk := y y
n∑

k=1

|βk| = 1.

De lo anterior se sigue que no todos los βk pueden ser ceros al mismo
tiempo. Como los vectores x1, . . . , xn son linealmente independientes y
no todos los β1, . . . βn son cero, entonces y ̸= 0 (¿por qué?). Ahora bien,
como la norma es una aplicación continua (ver Problema 4.2), entonces
se tiene

ĺım
i→∞

yli = y ⇒ ĺım
i→∞

∥yli∥ = ∥y∥,

pero como ∥ym∥
m→∞−→ 0, entonces ĺımi→∞ ∥yli∥ = 0, luego ∥y∥ = 0 de

donde se sigue que y = 0 lo cual es una contradicción.

Como corolario tenemos el siguiente teorema de completitud:
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Teorema 4.3.2 Todo subespacio M de dimensión finita de un espacio nor-
mado es completo. En particular, todo espacio normado de dimensión finita
es completo.

Demostración: Sea (ym)m una sucesión de Cauchy arbitraria de M . Sea
dimM = n. Entonces para todo ym ∈ M , existen los números (únicos)
α
(m)
k , k = 1, 2, . . . , n, tales que ym =

∑n
k=1 α

(m)
k ek. Como (ym)m es de

Cauchy, entonces, por un lado

∀ε > 0, ∃N ∈ N, | ∀m > N, ∀p ∈ N, ∥ym − ym+p∥ < ε,

y por el otro, existe un c > 0 (por el lema anterior) tal que

ε >

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

(α
(m)
k −α(m+p)

k )ek

∥∥∥∥∥ ≥ c
n∑

k=1

|α(m)
k −α(m+p)

k | ⇒
n∑

k=1

|α(m)
k −α(m+p)

k | ≤ ε

c
,

i.e., las sucesiones (α
(m)
k )m son de Cauchy y, por tanto, convergen (los

α
(m)
k son números reales o complejos), a ciertos αk, k = 1, 2, . . . , n. Sea
y =

∑n
k=1 αjej ∈M . Entonces

∥ym − y∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

(α
(m)
k − αk)ek

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

k=1

|α(m)
k − αk|∥ek∥

m→∞−→ 0,

lo que implica que ĺım
m→∞

ym = y ∈M , i.e., M es completo.

Corolario 4.3.3 Todo subespacio M de dimensión finita de un espacio de
normado (en particular de Banach) X es cerrado en X.

Demostración: M es en sí mismo un espacio normado y por hipótesis
es de dimensión finita, luego, por el Teorema 4.3.2, es completo. Pero si
M ⊂ X es completo, entonces repitiendo la demostración de la primera
implicación del Teorema 3.5.14 se sigue que M es cerrado en X (ver Nota
3.5.15).

El siguiente ejemplo muestra que la condición de dimensión finita no
se puede eliminar.
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144 Capítulo 4. Espacios normados y espacios de Banach

Ejemplo 4.3.4 Sean los vectores linealmente independientes x1, . . . , xn ∈
X, X espacio normado y sea M = span (x1, x2, · · · , xn). Dado que M ⊂ X
es de dimensión finita, el corolario anterior 4.3.3 implica queM es cerrado.

Veamos que, efectivamente, la condición de dimensión finita es esen-
cial. Para ello consideremos el espacio C∞

[0,1] del Ejemplo 4.2.6 y sea
M = span (x1, x2, x2, · · · ), donde xn := xn(t) = tn−1, i.e., M es el espa-
cio de todos los polinomios de cualquier grado. M no puede ser cerrado
pues hay infinidad de funciones continuas que son puntos de acumula-
ción de M pero no pertenecen a M . Por ejemplo, si elegimos f(t) = et,
entonces, usando el Teorema de Taylor tenemos que Pn(t) =

∑n
k=0

tn

n!
, es

tal que

∥et−Pn(t)∥ = máx
t∈[0,1]

|et−Pn(t)| = máx
t∈[0,1]

∣∣∣∣ eξtn+1

(n+ 1)!

∣∣∣∣ = eξ

(n+ 1)!
→ 0, ξ ∈ (0, 1),

cuando n → ∞, luego et es un punto de acumulación de M pero obvia-
mente no es un polinomio, luego M no puede ser cerrado.

Definición 4.3.5 Una norma ∥ · ∥ en un espacio vectorial X es equivalente
a otra norma ∥·∥′ si existen dos números reales a, b positivos (a > 0, b > 0)
tales que para todo x ∈ X

a∥x∥′ ≤ ∥x∥ ≤ b∥x∥′.

Ejercicio 4.3.6 Sea X un conjunto dado y sean ∥ · ∥ y ∥ · ∥′ dos normas
equivalentes definidas en X. Prueba que toda sucesión de Cauchy en (X, ∥·∥)
si y solo si lo es en (X, ∥ · ∥′). ¿Qué consecuencia tiene esta propiedad?

Esto es una consecuencia inmediata de la definición anterior dado que
si dos normas son equivalentes entonces, si para todo ϵ > 0 tan pequeño
como se quiera se tiene ∥xn − xm∥′ < ϵ, entonces la distancia ∥xn − xm∥ <
bϵ, seguirá siendo tan pequeña como se quiera, y si ∥xn−xm∥ < ϵ, entonces
∥xn−xm∥′ < ϵ/a, también seguirá siendo tan pequeña como se quiera. En
otras palabras, todas las definiciones que involucran la norma no se ven
afectadas si cambiamos una norma por otra equivalente, por ejemplo no
solo las sucesiones de Cauchy seguirán siendo de Cauchy, sino que las
propiedades topológicas de los espacios y sus subespacios no cambian,
etc.
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4.3. Espacios normados de dimensión finita 145

Teorema 4.3.7 Sea X un espacio vectorial de dimensión finita. Entonces
cualquier norma ∥ · ∥ en X es equivalente a cualquier otra norma ∥ · ∥′.

Es decir, en cualquier espacio normado de dimensión finita la propiedad
de convergencia (o divergencia) es independiente de la norma.

Demostración: Sea dimX = n y sea e1, . . . , en una base de X. Entonces
para todo x ∈ X existen (y son únicos) los números α1, . . . , αn tales que
x =

∑n
j=1 αjej. Entonces, por el Lema 4.3.1

∥x∥ ≥ c(|α1|+ · · ·+ |αn|) ⇒ |α1|+ · · ·+ |αn| ≤
∥x∥
c
.

Pero

∥x∥′ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

αjej

∥∥∥∥∥
′

≤
n∑

j=1

|αj|∥ej∥′ ≤ máx
j

∥ej∥′
n∑

j=1

|αj| ≤
k

c
∥x∥,

donde hemos denotado por k al máxj ∥ej∥. Intercambiando las normas
obtenemos ∥x∥ ≤ k′

c′
∥x∥′, de donde se sigue el resultado.

Ya vimos en el apartado 3.5 que en un espacio métrico todo subcon-
junto compacto (Definición 3.5.5) era cerrado y acotado (Lema 3.5.7) y
también vimos que el recíproco no es cierto (ver también el Problema
4.17). Esta afirmación obviamente es válida para los espacios normados
al ser estos espacios métricos con la métrica inducida por la norma. Sin
embargo, si el espacio normado es de dimensión finita, entonces todo ce-
rrado y acotado es necesariamente compacto. Así tenemos el siguiente
teorema:

Teorema 4.3.8 En un espacio normado X de dimensión finita, todo sub-
conjunto M ⊂ X es compacto si y sólo si es cerrado y acotado.

Demostración: Si M es compacto entonces, por el Lema 3.5.7, es cerrado
y acotado. Probemos el recíproco. Sea M cerrado y acotado. Probemos
que M es compacto. Sea n = dimX y sea e1, . . . , en una base. Sea (xm)m
una sucesión de elementos de M , entonces xm =

∑n
k=1 α

(m)
k ek ∈ X. Como

M es acotado, xm también lo es, i.e., existe K > 0 tal que, para todo
m ∈ N, ∥xm∥ ≤ K, luego, por el Lema 4.3.1 tenemos que

K ≥ ∥xm∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

α
(m)
k ek

∥∥∥∥∥ ≥ c
n∑

k=1

|α(m)
k |.
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146 Capítulo 4. Espacios normados y espacios de Banach

Luego las sucesiones (α(m)
k )m son acotadas para cada k y, por tanto, existe

una subsucesión convergente (Lema de Bolzano-Weierstrass) a αk, para
todo k = 1, 2, . . . , n –debemos hacer una construcción similar a la de la
prueba del lema 4.3.1–. Así, existe una subsucesión (xnk

)k que converge a
x =

∑n
k=1 αkek. Como M es cerrado x ∈ M . Luego toda sucesión (xn)n de

m tiene una subsucesión convergente en M , i.e., M es compacto.

4.4. Aplicaciones lineales

Gracias a la estructura algebraica de los espacios normados podemos
definir un caso particular de gran importancias de los operadores discuti-
das en el apartado 3.2: las aplicaciones lineales. Como allí D(T ) denotará
el dominio (que asumiremos es un subespacio vectorial de X) de la apli-
cación T e I(T ) la imagen de T . Asumiremos que los espacios X e Y son
espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K (R o C) y que tenemos el ope-
rador A : D(T ) ⊂ X 7→ Y.

Definición 4.4.1 Una aplicación (operador) A : D(T ) ⊂ X 7→ Y es lineal
si para todos α, β ∈ K, y todos x, y ∈ D(T )

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y).

Veamos algunos ejemplos de operadores lineales:

Ejemplo 4.4.2 El operador identidad I : X 7→ X, definido por y = Ix = x
para todo x ∈ X.

Ejemplo 4.4.3 El operador nulo Θ : X 7→ Y, definido por y = Θx = 0
para todo x ∈ X.

Ejemplo 4.4.4 Sea P el espacio de los polinomios reales p(t) (o complejos)
de cualquier grado. Definimos el operador D : P 7→ P, y(t) = Dp(t) = p′(t)
que no es más que operador de derivación (o derivada).
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4.4. Aplicaciones lineales 147

Ejemplo 4.4.5 El operador T : Rn 7→ Rm, definido por y = Tx = A · x,
donde A es una matriz n×m, x e y son los correspondientes vectores de Rn

y Rm respectivamente, y “·” denota la multiplicación usual de matrices.

Ejemplo 4.4.6 Sea C([a, b]) el espacio de las funciones continuas y sea
g(t) ∈ C([a, b]). Definimos el operador M : C([a, b]) 7→ C([a, b]), y(t) =
Mf(t) = g(t)f(t) que denominaremos operador multiplicación por g(t).

Definición 4.4.7 Llamaremos espacio nulo o núcleo de T al espacio N (T )
de todos los vectores x ∈ D(T ) tales que Tx = 0.

Teorema 4.4.8 Sea T : X 7→ Y una aplicación lineal. Entonces

1. I(T ) es un subespacio vectorial de Y.

2. Si dimD(T ) = n <∞, entonces dim I(T ) ≤ n.

3. N (T ) es un subespacio vectorial de D(T ).

Demostración: 1. Sean y1, y2 ∈ I(T ). Entonces existen x1, x2 ∈ D(T ) tales
que y1 = Tx1 e y2 = Tx2. Como T es lineal, entonces para todo α, β ∈ K,

I(T ) ∋ T (αx1 + βx2) = αTx1 + βTx2 = αy1 + βy2,

y obviamente T0 = 0. Luego por el Teorema 4.1.4, I(T ) es un subespacio
vectorial de Y.

2. Sean y1, . . . , yn+1 ∈ I(T ), n + 1 vectores. Existen n + 1 vectores
x1, . . . , xn+1 de D(T ) tales que Txk = yk, k = 1, . . . , n+1. Como dimD(T ) =
n, existen n+1 números α1, . . . , αn+1, no todos nulos, tales que

∑n+1
k=1 αkxk =

0 (¿por qué?). Pero T es lineal luego

T

(
n+1∑
k=1

αkxk

)
=

n+1∑
k=1

αkT (xk) =
n+1∑
k=1

αkyk = 0,

i.e., los vectores y1, . . . , yn+1 ∈ I(T ) son linealmente dependientes, por
tanto dim I(T ) ≤ n.

3. Este apartado es similar al primero y se deja como ejercicio.

Una pregunta natural e importante que surge al estudiar los operado-
res lineales es saber cuándo existe el operador inverso. El siguiente resul-
tado responde a dicha cuestión:
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Teorema 4.4.9 Sea T : X 7→ Y una aplicación lineal con D(T ) ⊂ X y
I(T ) ⊂ Y. Entonces

1. Existe la aplicación inversa T−1 de T , si y sólo si Tx = 0 implica
x = 0.

2. Si existe T−1, entonces T−1 es lineal.

3. Si T es invertible y dimD(T ) = n <∞, entonces dim I(T )=dimD(T )
= n.

Demostración: Ante todo recordemos que para que una aplicación tenga
inversa ha de ser inyectiva, i.e., x1 ̸= x2 ⇒ Tx1 ̸= Tx2, o, equivalentemen-
te, Tx1 = Tx2 ⇒ x1 = x2.

Comenzaremos probando 2. Supongamos que existe T−1. Probemos
que para todos y1, y2 ∈ I(T ) y α, β ∈ K, T−1(αy1+βy2) = αT−1y1+βT

−1y2.
Como existe T−1, entonces, para todos y1, y2 ∈ I(T ) existen x1, x2 ∈ D(T )
tales que x1 = T−1y1 y x2 = T−1y2, luego y1 = Tx1 y y2 = Tx2. Como T es
lineal

T (αx1 + βx2) = αTx1 + βTx2 = αy1 + βy2.

Si le aplicamos el operador T−1 a la ecuación anterior nos queda

T−1(αy1 + βy2) = αx1 + βx2 = αT−1y1 + βT−1y2.

Probemos ahora 1. Supongamos que Tx = 0 implica x = 0. Entonces,
cualesquiera sean x1 y x2 tales que Tx1 = Tx2, tenemos

0 = Tx1 − Tx2 = T (x1 − x2) ⇒ x1 − x2 = 0 ⇒ x1 = x2,

i.e., T es inyectiva, luego existe su inversa T−1. Por el contrario, si T tiene
inversa entonces T−1 es lineal (por el apartado 2.) así que tomando T−1

en la ecuación Tx = 0 obtenemos x = T−10 = 0.

Probemos 3. Por el Teorema 4.4.8 dim I(T ) ≤ dimD(T ). Si aplica-
mos el mismo teorema a la aplicación lineal T−1 obtenemos dim I(T−1) =
dimD(T ) ≤ dimD(T−1) = dim I(T ), i.e., dim I(T ) ≥ dimD(T ), de donde
se sigue el resultado.
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Ejemplo 4.4.10 Sea T : X 7→ Y una aplicación lineal y supongamos que
dimX = n <∞. Prueba que dimX = n = dimN (T ) + dim I(T ).

Sea e1, . . . , ek, k ≤ n una base del núcleo N (T ) de T . Completemos
dichos vectores con los vectores linealmente independientes ek+1, . . . , en
de X tales que e1, e2, . . . en sean una base de X. Probemos que Tek+1,
. . . T en es una base de la imagen I(T ) de T . Ante todo notemos que
span (Tek+1, . . . , T en) = I(T ). En efecto, para todo y ∈ I(T ) existe un
x ∈ D(T ) ⊂ X tal que y = Tx,

y = Tx = T (x1e1+· · ·+xkek+xk+1ek+1+xnen) = 0+xk+1Tek+1+. . . xnTen.

Probemos ahora que son linealmente independientes. Supongamos que
no lo son, entonces existe al menos un xj ̸= 0, j = k + 1, . . . , n, tal que

xk+1Tek+1 + · · ·+ xnTen = 0 ⇒ T (xk+1ek+1 + · · ·+ xnen) = 0.

Pero entonces z = xk+1ek+1 + · · · + xnen ∈ N (T ), lo cual indica que
z = 0 (pues z es combinación lineal de vectores que no pertenecen al
núcleo). Pero entonces los vectores ek+1, . . . , en son linealmente depen-
dientes lo cual es una contradicción, i.e., los vectores Tek+1, . . . T en son
linealmente independientes y, por tanto, son una base de I(T ). Entonces
dimN (T ) = k y dim I(T ) = n− k, de donde se deduce el resultado.

Ejercicio 4.4.11 Sea T : X 7→ Y una aplicación lineal y supongamos que
dimX = dimY = n < ∞. Prueba que I(T ) = Y si y sólo si T−1 existe.
Ayuda: Usa el resultado del ejemplo anterior.

Si existe T−1, entonces por el apartado 3 del Teorema 4.4.9 dimN (T ) =
0 y por el 3 dimD(T ) = dim I(T ). Del ejemplo anterior tenemos entonces
que dimX = dim I(T ), luego I(T ) = Y. Por el contrario, si I(T ) = Y, en-
tonces del ejemplo se deduce que dimN (T ) = 0, por lo que el apartado 1
del Teorema 4.4.9 nos asegura que T es invertible.

Este resultado no es cierto para dimensión infinita. En efecto, sea X el
conjunto de las funciones infinitamente derivables en R. Sea D : X 7→ X,
y(t) = Dx(t) = x′(t) (derivada). Para cada y(t) ∈ X podemos definir
x(t) =

∫ t

0
y(τ)dτ , de forma que x′(t) = y(t) en R, i.e., I(D) = X. Pero

Dx = 0 no implica x = 0, ya que x′(t) = 0 para toda función constante,
no necesariamente nula, es decir, no existe el inverso de D (ver el punto
1 del Teorema 4.4.9).
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150 Capítulo 4. Espacios normados y espacios de Banach

Definición 4.4.12 Sean X e Y dos espacios normados y sea el operador
T : D(T ) ⊂ X 7→ Y lineal. T es acotado si existe c ≥ 0 tal que

∥Tx∥ ≤ c∥x∥, ∀x ∈ D(T ). (4.4.1)

Nota 4.4.13 En la definición anterior se sobrentiende que ∥x∥ es la norma
en X y ∥Tx∥ es en Y.

De la definición anterior se sigue que si T es acotado, entonces para
todo x ̸= 0,

∥Tx∥
∥x∥

≤ c, ∀x ∈ D(T ), x ̸= 0. (4.4.2)

El menor valor de c para el cual (4.4.1) se cumple lo denotaremos por ∥T∥
y se denomina norma del operador lineal T . Tomando supremos en x ̸= 0
en (4.4.2) e ínfimos en c tenemos

sup
x∈X\{0}

∥Tx∥
∥x∥

≤ ∥T∥.

Por otro lado, para todo y ̸= 0

∥Ty∥
∥y∥

≤ sup
x∈X\{0}

∥Tx∥
∥x∥

:= c′,

luego ∥Ty∥ ≤ c′∥y∥ por lo tanto

∥T∥ = ı́nf{c : ∥Ty∥ ≤ c∥y∥, ∀y ∈ X} ≤ c′ = sup
x∈X\{0}

∥Tx∥
∥x∥

,

de donde se sigue que

∥T∥ = sup
x∈X\{0}

∥Tx∥
∥x∥

⇐⇒ ∥T∥ = sup
∥x∥=1

∥Tx∥. (4.4.3)

Si T = 0 obviamente ∥T∥ = 0. Además de (4.4.1), tomando ínfimos en
c se tiene

∀y ∈ X,
∥Ty∥
∥y∥

≤ ∥T∥ ⇐⇒ ∥Ty∥ ≤ ∥T∥∥y∥.
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4.4. Aplicaciones lineales 151

Ejercicio 4.4.14 Prueba que la cantidad ∥T∥ definida en (4.4.3) es una
norma, es decir, se cumplen los axiomas de la definición 4.2.1.

Usando (4.4.3) se sigue que ∥T∥ ≥ 0 y solo vale cero si sup∥x∥=1 ∥Tx∥ =
0, i.e., Tx = 0 para todo x ∈ D(T ), luego T = 0. Además, como (λT )x =
λ(Tx) se sigue que sup∥x∥=1 ∥(λT )x∥ = |λ| sup∥x∥=1 ∥Tx∥ = |λ∥T∥. Final-
mente, como ∥(T + U)x∥ ≤ ∥Tx∥ + ∥Ux∥ para todo x ∈ X, se tiene,
tomando supremos en ∥x∥ = 1 que ∥T + U∥ ≤ ∥T∥+ ∥U∥.

Ejemplo 4.4.15 El operador I del Ejemplo 4.4.2 es acotado y ∥I∥ = 1.
El operador Θ del Ejemplo 4.4.3 es acotado y ∥Θ∥ = 0. El operador D
del Ejemplo 4.4.4 es no acotado. En efecto, escojamos el espacio P en J =
[0, 1] e introduzcamos la norma ∥p∥ = máxt∈J |p(t)|. Como Dp(t) = p′(t),
entonces si escogemos la sucesión pn(t) = tn, ∥pn∥ = 1, tenemos ∥Dpn∥ =
n, luego ∥Dpn∥/∥pn∥ = n, que obviamente no es acotada. Finalmente,
para el Ejemplo 4.4.5 de las matrices si usamos, por ejemplo, la norma
∥x∥ = (

∑n
k=1 |xk|2)

1/2, entonces

∥Tx∥ ≤ c∥x∥, c =

√√√√ m∑
k=1

n∑
j=1

a2kj := ∥T∥,

donde akj son los elementos de la matriz A.

Ejercicio 4.4.16 Sea el espacio C∞
[a,b] de las funciones continuas con la nor-

ma del máximo del Ejemplo 4.2.6. Sea x(t) ∈ C∞
[a,b] y sean los los puntos

t1 < t2 < · · · < tn pertenecientes [a, b]. Definamos el funcional

f : C∞
[a,b] 7→ R, f(x) =

n∑
k=1

ckx(tk), c1, . . . , cn ∈ R.

Prueba que f es lineal y acotado y que ∥f∥ = ln :=
∑n

k=1 |ck|.

La linealidad se sigue fácilmente de la definición de f . Como R es un
espacio normado con la norma del valor absoluto, entonces

|f(x)| ≤
n∑

k=1

|ck||x(tk)| ≤ máx
t∈[a,b]

|x(t)|
n∑

k=1

|ck| = ln∥x∥ ⇒ ∥f∥ ≤ ln.
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152 Capítulo 4. Espacios normados y espacios de Banach

Dividamos el intervalo [a, b] en los subintervalos [a, t1], . . . , [tn, b]. Cons-
truyamos ahora una función x̃(t) de forma que x̃(tk) = signo (ck), y sea
lineal entre los puntos (0, 0), (t1, signo (c1)), . . . , (tn, signo (cn)) y (b, 0) (ver
figura 4.1).

Obviamente ∥x̃(t)∥ = 1. Además

∥f∥ = sup
∥x∥=1

|f(x)| ≥ |f(x̃)| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ckx̃(tk)

∣∣∣∣∣ =
n∑

k=1

|ck| ⇒ ∥f∥ ≥ ln,

de donde se deduce ∥f∥ = ln.

a b

1

−1

t1 t2 t3 t4 t5 t6 t

x̃(t)

Figura 4.1: La función x̃(t) con n = 6.

Teorema 4.4.17 Toda aplicación lineal T : X 7→ Y de un espacio normado
de dimensión finita X en otro espacio normado cualquiera Y es acotada.

Demostración: Sea dimX = n y sea (e1, . . . , en) una base de X. Para todo
x ∈ X, x =

∑n
k=1 xkek. Entonces

∥Tx∥ =

∥∥∥∥∥T
n∑

k=1

xkek

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

k=1

|xk|∥Tek∥ ≤ máx
k

∥Tek∥
n∑

k=1

|xk|.

Por otro lado, usando el Lema 4.3.1 tenemos que existe un c > 0 tal que

∥x∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

xkek

∥∥∥∥∥ ≥ c
n∑

k=1

|xk|.
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4.4. Aplicaciones lineales 153

Combinando ambas tenemos

∥Tx∥ ≤ máx
k

∥Tek∥
∥x∥
c

⇒ ∥Tx∥ ≤ γ∥x∥,

con γ = máxk ∥Tek∥/c.
Para terminar este apartado probemos el siguiente teorema sobre apli-

caciones lineales continuas.

Teorema 4.4.18 Sea T : D(T ) ⊂ X 7→ Y una aplicación lineal de un
espacio normado X a otro espacio normado Y. Entonces

1. T es continuo si y sólo si T es acotado.

2. Si T es continuo en algún x0 ∈ D(T ), T es continuo en D(T ).

Demostración: Asumiremos que T no es el operador nulo.

1. Sea T acotado y sea x0 ∈ D(T ) cualquiera. Como T es lineal y acotado,
entonces

∥Tx− Tx0∥ = ∥T (x− x0)∥ ≤ ∥T∥∥x− x0∥.

Entonces, para todo ε > 0, existe un δ = ε/∥T∥ > 0 tal que, para todo x
con ∥x− x0∥ < δ, ∥Tx− Tx0∥ < ε, i.e., T es continuo en D(T ).

Sea T lineal y continuo en x0 ∈ D(T ) cualquiera. Entonces para todo ε >
0, existe un δ > 0, tal que, para todo x con ∥x− x0∥ < δ, ∥Tx− Tx0∥ < ε.
Sea y ̸= 0 en D(T ) cualquiera. Escojamos x tal que

x = x0 +
δ

2∥y∥
y ⇒ x− x0 =

δ

2∥y∥
y ⇒ ∥x− x0∥ < δ ⇒ ∥Tx− Tx0∥ < ε.

Además, para dichos x tenemos, usando la linealidad de T , que

∥Tx−Tx0∥=∥T (x−x0)∥=
∥∥∥∥T δ

2∥y∥
y

∥∥∥∥= δ

2∥y∥
∥Ty∥ ≤ ε ⇒ ∥Ty∥ ≤ 2ε

δ
∥y∥,

luego T es acotado.

2. Nótese que en la segunda parte de la prueba anterior se probó que si T
era continuo en un punto x0 ∈ D(T ), entonces era acotado en D(T ). Pero
entonces por la primera parte, al ser T acotado en D(T ), es continuo en
D(T ).
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154 Capítulo 4. Espacios normados y espacios de Banach

Nota 4.4.19 El teorema anterior nos indica que la acotación y continuidad
para las aplicaciones lineales son conceptos equivalentes.

Sea L(X,Y) el espacio de todas las aplicaciones lineales de X en Y,
X e Y espacios vectoriales. Definamos en dicho espacio la suma de dos
aplicaciones A+B y la multiplicación por un escalar λ de la forma habitual

∀x ∈ X, (A+B)x = Ax+By, (λA)x = λ(Ax).

Con esta definición es fácil ver que L(X,Y) es un espacio vectorial (el
elemento nulo de L(X,Y) es el operador nulo).

Supongamos ahora que X e Y son espacios normados. Definamos el
subespacio B(X,Y) ⊂ L(X,Y) de todas las aplicaciones lineales acotadas
(y, por tanto, según el Teorema 4.4.18, continuas). Entonces, como conse-
cuencia del Ejercicio 4.4.14 se sigue que B(X,Y) es un espacio normado.
De hecho, como veremos a continuación, es un espacio de Banach.

Ejercicio 4.4.20 Prueba que si X es un espacio normado e Y es un espacio
de Banach, entonces B(X,Y) es un espacio de Banach. (ver Teorema 6.3.6).

Sea (Un)n ∈ B(X,Y) una sucesión de Cauchy. Entonces

∀ε > 0, ∃N ∈ N, tal que ∀n,m > N, ∥Un − Um∥ < ε,

y, por tanto, para cada x ∈ X

∥(Un − Um)x∥ = ∥Unx− Umx∥ < ε∥x∥, (4.4.4)

i.e., para cada x ∈ X, la sucesión (Unx)n ∈ Y es de Cauchy, y como Y es
completo entonces ĺımn Unx = y. Definamos el operador U tal que, para
cada x ∈ X, Ux = ĺımn Unx. Tomando límite n→ ∞ en

Un(αx+ βy) = αUnx+ βUny ⇒ U(αx+ βy) = αUx+ βUy,

luego U es lineal. Tomando el límite m→ ∞ en (4.4.4) tenemos

∥Unx− Ux∥ ≤ ε∥x∥ ⇒ U − Un es acotado.

Como Un ∈ B(X,Y) y U − Un ∈ B(X,Y), su suma Un + U − Un = U
es acotada. Además, de la desigualdad anterior se sigue que, para todo
x ̸= 0,

∥(Un − U)x∥
∥x∥

≤ ε ⇒ sup
∥x∥≠0

∥(Un − U)x∥
∥x∥

≤ ε ⇒ ∥Un − U∥ → 0.
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Luego, Un → U ∈ B(X,Y), de donde se sigue que el espacio de las apli-
caciones lineales acotadas B(X,Y) cuando Y es de Banach, es completo
(¿por qué?) y, por tanto, de Banach.

4.5. El Teorema de Banach-Steinhaus

Para terminar este capítulo dedicado a los espacios normados vamos a
demostrar un resultado muy útil para una sucesión de operadores lineales
y acotados: el Teorema de Banach-Steinhaus.

Teorema 4.5.1 (Banach-Steinhaus) Sea (Tn)n una sucesióna de opera-
dores lineales acotados Tn : X 7→ Y de un espacio de Banach X a otro
normado cualquiera Y tales que la sucesión (∥Tnx∥)n es acotada para ca-
da x ∈ X, o sea, para cada x ∈ X existe un cx ∈ R tal que, para todo
n = 1, 2, . . . se tiene

∥Tnx∥ ≤ cx. (4.5.1)

Entonces, la sucesión de normas (∥Tn∥)n es acotada, es decir, existe un c ≥ 0
tal que, para todo n = 1, 2, . . . se cumple

∥Tn∥ ≤ c. (4.5.2)
aSe asume nuevamente que todos los Tn tienen el mismo dominio D(Tn).

Nota 4.5.2 Este teorema se puede generalizar a una familia de operadores
Ti, i ∈ I, no teniendo que ser el conjunto de índices I numerable. Se deja
como ejercicio al lector que modifique la prueba para este caso.

Demostración: Comenzaremos construyendo una familias de subconjun-
tos Mk ⊂ X, k = 1, 2, . . . , de todos los x ∈ X tales que para todo n ∈ N

∥Tnx∥ ≤ k.

Probemos que los Mk son cerrados. Para ello probemos que cualquiera sea
x ∈ Mk, entonces x ∈ Mk (ver Proposición 3.5.4). Como x ∈ Mk existe
una sucesión (xm)m ∈ Mk tal que xm → x, pero entonces, para todo m y
todo n, como xm ∈ Mk, usando la continuidad de la norma y que Tn son
acotados, luego continuos, obtenemos

∥Tnxm∥ ≤ k ⇒ m→ ∞, ∥Tnx∥ ≤ k ⇒ x ∈Mk.
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156 Capítulo 4. Espacios normados y espacios de Banach

Por la condición (4.5.1) está claro que para cada x ∈ X existe un entero
kx = [ck] + 1, tal que

∥Tnx∥ ≤ cx ≤ [cx] + 1 = kx,

luego cada x ∈ X pertenece a algún Mk, o sea,

X =
∞⋃
k=1

Mk.

Pero entonces el Corolario del Teorema de Baire 3.6.2 (X es completo)
nos asegura que al menos uno de los conjuntos Mk contiene un abierto.
Supongamos que Mk0 es dicho conjunto, i.e., entonces existe una bola
B(x0, r) ⊂Mk0 tal que para todo z ∈ B(x0, r) se tiene ∥Tnz∥ ≤ k0. Elijamos
ahora z

z = x0 + γx, γ > 0,

de forma que z ∈ B(x0, r) para todo x ∈ X, x ̸= 0. Para ello basta que
γ∥x∥ < r, para todo x. Tomemos por ejemplo γ = r/(2∥x∥). Entonces,
para todo n = 1, 2, . . . , ∥Tnz∥ ≤ k0. Luego, para todo x ∈ X, y todo
n = 1, 2, . . . , tenemos

∥Tnx∥ =

∥∥∥∥Tn(z − x0
γ

)∥∥∥∥ =
1

γ
∥Tnz − Tnx0∥ ≤ 1

γ
(∥Tnz∥+ ∥Tnx0∥) ≤

2k0
γ
.

Usando que γ = r/(2∥x∥) tenemos

∥Tnx∥
∥x∥

≤ 4k0
r

⇒ sup
∥x∥=1

∥Tnx∥
∥x∥

≤ 4k0
r

= c,

de donde se sigue que, para todo n = 1, 2, . . . , ∥Tn∥ < c, como se quería
probar.

Nótese que la hipótesis (4.5.1) y la consecuencia (4.5.2) del Teorema
de Banach-Steinhaus se pueden cambiar por

sup
n∈N

∥Tnx∥ <∞, ∀x ∈ X, y sup
n∈N

∥Tn∥ <∞,

respectivamente, lo que explica por qué a este teorema se le suela deno-
minar Principio de acotación uniforme, pues se obtiene una cota uniforme
para la sucesión de normas ∥Tn∥ a partir de las cotas puntuales ∥Tnx∥.

Así, una formulación equivalente del Teorema de Banach-Steinhaus es
la siguiente:
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Principio de acotación uniforme: Sea (Tn)n una sucesión de operado-
res lineales acotados Tn : X 7→ Y de un espacio de Banach X a otro
normado cualquiera Y tales que

sup
n∈N

∥Tnx∥ <∞, ∀x ∈ X ⇒ sup
n∈N

∥Tn∥ <∞. (4.5.3)

Nótese que la prueba que U es acotado en el Ejercicio 4.4.20 se pue-
de simplificar notablemente si usamos el Teorema de Banach-Steinhaus
4.5.1. En efecto, como existe el límite Unx cuando n tiende a infinito para
todo x ∈ X, entonces la sucesión (Unx)n es acotada, i.e., existe cx ≥ 0 tal
que ∥Unx∥ ≤ cx, pero entonces existe un c ≥ 0 tal que ∥Un∥ ≤ c. Usando
entonces que ∥Unx∥ ≤ ∥Un∥∥x∥ ≤ c∥x∥ y tomando el límite n → ∞, se
tiene que ∥Ux∥ ≤ c∥x∥, i.e., U es acotado.

Ejercicio 4.5.3 Sea (Tn)n una sucesión de operadores lineales acotados
Tn : X 7→ Y con X espacio de Banach. Prueba que si Tn es puntualmen-
te convergente a un operador T (véase la Definición 3.5.33) entonces la
sucesión (Tn)n está uniformemente acotada, i.e.,

∃c > 0 tal que ∀n ∈ N, ∥Tn∥ < c, (4.5.4)

y el operador T es lineal y acotado (continuo).

Efectivamente, al ser ∥Tnx∥ convergente para cada x, es acotada, lue-
go se tiene (4.5.1), por tanto podemos aplicar el Teorema de Banach-
Steinhaus 4.5.1 de donde se sigue (4.5.4).

La linealidad sale de tomar límites n→ ∞ en

T (αxn + βyn) = αTnx+ βTny.

Por otro lado, como para todo n, ∥Tn∥ < c, se sigue que existe un c > 0 tal
que

∀x ∈ X, ∀n ∈ N, ∥Tnx∥ ≤ c∥x∥.

Tomando el límite cuando n → ∞, y usando la continuidad de la norma,
tenemos entonces que existe c > 0 tal que

∀x ∈ X, ∥Tx∥ ≤ c∥x∥,

luego T es acotado (continuo).
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4.5.1. Aplicación a las series de Fourier

Una aplicación interesante del Teorema de Banach-Steinhaus tiene que
que ver con las series de Fourier. Dada una función f(x) periódica de
periodo 2π definiremos la serie trigonométrica de Fourier por

Sf(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

an cos(nx) + bn sin(nx), (4.5.5)

donde los coeficientes vienen dados por las expresiones

an =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos(nx)dx, bn =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin(nx)dx, (4.5.6)

n = 0, 1, 2, . . . , asumiendo que las integrales existen. Una pregunta natural
es cuándo, para cada2 x ∈ [0, 2π), las sumas parciales de la serie de Fourier

Snf(x) :=
a0
2

+
n∑

k=1

ak cos(kx) + bk sin(kx), (4.5.7)

convergen, y, en ese caso, si Snf(x) → f(x) en cada x, es decir, si hay
convergencia puntual. Nosotros nos ocuparemos de la primera cuestión.
Para la segunda el lector puede consultar, por ejemplo, [26, §18.2].

Por ejemplo, encontremos la serie de Fourier la función f(x) = 1 si
0 ≤ x < π y 0 si π ≤ x < 2π (ver figura 4.2). Un cálculo directo nos da
a0 = 1,

an = 0, bn =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sinnx dx =
1

π

∫ π

0

sinnx dx =
1

π

(
1− (−1)n

n

)
.

Luego la serie de Fourier de f es

Sf(x) =
1

2
+

2

π

∞∑
k=0

sin(2k + 1)x

2k + 1
. (4.5.8)

Usando el criterio de Abel-Dirichlet para series numéricas3 se puede com-
probar que la serie anterior converge en todo punto de [0, 2π) (de hecho
en todo R), incluido el punto de discontinuidad x = 1/2 donde toma el
valor 1/2 (ver figura 4.2). Es decir, para la convergencia de la serie de Fou-

2Por la periodicidad de f , y Snf(x), eso equivale a preguntarnos por la convergencia
en todo R.

3Ver, por ejemplo, [26, Proposición 3 §16.2.3, pág. 376].
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0.6

0.8
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0 1 2 3 4 5 6

f(x)
S1f(x)
S5f(x)
S9f(x)

Figura 4.2: La función discontinua f y las sumas parciales de su serie de
Fourier (4.5.8) para n = 1, 5 y 9.

rier, aunque esta no converja a la función en todo punto, no es necesaria
la continuidad de f . Resulta que tampoco es suficiente. Es decir, se tiene
el siguiente teorema:

Teorema 4.5.4 Existen funciones 2π-periódicas continuas cuyas series de
Fourier divergen en un punto x0 dado.

Para probar el teorema anterior conviene recordar algunas de las pro-
piedades de las series de Fourier.

Sustituyendo las expresiones (4.5.6) de los coeficientes an y bn de la
serie de Fourier en (4.5.7) obtenemos

Snf(x) =
1

π

∫ 2π

0

f(t)Dn(t− x)dt, Dn(z) =
1

2
+

n∑
k=1

cos(kz), (4.5.9)

donde Dn(z) es el núcleo de Dirichlet. Usando la identidad

2 cos(kz) sin z/2 = sin(k + 1/2)z − sin(k − 1/2)z,

y sumando de k = 1 hasta n obtenemos la siguiente expresión alternativa
para el núcleo de Dirichlet:

Dn(z) =
sin(n+ 1/2)z

2 sin z/2
, z ̸= 0, Dn(0) = n+

1

2
. (4.5.10)
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Nótese que |Dn(z)| ≤ n+ 1/2.

Definamos el espacio C̃ de las funciones continuas en [0, 2π] tales que
f(0) = f(2π) dotado con la norma del supremo: ∥f∥ = máxx∈[0,2π] |f(x)|.
Dicho espacio es un subespacio cerrado en el espacio C∞

[0,2π] (¿por qué?),
luego es completo (¿por qué?).

Sin pérdida de generalidad podemos elegir como punto de divergencia
al punto x = 0.

Definamos la sucesión (Tn)n de funcionales lineales4 sobre C̃

Tnf =
1

π

∫ 2π

0

f(t)Dn(t)dt.

Nótese que Tnf = Snf(0). Además

|Tnf | ≤
1

π

∫ 2π

0

|f(t)||Dn(t)|dt ≤ máx
x∈[0,2π]

|f(t)|
(
1

π

∫ 2π

0

|Dn(t)|dt
)

︸ ︷︷ ︸
=ln

.

Luego, ∥Tnf∥ ≤ ln∥f∥, luego Tn es acotado para cada n y tomando el
supremo para todas las f con ∥f∥ = 1, obtenemos ∥Tn∥ ≤ ln.

Demostremos ahora que ∥Tn∥ = ln. Para ello vamos a encontrar una
sucesión (fk)k de funciones continuas en [0, 2π] con norma 1 tal que para
todo n, Tnfk → ln cuando k → ∞, de donde, por la continuidad de la
norma (en este caso el valor absoluto) se deduce que ∥Tn∥ = ln.

Para ello notemos que, para cada n ∈ N, Dn(x) = 0 en los puntos
ai =

2iπ
2n+1

, i = 1, 2, . . . , 2n. Además, Dn es no negativa en los intervalos
[0, a1], [a2, a3], . . . , [a2n−2, a2n−1], [a2n, 2π], cuya unión llamaremos Σ+ y
no positiva en [a1, a2], [a3, a4], . . . , [a2n−1, a2n], cuya unión llamaremos Σ−.
Para cada n ∈ N definamos la función gn igual a 1 en Σ+ e igual a −1 en Σ−
(ver la gráfica de la izquierda en la figura 4.3). Nótese que gn(t)Dn(t) =
|Dn(t)| y que el número de intervalos donde gn es negativo es exactamente
igual a n.

Vamos a construir para cada n ∈ N una sucesión de funciones conti-
nuas en (fk)k en [0, 2π] que valga 1 en [0, a1 − δk] y [a2n + δk, 2π] y que sea
lineal entre ai − δk y ai + δk para cada uno de los intervalos donde gn es

4Un funcional lineal T no es más que una aplicación lineal T : X 7→ R, de un espacio
normado X en R (o C) donde R se entiende como un espacio normado con la norma del
valor absoluto.
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4.5. El Teorema de Banach-Steinhaus 161

negativo (ver detalle en la gráfica de la derecha de la figura 4.3) donde δk
es lo suficientemente pequeño y lo escogeremos convenientemente como
veremos más adelante. Es obvio que |fk(x)| ≤ |gn(x)| ≤ 1, luego ∥fk∥ = 1.

-1

0

1

2

3

4

0 1 2 3 4 5 6

D4(x)
g4(x)

ai ai+1

ai−δk ai+δk

Figura 4.3: Las funciones D4(x) y g4(x) (izquierda) y detalle de la función
gn (azul) y de las fk (rojo) (derecha).

Además, se puede comprobar5 que para cada n ∈ N las funciones fk y
gn así construidas son tales que∫ 2π

0

|fk(t)− gn(t)|dt = 2nδk.

Ahora bien, para cada n ∈ N, como ln = 1
π

∫ 2π

0
|Dn(t)|dt = 1

π

∫ 2π

0
gn(t)Dn(t)dt,

tenemos

|Tnfk − ln| ≤
1

π

∫ 2π

0

|fk(t)− g(t)||Dn(t)|dt

≤
(

máx
x∈[0,2π]

|Dn(x)|
)

1

π

∫ 2π

0

|fk(t)− g(t)|dt ≤ (2n+ 1)n

π
δk,

donde hemos usado que máx |Dn(x)| = n + 1/2 para todo x ∈ [0, 2π].
Luego si, para cada n ∈ N tomamos en la definición de nuestra función
fk, δk ≤ π

n(2n+1)k
tenemos

|Tnfk − ln| ≤
1

k
→ 0, k → ∞ ⇒ Tnfk → ln,

5Dicha integral es el área de la región definida por la diferencia de ambas funciones
que como se ve en la gráfica derecha de la figura 4.3 es igual a 2δk en cada uno de los n
intervalos (ai − δk, ai+1 + δk), i = 1, 3, 5, . . . , 2n− 1.
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y como ∥fk∥ = 1, entonces ∥Tn∥ = ln.

Probemos ahora que la sucesión (ln)n es no acotada. Comenzamos no-
tando que

ln =
1

π

∫ 2π

0

|Dn(t)|dt =
1

2π

∫ 2π

0

| sin(n+ 1
2
)t|

| sin t
2
|

dt ≥ 1

π

∫ 2π

0

| sin(n+ 1
2
)t|

t
dt.

Haciendo el cambio z = (n+ 1/2)t en la última integral obtenemos que

ln ≥ 1

π

∫ (2n+1)π

0

| sin z|
z

dz =
1

π

2n∑
m=0

∫ (m+1)π

mπ

| sin z|
z

dz

≥ 1

π

2n∑
m=0

∫ (m+1)π

mπ

| sin z|
(m+ 1)π

dz =
1

π2

2n∑
m=0

1

m+ 1

∫ (m+1)π

mπ

| sin z|dz

=
2

π2

2n∑
m=0

1

m+ 1
→ ∞ si n→ ∞,

pues la suma obtenida son las sumas parciales de la serie armónica
∑∞

n=1 1/n
que es divergente.

Por tanto, la sucesión de normas ∥Tn∥ no está acotada, es decir, (4.5.2)
no se cumple, por tanto, el Teorema de Banach-Steinhaus (véase el Pro-
blema 4.19) nos asegura que tiene que existir una función f ∈ C̃ (recor-
demos que C̃ es completo) tal que ∥Tnf∥ → ∞ (Tnf es no acotada para
alguna f , o si no se cumpliría (4.5.1), véase el Problema 4.19), pero como
Tnf = Snf(0), eso significa que tiene que existir una función f continua
en C̃ tal que su serie de Fourier en cero es divergente.

4.6. Problemas

Problema 4.1 Prueba que los espacios Rn, Rn×m, Pn y C([a, b]) son espa-
cios vectoriales.

Solución: Simplemente hay que comprobar que en cada caso se cumplen las
propiedades de la Definición 4.1.1.
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Problema 4.2 Prueba que para todos x, y de un espacio normado X se
cumple la desigualdad |∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x − y∥. Deduce de este resultado
que la norma ∥ · ∥ : X 7→ [0,∞) es una aplicación continua.

Solución: Tenemos que

∥x∥ ≤ ∥x− y∥+ ∥y∥, ∥y∥ ≤ ∥x− y∥+ ∥x∥ ⇒

∥x∥ − ∥y∥ ≤ ∥x− y∥, ∥y∥ − ∥x∥ ≤ ∥x− y∥ ⇒ |∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x− y∥.

Esta claro que si ∥xn − x∥ → 0, entonces ∥xn∥ → ∥x∥, de donde se sigue el
resultado.

Problema 4.3 Prueba que el espacio ℓ∞ de las sucesiones acotadas (xn)n
con la norma ∥x∥ = supk∈N |xk| es un espacio normado. Demuestra que
en este espacio el subespacio Y de las sucesiones con un número finito
de términos no nulos no es cerrado (y, por tanto, no es completo) en
ℓ∞. Ayuda: Usa la sucesión sn = (1, 1/2, . . . , 1/n, 0, 0, . . . ) ∈ Y y la sucesión
x = (1, 1/2, . . . , 1/n, 1/(n+ 1), . . . ) ∈ Y .

Solución: Probar que dicho espacio es normado es similar a la prueba de que
ℓ∞ es métrico (ver Ejemplo 3.1.11). Probemos que Y ⊂ ℓ∞ no es cerrado. Sea
la sucesión sn = (1, 1/2, . . . , 1/n, 0, 0, . . . ) ∈ Y . Está claro que para cada n, sn
coincide con la sucesión x = (1, 1/2, . . . , 1/n, 1/(n + 1), . . . ) hasta el término n.
Además

∥sn − x∥ = sup
k∈N

|s(k)n − x(k)| = 1

n+ 1
→ 0 n → ∞.

Pero x ̸∈ Y y, por tanto, Y no es cerrado pues no contiene a todos sus puntos
límites. La incompletitud se sigue del Teorema 3.5.14.

Problema 4.4 Sean los espacios normados (no necesariamente de Ba-
nach) X1 y X2 y sean ∥·∥1 y ∥·∥2 sus correspondientes normas. Prueba que
ambas normas son equivalentes si y solo si ∥xn∥1 → 0 implica ∥xn∥2 → 0
y viceversa.

Solución: Si las normas son equivalentes entonces se tiene que existen a, b > 0
tales que, para todo n ∈ N

a∥xn∥1 ≤ ∥xn∥2 ≤ b∥xn∥ ≤ b
a∥xn∥2,

de donde se deduce, por el Teorema de las tres sucesiones, que si ∥xn∥1 → 0,
entonces ∥xn∥2 → 0 y que si ∥xn∥2 → 0, entonces ∥xn∥1 → 0.
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Veamos la otra implicación. Supongamos que si ∥xn∥1 → 0 implica ∥xn∥2 → 0

y viceversa pero que no existe a > 0 tal que a∥x∥1 ≤ ∥x∥2 par todo x ∈ X.
Entonces, para cada n ∈ N existe un xn ∈ X tal que ∥xn∥1 = 1 y ∥xn∥2 < 1/n

( 1
n∥xn∥1 > ∥xn∥2), lo cual es imposible pues entonces ∥xn∥2 → 0 pero ∥xn∥1 ̸→ 0.

Análogamente, si no existe b > 0 tal que ∥x∥2 ≤ b∥x∥1, entonces para cada n

existirá un xn ∈ X tal que ∥xn∥2 = 1 y ∥xn∥1 < 1/n (∥xn∥2 > n∥xn∥1), luego
∥xn∥1 → 0 pero ∥xn∥2 ̸→ 0, lo cual es una contradicción. Nótese que en la prueba
de este resultado no se necesita la completitud del espacio.

Problema 4.5 Prueba que los operadores de los ejemplos 4.4.2-4.4.6 son
operadores lineales. Decide, usando distintas normas, si el operador del
Ejemplo 4.4.6 es acotado.

Solución: Los ejemplos 4.4.2-4.4.5 son inmediatos. Veamos el operador del
Ejemplo 4.4.6. En este caso tenemos

S(αf(t) + βg(t)) = t(αf(t) + βg(t)) = αtf(t) + βtg(t) = αSf(t) + βSg(t),

luego es lineal. Veamos si el operador multiplicación por g(t) es acotado. Comen-
cemos con la norma del Ejemplo 4.2.6. Así, sea m = máxt∈[a,b] |g(t)|, entonces

∥Mf∥ = máx
t∈[a,b]

|g(t)f(t)| ≤ m máx
t∈[a,b]

|f(t)| = c∥f(t)∥,

luego M es acotado.

En el caso de la norma del Ejemplo 4.2.5 tendremos

∥Mf∥ =

(∫ b

a
|g(x)f(x)|pdx

)1/p

≤ m
(∫ b

a
|f(x)|pdx

)1/p

≤ m∥f(t)∥,

de donde se sigue que M es acotado.

Problema 4.6 Prueba que el operador T : C∞
[0,1] 7→ C∞

[0,1] con y = Tx
definido por

y(t) =

∫ 1

0

k(t, τ)x(τ)dτ, (4.6.1)

con k(t, τ) continua en el cuadrado [0, 1]× [0, 1] es lineal y acotado y que

∥T∥ = K = máx
t∈[0,1]

∫ 1

0

|k(t, τ)|dτ.

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l
4.6. Problemas 165

Solución: De la desigualdad

|y(t)| ≤
∫ 1

0
|k(t, τ)||x(τ)|dτ ≤ ∥x∥

∫ 1

0
|k(t, τ)|dτ,

se sigue, tomando el supremo en t ∈ [0, 1], que ∥Tx∥ ≤ K∥x∥, con

K = máx
t∈[0,1]

∫ 1

0
|k(t, τ)|dτ.

Luego ∥T∥ ≤ K. Definamos ahora la función

un(t) =


−1 t ≤ −1/n,

nt, −1/n ≤ t ≤ 1/n

1, t ≥ 1/n.

Sea la sucesión xn(t, τ) = un(k(t, τ)). Nótese que ∥xn∥ = 1, y que

k(t, τ)un(k(t, τ)) ≥ 0, e igual a |k(t, τ)| cuando |k(t, τ)| ≥ 1/n.

Denotemos por In el conjunto de puntos (subintervalos de [0, 1]) donde se cumple
la desigualdad anterior. Se tiene entonces

|Txn(t, τ)| =
∫ 1

0
k(t, τ)xn(t, τ)dτ =

[∫
In

+

∫
[0,1]\In

]
≥
∫
In

k(t, τ)xn(t, τ)dτ.

Pero como∫
In

k(t, τ)xn(t, τ)dτ =

∫
In

|k(t, τ)|dτ =

∫ 1

0
|k(t, τ)|dτ −

∫
[0,1]\In

|k(t, τ)|dτ,

y en [0, 1] \ In, |k(t, τ)| < 1/n, entonces

|Txn(t, τ)| ≥
∫
In

|k(t, τ)|dτ ≥
∫ 1

0
|k(t, τ)|dτ − 1

n
.

Tomando supremos en n obtenemos6

sup
n

|Txn(t, τ)| ≥
∫ 1

0
|k(t, τ)|dτ.

6Ello se debe a la siguiente propiedad del supremo: si ∀x ∈ M ⊂ R y para todo ε > 0,
x ≥ a−ε, entonces supx∈M x ≥ a. En efecto, si no fuese cierto entonces, si supx∈M x < a,
entonces ∀x ∈ M , x < a y, por tanto, existirá un ε > 0 tal que x+ ε < a (¿por qué?), lo
cual es una contradicción.
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Tomando en la desigualdad anterior máximo en t tenemos

máx
t∈[0,1]

[
sup
n

|Txn(t, τ)|
]
≥ máx

t∈[0,1]

∫ 1

0
|k(t, τ)|dτ = K.

Pero, como ∥xn(t, τ)∥ = 1, entonces7

∥T∥ = sup
∥x∥=1

∥Tx∥ ≥ máx
t∈[0,1]

[
sup
n

|Txn(t, τ)|
]
≥ máx

t∈[0,1]

∫ 1

0
|k(t, τ)|dτ = K,

de donde se sigue que ∥T∥ = K.

Nótese que como corolario de lo anterior se tiene que el funcional f : C∞
[0,1] 7→

R con f(x) =
∫ 1
0 k(τ)x(τ)dτ , con k(τ) continua en [0, 1] es acotado y ∥f∥ =∫ 1

0 |k(τ)|dτ .

Problema 4.7 Prueba que el operador T : L1
[0,1] 7→ L1

[0,1] con y = Tx
definido por (4.6.1) es lineal y acotado y que

∥T∥ = máx
τ∈[0,1]

∫ 1

0

|k(t, τ)|dt,

donde por L1[0, 1] denotamos el completamiento del conjunto de las fun-
ciones integrables en [0, 1], i.e., x ∈ L1[0, 1] si

∫ 1

0
|x(t)|dt < +∞.

Solución: Tenemos que

∥Tx∥ =

∫ 1

0
|y(t)|dt =

∫ 1

0

∣∣∣∣∫ 1

0
k(t, τ)x(τ)dτ

∣∣∣∣ dt ≤ ∫ 1

0

(∫ 1

0
|k(t, τ)||x(τ)|dτ

)
dt

=

∫ 1

0

(∫ 1

0
|k(t, τ)|dt

)
|x(τ)|dτ ≤ máx

τ∈[0,1]

(∫ 1

0
|k(t, τ)|dt

)
∥x∥ = K∥x∥ ⇒

∥T∥ ≤ K. Sea τ0 ∈ [0, 1] el valor donde se alcanza el máximo8 anterior, K =∫ 1
0 |k(t, τ0)|dt. Como k(t, τ) es continua en un cerrado y acotado, entonces es

uniformemente continua en dicho conjunto (ver el Teorema de Heine 1.3.5).
Luego, para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que, si |t − t′| < δ y |τ − τ ′| < δ,
|k(t, τ) − k(t′, τ ′)| < ε. Elijamos ahora un intervalo I ⊂ [0, 1] = [τ1, τ2], tal que
τ1 ≤ τ0 ≤ τ2 con τ2 − τ1 < δ y definamos la función

x̃(τ) =


1

τ2 − τ1
, t ∈ [τ1, τ2],

0, en otro caso,
además ∥x̃∥ = 1.

7Los xn son un subconjunto de las x con norma 1.
8La función g(τ) =

∫ 1

0
|k(t, τ)|dt es continua en [0, 1] (ver Teorema de la página 56).
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Entonces, para la norma de T obtenemos

∥T∥ = sup
∥x∥=1

∥Tx∥ ≥ ∥T x̃∥ =

∫ 1

0

∣∣∣∣∫ 1

0
k(t, τ)x̃(τ)dτ

∣∣∣∣ dt
=

1

τ2−τ1

∫ 1

0

∣∣∣∣∫ τ2

τ1

k(t, τ)dτ

∣∣∣∣ dt.
Pero∣∣∣∣∫ τ2

τ1

k(t, τ0)dτ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ τ2

τ1

k(t, τ)dτ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ τ2

τ1

k(t, τ0)− k(t, τ)dτ

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ τ2

τ1

k(t, τ)dτ

∣∣∣∣+∫ τ2

τ1

|k(t, τ0)− k(t, τ)| dτ ≤
∣∣∣∣∫ τ2

τ1

k(t, τ)dτ

∣∣∣∣+ ε(τ2 − τ1),

luego∣∣∣∣∫ τ2

τ1

k(t, τ)dτ

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣∫ τ2

τ1

k(t, τ0)dτ

∣∣∣∣− ε = (τ2 − τ1)
(
|k(t, τ0)| − ε

)
, (4.6.2)

y, por tanto,

1

τ2−τ1

∫ 1

0

∣∣∣∣∫ τ2

τ1

k(t, τ)dτ

∣∣∣∣ dt ≥ ∫ 1

0
|k(t, τ0)|dt− ε = K − ε.

Es decir, para todo ε > 0, ∥T∥ ≥ K−ε y, por tanto, ∥T∥ ≥ K, de donde se deduce
que ∥T∥ = K como se quería demostrar.

Problema 4.8 Prueba que el operador T : L1
[0,1] 7→ C∞

[0,1] con y = Tx
definido por (4.6.1) es lineal y acotado y que

∥T∥ = máx
τ,t∈[0,1]

|k(t, τ)|.

Solución: De la desigualdad

|Tx(t)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
k(t, τ)x(τ)dτ

∣∣∣∣ ≤ máx
τ∈[0,1]

|k(t, τ)|
∫ 1

0
|x(τ)|dτ = máx

τ∈[0,1]
|k(t, τ)|∥x∥,

tomando el máximo en t ∈ [0, 1] obtenemos ∥Tx∥ ≤ K∥x∥, donde K = máxτ,t∈[0,1]
|k(t, τ)|. Como k(t, τ) es continua en un cerrado y acotado, existen t0, τ0 ∈ [0, 1]
tales que |k(t0, τ0)| = K.

Ahora construimos la misma función auxiliar del Problema 4.7 donde τ0 es el
valor encontrado antes. Así,

∥T∥ = sup
∥x∥=1

∥Tx∥ ≥ ∥T x̃∥ = máx
t∈[0,1]

∣∣∣∣∫ 1

0
k(t, τ)x̃(τ)dτ

∣∣∣∣ = 1

τ2−τ1
máx
t∈[0,1]

∣∣∣∣∫ τ2

τ1

k(t, τ)dτ

∣∣∣∣ .
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168 Capítulo 4. Espacios normados y espacios de Banach

Usando (4.6.2) se sigue que, para todo ε > 0,

1

τ2−τ1

∣∣∣∣∫ τ2

τ1

k(t, τ)dτ

∣∣∣∣ ≥ |k(t, τ0)| − ε

que al tomar el máximo en t ∈ [0, 1] no conduce a ∥T∥ ≥ K − ε. Luego, tomando
ε → 0 se tiene que ∥T∥ ≥ K y, por tanto, ∥T∥ = K.

Problema 4.9 Prueba que el operador T : C2
[0,1] 7→ C2

[0,1] con y = Tx
definido por (4.6.1) es lineal y acotado y que

∥T∥ ≤

√∫ 1

0

∫ 1

0

|k(t, τ)|2dtdτ .

En este caso no es sencillo encontrar la norma del operador en el caso
general.

Solución: Ello se sigue de las siguientes desigualdades:

∥Tx∥ =

√∫ 1

0

∣∣∣∣∫ 1

0
k(t, τ)x(τ)dτ

∣∣∣∣2dt≤
√∫ 1

0

(∫ 1

0
|k(t, τ)x(τ)|dτ

)2

dt ≤

Hölder p = 2
≤

√∫ 1

0

(∫ 1

0
|k(t, τ)|2dτ

)(∫ 1

0
|x(τ)|2dτ

)
dt =

=

√∫ 1

0

∫ 1

0
|k(t, τ)|2dτdt

√∫ 1

0
|x(τ)|2dτ =

√∫ 1

0

∫ 1

0
|k(t, τ)|2dτdt ∥x∥.

Problema 4.10 Demuestra que el operador T del Ejemplo 4.4.5 T : Rn 7→
Rn, y = Ax, A ∈ Rn×n es acotado en los siguientes casos:

1. T : Rn
∞ 7→ Rn

∞ (ver Ejemplo 3.1.8). Prueba además que

∥T∥ = máx
i=1,...,n

(
n∑

k=1

|aik|

)
.

2. T : Rn
1 7→ Rn

1 (ver Ejemplo 3.1.7). Prueba además que

∥T∥ = máx
k=1,...,n

(
n∑

i=1

|aik|

)
.

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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3. T : Rn
2 7→ Rn

2 (ver Ejemplo 3.1.7). Prueba además que

∥T∥ ≤

√√√√ n∑
i=1

n∑
k=1

|aik|2.

Solución: Tenemos que y = Tx = Ax. Comencemos probando 1.

∥Tx∥ = máx
i=1,...,n

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

aikxk

∣∣∣∣∣ ≤
[

máx
i=1,...,n

n∑
k=1

|aik|

]
∥x∥ = K∥x∥ ⇒ ∥T∥ ≤ K.

Sea i0 el índice donde se alcanza el valor de K, i.e., K =
∑n

k=1 |ai0k|, y sea x̃, tal
que x̃k = signo (ai0k). Entonces

∥T∥ = máx
∥x∥=1

∥Tx∥ ≥ ∥T x̃∥ = máx
i=1,...,n

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

aikx̃k

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

ai0kx̃k

∣∣∣∣∣ =
n∑

k=1

|ai0k| = K,

de donde se sigue el resultado.

2. En este caso tenemos

∥Tx∥ =
n∑

i=1

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

aikxk

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

n∑
k=1

|aik||xk| =
n∑

k=1

[
n∑

i=1

|aik|

]
|xk|

≤
n∑

k=1

[
máx

k=1,...,n

n∑
i=1

|aik|

]
|xk|=

[
máx

k=1,...,n

n∑
i=1

|aik|

]
∥x∥ = K∥x∥ ⇒ ∥T∥ ≤ K.

Sea k0 el índice donde se alcanza el valor de K, i.e., K =
∑n

i=1 |aik0 |, y sea
x̃ = δk,k0 , i.e., tal que x̃k vale cero para todo k ̸= k0 y uno si k = k0. Entonces

∥T∥ = máx
∥x∥=1

∥Tx∥ ≥ ∥T x̃∥ =

n∑
i=1

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

aikx̃k

∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

|aik0 | = K.

3. En este caso, usando la desigualdad de Hölder (3.7.2), obtenemos

∥Tx∥2 =
n∑

i=1

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

aikxk

∣∣∣∣∣
2

≤
n∑

i=1

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

|aik||xk|

∣∣∣∣∣
2

≤
n∑

i=1

[
n∑

k=1

|aik|2
][

n∑
k=1

|xk|2
]
,

luego ∥Tx∥2 ≤
[∑n

i=1

∑n
k=1 |aik|2

]
∥x∥2, de donde se sigue el resultado. En este

caso, a diferencia de los anteriores no es sencillo encontrar la norma del operador
T . En el caso cuando A es una matriz simétrica, se puede probar que ∥T∥ = |λ|,
siendo λ el mayor autovalor en valor absoluto de A.
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170 Capítulo 4. Espacios normados y espacios de Banach

Problema 4.11 Decide si el operador del Ejemplo 4.4.5 es acotado si es-
cogemos la norma ∥x∥ = (

∑n
k=1 |xk|p)

1/p, p ≥ 1. En caso de que sea acota-
do da una estimación de su norma.

Solución: Este problema es similar al apartado 3 del Problema 4.10.

Problema 4.12 Sean A,B dos operadores lineales y biyectivos A : X 7→
Y, y B : Y 7→ Z, X,Y,Z espacios vectoriales. Entonces existe el operador T
inverso del operador BA : X 7→ Z, T = (BA)−1 : Z 7→ X y T = (BA)−1 =
A−1B−1.

Solución: En efecto, como A y B son biyectivos, ambos poseen inversos A−1 y
B−1 y los inversos de operadores lineales son lineales (ver Teorema 4.4.9). La
composición de operadores lineales también es lineal, por tanto, la aplicación
T = A−1B−1 : Z → X existe, está bien definida, es biyectiva y lineal. Además,
para todo z ∈ Z, BA(A−1B−1)(z) = z, por tanto, T = (BA)−1 = A−1B−1.

Problema 4.13 Sean dos operadores A,B de X 7→ X, X espacio norma-
do, lineales y acotados. Prueba que ∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥. Nótese que de lo
anterior se sigue que, en particular, para todo n ∈ N, ∥An∥ ≤ ∥A∥n.

Solución: De las condiciones del problema se tiene que para todo x ∈ X

∥Ax∥ ≤ ∥A∥∥x∥, y ∥Bx∥ ≤ ∥B∥∥x∥.

Luego, para y = Bx ∈ X,

∥Ay∥ = ∥A(Bx)∥ ≤ ∥A∥∥Bx∥ ≤ ∥A∥∥B∥∥x∥.

Por tanto, para todo x ̸= 0,

∥ABx∥
∥x∥

≤ ∥A∥∥B∥ ⇒ ∥AB∥ = sup
∥x∥≠0

∥ABx∥
∥x∥

≤ ∥A∥∥B∥.

Problema 4.14 Sea B(X) el espacio de todas las aplicaciones lineales y
acotadas A : X 7→ X, X espacio de Banach. Dadas dos aplicaciones lineales
A,B ∈ B(X), definamos la aplicación T : B(X) 7→ B(X) por TX = AXB,
X ∈ B(X). Prueba que el operador T es lineal y acotado (respecto a la
norma de operadores) y que ∥T∥ ≤ ∥A∥∥B∥.

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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Solución: Ante todo, recordemos que B(X) es el espacio de las aplicaciones
lineales y acotadas A : X 7→ X con la suma definida por (X + Y )x = (Xx) +
(Y x) y el producto por un escalar por (λX)x = λ(Xx). Probemos que T es una
aplicación lineal.

En primer lugar, tenemos que para todo x ∈ X

(T (X + Y ))x =(A(X + Y )B)x = (A(X + Y ))(Bx) = A((X + Y )(Bx))

=A[(X(Bx)) + (Y (Bx))]
A lineal
= A[(X(Bx)) + (Y (Bx))]

=AXBx+AY Bx = TXx+ TY x ⇒ T (X + Y ) = TX + TY.

Por otro lado, para todo x ∈ X se tiene que

(T (λX))x = (AλXB)x = ((AλX)(Bx) = A((λX)(Bx))

= A(λ(X(Bx))) A lineal= λA(X(Bx))

= λ(AXB)x = λTx ⇒ T (λX) = λT (X).

Que T es acotado es una consecuencia del Problema 4.13 pues

∥TX∥ ≤ ∥A∥∥B∥∥X∥ ⇒ ∥TX∥
∥X∥

≤ ∥A∥∥B∥ ⇒ sup
∥X∥≠0

∥TX∥
∥X∥

≤ ∥A∥∥B∥,

luego ∥T∥ ≤ ∥A∥∥B∥.

Problema 4.15 Sean X,Y espacios normados y T : D(T ) ⊂ X 7→ Y un
operador lineal y acotado. Prueba que si (xn)n ∈ D(T ) y xn → x ∈ D(T ),
entonces Txn → Tx. Prueba además que el espacio nulo N (T ) es cerrado
en D(T ). Ayuda: Usa el Teorema 4.4.18 y la Proposición 3.5.4.

Solución: La primera parte se deduce del Teorema 4.4.18 pues como T es acota-
do es continuo. Para la segunda, tomemos x ∈ N (T ) cualquiera. Entonces existe
una sucesión (xn)n ∈ N (T ) tal que xn → x. Pero como xn ∈ N (T ), enton-
ces Txn = 0, de donde se deduce, por la continuidad de T que Tx = 0, luego
x ∈ N (T ). Como x era arbitrario N (T ) = N (T ), luego N (T ) es cerrado.

Problema 4.16 Sea un espacio normado X y sea M ⊂ X un subespacio
cerrado de X distinto del propio X. Prueba que existe un vector y ∈ X tal
que, para todo x ∈M , ∥y∥ = 1 y ∥y − x∥ > 1/2.

Solución: El resultado de este problema nos indica que si tenemos un subes-
pacio cerrado M de un espacio normado siempre podemos encontrar elemen-
tos del espacio que están lejos del subespacio M . Elijamos y0 ∈ X \ M y sea
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172 Capítulo 4. Espacios normados y espacios de Banach

d = ı́nfx∈M ∥y0 − x∥. Probemos que d > 0. En efecto, si d = 0 entonces existiría
una sucesión (xn)n ∈ M tal que xn → y0. Pero entonces y0 ∈ M , pues M es ce-
rrado, lo cual es una contradicción. Elijamos ahora x0 ∈ M tal que ∥y0−x0∥ < 2d
(está claro que ∥y0 − x0∥ ha de ser mayor que d) y definamos y = y0−x0

∥y0−x0∥ . Es ob-
vio que ∥y∥ = 1. Sea x ∈ M , entonces, como x0 ∈ M , z0 = x0 + x∥y0 − x0∥ ∈ M .
Entonces

∥y − x∥ =
∥y0 − z0∥
∥y0 − x0∥

≥ ı́nfz∈M ∥y0 − z∥
∥y0 − x0∥

=
d

∥y0 − x0∥
>

d

2d
=

1

2
,

de donde se sigue el resultado.

Problema 4.17 Sea un espacio normado X de dimensión infinita. Prueba
que la esfera unidad S, i.e. el conjunto de los x ∈ X tales que ∥x∥ ≤ 1, no
es un conjunto compacto9. Una consecuencia de este resultado es que si
en un espacio normado X la esfera unidad es compacta, entonces X es de
dimensión finita. Ayuda: Usando el resultado del Problema 4.16 construir una
sucesión de elementos (xn)n ∈ S tal que, para todos n ̸= m ∈ N, ∥xn−xm∥ > 1/2.

Solución: La idea es encontrar una sucesión de elementos (xn)n ∈ S tal que,
para todos n ̸= m ∈ N, ∥xn − xm∥ > 1/2. Está claro de que de dicha sucesión es
imposible construir una subsucesión convergente.

Elegimos x1 ∈ S tal que ∥x1∥ = 1. Sea M1 = span (x1). M1 es un subespacio
cerrado10 de X, luego el Problema 4.16 nos asegura que existe un x2 ∈ X con
∥x2∥ = 1, i.e., x2 ∈ S, x2 ̸∈ M1, tal que ∥x2 − x∥ > 1/2, para todo x ∈ M1,
y, en particular ∥x2 − x1∥ > 1/2. Sea M2 = span (x1, x2). Como M2 es cerrado
en X, el Problema 4.16 nos asegura que existe un x3 ∈ S, ∥x3∥ = 1, x3 ̸∈ M2,
tal que ∥x3 − x∥ > 1/2, para todo x ∈ M2, y, en particular ∥x3 − x1∥ > 1/2,
∥x3 − x2∥ > 1/2, y así sucesivamente. Nótese que de la construcción anterior
tenemos una sucesión infinita de términos distintos tales que para todo n ∈ N,
∥xn∥ = 1, i.e., xn ∈ S. Es decir, tenemos una sucesión infinita de subconjuntos
cerrados Mk, k ∈ N y una sucesión (xn)n ∈ S tal que, para todos n ̸= m ∈ N,
∥xn − xm∥ > 1/2. Luego la esfera S, i.e., el conjunto de los x ∈ X tales que
∥x∥ ≤ 1, no es un compacto (¿por qué?). El resultado que acabamos de probar
fue demostrado por F. Riesz. Nótese que la demostración ha consistido en probar
que en la esfera de radio unidad de un espacio de dimensión infinita existen
sucesiones que no contienen sucesiones de Cauchy. Los espacios (conjuntos) tales

9En dimensión finita como la esfera unidad es cerrada y acotada, entonces es un
compacto.

10Como ya vimos en el Ejemplo 4.3.4, los subespacios span (x1, . . . , xn) son cerrados.
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que toda sucesión contiene una sucesión de Cauchy se conocen como conjuntos
precompactos, por lo que el resultado probado se puede reescribir diciendo: en
dimensión infinita la esfera unidad no es precompacta.

Problema 4.18 Demuestra que no se puede prescindir de la condición de
completitud de X en el Teorema de Banach-Steinhaus 4.5.1. Para ello con-
sidera el subespacio X ⊂ ℓ∞ de todas las sucesiones x = (x1, x2, . . . , xj, . . . )
que tienen un número finito de términos no nulos, es decir, que xj = 0 pa-
ra todo j > J ∈ N (cada x tiene a lo más las primeras J coordenadas
no nulas pudiendo depender la J de cada x). Sea el operador (funcional)
Tnx = fn(x) = nxn. Probar que X no es completo (ver Problema 4.3),
que |fn(x)| está acotado para cada n y todo x ∈ X, y que (∥Tn∥)n es no
acotada.

Solución: Por el Problema 4.3 sabemos que X no es cerrado, luego no es com-
pleto (ver Teorema 3.5.14). Ahora bien, por la definición de X está claro que
para cada n ∈ N, ∥Tnx∥ = supx∈X |nxn| es acotado pues, para cada n solo hay un
número finito de coordenadas de x que son no nulas, luego existe un cx tal que
∥Tnx∥ ≤ cx. Por otro lado, está claro que para cada n podemos elegir un x̃ ∈ X
tal que ∥x̃∥ = 1 (por ejemplo, que solo tenga como coordenadas ceros y unos) y
tal que Tnx̃ = nxn = n, entonces ∥Tn∥ = sup∥x∥=1 ∥Tnx∥ ≥ ∥Tnx̃∥ = n, luego la
sucesión (∥Tn∥)n no es acotada, luego no se tiene (4.5.2).

Problema 4.19 Usando el Teorema de Banach-Steinhaus prueba que si X
es un espacio de Banach, Y uno normado, Tn ∈ B(X,Y) y supn ∥Tn∥ = ∞,
entonces existe un x0 ∈ X tal que supn ∥Tnx0∥ = ∞. Dicho x0 se suele
denominar como punto o vector de resonancia.

Solución: Supongamos que es falso, entonces, para todo x ∈ X, supn ∥Tnx∥ <

∞, luego la sucesión ∥Tnx∥ es acotada para cada x. Pero entonces por el Teorema
de Banach-Steinhaus existe un c ≥ 0 tal que, para todo n, ∥Tn∥ < c, lo cual
contradice que supn ∥Tn∥ = ∞.
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Capítulo 5

Espacios de Hilbert

Un viejo matemático francés dijo: “Una teoría
matemática no se considerará completa hasta que
la hayas dejado tan clara que puedas explicársela
al primer hombre que encuentres en la calle”

David Hilbert
De su conferencia en el ICM de 1900 en París

5.1. Espacios euclídeos y espacios de Hilbert

En adelante asumiremos que E es un espacio vectorial complejo, y por
z denotaremos al complejo conjugado del número complejo z.

Definición 5.1.1 Se dice que un espacio vectorial E sobre el cuerpo C es
un espacio euclídeo o prehilbertiano, si dados dos elementos cualesquiera
x, y ∈ E existe un número denominado producto escalar y que denotare-
mos por ⟨x, y⟩ tal que

1. Para todo x, y ∈ E, ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩.

2. Para todo x, y, z ∈ E, ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩.

3. Para todo x, y ∈ E y λ ∈ C, ⟨λx, y⟩ = λ⟨x, y⟩

4. Para todo x ∈ E, x ̸= 0, ⟨x, x⟩ > 0 y si ⟨x, x⟩ = 0, entonces x = 0.

175



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l
176 Capítulo 5. Espacios de Hilbert

La propiedad 1. se conoce como propiedad de simetría del producto escalar,
mientras que la 2. y 3. implican la linealidad del mismo respecto al primer
argumento (de la izquierda).

Ejercicio 5.1.2 Prueba que, de la definición anterior, se tiene que

1. Para todos x, y, z ∈ E, ⟨x, y + z⟩ = ⟨x, y⟩+ ⟨x, z⟩.

2. Para todos x, y ∈ E y λ ∈ C, ⟨x, λy⟩ = λ⟨x, y⟩.

3. Para todo x ∈ E, ⟨x, 0⟩ = ⟨0, x⟩ = 0.

4. Si ⟨x, z⟩ = ⟨y, z⟩ para todos los z ∈ E, entonces x = y.

Para probar 1. combinamos los puntos 1. y 2. de la definición. Para
2. combinamos los puntos 1. y 3. de la definición. Para 3. basta elegir
λ = 0 en el punto 3 de la definición. Finalmente, para probar 4. usamos
los puntos 2. y 3. de la definición que nos da ⟨x − y, z⟩ = 0 para todo
z ∈ E. Eligiendo ahora z = x− y y usando el punto 4. de la definición de
espacio euclídeo obtenemos el resultado.

Ejemplo 5.1.3 El ejemplo más sencillo de espacio euclídeo es el espacio Cn

con el producto escalar estándar: dados x = (x1, . . . , xn), e y = (y1, . . . , yn)

⟨x, y⟩ =
n∑

k=1

xkyk.

Ejemplo 5.1.4 Otro ejemplo importante es ℓ2, el espacio de las sucesio-
nes (xn)n tales que

∑∞
k=1 |xk|2 < ∞, donde dadas dos sucesiones x =

(x1, x2, . . . , xn, . . .), e y = (y1, y2, . . . , yn, . . .) el producto escalar viene dado
por

⟨x, y⟩ =
∞∑
k=1

xkyk.

Nótese que de la desigualdad de Hölder 3.7.3 se sigue que dicho produc-
to escalar esta bien definido.

Una prueba directa de dicha afirmación es como sigue. Para todos a, b ≥ 0
se tiene ab ≤ (a2 + b2)/2. Tomemos a = |xi|/∥x∥, b = |yi|/∥y∥, donde la norma
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∥ · ∥ es la norma de ℓ2. Entonces

|xiyi|
∥x∥∥y∥

≤ 1

2

(
|xi|2

∥x∥2
+

|yi|2

∥y∥2

)
⇒

∞∑
i=1

|xiyi|
∥x∥∥y∥

≤ 1

2

∞∑
i=1

|xi|2

∥x∥2
+

1

2

∞∑
i=1

|yi|2

∥y∥2
= 1,

de donde se deduce el resultado pues |
∑∞

k=1 xkyk| ≤
∑∞

k=1 |xkyk|.

Ejemplo 5.1.5 Nuestro tercer ejemplo es el espacio C([a, b]) de las funcio-
nes continuas en [a, b] cerrado y acotado con el siguiente producto escalar

⟨f, g⟩ =
∫ b

a

f(x)g(x)dx. (5.1.1)

Una propiedad importante de los espacios euclídeos es la desigualdad
de Cauchy-Schwarz1

Teorema 5.1.6 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea E un espacio eu-
clídeo. Entonces para todos f, g ∈ E,

|⟨f, g⟩|2 ≤ ⟨f, f⟩⟨g, g⟩. (5.1.2)

Demostración: Para demostrarla basta usar que para todo λ ∈ C y f, g ∈
E, ⟨λf + g, λf + g⟩ ≥ 0, o equivalentemente,

|λ|2⟨f, f⟩+ λ⟨f, g⟩+ λ⟨g, f⟩+ ⟨g, g⟩ = |λ|2⟨f, f⟩+ 2ℜ(λ⟨f, g⟩) + ⟨g, g⟩ ≥ 0.

Usando que ℜ(λ⟨f, g⟩) ≤ |λ⟨f, g⟩)|

0 ≤ |λ|2⟨f, f⟩+ 2ℜ(λ⟨f, g⟩) + ⟨g, g⟩ ≤ |λ|2⟨f, f⟩+ 2|λ||⟨f, g⟩|+ ⟨g, g⟩.

De la desigualdad |λ|2⟨f, f⟩ + 2|λ||⟨f, g⟩| + ⟨g, g⟩ ≥ 0, se sigue que el dis-
criminante de la ecuación cuadrática en |λ|,

|λ|2⟨f, f⟩+ 2|λ||⟨f, g⟩|+ ⟨g, g⟩ = 0,

ha de ser negativo o nulo (¿por qué?). Luego |⟨f, g⟩|2−⟨f, f⟩⟨g, g⟩ ≤ 0, de
donde se deduce (5.1.2).

1Para los casos de Cn, ℓ2 y C([a, b]) discutidos antes esta desigualdad no es más que
la desigualdad de Hölder.
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178 Capítulo 5. Espacios de Hilbert

Teorema 5.1.7 Todo espacio euclídeo E es normado si en él definimos la
norma mediante la fórmula ∥f∥ =

√
⟨f, f⟩. Además, |⟨f, g⟩| ≤ ∥f∥ · ∥g∥.

Demostración: Los dos primeros axiomas de la definición de norma 4.2.1
son inmediatos. Para probar el tercero nótese que

∥f + g∥2 = ⟨f + g, f + g⟩ = ⟨f, f⟩+ 2ℜ(⟨f, g⟩) + ⟨g, g⟩
≤ ⟨f, f⟩+ 2|⟨f, g⟩|+ ⟨g, g⟩ ≤ ⟨f, f⟩+ 2

√
⟨f, f⟩⟨g, g⟩+ ⟨g, g⟩

= (
√

⟨f, f⟩+
√

⟨g, g⟩)2,

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz (5.1.2). Tomando
ahora raíces cuadradas se sigue el resultado.

De lo anterior se sigue que todo espacio euclídeo E es un espacio mé-
trico con la métrica inducida por el producto escalar mediante la fórmula

ρ(x, y) = ∥x− y∥ =
√
⟨x− y, x− y⟩.

Así, por ejemplo, en Cn tenemos que la norma inducida es

∥x∥ =

√√√√ n∑
k=1

|xk|2,

en ℓ2,

∥x∥ =

√√√√ ∞∑
k=1

|xk|2,

y en C([a, b]) es

∥f∥ =

√∫ b

a

|f(x)|2dx.

Además, en cada caso la métrica inducida es la correspondiente a los
ejemplos 3.1.5, 3.1.12 (p = 2) y 3.1.10 (p = 2) del capítulo 3, respectiva-
mente.

Ejercicio 5.1.8 Prueba que, en la norma inducida por el producto escalar,
las operaciones adición de vectores, multiplicación por un escalar y produc-
to escalar de vectores son continuas, i.e., si xn

n→∞−→ x, yn
n→∞−→ y y αn

n→∞−→ α,
entonces xn + yn

n→∞−→ x+ y, αnxn
n→∞−→ αx, y ⟨xn, yn⟩

n→∞−→ ⟨x, y⟩.
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La primera parte es consecuencia de la continuidad de la norma. Para
la segunda usamos que ⟨x, y⟩ = ⟨x− xn, y⟩+ ⟨xn, y − yn⟩+ ⟨xn, yn⟩, luego

|⟨x, y⟩ − ⟨xn, yn⟩| ≤ |⟨x, yn − y⟩|+ |⟨xn − x, yn⟩|
≤ ∥x∥∥yn − y∥+ ∥xn − x∥∥yn∥ → 0,

de donde, usando nuevamente de la continuidad de la norma, y que (yn)n
es acotada (¿por qué?) se sigue el resultado.

Es fácil probar (ver Ejercicio 5.1) que para todos a, b ∈ E, la norma
inducida por el producto escalar cumple con la ley del paralelogramo:

∥a+ b∥2 + ∥a− b∥2 = 2(∥a∥2 + ∥b∥2). (5.1.3)

De hecho se tiene la siguiente

Proposición 5.1.9 Un espacio normado X real es euclídeo si y sólo si para
todos x, y ∈ E, se cumple la ley del paralelogramo (5.1.3).

Demostración: Sea la función f(x, z) := ⟨x, z⟩ = 1
4
(∥x+z∥2−∥x−z∥2), z ∈

X, y asumamos que se cumple la ley del paralelogramo (5.1.3). Probemos
que se cumplen las cuatro propiedades de la Definición 5.1.1.

Está claro de la definición de f que ⟨x, z⟩ = ⟨z, x⟩, luego se tiene el
punto 1 de la Definición 5.1.1.

Calculemos ahora la cantidad

f(x+ y, z) + f(x− y, z) =

1

4

∥x+ y + z∥2 + ∥x− y + z∥2︸ ︷︷ ︸
en (5.1.3) a = x+ z, b = y.

−
(
∥x+ y − z∥2 + ∥x− y − z∥2

)︸ ︷︷ ︸
en (5.1.3) a = x− z, b = y.


=

1

2
(∥x+ z∥2 − ∥x− z∥2) = 2f(x, z),

i.e.,

f(x+y, z)+f(x−y, z) = 2f(x, z) ⇒ ⟨x+y, z⟩+⟨x−y, z⟩ = 2⟨x, z⟩. (5.1.4)

Probemos ahora que ⟨λx, z⟩ = λ⟨x, z⟩. Primero lo probamos para λ = n ∈
N. Está claro que se cumple para n = 1. Para n = 2 se sigue de (5.1.4) apli-
cándola con x = y y teniendo en cuenta que f(0, z) = 0. Asumamos que la
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180 Capítulo 5. Espacios de Hilbert

igualdad f(kx, z) = kf(x, z) es cierta para k = 1, 2, . . . , n y demostremos
que es cierta para k = n+ 1. En efecto,

f((n+ 1)x, z) = f(nx+ x, z) = 2f(nx, z)− f(nx− x, z)

= 2nf(x, z)− (n− 1)f(x, z) = (n+ 1)f(x, z).

Probemos ahora que ⟨λx, z⟩ = λ⟨x, z⟩ es cierto para λ ∈ Q. Como
f(−x, z) = −f(x, z) por definición, basta probarlo para λ = n/m, n,m ∈
N. Ahora bien, de la identidad f(nx, z) = nf(x, z), n ∈ N implica

∥nx+ z∥2 − ∥nx− z∥2 = n(∥x+ z∥2 − ∥x− z∥2), ∀x, z ∈ X. (5.1.5)

Luego

f
( n
m
x, z
)
=

1

4

(∥∥∥ n
m
x+ z

∥∥∥2 − ∥∥∥ n
m
x− z

∥∥∥2) =
∥nx+mz∥2 − ∥nx−mz∥2

4m2
,

de donde usando (5.1.5) dos veces (la segunda intercambiando en (5.1.5)
x y z) tenemos

f
( n
m
x, z
)
=

n

4m2
(∥x+mz∥2 − ∥x−mz∥2) = n

4m
(∥x+ z∥2 − ∥x− z∥2)

=
n

m
f(x, z).

Finalmente, usamos que la norma es una función continua y que Q es den-
so en R, luego para todo número real λ, existe una sucesión de números
racionales λn tal que λ = ĺımn→∞ λn, entonces

f(λx, z) = f
(
ĺım
n→∞

λnx, z
)
= ĺım

n→∞
f(λnx, z) = ĺım

n→∞
λnf(x, z) = λf(x, z),

que era lo que se pretendía probar. Así, f cumple con el punto 3 de la
Definición 5.1.1.

Probemos que f(x, z) es lineal en su primera variable, i.e., f(x+y, z) =
f(x, z) + f(y, z). Para ello reescribimos (5.1.4) como f(u + v, z) + f(u −
v, z) = 2f(u, z) y hacemos u+ v = 2x y u− v = 2y, luego u = x+ y y, por
tanto, f(2x, z) + f(2y, z) = 2f(x + y, z), de donde, usando la linealidad
de la multiplicación por un escalar, se tiene la linealidad de la suma de
vectores, i.e., se tiene el punto 2 de la Definición 5.1.1.

Finalmente, por la propia definición de f y de las propiedades de la
norma se sigue que f(x, x) = ⟨x, x⟩ = 0 si y sólo si x = 0, luego se cumple
el punto 4 de la Definición 5.1.1.
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La proposición anterior nos dice que la ley del paralelogramo (5.1.3)
caracteriza los espacios euclídeos. El caso complejo es algo más compli-
cado de probar. La demostración original se debe a P. Jordan y J. von
Neuman (Annals of Math. 36, (1935) págs. 719–723)2 y se basa en probar
que la cantidad

⟨x, y⟩ = 1

4

(
∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2 + i∥x+ iy∥2 − i∥x− iy∥2

)
define un producto escalar en X complejo, lo cual dejamos como ejercicio
al lector.

Definición 5.1.10 Un espacio euclídeo E completoa se denomina espacio
de Hilbert y lo denotaremos por H.

aEs decir, un espacio E donde cualquier sucesión de Cauchy converge a un vector
de E (en la métrica inducida por el producto escalar).

Definición 5.1.11 Sea el sistema de vectores (ϕn)n (finito o infinito) de
un espacio euclídeo E. Diremos que (ϕn)

∞
n=1 es un sistema ortogonal dos a

dos si para todos n,m

⟨ϕn, ϕm⟩ = δn,m∥ϕn∥2. (5.1.6)

Si además ∥ϕn∥ = 1 para todo n, se dice que el sistema es ortonormal.

Por ejemplo, el sistema de los vectores canónicos de Cn (ek)
n
k=1, defini-

do por ek = δi,k, i.e.,

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0, 0),

e2 = (0, 1, 0, . . . , 0, 0),

...
en = (0, 0, 0, . . . , 0, 1).

(5.1.7)

es un sistema ortonormal. Análogamente, el sistema (ek)
∞
k=1, definido por

ek = δi,k, i.e.,

e1 = (1, 0, 0, 0, . . . ),

e2 = (0, 1, 0, 0, . . . ),

en = (0, 0, 1, 0 . . . ),

...

(5.1.8)

2Ver, por ejemplo, el Teorema 11.1 pág. 244 de [19].
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182 Capítulo 5. Espacios de Hilbert

es un sistema ortonormal de ℓ2. Finalmente, el sistema de funciones {1}∪
{sinnx, cosnx}∞n=1 es un sistema ortogonal dos a dos de C2

[−π,π]), i.e., del
espacio euclídeo de las funciones continuas en [−π, π], con el producto
escalar

⟨f, g⟩ =
∫ π

−π

f(x)g(x)dx.

Ejercicio 5.1.12 Prueba que si los vectores (no nulos) ϕ1, . . . , ϕn de un
espacio euclídeo son ortogonales, entonces son linealmente independientes.

Supongamos que son linealmente dependientes. Entonces existe al me-
nos un escalar αk ̸= 0, k = 1, . . . , n tal que ϕ := α1ϕ1+ · · ·αnϕn = 0. Usan-
do la linealidad del producto escalar así como que los vectores ϕ1, . . . , ϕn

son ortogonales obtenemos 0 = ⟨ϕ, ϕk⟩ = αk, k = 1, . . . , n, lo cual es una
contradicción.

Teorema 5.1.13 (Gram-Schmidt) En un espacio de Hilbert H de cual-
quier conjunto (finito o infinito) de vectores linealmente independiente se
puede construir un conjunto de vectores ortonormales (ortogonales).

Demostración: Para probar el teorema tomamos un sistema de vectores
linealmente independiente (ϕn)n de H cualquiera y definimos un nuevo
sistema de vectores (ψn)n de la siguiente forma:

Como los (ϕn)n son linealmente independiente, entonces todos son dis-
tintos de 0. Definamos ψ1 = ϕ1/∥ϕ1∥, luego ∥ψ1∥ = 1. A continuación defi-
nimos ψ̃2 = ϕ2 + α2,1ψ1, y elegimos α2,1 de forma tal que ψ̃2 sea ortogonal
al vector ψ1, i.e. ⟨ψ̃2, ψ1⟩ = 0, de donde se deduce que α2,1 = −⟨ϕ2, ψ1⟩.
Además, como span (ψ1, ψ̃2) = span (ϕ1, ϕ2), entonces ψ̃2 ̸= 0 (¿por qué?).
Luego ψ2 = ψ̃2/∥ψ̃2∥ es ortogonal a ψ1 y ∥ψ2∥ = 1. Nótese además que ψ1

y ψ2 son linealmente independientes.

Supongamos que de esta forma hemos construido una sucesión de n−1
vectores ortonormales dos a dos ψ1, . . . , ψn−1, n ≥ 2. Definamos el vector
ψ̃n, n ≥ 2,

ψ̃n = ϕn +
n−1∑
k=1

αn,kψk,

y elijamos los coeficientes αn,k, k = 1, . . . , n − 1, de forma tal que ψ̃n

sea ortogonal a todos los vectores ψk, anteriores, i.e., ⟨ψ̃n, ψk⟩ = 0, k =
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1, 2, . . . , n − 1. Usando la ortogonalidad es fácil comprobar que αn,k =

−⟨ϕn, ψk⟩, k = 1, 2, . . . , n − 1. Además, como span (ψ1, · · · , ψn−1, ψ̃n) =

span (ϕ1, · · · , ϕn−1, ϕn), entonces ψ̃n ̸= 0, por lo que podemos definir el
vector ψn = ψ̃n/∥ψ̃n∥, que tiene norma uno y es ortogonal a todos los
vectores anteriores ψk, k = 1, 2, . . . , n− 1. Y así, sucesivamente.

Es decir, de cualquier conjunto de vectores linealmente independientes
podemos construir un conjunto de vectores ortonormales.

El proceso anterior se conoce como proceso de ortogonalización de Gram-
Schmidt. Nótese que de la prueba del teorema anterior se sigue que, para
cada n ≥ 2 (ψ̃1 = ϕ1),

ψ̃n = ϕn +
n−1∑
k=1

αn,kψ̃k ⇒ ϕn = ψ̃n +
n−1∑
k=1

βn,kψ̃k,

de donde se deduce que, para todo k = 1, . . . n− 1,

⟨ψ̃n, ψ̃k⟩ = 0 =⇒ ⟨ψ̃n, ϕk⟩ = 0. (5.1.9)

La propiedad anterior nos conduce a un interesante resultado pero
antes necesitamos introducir las matrices de Gram y sus determinantes.

SeaGn := Gn(ϕ1, . . . , ϕn) la matriz cuyas entradas son los valores gi,j =
⟨ϕi, ϕj⟩, i.e.,

Gn =


⟨ϕ1, ϕ1⟩ ⟨ϕ1, ϕ2⟩ · · · ⟨ϕ1, ϕn−1⟩ ⟨ϕ1, ϕn⟩
⟨ϕ2, ϕ1⟩ ⟨ϕ2, ϕ2⟩ · · · ⟨ϕ2, ϕn−1⟩ ⟨ϕ2, ϕn⟩

...
... . . . ...

...
⟨ϕn, ϕ1⟩ ⟨ϕn, ϕ2⟩ · · · ⟨ϕn, ϕn−1⟩ ⟨ϕn, ϕn⟩

 , n ≥ 1. (5.1.10)

La matrizGn anterior se denominan matriz de Gram de los vectores ϕ1, . . . , ϕn.
Los determinantes de Gn, se conocen como determinantes de Gram de los
vectores ϕ1, . . . , ϕn, i.e.,

∆n = det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⟨ϕ1, ϕ1⟩ ⟨ϕ1, ϕ2⟩ · · · ⟨ϕ1, ϕn−1⟩ ⟨ϕ1, ϕn⟩
⟨ϕ2, ϕ1⟩ ⟨ϕ2, ϕ2⟩ · · · ⟨ϕ2, ϕn−1⟩ ⟨ϕ2, ϕn⟩

...
... . . . ...

...
⟨ϕn, ϕ1⟩ ⟨ϕn, ϕ2⟩ · · · ⟨ϕn, ϕn−1⟩ ⟨ϕn, ϕn⟩

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (5.1.11)

Nótese que Gn = GT
n , donde GT

n es la matriz transpuesta de Gn, luego
∆n = detGn = detGn = detGT

n = detGn = ∆n, de donde se sigue que ∆n

es real.
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Como consecuencia del Teorema 5.1.13 tenemos el siguiente teore-
ma:

Teorema 5.1.14 Dado un conjunto cualquiera de vectores linealmente in-
dependientes ϕn, n ≥ 1, se pueden construir los vectores ortonormales ψn,
n ≥ 1, mediante la siguiente expresión explícita:

ψn =

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⟨ϕ1, ϕ1⟩ ⟨ϕ1, ϕ2⟩ · · · ⟨ϕ1, ϕn−1⟩ ϕ1

⟨ϕ2, ϕ1⟩ ⟨ϕ2, ϕ2⟩ · · · ⟨ϕ2, ϕn−1⟩ ϕ2
...

... . . . ...
...

⟨ϕn, ϕ1⟩ ⟨ϕn, ϕ2⟩ · · · ⟨ϕn, ϕn−1⟩ ϕn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
√
∆n−1∆n

, (5.1.12)

donde ∆n := ∆n(ϕ1, . . . , ϕn) para n ≥ 1 es el determinante de Gram
(5.1.11) de los vectores ϕ1, . . . , ϕn, donde se asume que ∆0 := 1.

Demostración: En efecto, si denotamos por ψ̃n al numerador de (5.1.12),
tenemos que el producto escalar ⟨ψ̃n, ϕk⟩ = 0, k = 1, 2, . . . , n − 1, ya que
el determinante resultante de calcular dicho producto escalar tiene dos
columnas iguales. Luego, usando (5.1.9), ⟨ψ̃n, ⟨ψ̃k⟩ = 0, k = 1, 2, . . . , n−1.
Además, ⟨ψ̃n, ϕn⟩ = ∆n. Por otro lado, de (5.1.12) se sigue que

ψ̃n = ∆n−1ϕn +
n−1∑
i=1

αn,kϕk.

Luego, usando que ∆n es real tenemos

⟨ψ̃n, ψ̃n⟩ = ∆n−1⟨ϕn, ψ̃n⟩ = ∆n−1∆n, (5.1.13)

de donde se sigue (5.1.12).

Nótese que de (5.1.13) y teniendo en cuenta que ∆1 = ⟨ϕ1, ϕ1⟩ > 0 se
sigue que ∆n > 0, para todo n ≥ 1.

Ejercicio 5.1.15 Prueba que un conjunto de vectores (ϕi)
p
i=1 de un espa-

cio euclídeo E, i = 1, . . . , p, son linealmente independientes si y sólo si su
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5.1. Espacios euclídeos y espacios de Hilbert 185

determinante de Gram ∆p es distinto de cero, i.e.,

∆p = det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⟨ϕ1, ϕ1⟩ ⟨ϕ1, ϕ2⟩ · · · ⟨ϕ1, ϕp⟩
⟨ϕ2, ϕ1⟩ ⟨ϕ2, ϕ2⟩ · · · ⟨ϕ2, ϕp⟩

...
... . . . ...

⟨ϕp, ϕ1⟩ ⟨ϕp, ϕ2⟩ · · · ⟨ϕp, ϕp⟩

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

Probaremos, por contraposición, que los vectores son dependientes si
y solo si el determinante de Gram es cero.

Si los vectores son dependientes, existen unos escalares αk, no todos
nulos, tales que

∑p
k=1 αkϕk = 0, pero entonces

p∑
k=1

αk⟨ϕk, ϕj⟩ = 0, j = 1, . . . , p,

luego las filas del determinante de Gram son dependientes y, por tanto,
el determinante es cero –por ejemplo, si α1 ̸= 0, entonces escribiendo
⟨ϕ1, ϕj⟩ =

∑p
k=2(αk/α1)⟨ϕk, ϕj⟩, obtenemos que la primera fila es com-

binación lineal de las restantes–. Por el contrario, si el determinante de
Gram es cero, entonces las filas tienen que ser linealmente dependientes,
luego existirán los escalares αk, k = 1, . . . , p, no todos nulos, tales que,
para j = 1, . . . , p

p∑
k=1

αk⟨ϕk, ϕj⟩ = 0 ⇒

〈
p∑

k=1

αkϕk, ϕj

〉
= 0 ⇒ αj

〈
p∑

k=1

αkϕk, ϕj

〉
= 0

y, por tanto,

0 =

p∑
j=1

αj

〈
p∑

k=1

αkϕk, ϕj

〉
=

〈
p∑

k=1

αkϕk,

p∑
j=1

αjϕj

〉
=

∥∥∥∥∥
p∑

k=1

αkϕk

∥∥∥∥∥
2

= 0,

es decir,
∑p

k=1 αkϕk = 0, luego los vectores ϕ1, . . . , ϕp son linealmente
dependientes.

El siguiente teorema nos será de gran utilidad más adelante.

Teorema 5.1.16 Si el espacio euclídeo E es separable, entonces cualquier
sistema ortogonal (ortonormal) de E es numerable.
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186 Capítulo 5. Espacios de Hilbert

Demostración: Asumamos sin pérdida de generalidad que el sistema (ψn)n
es ortonormal. Entonces ∥ψn − ψm∥ =

√
2 si n ̸= m. Sea el conjunto de

las bolas de radio 1/2 y centro en cada ψn, B(ψn, 1/2). Estas bolas no se
interceptan, luego en cada bola hay un único vector ψn de nuestro sistema
ortonormal. Sea ahora (ϕk)k un conjunto numerable denso en E (pues és-
te es separable). Entonces, en cada bola B(ψn, 1/2) habrá al menos un ϕk,
luego el número de bolas y, por tanto, el de elementos ψn es numerable.

En los próximos apartados estudiaremos algunas propiedades de los
espacios de Hilbert H separables, en especial veremos las denominadas
series de Fourier en espacios de Hilbert separables. Nótese que, en vir-
tud del teorema anterior, en estos espacios los sistemas ortogonales son
numerables.

5.2. Ortogonalidad y Teorema de Riesz

En este apartado, a no ser que se especifique lo contrario, asumiremos
que el espacio de Hilbert H es separable.

Definición 5.2.1 Dado un vector x ∈ H definiremos la serie de Fourier
respecto al sistema ortonormal (ϕn)

∞
n=1 a la serie

s :=
∞∑
n=1

cnϕn, (5.2.1)

donde los coeficientes vienen dados por las expresiones

cn = ⟨x, ϕn⟩, ∀n ≥ 1. (5.2.2)

Teorema 5.2.2 Sea H el subespacio vectorial de H generado por los vecto-
res ortonormales ϕ1, ϕ2 . . . , ϕn, n ∈ N, i.e., H = span (ϕ1, ϕ2 . . . , ϕn). Sea
x ∈ H. Entonces,

mı́n
q∈H

||x− q||2 = ||x||2 −
n∑

k=1

|ck|2

donde ck son los coeficientes definidos en (5.2.2) y se alcanza cuando q es
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5.2. Ortogonalidad y Teorema de Riesz 187

la suma parcial de la serie de Fourier (5.2.1)

q = sn :=
n∑

k=1

ckϕk.

Demostración: Sea gn =
∑n

k=1 akϕk. Calculamos

∥x− gn∥2 =

〈
x−

n∑
k=1

akϕk, x−
n∑

m=1

amϕm

〉

=∥x∥2 −
n∑

k=1

(akck + akck) +
n∑

k=1

n∑
m=1

akam⟨ϕk, ϕm⟩.

Usando que

⟨ϕk, ϕm⟩ = δk,m y |ak − ck|2 = |ak|2 + |ck|2 − akck − akck,

obtenemos

∥x− gn∥2 = ∥x∥2 −
n∑

k=1

|ck|2 +
n∑

k=1

|ak − ck|2.

Obviamente de la expresión anterior se deduce que la norma ∥x− gn∥2 es
es mínima si y sólo si ak = ck para todo k ∈ N, i.e., gn = sn.

Como corolario de lo anterior tenemos que para todo n ∈ N

∥x− sn∥2 = ∥x∥2 −
n∑

k=1

|ck|2 ≥ 0 ⇒
∞∑
k=1

|ck|2 ≤ ∥x∥2, (5.2.3)

por lo que la serie
∑∞

k=1 |ck|2 converge, i.e., (cn)n ∈ ℓ2 y, por tanto,

ĺım
n→∞

|cn| = 0 ⇒ ĺım
n→∞

⟨x, ϕn⟩ = ĺım
n→∞

⟨ϕn, x⟩ = 0. (5.2.4)

La desigualdad de la derecha en (5.2.3) se conoce como desigualdad
de Bessel. Nótese además que de la igualdad de la izquierda en (5.2.3)
se deduce que una condición necesaria y suficiente para que la serie de
Fourier (5.2.1) converja a x (en norma) es que

∥x− sn∥ → 0 ⇐⇒ ∥x∥2 =
∞∑
k=1

|ck|2 =
∞∑
k=1

|⟨x, ϕn⟩|2.

Esta igualdad se conoce como igualdad de Parseval y es, en general, muy
complicada de comprobar.
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188 Capítulo 5. Espacios de Hilbert

Definición 5.2.3 Se dice que un sistema de vectores linealmente indepen-
dientes (ϕn)n es completoa en X ⊂ H si para todo vector x ∈ X ⊂ H y
cualquiera sea ε > 0 existe una combinación lineal

ln =
n∑

k=1

αkϕk tal que ∥x− ln∥ < ε .

aTambién se suele denominar sistema total.

En otras palabras cualquier vector x ∈ X ⊂ H se puede aproximar
en norma tanto como se quiera mediante alguna combinación finita de
vectores del sistema (ϕn)n. O, equivalentemente, sea span (ϕ1, ϕ2 . . . ) el
conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de (ϕn)n, entonces
(ϕn)n es completo en X ⊂ H si el conjunto span (ϕ1, ϕ2, . . . ) ⊂ X es denso
en X. La definición anterior 5.2.3 es equivalente a decir que X es el menor
subespacio vectorial cerrado que contiene al conjunto ϕ1, ϕ2, . . . ((ϕn)n
genera a todo X).

Definición 5.2.4 Un sistema ortogonal (ortonormal) completo de X ⊂ H
se denomina base ortogonal (ortonormal) de X ⊂ H.

Por ejemplo, los sistemas (ek)k definidos por (5.1.7) y (5.1.8) son bases
ortogonales completas de Cn y ℓ2, respectivamente.

Teorema 5.2.5 (De los sistemas completos) Sea H un espacio de Hil-
bert y sea un sistema ortonormal de vectores (ϕn)

∞
n=1 de H. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. (ϕn)n es completo en H.

2. Para todo x ∈ H, x =
∞∑
k=1

⟨x, ϕk⟩ϕk.

3. Para todo x ∈ H, se cumple la igualdad de Parseval

∥x∥2 =
∞∑
k=1

|⟨x, ϕk⟩|2. (5.2.5)
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5.2. Ortogonalidad y Teorema de Riesz 189

4. Si ⟨x, ϕk⟩ = 0 para todo k ∈ N entonces x = 0.

Demostración: 1) ⇔ 2) Cualquiera sea x ∈ H construimos la serie de
Fourier (5.2.1) y sean sn =

∑n
k=1 ckϕk, ck = ⟨x, ϕk⟩, sus sumas parciales.

1) ⇒ 2) Usando 1) tenemos que ∀ε > 0 existe una combinación lineal lN
de vectores de (ϕn)n tales que ∥x− lN∥ < ε (ver Definición 5.2.3). Pero el
Teorema 5.2.2 nos dice que el menor de todos los valores de ∥x − lN∥ se
alcanza cuando lN = sN , siendo sN la N -ésima suma parcial de Fourier,
i.e., ∥x− sN∥ ≤ ∥x− lN∥. Luego,

∀ε > 0, ∃N ∈ N tal que ∥x− sN∥ < ε.

Pero para todo n > N , ∥x − sn∥ ≤ ∥x − sN∥. En efecto, de la igualdad de
la izquierda en (5.2.3) tenemos

∥x− sn∥2 = ∥x∥2 −
n∑

k=1

|ck|2 = ∥x∥2 −
N∑
k=1

|ck|2 −
n∑

k=N+1

|ck|2

= ∥x− sN∥2 −
n∑

k=N+1

|ck|2.

Entonces, para todo n > N , ∥x − sn∥ ≤ ε, es decir, ĺımn→∞ sn = x, de
donde se sigue 2). Obviamente 2) implica 1) (¿por qué?).

2)⇒3) Tomando el límite n→ ∞ en la igualdad de la izquierda en (5.2.3),
i.e., en ∥x− sn∥2 = ∥x∥2 −

∑n
k=1 |ck|2, y usando 2) (ĺımn→∞ ∥x− sn∥ = 0),

se sigue 3).

3)⇒4) Si para todo k ∈ N, ⟨x, ϕk⟩ = 0, entonces de 3) se deduce que
∥x∥ = 0, luego x = 0.

4)⇒2) Recordemos que el sistema (ϕn)n es ortonormal. Sea yn =
∑n

k=1 ckϕk,
donde ck = ⟨x, ϕk⟩. De la desigualdad de Bessel (5.2.3) se sigue que la se-
rie
∑∞

m=1 |cm|2 es una serie convergente y, por tanto, la cantidad

∥yn − yn+p∥2 =
n+p∑

k=n+1

|ck|2,

se puede hacer tan pequeña como se quiera, i.e., la sucesión yn es de
Cauchy, luego es convergente pues H es completo. Sea y su límite. Es-
tá claro que yn → y =

∑∞
k=1⟨x, ϕk⟩ϕk (∥y − yn∥2 =

∑∞
k=n+1 |ck|2 → 0).

Probemos que y = x.
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190 Capítulo 5. Espacios de Hilbert

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (5.1.2)

|⟨y, ϕk⟩ − ⟨yn, ϕk⟩| = |⟨y − yn, ϕk⟩| ≤ ∥yn − y∥∥ϕk∥ = ∥yn − y∥,

deducimos que ĺımn→∞⟨yn, ϕk⟩ = ⟨y, ϕk⟩ para todo k ∈ N. Pero

⟨yn, ϕk⟩ =

〈
n∑

j=1

cjϕj, ϕk

〉
=

n∑
j=1

⟨x, ϕj⟩⟨ϕj, ϕk⟩ = ⟨x, ϕk⟩, ∀k ≤ n,

luego ⟨x − yn, ϕk⟩ = 0 para todo k ≤ n de donde, tomando n → ∞
deducimos que ⟨x− y, ϕk⟩ = 0 para todo k ∈ N, luego por 4) x− y = 0.

Nota 5.2.6 La equivalencia entre 1 y 2, así como las implicaciones 2 →
3 → 4, son también ciertas para espacios euclídeos cualesquiera (no nece-
sariamente completos). Solo 4 → 2 requiere la completitud del espacio.

Del apartado 4 del Teorema 5.2.5 se sigue el siguiente corolario:

Corolario 5.2.7 Sea el sistema ortonormal completo (ϕn)n y sean x, y ∈
X ⊂ H tales que ⟨x, ϕk⟩ = ⟨y, ϕk⟩ para todo k ∈ N, entonces x = y.

En otras palabras, dos elementos de H con iguales coeficientes de Fou-
rier son iguales, por tanto cualquier vector de H queda biunívocamente
determinado por sus coeficientes de Fourier.

Definición 5.2.8 Se dice que un sistema ortonormal (ϕn)n es cerrado en
un espacio euclídeo E si para todo vector x ∈ E se cumple la igualdad de
Parseval (5.2.5), i.e.,

∑∞
k=1 |⟨x, ϕk⟩|2 = ∥x∥2.

De la definición anterior y el Teorema 5.2.5 se tiene que un un sistema
ortonormal (ϕn)n es completo en un espacio de Hilbert separable H si y
sólo si (ϕn)n es cerrado en H. De hecho, de la primera ecuación de la
fórmula (5.2.3), se deduce que la afirmación anterior también es válida
en espacios euclídeos no necesariamente completos.

Teorema 5.2.9 Todo espacio de Hilbert H separable tiene una base orto-
normal.

Demostración: Como H es separable, existe un conjunto numerable de
vectores (ϕn)n denso en H. Como (ϕn)n es denso en H, entonces obvia-
mente span (ϕ1, ϕ2, . . . ) es denso en H (recordemos que span (ϕ1, ϕ2 . . . )
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5.2. Ortogonalidad y Teorema de Riesz 191

es el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de los (ϕn)n). Si
de dicho conjunto (ϕn)n eliminamos aquellos vectores ϕk que se pueden
obtener como combinación lineal de los anteriores ϕj, j < k, obtenemos
un nuevo sistema sistema (ϕnk

)k (n1 < n2 < · · · ) de vectores que clara-
mente cumplen que span (ϕ1, ϕ2, . . . ) = span (ϕn1 , ϕn2 , . . . ) y, por tanto,
dicho conjunto también es denso en H, luego (ϕnk

)k es un sistema com-
pleto de vectores linealmente independientes de H (¿por qué?). La base
ortonormal (ψk)k se obtiene al aplicar a dicho sistema completo de vecto-
res linealmente independientes (ϕnk

)k el proceso de ortogonalización de
Gram-Schmidt pues span (ψ1, ψ2, . . . ) = span (ϕn1 , ϕn2 , . . . ).

El teorema anterior 5.2.9 se puede generalizar a cualquier espacio eu-
clídeo separable (no necesariamente completo).

Como hemos visto, dado un x ∈ H y un sistema ortonormal (ϕn)n ∈ H
existen los coeficientes de Fourier de x en dicho sistema ortonormal y
estos, como consecuencia de la desigualdad de Bessel (5.2.3), definen una
sucesión de ℓ2. El siguiente resultado es el recíproco de lo anterior.

Teorema 5.2.10 (Riesz-Fischer) Sea (ϕn)n un sistema ortonormal en un
espacio de Hilbert H separable y sean los números c1, c2, . . . , cn, . . . tales
que

∞∑
n=1

|cn|2 < +∞.

Entonces, existe un elemento x ∈ H cuyos coeficientes de Fourier son preci-
samente los números c1, c2, . . . , cn, . . . , y además

∞∑
n=1

|cn|2 = ∥x∥2, cn = ⟨x, ϕn⟩.

Demostración: Sea xn =
∑n

k=1 ckϕk. Como en la prueba del Teorema
5.2.5 tenemos ∥xn − xn+p∥2 =

∑n+p
k=n+1 |ck|2, luego la sucesión (xn)n es

de Cauchy y como H es completo entonces xn
n→∞−→ x ∈ H, x =

∑∞
k=1 ckϕk.

Probemos que si xn → x, entonces para todo k ∈ N, ck = ⟨x, ϕk⟩. Por
un lado tenemos que para todo k ≤ n, ⟨xn, ϕk⟩ = ⟨

∑n
j=1 cjϕj, ϕk⟩ = ck.

Luego, usando la continuidad del producto escalar, obtenemos que ck =
ĺımn→∞⟨xn, ϕk⟩ = ⟨x, ϕk⟩, para todo k ∈ N. Además, como xn

n→∞−→ x, de la
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192 Capítulo 5. Espacios de Hilbert

igualdad de la izquierda en (5.2.3) se obtiene que

∥x∥2 −
n∑

k=1

|ck|2 = ∥x− xn∥2
n→∞−→ 0,

de donde se sigue el teorema.

De los teoremas 5.2.5, 5.2.9 y 5.2.10 se deduce que en un espacio de
Hilbert separable H a cada x ∈ H le corresponde una serie de Fourier
cuyos coeficientes de Fourier están biunívocamente determinados por x y
que además se corresponden con un único vector de ℓ2. Eso nos conduce
a un resultado muy interesante pero antes de enunciarlo necesitamos la
siguiente definición:

Definición 5.2.11 Una aplicación U entre dos espacios de Hilbert H y H∗

se denomina unitaria si es lineal, biyectiva y preserva el producto escalar,
i.e.a, ⟨x, y⟩ = ⟨Ux, Uy⟩∗ = ⟨x∗, y∗⟩∗.

Dos espacios H y H∗ son isomorfos si existe una aplicación unitaria
U : H 7→ H∗ tal que x∗ = Ux, donde x ∈ H y x∗ ∈ H∗.

aSe entiende que ⟨·, ·⟩∗ denota el producto escalar en H∗ que no tiene por que ser el
mismo que en H.

Teorema 5.2.12 (del isomorfismo) Cualquier espacio de Hilbert separa-
ble H es isomorfo a Cn o a ℓ2.

Demostración: Como H es separable, en H existe una base ortonormal
numerable (ver Teorema 5.2.9) que denotaremos por (ϕn)n∈I , donde I es
un conjunto numerable (finito o infinito). Asumiremos que I es infinito,
(I = N) i.e., probaremos el caso cuando H es isomorfo a ℓ2 (el caso finito
es totalmente análogo).

Sea x ∈ H y sea la aplicación U : H 7→ ℓ2 definida por3

x∗ = Ux =
∑
k∈I

⟨x, ϕk⟩ek =
∑
k∈I

xkek ∈ ℓ2, xk = ⟨x, ϕk⟩,

donde (en)n denota la base ortonormal canónica de ℓ2 que ya hemos visto
antes. Como el producto escalar ⟨x, y⟩ es lineal respecto al elemento de

3De la desigualdad de Bessel se sigue que el vector x∗ así definido es de ℓ2.
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la izquierda (i.e., x), esta claro que U es lineal (probarlo como ejercicio).
Para probar que U es unitario usamos, por un lado, que

⟨x, y⟩ =

〈∑
k∈I

xkϕk,
∑
m∈I

ymϕm

〉
=
∑
k∈I

xkyk,

y, por el otro, que el producto escalar en ℓ2 viene dado por ⟨x∗, y∗⟩ℓ2 =∑
k∈I xkyk, de donde se sigue que ⟨x, y⟩ = ⟨x∗, y∗⟩ℓ2.
Pero si U preserva el producto escalar, y por tanto, la norma (¿por

qué?), entonces U es inyectiva. En efecto, si Tx = Ty, obtenemos

∥x− y∥ = ∥T (x− y)∥∗ = ∥Tx− Ty∥∗ = 0 ⇒ x = y.

Probemos ahora que es sobreyectiva (y por tanto, biyectiva). Sea x∗ cual-
quier sucesión (xn)n de ℓ2. Entonces, por el Teorema de Riesz-Fischer
5.2.10 existe un x ∈ H cuyos coeficientes de Fourier coinciden con di-
chos valores xn y por el Corolario 5.2.7 dicho elemento es único. Es decir,
la ecuación x∗ = Ux siempre tiene solución.

5.2.1. El Teorema de la proyección ortogonal

Definición 5.2.13 Sea M ⊂ H un subconjunto del espacio de Hilbert H.
Denominaremos complemento ortogonal de M , y lo denotaremos por M⊥,
al conjunto

M⊥ = {x ∈ H; ⟨x, y⟩ = 0, ∀y ∈M}.

De la definición anterior se sigue que si elegimos M = H, entonces
H⊥ = {0}, pues el único elemento ortogonal a todos los vectores de H
es el vector nulo. Nótese además que en la Definición 5.2.13 M no tiene
que ser necesariamente un subespacio vectorial de H. En el caso especial
cuando M sea un subespacio vectorial de H se tiene que M

⋂
M⊥ = {0}.

Ejercicio 5.2.14 SeaM ⊂ H un subconjunto (no necesariamente un subes-
pacio vectorial) de un espacio de Hilbert H. Entonces:

1. M⊥ es un subespacio vectorial cerrado de H.

2. Si M ⊂ N , entonces N⊥ ⊂M⊥.
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194 Capítulo 5. Espacios de Hilbert

3. M⊥ =M⊥ =M
⊥

.

1. Probemos que M⊥ es un espacio lineal. Sean x1, x2 ∈M⊥ cualesquiera,
i.e., para todo y ∈ M , ⟨x1, y⟩ = ⟨x2, y⟩ = 0. Entonces, para todo y ∈ M
usando la linealidad del producto escalar tenemos que ⟨αx1 + βx2, y⟩ =
α⟨x1, y⟩ + β⟨x2, y⟩ = 0, luego αx1 + βx2 ∈ M⊥. Probemos ahora que M⊥

es cerrado. Para ello probaremos que M⊥ =M⊥ (ver Proposición 3.2.12),
i.e., M⊥ contiene a todos sus puntos límites. Sea x′ un punto límite de
M⊥. Entonces, existe una sucesión de elementos de M⊥, (x′n)n, tal que
ĺımn→∞ x′n = x′ ∈ H (ver Proposición 3.5.4). Por tanto, para todo y ∈M ,

⟨x′, y⟩ =
〈
ĺım
n→∞

x′n, y
〉
= ĺım

n→∞
⟨x′n, y⟩ = ĺım

n→∞
0 = 0 ⇒ x′ ∈M⊥.

Como x′ era arbitrario, se sigue que M⊥ =M⊥.

2. Sea x ∈ N⊥ cualquiera. Entonces, ⟨x, y⟩ = 0 para todo y ∈ N , pero
como M ⊂ N , ⟨x, y⟩ = 0 para todo y ∈ M , luego x ∈ M⊥. Como x era
arbitrario se sigue que N⊥ ⊂M⊥.

3. Que M⊥ = M⊥ se sigue de 1 y la Proposición 3.2.12. Probemos que
M⊥ = M

⊥
. Como M ⊂ M , el punto anterior implica que M

⊥ ⊂ M⊥.
Probemos ahora que M⊥ ⊂ M

⊥
. Sea y ∈ M⊥ cualquiera. Entonces,

⟨x, y⟩ = 0 para todo x ∈ M . Sea x ∈ M cualquiera, entonces por la
Proposición 3.5.4, existe una sucesión de elementos de M , (xn)n, tal que
ĺımn→∞ xn = x ∈ M . Como ⟨xn, y⟩ = 0 para todo n, entonces tomando el
límite cuando n→ ∞ se obtiene, por la continuidad del producto escalar,
que ⟨x, y⟩ = 0 cualquiera sea x ∈ M , es decir, y ∈ M

⊥
, luego M⊥ ⊂ M

⊥

y, por tanto, M⊥ =M
⊥

.

El siguiente teorema4 es de especial importancia.

Teorema 5.2.15 (de la proyección ortogonal) Sea H un espacio de Hil-
bert (no necesariamente separable), sea M ⊂ H un subespacio cerrado de
H, y sea x un vector de H dado. Entonces existe un único y ∈ M tal que se
cumplea ∥y − x∥ = ı́nfm∈M ∥x −m∥. Además, existe dicho y ∈ M si y sólo
si ⟨x− y,m⟩ = 0, para todo m ∈M .

aNótese que esta condición es equivalente a decir que ∥x− y∥ ≤ ∥x−m∥, para todo

4Este teorema sigue siendo cierto si M es un subconjunto convexo y completo de H.
Recordemos que un conjunto M ⊂ H es convexo si para todo x, y ∈ M , y para todo
t ∈ [0, 1] el vector z = tx+ (1− t)y ∈ M .
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5.2. Ortogonalidad y Teorema de Riesz 195

m ∈ M .

Demostración: Si x ∈ M tomamos y = x y el teorema es trivial. Así que
asumiremos que x ̸∈ M . Sea δ = ı́nfm∈M ∥x − m∥. Entonces existe una
sucesión (yn)n ∈ M tal que ∥x − yn∥ → δ. Probemos que (yn)n es de
Cauchy. Para ello usamos la regla del paralelogramo (5.1.3)

∥(yn − x) + (x− yn+p)∥2 + ∥(yn − x)− (x− yn+p)∥2

= 2∥(yn − x)∥2 + 2∥(x− yn+p)∥2 ⇒

∥yn − yn+p∥2 = 2∥(yn − x)∥2 + 2∥(x− yn+p)∥2 − 4
∥∥∥yn
2

+
yn+p

2
− x
∥∥∥2 .

Pero, como M es un subespacio de H, entonces

yn
2

+
yn+p

2
∈M ⇒

∥∥∥yn
2

+
yn+p

2
− x
∥∥∥2 ≥ δ2,

luego,
∥yn − yn+p∥2 ≤ 2∥(yn − x)∥2 + 2∥(x− yn+p)∥2− 4δ2,

de donde, usando que ∥(yn − x)∥ → δ, y tomando el límite n → ∞, se
tiene que ∥yn − yn+p∥2 → 0.

Como M es cerrado, es completo (ver Teorema 3.5.14), entonces yn →
y ∈M . Luego existe un y ∈M tal que

δ = ∥y − x∥ = ı́nf
m∈M

∥x−m∥. (5.2.6)

Probemos que y es único. Asumamos que existe un z ̸= y tal que δ =
∥z − x∥. Entonces

∥y − z∥2 = 2∥(y − x)∥2 + 2∥(x− z)∥2 − 4
∥∥∥y
2
+
z

2
− x
∥∥∥2

= 4δ2 − 4
∥∥∥y
2
+
z

2
− x
∥∥∥2 ≤ 4δ2 − 4δ2 = 0,

pues
∥∥y
2
+ z

2
− x
∥∥2 ≥ δ2 ya que y

2
+ z

2
∈ M . Luego x = y lo que es una

contradicción.

Probemos ahora que ⟨x−y,m⟩ = 0, para todo m ∈M , i.e., (x−y)⊥M .
Para ello supongamos que existe un m ∈ M que no es ortogonal a x − y.
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196 Capítulo 5. Espacios de Hilbert

Asumiremos que ∥m∥ = 1. Sea el vector m1 = y+λm, con λ = ⟨x−y,m⟩ ≠
0, y siendo y es vector de antes que minimiza el error ∥x−m∥. Entonces

∥x−m1∥2 = ∥x− y − λm∥2 = ∥x− y∥2−⟨x− y, λm⟩−⟨λm, x− y⟩+|λ|2

= ∥x− y∥2 − |λ|2 ≤ ∥x− y∥2,

i.e., y no es el vector que minimiza el error, lo cual es una contradicción.

Finalmente, notemos que cualquiera sea m ∈ M , si x − y ortogonal
a todos los m ∈ M , como m − y ∈ M , entonces usando el Teorema de
Pitágoras (ver el Problema 5.4)

∥x−m∥2 = ∥(x− y)− (m− y)∥2 = ∥x− y∥2 + ∥y −m∥2 ≥ ∥x− y∥2.

Es decir, ∥x− y∥ ≤ ∥x−m∥ para todo m ∈M , i.e., y es un vector óptimo,
que como ya vimos antes, es único.

Un caso particular del teorema anterior es el caso cuando M es un
subespacio generando por un número finito de vectores linealmente in-
dependientes, e1, . . . , ep, de H. En efecto, si M = span (e1, . . . , ep), por el
Corolario 4.3.3, M es cerrado (ver Ejemplo 4.3.4), por lo que podemos
aplicar el Teorema 5.2.15, que nos conduce al siguiente resultado:

Corolario Sea H un espacio de Hilbert (no necesariamente separable), sea
M el espacio generado por los vectores linealmente independientes e1, . . . , ep
∈H, i.e.,M = span (e1, . . . , ep), y sea x un vector de H dado. Entonces exis-
te un único y ∈ M tal que ∥x− y∥ ≤ ∥x−m∥ para todo m ∈ M . Además
existe dicho y ∈M si y sólo si ⟨x− y,m⟩ = 0, para todo m ∈M .

Otra consecuencia inmediata del Teorema de la proyección ortogonal
5.2.15 es el siguiente teorema usualmente conocido como el Teorema de
la suma directa:

Teorema 5.2.16 (de la suma directa) Sea M ⊂ H un subespacio cerra-
do del espacio de Hilbert (no necesariamente separable) H y M⊥ su com-
plemento ortogonal. Entonces, todo vector x ∈ H admite una única repre-
sentación de la forma x = y + y⊥ donde y ∈M e y⊥ ∈M⊥.

Si todo elemento de H se puede escribir en la forma x = y + y⊥ donde
y ∈M , M cerrado, e y⊥ ∈M⊥, entonces se dice que H es suma directa de
M y M⊥, y se escribe como

H =M ⊕M⊥. (5.2.7)
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5.2. Ortogonalidad y Teorema de Riesz 197

Lo anterior nos permite enunciar el Teorema 5.2.16 de la siguiente forma
equivalente:

Teorema de la suma directa Sea un espacio de Hilbert (no necesariamen-
te separable) H y sea M ⊂ H un subespacio cerrado de H. Entonces H se
puede escribir como suma directa de M y M⊥, i.e., se tiene (5.2.7).

Demostremos el Teorema 5.2.16.

Demostración: En primer lugar, si x ∈M (en particular x = 0), entonces
basta tomar5 y = x y y⊥ = 0 y se tiene el resultado. Supongamos ahora
que x ̸∈ M y que x ̸= 0 y sea y ∈ M el vector que cumple que ∥y −
x∥ = ı́nfm∈M ∥x − m∥ (que por el Teorema de la proyección ortogonal
5.2.15 anterior sabemos que es único). Entonces, por la segunda parte
del Teorema de la proyección ortogonal 5.2.15, el vector y⊥ = x − y es
ortogonal a todos los m ∈ M , i.e., ⟨y⊥,m⟩ = 0 para todo m ∈ M . Como y
es único, y⊥ también lo es. De lo anterior se sigue que, dado un subespacio
cerrado M ⊂ H de un espacio de Hilbert H cualquiera (no necesariamente
separable), y para todo x ∈ H, existen unos únicos y ∈M e y⊥ ∈M⊥ tales
que

x = y + y⊥, y ∈M, y⊥ ∈M⊥. (5.2.8)

Es decir, cualquiera sea x ∈ H se tiene la descomposición (5.2.7).
Por completitud daremos una prueba alternativa del teorema anterior. Sea

x ̸∈ M , x ̸= 0 (en caso contrario el resultado es trivial) y definamos el vector
y⊥ = x−y, donde y ∈ M es el único vector tal que δ = ∥x−y∥ = ı́nfm∈M ∥x−m∥
(que sabemos que existe por el Teorema 5.2.15), luego y⊥ también es único.
Probemos que y⊥⊥M , luego y⊥ ∈ M⊥, de donde se deduce el teorema. Sea
x ̸∈ M , x ̸= 0. Entonces, dado un elemento u ∈ M , u ̸= 0, y un escalar α
cualesquiera definamos m1 = y + αu ∈ M , se tiene

∥x− y∥2 = δ2 = ı́nf
m∈M

∥x−m∥2 ≤ ∥x−m1∥2 = ∥x− y − αu∥2 = ∥y⊥ − αu∥2

= ∥y⊥∥2 + |α|2∥u∥2 − 2ℜα⟨y⊥, u⟩.

Si elegimos ahora α = ⟨y⊥, u⟩/∥u∥2, teniendo en cuenta que ∥y⊥∥ = δ (recuér-
dese que x− y = y⊥), obtenemos que, para todo u ∈ M ,

δ2 ≤ δ2 − |⟨y⊥, u⟩|2

∥u∥2
⇒ |⟨y⊥, u⟩|2 ≤ 0 ⇒ ⟨y⊥, u⟩ = 0 ⇒ y⊥⊥M.

5Sea x ∈ M y supongamos que existe un y ̸= x tal que x = y + y⊥. Entonces y⊥ =
x− y ∈ M , pero el único elemento que puede estar en M y M⊥ es el vector nulo, luego
x = y lo que es una contradicción.
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198 Capítulo 5. Espacios de Hilbert

Nota 5.2.17 Es fácil ver que la noción de suma directa (5.2.7) se puede ex-
tender al caso de un número finito o numerable de subespacios M1, M2, etc.
Esto será de de interés cuando veamos más adelante el Teorema espectral
para operadores autoadjuntos y compactos (ver, por ejemplo, el Teorema de
Hilbert-Schmidt 6.5.15).

Nótese que si en (5.2.7) elegimos M = H obtenemos que H = H ⊕
H⊥ = H ⊕ {0}. Está claro además que si x ∈ M ⊂ H, entonces x⊥M⊥,
luego x ∈ (M⊥)⊥ y, por tanto, M ⊂ (M⊥)⊥.

Una consecuencia de la descomposición (5.2.8) para espacios de Hil-
bert (no necesariamente separables) es la siguiente propiedad:

Ejercicio 5.2.18 Probar que si M es un subespacio cerrado de H, entonces
(M⊥)⊥ =M .

Como ya vimos cualquiera sea M ⊂ H, M ⊂ (M⊥)⊥. Sea x ∈ (M⊥)⊥

cualquiera. Como M es un subespacio cerrado entonces, por (5.2.8) se
tiene que x = y + y⊥ con y ∈ M ⊂ (M⊥)⊥ e y⊥ ∈ M⊥. Por otro lado,
y⊥ = x − y ∈ (M⊥)⊥ (pues x ∈ (M⊥)⊥ por hipótesis e y ∈ M ⊂ (M⊥)⊥)
de donde se sigue que y⊥⊥M⊥, o sea, ⟨y⊥, y⊥⟩ = 0 (recuérdese que y⊥ ∈
M⊥), i.e., y⊥ = 0, luego x = y ∈ M . Como x era arbitrario, se tiene
(M⊥)⊥ ⊂M , de donde se sigue el resultado.

Como consecuencia del ejercicio anterior y del primer apartado del
Ejercicio 5.2.14 se deduce que un subespacio M de un espacio de Hilbert
H es cerrado si y sólo si (M⊥)⊥ =M (ver Problema 5.11).

Una aplicación interesante

El corolario del Teorema 5.2.15 (ver página 196) nos dice que dado un
vector x ∈ H, siempre existe un único vector y ∈ M = span (y1, . . . , yp),
y =

∑p
k=1 αkyk, que es el más cercano a dicho x, i.e., y minimiza las

distancias ∥x − m∥, para todo m ∈ M . Además, el mı́nm∈M ∥x − m∥ se
alcanza cuando x − y es ortogonal a cada todos los elementos de M o,
equivalentemente, a cada uno de los yj, j = 1, . . . , p. Luego〈

x−
p∑

k=1

αkyk, yj

〉
= 0, ∀j = 1, . . . , p.
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5.2. Ortogonalidad y Teorema de Riesz 199

Ello nos conduce al siguiente sistema de n ecuaciones lineales con n in-
cógnitas (los coeficientes αk, k = 1, . . . , p):

p∑
k=1

⟨yk, yj⟩αk = ⟨x, yj⟩, j = 1, . . . , p, (5.2.9)

conocido como sistema normal. Nótese que la matriz del sistema normal
coincide con la transpuesta de la matriz de Gram de los vectores y1, . . . , yp
(5.1.10). Dicho sistema (5.2.9) tiene solución (es decir, podremos encon-
trar los αi, i = 1, . . . , p) si el determinante de su matriz es distinto de
cero. Pero dicho determinante, que coincide con el determinante de Gram
(5.1.11), es distinto de cero si y solo si los vectores yi, i = 1, . . . , p, son
linealmente independientes (ver Ejercicio 5.1.15).

Tomemos ahora un x ∈ H dado y sea δ = mı́nm∈M ∥x−m∥ = ∥x− y∥.
Entonces, como y ∈M y (x− y)⊥M ,

δ2 = ∥x− y∥2 = ⟨x− y, x− y⟩ = ⟨x− y, x⟩,
o, equivalentemente,

p∑
k=1

αj⟨yk, x⟩+ δ2 = ⟨x, x⟩.

Juntando esta última ecuación con sistema normal (5.2.9) obtenemos el
siguiente sistema lineal de p+ 1 ecuaciones con p+ 1 incógnitas:

⟨y1, y1⟩ ⟨y2, y1⟩ · · · ⟨yp, y1⟩ 0
...

... . . . ...
...

⟨y1, yp⟩ ⟨y2, yp⟩ · · · ⟨yp, yp⟩ 0
⟨y1, x⟩ ⟨y2, x⟩ · · · ⟨yp, x⟩ 1



α1
...
αp

δ2

 =


⟨x, y1⟩

...
⟨x, yp⟩
⟨x, x⟩

 .

Resolviendo el sistema anterior –nótese que su determinante coincide con
el del sistema normal (5.2.9)– podemos encontrar no solo los coeficientes
αk y, por tanto, el vector y, donde se alcanza el mínimo mı́nm∈M ∥x−m∥,
sino también el valor δ del mismo. De hecho usando la regla de Cramer
[21], y teniendo en cuenta que los determinantes de una matriz y su trans-
puesta coinciden, obtenemos

δ2 =
∆p+1(y1, . . . , yp, x)

∆p(y1, . . . , yp)
,

donde ∆n(v1, . . . , vk) es el determinante de Gram de los vectores v1, . . . , vk
(5.1.11).

Como aplicación de lo anterior veamos el siguiente ejercicio:
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200 Capítulo 5. Espacios de Hilbert

Ejercicio 5.2.19 Sean m números reales x1, . . . , xm y sea una matriz m×
n, W con n < m cuyas columnas son linealmente independientes. Encon-
trar el vector z ∈ Rn tal que la norma euclídea ∥x−Wz∥ sea mínima, i.e.,
queremos encontrar el mejor estimador lineal de x ∈ Rm.

Como Rn es un espacio de Hilbert podemos usar el Teorema de las
proyecciones 5.2.15. Sean wk = (w1,k, . . . , wm,k)

T , k = 1, . . . , n las colum-
nas de W que son l.i., y sea M = span (w1, . . . , wn). Entonces, existe un
y = Wz único tal que ∥x − y∥ es mínimo. Para encontrar z = (z1, . . . , zn)
basta usar el sistema de ecuaciones normal (5.2.9).

Un cálculo directo nos da que la matriz de dicho sistema es W TW y
que el vector correspondiente al término independiente es W Tx, donde
W T es la matriz traspuesta de W . Así que en nuestro caso el sistema de
ecuaciones normal se escribe como

W TWz = W Tx ⇒ z = (W TW )−1W Tx,

pues al ser las columnas de W linealmente independientes, existe la in-
versa de W TW .

Otras aplicaciones interesantes se pueden encontrar en [11].

5.2.2. El Teorema de representación de Riesz

Para terminar este capítulo demostraremos un teorema sobre funcio-
nales lineales acotados de gran importancia en la teoría de operadores en
espacios de Hilbert tal y como veremos en el próximo capítulo.

Definición 5.2.20 Un funcional lineal es una aplicación lineal f : H 7→ K
siendo K el conjunto C o R dependiendo si H es un espacio de Hilbert real
o complejo, respectivamente.

Teorema 5.2.21 (de representación de Riesz) Cualquier funcional lineal,
f : H 7→ K, acotado sobre un espacio de Hilbert H (no necesariamente se-
parable), se puede representar en términos de un producto escalar, i.e.,

f(x) = ⟨x, z⟩, (5.2.10)

donde z esta unívocamente determinado por f , i.e., a cada f le corresponde
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uno y solo un vector z ∈ H. Además, se tiene que

∥z∥ = ∥f∥. (5.2.11)

Demostración: Si f = 0 el teorema es trivial tomando z = 0. Supongamos
que f no es 0, en cuyo caso obviamente z ̸= 0. Está claro que si (5.2.10)
es cierta, entonces f(x) = 0 para todo x tal que ⟨x, z⟩ = 0, o sea para todo
x perteneciente al espacio nulo de f (que denotaremos por N ) se tiene
que z⊥x, i.e., z ∈ N ⊥. Dado que f es no nula, entonces N ̸= H (¿por
qué?). Pero N es un subespacio vectorial cerrado6 de H (ver Problema
4.15) luego es válida la descomposición (5.2.8) y, por tanto, se tiene que
H = N ⊕ N ⊥, luego N ⊥ ̸= {0}, por tanto existe un z0 ∈ N ⊥, z0 ̸= 0, que,
sin pérdida de generalidad, tomaremos normalizado a la unidad ∥z0∥ = 1.
Construyamos un vector v tal que para todo x ∈ H

v = f(x)z0 − f(z0)x ⇒ f(v) = 0 ⇒ v ∈ N .

Pero entonces, z0⊥v, pues z0 ∈ N ⊥ y, por tanto,

0 = ⟨v, z0⟩ = f(x)− f(z0)⟨x, z0⟩ ⇒ f(x) = ⟨x, f(z0)z0⟩,

luego existe un z ∈ H tal que se tiene (5.2.10) para todo x ∈ H.

Demostremos que dicho z es único. Sean y ̸= z tal que, para todo
x ∈ H, f(x) = ⟨x, z⟩ = ⟨x, y⟩. Por el punto 4 del Ejercicio 5.1.2 tenemos
que z = y lo que es una contradicción.

Probemos ahora (5.2.11). En primer lugar sabemos que f es acotada
y se cumple (5.2.10). Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (5.1.2)
tenemos, efectivamente, |f(x)| = |⟨x, z⟩| ≤ ∥z∥∥x∥, luego tomando el su-
premo en los x ∈ H con ∥x∥ = 1 tenemos

∥f∥ := sup
∥x∥=1

|f(x)|
∥x∥

≤ ∥z∥,

de donde además se deduce que, para todo x ∈ H, |f(x)| ≤ ∥f∥∥x∥.
Si en esta última desigualdad tomamos x = z (recordemos que z ̸= 0)
obtenemos

∥z∥2 = ⟨z, z⟩ = |f(z)| ≤ ∥f∥∥z∥ ⇒ ∥z∥ ≤ ∥f∥
6Una prueba directa es como sigue: sea x ∈ N . Existe una (xn)n ∈ N tal que xn → x.

Pero f(xn) → f(x), pues f es acotado. Como f(xn) = 0, f(x) = 0, luego x ∈ N .
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202 Capítulo 5. Espacios de Hilbert

de donde se sigue que ∥f∥ = ∥z∥.

Conviene hacer notar que en la prueba del Teorema de representación
de Riesz 5.2.21 es válida para cualquier espacio de Hilbert H, no necesa-
riamente separable. Esto será importante a la hora de probar el Teorema
de Hahn-Banach 7.2.6 como veremos en el capítulo 7.

5.3. Problemas

Problema 5.1 Sea E un espacio euclídeo y ∥ · ∥ la norma inducida por el
producto escalar. Prueba que para todos x, y ∈ E,

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2(∥x∥2 + ∥y∥2).

Esta igualdad se suele denominar ley del paralelogramo.

Solución: Basta usar que ∥x∥2 = ⟨x, x⟩ y usar las propiedades del producto
escalar 5.1.1 como en el caso del Problema 5.4.

Problema 5.2 Prueba que en el caso complejo un espacio normado es
euclídeo si se tiene la ley del paralelogramo (5.1). Para ello hay que probar
que la cantidad

⟨x, y⟩ = 1

4

(
∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2 + i∥x+ iy∥2 − i∥x− iy∥2

)
define un producto escalar en X complejo.

Solución: La prueba es similar al caso real (ver la Proposición 5.1.9). Ver e.g.
[19, Teorema 11.1, pág. 244] .

Problema 5.3 Usando el Ejercicio 5.1 prueba que los espacios normados
Rn

p , ℓp y Cp
[a,b] correspondientes al ejercicio 4.2.4 y los ejemplos 4.2.7 y

4.2.5 no son espacios euclídeos salvo para p = 2.

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l
5.3. Problemas 203

f
g

Figura 5.1: Las funciones f(x) y g(x) del Problema 5.3.

Solución: Para ver que no son euclídeos usaremos la Proposición 5.1.9, es decir,
mostraremos que no se cumple la ley del paralelogramo.

Comenzamos con Rn
p . Sean los vectores x = (1, 0, ..., 0), y = (0, 1, ..., 0) ∈ Rn.

Tenemos por un lado que

2(∥x∥2p + ∥y∥2p) = 2((1p)
2
p + (1p)

2
p ) = 4,

y por el otro,

∥x+ y∥2p + ∥x− y∥2p = 2
2
p + 2

2
p = 2 · 4

1
p .

Luego, usando (5.1.3) tenemos que 4 = 2 · 4
1
p lo cual es falso si p ̸= 2.

Para ℓp, podemos las sucesiones x = (1, 0, 0, . . . ), y = (0, 1, 0, . . . ) ∈ lp y
obtenemos el mismo resultado.

Veamos ahora el espacio Cp
[a,b]. Lo que haremos es encontrar dos funciones

continuas con soporte compacto disjunto y con la misma norma, así su suma y
su diferencia también tendrán la misma norma. De esta forma consideramos las
siguientes funciones (ver la figura 5.1):

f(x) =


x, x ∈ [a, a+b

4 ),
a+b
2 − x, x ∈ [a+b

4 , a+b
2 ),

0, x ∈ [a+b
2 , b],

y g(x) =


0, x ∈ [a, a+b

2 ),

x− a+b
2 , x ∈ [a+b

2 , 3(a+b)
4

)
,

b− x, x ∈ [3(a+b)
4 , b].
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Usando las simetrías de f y g para calcular las normas tenemos:

2(∥f∥2p + ∥g∥2p) = 4∥f∥2p = 4
(∫ b

a
|f(x)|p dx

) 2
p
= 4
(
2

∫ a+b
4

a
xp dx

) 2
p
=

= 4 · 4
1
p

(∫ a+b
4

a
xp dx

) 2
p

∥f + g∥2p + ∥f − g∥2p = 2∥f + g∥2p = 2
(∫ b

a
|f(x) + g(x)|p dx

) 2
p
=

= 2
(
4

∫ a+b
4

a
xp dx

) 2
p
= 2 · 4

2
p

(∫ a+b
4

a
xp dx

) 2
p
.

Luego, como 4 · 4
1
p ̸= 2 · 4

2
p para todo p ̸= 2, tenemos que

2(∥f∥2p + ∥g∥2p) ̸= ∥f + g∥2p + ∥f − g∥2p, ∀p ̸= 2.

Finalmente, notemos que para p = 2 los espacios Rn
p , ℓp y Cp

[a,b] se corresponden
con los ejemplos 5.1.3-5.1.5, respectivamente, donde se cumple la ley del para-
lelogramo pues en este caso sí que son espacios euclídeos.

Problema 5.4 Prueba que si dos elementos x e y de un espacio euclídeo
son ortogonales, entonces

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2.

La igualdad anterior es una generalización del Teorema de Pitágoras.

Solución: Como x e y son ortogonales ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ = 0, luego

∥x+ y∥2 = ⟨x+ y, x+ y⟩ = ⟨x, x+ y⟩+ ⟨y, x+ y⟩ =
= ⟨x, x⟩+ ⟨x, y⟩+ ⟨y, x⟩+ ⟨y, y⟩ = ⟨x, x⟩+ ⟨y, y⟩ = ∥x∥2 + ∥y∥2.

Problema 5.5 Sea H un espacio de Hilbert separable. Prueba que cual-
quier subespacio cerrado M ⊂ H es a su vez un espacio de Hilbert. Ade-
más, M tiene una base ortonormal.

Solución: Como H es completo y M ⊂ H es cerrado entonces por el Teorema
3.5.14 M es completo. Pero como H es separable, entonces por el Ejercicio 3.4.7
M es separable. Entonces, por el Teorema 5.2.9, M tiene una base ortonormal.
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Problema 5.6 Dar una demostración alternativa del Teorema 5.2.16 su-
poniendo que H es un espacio de Hilbert separable. Es decir, prueba que
si M ⊂ H es un subespacio cerrado del espacio de Hilbert separable H y
M⊥ su complemento ortogonal, entonces, todo vector x ∈ H admite una
única representación de la forma x = y + y⊥ donde y ∈M e y⊥ ∈M⊥.

Solución: Como H es separable y M ⊂ H es cerrado en H, entonces M es com-
pleto (ver Teorema 3.5.14) y separable (ver el Ejercicio 3.4.7), i.e., M es a su vez
un espacio de Hilbert separable por lo que existe una base ortonormal comple-
ta (ϕn)n de M (ver Teorema 5.2.9). Definamos y =

∑
n⟨x, ϕn⟩ϕn. Obviamente

y ∈ M . Definamos y⊥ = x− y. Entonces, para todo n, ⟨y⊥, ϕn⟩ = 0. Ahora bien,
cualquiera sea ỹ ∈ M , ỹ =

∑
n anϕn, luego ⟨y⊥, ỹ⟩ = 0, es decir, y⊥ ∈ M⊥. Luego

cualquiera sea x ∈ H, existen y ∈ M y y⊥ ∈ M⊥ tales que x = y + y⊥. Pro-
bemos que esta descomposición es única. Para ello supongamos que no lo son,
i.e., supongamos que existen un z ∈ M , z ̸= y tal que x = z + z⊥, z⊥ ∈ M⊥ (y
z⊥ ̸= y⊥). Entonces, para todo n ∈ N, se tiene

⟨z, ϕn⟩ = ⟨x− z⊥, ϕn⟩ = ⟨x, ϕn⟩ = ⟨y + y⊥, ϕn⟩ = ⟨y, ϕn⟩

que, por el Corolario 5.2.7, implica z = y, lo cual es una contradicción.

Problema 5.7 A partir del Teorema 5.2.16 (o del Problema 5.6), prueba
que todo sistema ortogonal (ϕn)

N
n=1 en un espacio de Hilbert H separable

se puede completar hasta obtener una base ortogonal de H.

Solución: Del Teorema 5.2.9 se sigue que H tiene una base ortonormal, no
obstante el objetivo de este problema no es probar que existe dicha base (eso
ya lo afirma el teorema) sino mostrar cómo, dado un conjunto finito de vectores
ortonormales completarlos hasta obtener dicha base. Existen varias formas de
probar este resultado. Una de ellas, efectivamente, es usar el Teorema 5.2.16.

Sea M el espacio generado por el sistema ortogonal (ϕn)
N
n=1. M es cerrado.

Por el Teorema 5.2.16, tenemos que todo vector x ∈ H se expresa de forma única
como una suma de un vector y ∈ M y un vector y⊥ ∈ M⊥. Al ser H separable y
M⊥ un subconjunto suyo, tenemos que M⊥ es separable (por el Ejercicio 3.4.7)
y cerrado (por el Ejercicio 5.2.14), por tanto M es un espacio de Hilbert que ad-
mite una base ortogonal numerable (Teorema 5.2.9) que denotaremos por (ϕ⊥

k )k.
Dado que todo x ∈ H se expresa de forma única como x = y + y⊥, y se expresa
de forma única en la base (ϕn)

N
n=1 y y⊥ en la base (ϕ⊥

k )k, entonces está claro que
x se puede escribir de forma única en la base (ϕn)

N
n=1

⋃
(ϕ⊥

k )k. En otras palabras,
(ϕn)n

⋃
(ϕ⊥

k )k es una base de M ⊕ M⊥ = H, luego hemos completado la base
(ϕn)

N
n=1 hasta obtener una base del espacio entero H.
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Problema 5.8 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea (ϕn)n una base
ortonormal completa de H. Prueba que para todos x, y ∈ H, se tiene la
igualdad, también denominada igualdad de Parseval

⟨x, y⟩ =
∞∑
n=1

⟨x, ϕn⟩⟨y, ϕn⟩.

Solución: Primero probemos que la serie converge. Para ello notamos que, usan-
do la desigualdad de Hölder (3.7.2) con p = 2 (o la desigualdad de Cauchy-
Schwarz (5.1.2) en CN)(

N∑
n=1

|⟨x, ϕn⟩⟨y, ϕn⟩|

)2

≤
N∑

n=1

|⟨x, ϕn⟩|2
N∑

n=1

⟨y, ϕn⟩|2,

pero como los coeficientes de Fourier son una sucesión de ℓ2 (ver la desigualdad
de Bessel (5.2.3)), las sumas de la derecha están acotadas para todo N , luego
tomando el límite N → ∞ tenemos que la serie es absolutamente convergente,
luego es convergente. Por otro lado, sea

xN =

N∑
n=1

⟨x, ϕn⟩ϕn y yN =

N∑
n=1

⟨y, ϕn⟩ϕn,

entonces, como (ϕn)n es una base ortonormal completa de H,

xN → x =
∞∑
n=1

⟨x, ϕn⟩ϕn y yN → y =
∞∑
n=1

⟨y, ϕn⟩ϕn,

cuando N → ∞ (ver Teorema 5.2.5). Un cálculo directo, usando la ortonormali-
dad de los (ϕn)n, nos da

⟨xN , yN ⟩ =
N∑

n=1

⟨x, ϕn⟩⟨y, ϕn⟩,

de donde, tomando el límite N → ∞, y usando la continuidad del producto
escalar obtenemos el resultado.

Problema 5.9 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea (ϕn)n una base
ortonormal completa de H. Prueba, sin usar el Teorema 5.2.5, que para
todo x ∈ H, la serie

y =
∞∑
n=1

⟨x, ϕn⟩ϕn

converge, y que el vector x− y es ortogonal a cada ϕn, n ≥ 1.
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Solución: Si usamos el Teorema 5.2.5 el problema es trivial, pues de 2. se sigue
que la serie es convergente y que su suma es x, luego x = y y, por tanto, x −
y = 0 que es ortogonal a todos los ϕn. Demos una prueba directa sin usar el
teorema. Sean yn =

∑N
k=1⟨x, ϕk⟩ϕk las sumas parciales de nuestra serie. Usando

la ortonormalidad de (ϕk)k tenemos que

∥yn+p − yn∥2 = ⟨yn+p − yn, yn+p − yn⟩ =
n+p∑

k=n+1

|⟨x, ϕk⟩|2.

Como los coeficientes de Fourier son una sucesión de ℓ2 (desigualdad de Bes-
sel (5.2.3)), las sumas de la derecha están acotadas tienden a cero si n → ∞
independientemente de p, luego la sucesión (yn)n es de Cauchy y como H es
completo, es convergente. Además, tomando p → ∞ se tiene que yn → y.

Probemos ahora que para todo n, (x−y)⊥ϕn. Sea n < N cualquiera, entonces

⟨x− yN , ϕn⟩ = ⟨x, ϕn⟩ −
N∑
k=1

⟨x, ϕk⟩⟨ϕk, ϕn⟩ = ⟨x, ϕn⟩ − ⟨x, ϕn⟩ = 0.

Tomando en la expresión anterior el límite N → ∞ y usando la continuidad del
producto escalar obtenemos que, para todo n, ⟨x− y, ϕn⟩ como se quería probar.
De lo anterior y del Corolario 5.2.7 se sigue que x = y.

Problema 5.10 Sea H un espacio de Hilbert y sea M ⊂ H. Definiremos
como span (M) al conjunto de todas las combinaciones lineales de vecto-
res de M . Prueba que para todo M ̸= ∅, V = span (M) es denso en H si y
solo si M⊥ = {0}.

Solución: Probemos que si V = H, entonces M⊥ = {0}. Sea x ∈ M⊥ cualquiera
y supongamos que V = H. Entonces x ∈ H = V , i.e., x es un punto de acumula-
ción de V , luego existe (xn)n ∈ V tal que xn → x. Como x ∈ M⊥, entonces x⊥M
y, por tanto, x⊥V , luego para todo x ∈ V ⊥, ⟨xn, x⟩ = 0. Tomando el límite cuan-
do n → ∞ en la igualdad anterior y usando la continuidad del producto escalar,
tenemos 0 = ⟨xn, x⟩ → ⟨x, x⟩, luego x = 0. Como x era cualquiera, M⊥ = {0}.

Supongamos ahora que M⊥ = {0}. Sea x⊥V cualquiera. Entonces x⊥M , i.e.,
x ∈ M⊥, pero como M⊥ = {0} se tiene que x = 0, luego V ⊥ = {0}. Ahora bien,
como V ⊂ H es un cerrado, el Teorema de la suma directa 5.2.16, y que V

⊥
= V ⊥

(ver Ejercicio 5.2.14, punto 3), obtenemos que H = V ⊕V
⊥
= V ⊕V ⊥ = V ⊕{0}

y, por tanto, V = H.

Problema 5.11 Sea H un espacio de Hilbert y sea M un subespacio de H.
Prueba que M es cerrado si y solo si M = (M⊥)⊥.
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Solución: Si M = (M⊥)⊥, entonces por el ejercicio 5.2.14, M es cerrado. Si M
es cerrado por el ejercicio 5.2.18, M = (M⊥)⊥. Luego M es cerrado si y sólo si
M = (M⊥)⊥.

Problema 5.12 Sea H un espacio de Hilbert y sea M ⊂ H un subespacio
cerrado de H. En este caso sabemos (ver (5.2.7)) que para todo x ∈ H
existen unos únicos y ∈M y y⊥ ∈M⊥ tales que x = y + y⊥. Definamos el
operador P : H 7→ M mediante la fórmula x 7→ y = Px. P se denomina
operador de proyección (o proyector ortogonal) de H sobre M . Prueba
que

1. P es lineal, acotado y si M ̸= {0}, ∥P∥ = 1.

2. P (M⊥) = 0.

3. P 2 = P · P = P (es idempotente).

Solución: 1. Sea x1, x2 ∈ M . Entonces como x1 = y1 + y⊥1 y x2 = y2 + y⊥2 ,
tenemos Px1 = y1 y Px2 = y2. Entonces, como x1 + x2 = (y1 + y2) + (y⊥1 + y⊥2 ),
y λx = λy + λy⊥, tenemos

P (x1 + x2) = y1 + y2 = Px1 + Px2, P (λx) = λy = λPx,

luego P es lineal. Además, usando el Teorema de Pitágoras (ver Problema 5.4)
tenemos que, para todo x ∈ H,

∥x∥2 = ∥y + y⊥∥2 = ∥y∥2 + ∥y⊥∥2 ≥ ∥y∥2 = ∥Px∥2 ⇒ ∥Px∥ ≤ ∥x∥,

luego P es acotado y ∥P∥ ≤ 1. Si M = {0} es obvio que Px = 0 para todo x ∈ H
(¿por qué?), pero si M ̸= {0}, entonces tomando x = y ∈ M se tiene Py = y,
luego supx∈H,∥x∥=1 ∥Px∥ ≥ supy∈M,∥y∥=1 ∥Py∥ = 1, luego ∥P∥ ≥ 1, de donde se
sigue el resultado.

2. Está claro que de la definición de P , Px = x para todo x ∈ M , además Px = 0
para todo x ∈ M⊥, luego P (M) = M y P (M⊥) = 0.

3. Finalmente, para todo x ∈ H, P 2x = P (Px) = Py = y = Px, luego P 2 = P .

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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Capítulo 6

Operadores en espacios de
Hilbert

Hay partes importantes de las matemáticas que
no se pueden entender en profundidad sin la
ayuda de la teoría de operadores.

Stefan Banach
En “Théorie des Opérations Linéaires” (1932)

En este capítulo estudiaremos algunas propiedades de los operadores
lineales definidos en espacios de Hilbert separables sobre C.

6.1. Definiciones

Definición 6.1.1 Sea la aplicación (operador) lineal y acotada A : E 7→
E′, E, E′ espacios euclídeos. Si existe el operador lineal A∗ : E′ 7→ E tal que
para todo x ∈ E e y ∈ E′

⟨Ax, y⟩′ = ⟨x,A∗y⟩, (x ∈ E, y ∈ E′) (6.1.1)

lo denominaremos adjunto de A.

En general, por sencillez, asumiremos E′ = E.

Por ejemplo, sea el operador S : ℓ2 7→ ℓ2

S(x1, x2, x3, . . .) = (0, x1, x2, . . .), (6.1.2)

209
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comúnmente denominado operador desplazamiento (shift). Entonces su
adjunto S∗ es el operador S : ℓ2 7→ ℓ2

S∗(x1, x2, x3, . . .) = (x2, x3, . . .), (6.1.3)

Ejercicio 6.1.2 Sea el operador multiplicación M : C2
[a,b] 7→ C2

[a,b] definido
por

Mx(t) = f(t)x(t), f(t) ∈ C([a, b]), ∀x(t) ∈ C2
[a,b].

Prueba que M∗ existe y es el operador multiplicación por la función com-
plejo conjugada f(t). Prueba que este operador es acotado y que ∥M∥ ≤
supt∈[a,b] |f(t)|. Nótese que si f(t) es real entonces M∗ =M .

La existencia y forma de M∗ se sigue de la igualdad

⟨Mx, y⟩ =
∫ b

a

f(t)x(t) · y(t)dt =
∫ b

a

x(t) · f(t)y(t)dt.

Para probar la segunda afirmación notemos que

∥Mx∥2 =
(∫ b

a

|f(t)|2|x(t)|2dt
)

≤ sup
t∈[a,b]

|f(t)|2∥x∥2 =

(
sup
t∈[a,b]

|f(t)|

)2

∥x∥2.

Luego, ∥M∥ = sup∥x∥=1 ∥Mx∥ ≤ supt∈[a,b] |f(t)|.
Para los espacios euclídeos la existencia del operador adjunto no está

garantizada en general, no obstante sí que lo está en el caso de los espacios
de Hilbert. De hecho, como consecuencia del Teorema de representación
de Riesz 5.2.21 se tiene el siguiente resultado:

Teorema 6.1.3 (Existencia del operador adjunto) Sea la aplicación (ope-
rador) lineal y acotada A : H 7→ H′, H, H′ espacios de Hilbert. Entonces
existe un único operador A∗ : H′ 7→ H adjunto a A. Además, A∗ es lineal y

∥A∗∥ = ∥A∥. (6.1.4)

Demostración: Definimos el funcional Tyx : H 7→ K, Tyx := ⟨Ax, y⟩′.
Obviamente, para cada y fijo

|Tyx| ≤ ∥Ax∥∥y∥ ≤ ∥A∥∥x∥∥y∥ ≤ K∥x∥, ∀y ∈ H′,
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6.1. Definiciones 211

i.e., Ty es un funcional acotado, así que el Teorema de Riesz 5.2.21 nos
asegura que existe un único vector y∗ ∈ H tal que Tyx = ⟨x, y∗⟩, para todo
x ∈ H. Así, el operador A : H 7→ H′ induce un operador A∗ : H′ 7→ H que a
cada y ∈ H′ le hace corresponder un único y∗ ∈ H, tal que A∗y = y∗, pues
⟨Ax, y⟩′ = ⟨x, y∗⟩ = ⟨x,A∗y⟩. La linealidad de A∗ se sigue de la linealidad
de A. En efecto, para todos x ∈ H e y, z ∈ H′, se tiene

⟨x,A∗(αy + βz)⟩ = ⟨Ax, αy + βz⟩′ = α⟨Ax, y⟩+ β⟨Ax, z⟩
= α⟨x,A∗y⟩+ β⟨x,A∗z⟩ = ⟨x, αA∗y + βA∗z⟩.

Luego A∗(αy + βz) = αA∗y + βA∗z.

Probemos ahora que ∥A∗∥ = ∥A∥. De la igualdad ⟨Ax, y⟩′ = ⟨x,A∗y⟩ y
usando que A es acotado tenemos

|⟨x,A∗y⟩| = |⟨Ax, y⟩′| ≤ ∥A∥∥x∥∥y∥.

Escogiendo x = A∗y obtenemos, asumiendo1 ∥A∗y∥ ≠ 0, y ∥y∥ ≠ 0.

∥A∗y∥2 ≤ ∥A∥∥A∗y∥∥y∥ ⇒ ∥A∗y∥
∥y∥

≤ ∥A∥ ⇒ ∥A∗∥ ≤ ∥A∥.

De lo anterior se sigue que A∗ es acotado. Pero entonces podemos aplicar
el mismo razonamiento intercambiando A y A∗ lo que nos conduce a la
desigualdad contraria ∥A∥ ≤ ∥A∗∥. En efecto, asumiendo ∥Ax∥ ̸= 0, y
∥x∥ ≠ 0, tenemos

|⟨Ax, y⟩′| = |⟨x,A∗y⟩| ≤ ∥A∗∥∥x∥∥y∥, y = Ax ⇒

∥Ax∥2 ≤ ∥A∗∥∥Ax∥∥x∥ ⇒ ∥Ax∥
∥x∥

≤ ∥A∗∥ ⇒ ∥A∥ ≤ ∥A∗∥.

Por tanto ∥A∥ = ∥A∗∥.

Veamos algunas propiedades de los operadores adjuntos.

Proposición 6.1.4 Sean las aplicaciones lineales acotadas A : H 7→ H′,
B : H 7→ H′, H, H′ espacios de Hilbert. Entonces se cumple que

1. ⟨A∗y, x⟩ = ⟨y, Ax⟩′, x ∈ H e y ∈ H′.

2. (A+B)∗ = A∗ +B∗.

3. (αA)∗ = αA∗.

1Nótese que si ∥A∗y∥ = 0, entonces obtendríamos ∥A∥ ≥ 0, lo cual es evidente.
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212 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

4. (A∗)∗ = A.

5. ∥A∗A∥ = ∥AA∗∥ = ∥A∥2.

6. A∗A = 0 si y solo si A = 0.

7. Si H = H′, entonces (AB)∗ = B∗A∗.

Demostración: Para probar 1. usamos que ⟨A∗y, x⟩ = ⟨x,A∗y⟩ = ⟨Ax, y⟩′ =
⟨x,Ay⟩′. Para 2. tenemos

⟨x, (A+B)∗y⟩ = ⟨(A+B)x, y⟩′ = ⟨Ax, y⟩′ + ⟨Bx, y⟩′ = ⟨x,A∗y⟩+ ⟨x,B∗y⟩
= ⟨x, (A∗ +B∗)y⟩′ ⇒ (A+B)∗ = A∗ +B∗.

El punto 3. se sigue de

⟨x, (αA)∗y⟩ = ⟨(αA)x, y⟩′ = α⟨Ax, y⟩′ = α⟨x,A∗y⟩ = ⟨x, αA∗y⟩.

Veamos 4. Nótese que A∗ : H′ 7→ H es acotado, luego existe su adjunto
(A∗)∗ : H 7→ H′.

⟨Ax, y⟩′ = ⟨x, (A∗)y⟩ = ⟨(A∗)∗x, y⟩′ ⇒ (A∗)∗ = A.

Antes de probar 5. nótese que A∗A : H 7→ H y AA∗ : H′ 7→ H′. Por otro
lado, como A y A∗ son acotados su producto A∗A también lo es (ver Pro-
blema 4.13) y ∥A∗A∥ ≤ ∥A∗∥∥A∥ = ∥A∥2. Por otro lado, usando (∥x∥ ≠ 0)

∥Ax∥2 = ⟨Ax,Ax⟩′ = ⟨A∗Ax, x⟩ ≤ ∥A∗Ax∥∥x∥ ≤ ∥A∗A∥∥x∥2 ⇒(
∥Ax∥
∥x∥

)2

≤ ∥A∗A∥ ⇒

(
sup
∥x∥≠0

∥Ax∥
∥x∥

)2

≤ ∥A∗A∥ ⇒ ∥A∥2 ≤ ∥A∗A∥,

que juntado con lo anterior nos da ∥A∗A∥ = ∥A∥2. Finalmente, intercam-
biando A y A∗ tenemos ∥(A∗)∗A∗∥ = ∥A∗∥2. Usando 4 y que ∥A∗∥ = ∥A∥
se sigue el resultado. La propiedad 6. es consecuencia de 5. y de las pro-
piedades de la norma. Finalmente, para probar 7. usamos

⟨x, (AB)∗y⟩ = ⟨ABx, y⟩ = ⟨Bx,A∗y⟩ = ⟨x,B∗A∗y⟩ ⇒ (AB)∗ = B∗A∗.
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6.1. Definiciones 213

Definición 6.1.5 Sea A : H 7→ H. Si A = A∗, se dice que el operador es
hermítico o autoadjunto.

Lo anterior implica que A es autoadjunto si y solo si para todos x, y ∈ H,

⟨Ax, y⟩ = ⟨x,A∗y⟩ = ⟨x,Ay⟩.

Definición 6.1.6 Sea U : H 7→ H biyectivo. Si U−1 = U∗, se dice que el
operador es unitario.

Nótese que lo anterior es equivalente a decir que U∗U = UU∗ = I. Además
de la definición de adjunto se sigue que

⟨Ux, Uy⟩ = ⟨x, U∗Uy⟩ = ⟨x, y⟩,

i.e., los operadores unitarios preservan el producto escalar (ver la Defini-
ción 5.2.11).

Definición 6.1.7 Sea A : H 7→ H. Si AA∗ = A∗A, se dice que el operador
es normal.

Obviamente tanto los operadores autoadjuntos como los unitarios son nor-
males, pero no al contrario. Tómese como ejemplo el operador T : H 7→ H,
T = 2iI, donde I es el operador identidad (ver Ejemplo 4.4.2). Está cla-
ro que TT ∗ = T ∗T = 4I, luego es normal, pero no es autoadjunto pues
T ∗ = −T y claramente no es unitario.

Antes de continuar vamos a hacer una breve incursión por el álgebra
lineal. En adelante asumiremos que H = H′. Supongamos que H es un
espacio de Hilbert de dimensión finita. Entonces como ya hemos visto, H
es isomorfo a Cn. Definamos el operador T : H 7→ H, lineal.

Sea (ek)k una base de H. Entonces para todo x ∈ H

x =
n∑

k=1

xkek ⇒ y = Tx =
n∑

k=1

xkTek.

Si

Tek =
n∑

i=1

ai,kei ⇒ y =
n∑

i=1

(
n∑

k=1

ai,kxk

)
ei =

n∑
i=1

yiei ⇒

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l
214 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

yi =
n∑

k=1

ai,kxk, i = 1, 2, . . . n.

Es decir, si consideramos los vectores x, y ∈ Cn con coordenadas xi, yi, i =
1, . . . , n, respectivamente, entonces el operador T se puede representar
usando una matriz (ai,j)

n
i,j=1, i.e., tenemos la aplicación T : Cn 7→ Cn,

y = Ax, donde A es la matriz n× n

A = (Te1 Te2 · · · Ten) =


a1,1 a1,2 a1,3 · · · a1,n
a2,1 a2,2 a2,3 · · · a2,n
a3,1 a3,2 a3,3 · · · a3,n

...
...

... . . . ...
an,1 an,2 an,3 · · · an,n

 ,

obtenida a partir de la transformaciones de los elementos de la base (ek)k
de H.

Nota 6.1.8 Nótese que la equivalencia de un operador lineal A : H 7→ H
definido sobre un espacio de dimensión finita, dimH = n < +∞, discutida
aquí es extensible a cualquier espacio normado (no necesariamente un es-
pacio de Hilbert) de dimensión finita, pues la construcción que se ha hecho
solo hace uso de las propiedades de los espacios vectoriales y las aplicaciones
lineales y no de las del producto escalar.

Si tenemos un espacio de Hilbert de dimensión finita hemos visto que
es isomorfo a Cn (ver Teorema 5.2.12). Tomemos en Cn la base canónica
ek = δi,k, k, i = 1, . . . , n. Dados x = (x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yn), el
producto escalar viene dado por

⟨x, y⟩ =
n∑

k=1

xkyk = xT · y,

donde por xT entendemos el vector traspuesto de x. Luego

⟨Tx, y⟩ = (Ax)T · y = xT · (ATy) = xT · (AT
y) = ⟨x, T ∗y⟩.

Es decir, si al operador T le corresponde la matriz A a su adjunto T ∗ le
corresponde la matriz A∗ = A

T
.

Así, tenemos en dimensión finita que
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6.2. Operadores autoadjuntos 215

1. Un operador T es autoadjunto si su correspondiente matriz A en
hermítica, i.e., A = A

T
.

2. Un operador T es unitario si su correspondiente matriz A es unitaria,
i.e., A−1 = A

T ⇐⇒ A · AT
= A

T · A = I.

3. Un operador T es normal si su correspondiente matriz A satisface
que A · AT

= A
T · A.

Ejercicio 6.1.9 Prueba que la matriz del operador identidad es la matriz
identidad. ¿Cuál es la matriz del operador A : Rn 7→ Rn tal que Ae1 = e2,
Ae2 = e1, Aek = ek, k = 3, . . . , n, donde (ek)nk=1 es la base canónica de Rn?

Nótese que lo anterior se puede generalizar al caso de dimensión infi-
nita, sólo que en este caso la matriz sería una matriz infinita

A =



a1,1 a1,2 a1,3 · · · a1,n · · ·
a2,1 a2,2 a2,3 · · · a2,n · · ·
a3,1 a3,2 a3,3 · · · a3,n · · ·

...
...

... . . . ... · · ·
an,1 an,2 an,3 · · · an,n · · ·

...
...

...
...

... . . .


.

Ejercicio 6.1.10 Usando la base de Schauder de ℓ2 (ver Ejemplo 4.2.15)
encuentra las matrices del operador S y S∗ definidos en (6.1.2) y (6.1.3),
respectivamente.

Ejercicio 6.1.11 ¿Cuál es la matriz del operador A : ℓ2 7→ ℓ2 tal que
Ae1 = e2, Ae2 = e1, Aek = ek, k = 3, 4, . . . , (ek)k en la base de Schauder
definida en el Ejemplo 4.2.15? ¿Es dicho operador acotado?

6.2. Operadores autoadjuntos

Veamos algunas propiedades de los operadores autoadjuntos.
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216 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

Lema 6.2.1 Sea A : E 7→ E, con E un espacio euclídeo complejo. Entonces,
si ⟨Ax, x⟩ = 0 para todo x ∈ E, A es el operador nulo A = Θ.

Demostración: Sean x, y ∈ E cualesquiera y sea v = αx+ y. Por hipótesis
⟨Av, v⟩ = 0, luego

0 = ⟨Av, v⟩ = ⟨A(αx+ y), αx+ y⟩ = |α|2⟨Ax, x⟩+ ⟨Ay, y⟩
+ α⟨Ax, y⟩+ α⟨Ay, x⟩ = α⟨Ax, y⟩+ α⟨Ay, x⟩.

Para α = 1 tenemos ⟨Ax, y⟩+ ⟨Ay, x⟩ = 0, y para α = i, ⟨Ax, y⟩−⟨Ay, x⟩ =
0. Sumando ambas obtenemos ⟨Ax, y⟩ = 0 para todos x, y ∈ E. Entonces,
el punto 4. del Ejercicio 5.1.2 implica que Ax = 0 para todo x ∈ E, luego
A = Θ.

Teorema 6.2.2 Sea A : H 7→ H, un operador lineal y acotado en H espacio
de Hilbert. Entonces

1. Si A es autoadjunto, entonces para todo x ∈ H, ⟨Ax, x⟩ ∈ R.

2. Si H es complejo y para todo x ∈ H, ⟨Ax, x⟩ ∈ R, entonces A es
autoadjunto.

Demostración: Para el primero tenemos

⟨Ax, x⟩ = ⟨x,Ax⟩ = ⟨Ax, x⟩ ⇒ ⟨Ax, x⟩ ∈ R,

donde la primera igualdad es por la propiedad de simetría del producto
escalar y la segunda por ser A autoadjunto. Para la segunda usamos que
para todo x ∈ H, ⟨Ax, x⟩ ∈ R, entonces, para todo x ∈ H,

⟨Ax, x⟩ = ⟨Ax, x⟩ = ⟨x,Ax⟩ = ⟨A∗x, x⟩ ⇒ ⟨(A− A∗)x, x⟩ = 0,

pero, por el lema anterior, A− A∗ = 0, luego A = A∗.

El teorema anterior caracteriza los operadores autoadjuntos en espa-
cios de Hilbert complejos.

Ejercicio 6.2.3 Probar las siguientes afirmaciones:

1. Sean A y B operadores autoadjuntos de H en H, y sea α ∈ R. Enton-
ces A+B y αA también son autoadjuntos.
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6.2. Operadores autoadjuntos 217

2. Sea A : H 7→ H un operador y A∗ su adjunto. Entonces A+A∗ y A∗A
son autoadjuntos

Proposición 6.2.4 El producto AB de dos operadores autoadjuntos A y
B es autoadjunto si y solo si A y B conmutan, i.e., AB = BA. Si A es
autoadjunto An, n = 2, 3, . . . también lo es.

Demostración: Del punto 7. de la Proposición 6.1.4 se sigue que (AB)∗ =
B∗A∗ = BA, luego (AB)∗ = (AB) si y solo si AB = BA. La segunda parte
es inmediata usando inducción.

Teorema 6.2.5 Sea (Tn)n una sucesión de operadores lineales acotados y
autoadjuntos Tn : H 7→ H, H espacio de Hilbert. Si Tn → T cuando n→ ∞,
entonces T es un operador lineal acotado y autoadjunto en H.

Demostración: Como T es el límite de la sucesión Tn, T es lineal y aco-
tado. Aunque ello se sigue de que el espacio B(H,H) es un espacio de
Banach (ver Ejercicio 4.4.20) vamos a dar una prueba directa de la acota-
ción. Como (Tn)n es convergente, entonces es acotada, luego existe M ≥ 0
tal que para todo n ∈ N, ∥Tn∥ ≤ M . Luego, ∥Tnx∥ ≤ M∥x∥, para todo
x ∈ H. Entonces ∥Tx∥ = ĺımn→∞ ∥Tnx∥ ≤ M∥x∥, de donde se sigue la
acotación de T . La linealidad se sigue de la linealidad de Tn tomando lí-
mites cuando n→ ∞ (ver Ejercicio 4.4.20). Como T es lineal y acotado en
un espacio de Hilbert, el Teorema 6.1.3 nos asegura que existe su adjunto
T ∗. Probemos ahora que T es autoadjunto, i.e., que T = T ∗. Comencemos
notando que

∥T ∗
n − T ∗∥ = ∥(Tn − T )∗∥ = ∥Tn − T∥.

La primera igualdad es consecuencia del punto 2 de la Proposición 6.1.4 y
la segunda de (6.1.4). En particular lo anterior nos indica que si Tn → T ,
entonces T ∗

n → T ∗. Usando la desigualdad triangular2

∥T − T ∗∥ ≤ ∥T − Tn∥+ ∥Tn − T ∗
n∥︸ ︷︷ ︸

=0

+∥T ∗
n − T ∗∥ = 2∥T − Tn∥ → 0,

luego ∥T − T ∗∥ = 0 de donde se sigue que T = T ∗.

2Nótese que si consideramos Tn como elementos del espacio de Banach B(H,H), en-
tonces Tn → T implica que T es único (ver Problema 3.10), luego como T ∗

n = Tn y
T ∗
n → T ∗, se sigue que T = T ∗. Otra forma de probarlo es usar que para todo n ∈ N,

⟨Tnx, y⟩ = ⟨x, Tny⟩ y tomar límites cuando n → ∞.
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218 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

Teorema 6.2.6 Sea A : H 7→ H un operador acotado y autoadjunto en un
espacio de Hilbert H. Entonces ∥A∥ = sup∥x∥=1 |⟨Ax, x⟩|.

Demostración: Sea M = sup∥x∥=1 |⟨Ax, x⟩|. Tomemos x ̸= 0, ∥x∥ = 1.
Entonces

|⟨Ax, x⟩| ≤ ∥Ax∥∥x∥ ≤ ∥A∥∥x∥2 = ∥A∥ ⇒ M ≤ ∥A∥,

donde la implicación se sigue al tomar el supremos sobre todos los x ∈ H,
con ∥x∥ = 1. Nótese que

sup
∥x∥=1

|⟨Ax, x⟩| = sup
∥x∥≠0

|⟨Ax, x⟩|
∥x∥2

⇒ |⟨Ax, x⟩| ≤M∥x∥2, ∀x ̸= 0.

Sea x ∈ H tal que ∥x∥ = 1 y tomemos y = Ax/∥Ax∥ (Ax ̸= 0). Clara-
mente ∥Ax∥ = |⟨Ax, y⟩|. Con esta elección tenemos que ∥Ax∥ = ⟨Ax, y⟩ =
ℜ(⟨Ax, y⟩). Por otro lado tenemos la identidad

ℜ(⟨Ax, y⟩) = 1

4

(
⟨A(x+y), x+y⟩−⟨A(x−y), x−y⟩

)
, ∀x, y ∈ H. (6.2.1)

Luego

∥Ax∥ = |⟨Ax, y⟩| ≤ 1

4

(
|⟨A(x+ y), x+ y⟩|+ |⟨A(x− y), x− y⟩|

)
.

Ahora bien, de la desigualdad anterior, usando que |⟨Ax, x⟩| ≤ M∥x∥2,
∀x ̸= 0 y la igualdad del paralelogramo (5.1.3) se tiene (recuérdese que
∥x∥ = ∥y∥ = 1)

∥Ax∥= |⟨Ax, y⟩| ≤ 1

4

(
M∥x+ y∥2 +M∥x− y∥2

)
=
M

2

(
∥x∥2 + ∥y∥2

)
=M.

Luego ∥Ax∥ ≤ M∥x∥ para todo x con ∥x∥ = 1, i.e., ∥A∥ ≤ M , por tanto
∥A∥ =M .

Corolario 6.2.7 Sean A y B dos operadores autoadjuntos en un espacio
de Hilbert H. Si ⟨Ax, x⟩ = ⟨Bx, x⟩ para todo x ∈ H, entonces A = B. En
particular, si ⟨Ax, x⟩ = 0 para todo x ∈ H, entonces A es el operador nulo.
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6.2. Operadores autoadjuntos 219

Demostración: Si H es un espacio de Hilbert complejo podemos usar el
Lema 6.2.1. Probémoslo usando en Teorema 6.2.6 válido para cualquier
espacio de Hilbert. Así

∥A−B∥ = sup
∥x∥=1

|⟨(A−B)x, x⟩| = sup
∥x∥=1

|⟨Ax, x⟩ − ⟨Bx, x⟩| = sup
∥x∥=1

|0| = 0,

luego A = B. Si ⟨Ax, x⟩ = 0 para todo x ∈ H, entonces sup∥x∥=1 |⟨Ax, x⟩| =
0, luego ∥A∥ = 0, i.e., A es el operador nulo del Ejemplo 4.4.3.

Ejercicio 6.2.8 Sea A : H 7→ H un operador acotado y autoadjunto. Prue-
ba que ∥A2∥ = ∥A∥2.

Usando la propiedad ∥A∗A∥ = ∥A∥2 (ver punto 5. de la Proposición
6.1.4) y que A es autoadjunto, A = A∗, y, por tanto A∗A = A2 se sigue el
resultado.

Para terminar este apartado veamos un ejemplo muy útil a la hora de
construir distintos tipos de operadores lineales y acotados en un espacio
de Hilbert H.

Ejemplo 6.2.9 Sea (ϕn)n una base ortonormal completa de un espacio de
Hilbert separable H. Sea (µn)n ∈ C una sucesión (finita o infinita) acotada,
sea m = supn |µn|. Entonces existe un único operador lineal y acotado
T : H 7→ H, tal que, para todo n,

Tϕn = µnϕn. (6.2.2)

Vamos a probarlo para el caso de dimensión infinita puesto que el de
dimensión finita se puede considerar un caso particular de este cuando
µn = 0 para todos n > N ∈ N.

Por el Teorema 5.2.5 sabemos que todo x ∈ H admite una única
representación en serie de Fourier en la base (ϕn)n tal que

x =
∞∑
k=1

ckϕk, ck = ⟨x, ϕk⟩,
∞∑
n=1

|cn|2 < +∞. (6.2.3)

Para cada x ∈ H definamos la serie

S =
∞∑
k=1

µkckϕk.
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220 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

Probemos que dicha serie converge para cada x ∈ H. Sean Sn las sumas
parciales de S

Sn =
n∑

k=1

µkckϕk,

y sea j > n. Entonces,

∥Sn − Sj∥2 =
j∑

k=n+1

|µn|2|ck|2 ≤ m2

j∑
k=n+1

|ck|2,

que se puede hacer tan pequeño como se quiera si elegimos j > n >
N ∈ N, con N suficientemente grande. Luego Sn es de Cauchy y como H
es completo, SN → S. Por tanto podemos definir el operador

T : H 7→ H, tal que ∀x ∈ H, Tx = S =
∞∑
k=1

µkckϕk. (6.2.4)

Además, podemos definir para cada n ∈ N la sucesión de operadores
Tn : H 7→ H, Tnx = Sn. Está claro que Tn es lineal (¿por qué?). Probemos
que Tn es acotado para cada n. En efecto,

∥Tnx∥2 =
n∑

k=1

|ck|2|µk|2 ≤ m2

∞∑
k=1

|ck|2 = m2∥x∥2. (6.2.5)

Además, para cada x ∈ H, Tnx → Tx. Probemos que el operador T , es
lineal y es acotado. La linealidad de T se sigue de la continuidad de la
norma y la linealidad de los Tn. La acotación de T se sigue de tomar el
límite cuando n→ ∞ en (6.2.5)

∥Tx∥2 ≤ m2

∞∑
k=1

|ck|2 = m2∥x∥2.

Nota: Otra forma de probar la acotación es usando el Teorema de Banach-
Steinhaus pues como la sucesión ∥Tnx∥ es acotada para cada x, entonces existe
un c tal que para todo n, ∥Tn∥ ≤ c. Tomando n → ∞, se tiene que ∥T∥ ≤ c,
pues, por el Ejercicio 4.4.20, B(H,H) es un espacio de Banach.
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De la desigualdad anterior se sigue además que ∥T∥ ≤ m. Ahora bien

∥T∥ = sup
∥x∥=1

∥Tx∥ ≥ ∥Tϕn∥ = ∥µnϕn∥ = |µn| ⇒ ∀n ∥T∥ ≥ |µn|.

Tomando supremos en n se deduce que ∥T∥ ≥ m, luego ∥T∥ = m =
supn |µn|.

Nótese que como caso particular de (6.2.4) se tiene (6.2.2) y además

T

(
∞∑
k=1

ckϕk

)
=

∞∑
k=1

µkckϕk. (6.2.6)

Además, como T es acotado, existe T ∗. Usando que, para todo x ∈ H,
tenemos, por un lado,

T ∗x = y∗ =
∞∑
k=1

νkϕk ⇒ ⟨T ∗x, ϕn⟩ = νn,

y, por el otro,

⟨T ∗x, ϕn⟩ = ⟨x, Tϕn⟩ =

〈
∞∑
k=1

ckϕk, µnϕn

〉
= µncn ⇒ νn = µncn,

de donde se sigue que

T ∗x = T ∗

(
∞∑
k=1

ckϕk

)
=

∞∑
k=1

µkckϕk, (6.2.7)

y que, para todo n, T ∗ϕn = µnϕn. Además, del Teorema 6.1.3, T ∗ es
acotado y ∥T ∗∥ = ∥T∥.

Finalmente, como T ∗Tϕn = |µn|2ϕn = TT ∗ϕn, entonces, por el pro-
blemaa 6.2 se sigue que T ∗T = TT ∗, luego nuestro operador T es nor-
mal.

Obviamente si la sucesión (µn)n es real, entonces T es autoadjunto.
aSe puede comprobar directamente, usando (6.2.6) y (6.2.7), que para todo x ∈ H,

T ∗Tx = TT ∗x, con x definido mediante la serie (6.2.3).
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222 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

6.3. Inverso de un operador

Veamos a continuación el problema de invertir un operador lineal A
en un espacio normado en general y en un espacio euclídeo en particular.
En el caso de dimensión finita este problema es relativamente sencillo. De
hecho que exista el inverso A−1 de A es equivalente a que A sea inyectivo,
sobreyectivo, que exista un B tal que AB = I, o que BA = I, donde
I denota al operador identidad (ver Ejemplo 4.4.2). Además, como ya
vimos en el punto 4 del Teorema 4.4.9, en el caso de dimensión finita
existirá el inverso de A si dimX = dimY. Además, si nos restringimos a
espacios normados de dimensión finita, A es acotado y si es invertible su
inversa también es acotada.

En dimensión infinita la situación es mucho más complicada. Los si-
guientes ejemplos muestran una variedad de casos.

Ejemplo 1. El operador operador desplazamiento S definido por (6.1.2)
es acotado e inyectivo (la ecuación Sx = y tiene una única solución, o
bien no tiene), luego tiene inversa según la Definición 3.3.7, sin embar-
go no es sobreyectivo (la ecuación Sx = y no tiene solución, e.g. elegir
y = (y1, y2, . . . ), y1 ̸= 0). Por otro lado, el operador S∗ definido en (6.1.2)
es sobreyectivo pero no inyectivo (luego no tiene inverso según la De-
finición 3.3.7). Además, es fácil comprobar que S∗S = I mientras que
SS∗ ̸= I.

Ejemplo 2. Sea el operador multiplicación por t del Ejemplo 4.4.6, M :
L2([0, 1]) 7→ L2([0, 1]) (que es un caso particular del operador M del
Ejemplo 6.1.2). Este operador es acotado y además inyectivo. En efecto,
Mx(t) = 0 si y solo si x(t) = 0 en casi todo punto, sin embargo no es
sobreyectivo pues, por ejemplo, Mx(t) = 1 implica que x(t) = 1/t que
no es de L2([0, 1]).

Ejemplo 3. Sea el operador de Volterra V : C∞
[0,1] 7→ C([0, 1]),

V x := (V x)(t) =

∫ t

0

x(τ)dτ, t ∈ (0, 1). (6.3.1)

Este operador es acotado y tiene inverso (ver Teorema 4.4.9) pues V x =
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6.3. Inverso de un operador 223

0 implica x(t) = 0. Además está claro que la ecuación (V x)(t) = y(t)
siempre tiene solución x(t) = y′(t), luego el inverso de V es el operador
derivada D que sabemos que no es acotado. Nótese que I(V ) ̸= C([0, 1])
pues si y ∈ C([0, 1]) tal que y(0) ̸= 0 entonces y ̸∈ I(V ).

Ejemplo 4. Sea el operador A : ℓ2 7→ ℓ2,

A(x1, x2, . . . , xn, . . . ) = (x1, x2/2, . . . , xn/n . . . ). (6.3.2)

Está claro que A es acotado pues

∥Ax∥2 ≤
∞∑
k=1

|xk|2

k2
≤

∞∑
k=1

|xk|2 = ∥x∥2.

Por otro lado, se puede comprobar directamente que el siguiente opera-
dor B definido sobre las sucesiones de ℓ2

B(x1, x2, . . . , xn, . . . ) = (x1, 2x2, . . . , nxn . . . ),

es tal que ABx = BAx = x para todo x ∈ ℓ2. Luego B = A−1, pero está
claro que B no es acotado (basta tomar como sucesión (xn)n, la base
de Schauder definida en el Ejemplo 4.2.15). Por otro lado, está claro
también que I(A) ̸= ℓ2, pues si elegimos y = (1/n3/2)n ∈ ℓ2, entonces
Ax = y para x = (1/n1/2)n que no es de ℓ2. Así A es acotado e invertible
pero su inverso no es acotado.

Los ejemplos anteriores nos llevan a la siguiente pregunta: ¿qué defi-
nición de inverso de un operador adoptar?

Una opción es usar la propia Definición 3.3.7 que ya vimos en el con-
texto de los espacios métricos, pero es poco práctica. Es mucho más común
una definición inspirada en la propiedad discutida en la Nota 3.3.9. Así,
podríamos utilizar la siguiente definición:

Definición: Sea el operador lineal A : X 7→ Y, X e Y espacios de Banach.
Diremos que A es invertible si existe un operador B, A : Y 7→ X tal que
AB = IY, BA = IX.

Nótese que según esta definición el operador desplazamiento S, que es
invertible según la Definición 3.3.7 cumple con S∗S = I pero SS∗ ̸= I, por
tanto no tendría inversa. Por otro lado, el operador del Ejemplo 4 cumple
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224 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

con la definición anterior, pero como ya vimos su inverso es un operador
no acotado.

Sin embargo hay un resultado muy importante cuya prueba por el mo-
mento omitiremos3 conocido como el Teorema de Banach de las aplicacio-
nes inversas acotadas que establece lo siguiente:

Teorema: Sea A ∈ B(X,Y), con X,Y espacios de Banach, tal que el núcleo
de A, N (A) = {0}, y la imagen de A, I(A) = Y, entonces A−1 ∈ B(Y,X).

Dado que estamos interesados en los operadores lineales y acotados,
lo anterior nos conduce a redefinir la inversa de un operador A ∈ B(X,Y)
de la siguiente forma:

Definición 6.3.1 Sea el operador A ∈ B(X,Y), X e Y espacios de Banach.
Diremos que A es invertible si existe un operador B ∈ B(Y,X), tal que
AB = IY, BA = IX.

Nótese que según esta definición el operador (6.3.2) del Ejemplo 4 no
es invertible.

En adelante entenderemos que un operador acotado es invertible si
existe su inversa y esta es acotada. Veamos a continuación varias propie-
dades de los operadores invertibles.

Teorema 6.3.2 (Existencia del operador inverso) Sea el operador lineal
A : X 7→ X, X espacio de Banach. Si ∥A∥ < 1, entonces I − A es invertible
y se tiene la igualdad (serie de Neumann)

(I − A)−1 =
∞∑
k=0

Ak, donde A0 := I y ∥(I − A)−1∥ ≤ 1

1− ∥A∥
.

Demostración: Sea la sucesión de operadores (An)n, definida por Anx :=
(I+A+A2+· · ·+An)x, x ∈ X (cualquiera). Obviamente An es un operador
acotado (probarlo como ejercicio). Probemos que (Anx)n es una sucesión

3Ver el Teorema 7.3.4 de la página 285. Como veremos dicho teorema es una con-
secuencia del Teorema de Banach de la aplicación abierta, que a su vez se sigue del
Teorema de Baire 3.6.1 que ya vimos al final del capítulo 3.
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6.3. Inverso de un operador 225

de Cauchy. Para ello calculamos

∥An+px−Anx∥=∥An+1x+· · ·+An+px∥ ≤ ∥An+1x∥+· · ·+∥An+px∥
≤ (∥An+1∥+ · · ·+ ∥An+p∥)∥x∥ ≤ (∥A∥n+1 + · · ·+ ∥A∥n+p)∥x∥

≤ (∥A∥n+1 + · · ·+ ∥A∥n+p + · · · )∥x∥ ≤ ∥A∥n+1

1− ∥A∥
∥x∥ n→∞−→ 0.

Como X es completo (es de Banach) entonces, para cada x ∈ X la sucesión
Anx converge a un y ∈ X que denotaremos por y = Tx. Así, tendremos
el operador T : X 7→ X bien definido. Como A es lineal, An lo será y, por
tanto, T también. Para ello basta tomar el límite cuando n → ∞ en la
igualdad An(αx+ βy) = αAnx+ βAny, α, β ∈ K y x, y ∈ X.

Probemos ahora que T es acotado. Si tomamos ahora el límite p → ∞
en la desigualdad de antes y usamos que An+px→ Tx, obtenemos

∥Tx− Anx∥ ≤ ∥x∥ ∥A∥n+1

1− ∥A∥
, (6.3.3)

de donde se sigue, tomando el supremo cuando ∥x∥ = 1, que

∥T − An∥ ≤ ∥A∥n+1

1− ∥A∥
n→∞−→ 0 ⇒ ĺım

n→∞
An = T.

Nótese que de la desigualdad anterior se tiene que T −An es un operador
lineal acotado, luego T lo será (¿por qué?). Probemos ahora que T =
(I − A)−1. Ante todo notemos que I − A es un operador lineal y acotado
(por tanto continuo, ver Teorema 4.4.18). Calculemos el producto

(I − A)Tx =(I − A) ĺım
n→∞

Anx= ĺım
n→∞

(I − A)Anx= ĺım
n→∞

(Anx− A · Anx)

= ĺım
n→∞

(x− An+1x).

Teniendo en cuenta que ∥A∥ < 1 y que ∥An+1x∥ ≤ ∥A∥n+1∥x∥ n→∞−→ 0, se
sigue que An+1x

n→∞−→ 0 y, por tanto, (I −A)Tx = x para todo x. La prueba
de que T (I−A)x = x para todo x es análoga y la omitiremos. Finalmente,
para la cota de ∥(I−A)−1∥ usamos que An → (I−A)−1 y que ∥Ak∥ ≤ ∥A∥k
(ver Problema 4.13), luego

∥An∥ = ∥I + A+ · · ·+ An∥ ≤ 1 + ∥A∥+ ∥A2∥+ · · ·+ ∥An∥

≤ 1 + ∥A∥+ ∥A∥2 + · · ·+ ∥A∥n ≤ 1

1− ∥A∥
,
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226 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

de donde, tomando el límite cuando n→ ∞, se tiene el resultado.

Nota: Usando el Ejercicio 4.4.20 se puede simplificar la demostración. En primer
lugar, A es acotado, luego todas sus potencias lo son (ver Problema 4.13), y por
tanto An lo es para todo n. Como ∥An+px − Anx∥/∥x∥ → 0 cuando n → ∞,
se tiene que ∥An+p − An∥ es de Cauchy, luego como B(X,X) es un espacio de
Banach, entonces An → T =

∑∞
k=0A

k, T ∈ B(X,X), i.e., T es lineal y acotado.
Las demostraciones de que T = (1 − A)−1, así como la estimación de la norma
son idénticas.

El teorema anterior admite una generalización que nos será de gran
utilidad más adelante.

Teorema 6.3.3 Sea el operador lineal y acotado A : X 7→ X, X espacio de
Banach. Si ∥A∥ < |λ|, λ ∈ C, entonces el operador (λI − A) es invertible y

Aλ := (λI − A)−1 =
∞∑
k=0

Ak

λk+1
, y se cumple que ∥Aλ∥ ≤ 1

|λ| − ∥A∥
.

Demostración: Asumimos que λ ̸= 0. Entonces, como ∥A∥ < |λ|, el ope-
rador Ã = A/λ es tal que ∥Ã∥ < 1, y por el Teorema 6.3.2, 1 − Ã es
invertible. Además, claramente el operador λI es invertible y, por tanto,
se tiene

Aλ =

[
λ

(
I − A

λ

)]−1

=

[
(λI)

(
I − A

λ

)]−1

=

(
I − A

λ

)−1

(λI)−1.

Luego,

Aλ = (λI − A)−1 = λ−1

(
I − A

λ

)−1

= λ−1
(
I − Ã

)−1

.

Como ∥A∥ < |λ|, entonces ∥Ã∥ < 1. Aplicando el Teorema 6.3.2 a Ã
obtenemos la expresión para Aλ

(I − Ã)−1 =
∞∑
k=0

Ãk =
∞∑
k=0

Ak

λk
⇒ (λI − A)−1 =

∞∑
k=0

Ak

λk+1
.

Para probar la desigualdad restante usamos que

∥Aλ∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

Ak

λk+1

∥∥∥∥∥ ≤ 1

|λ|

∞∑
k=0

∥Ak∥
|λ|k

≤ 1

|λ|

∞∑
k=0

∥A∥k

|λ|k
=

1

|λ|
1

1− ∥A∥/|λ|
,

de donde se sigue el resultado.
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6.3. Inverso de un operador 227

Ejercicio 6.3.4 Modifica la demostración del Teorema 6.3.2 para probar
directamente el teorema anterior.

Definición 6.3.5 Sea A : X 7→ X un operador de X en X, siendo X un
espacio normado. El conjunto de de todos los operadores lineales A lo deno-
taremos por L(X) y al conjunto de todos los operadores lineales y acotados
A lo denotaremos por B(X).

Un corolario trivial del resultado probado en el Ejercicio 4.4.20 es el
siguiente teorema:

Teorema 6.3.6 El espacio B(X), X espacio de Banach, es un espacio de
Banach respecto a la norma de los operadores.

Ejercicio 6.3.7 Adapta la prueba del Teorema 6.3.2 para probar que toda
sucesión de Cauchy de operadores Tn ∈ B(X), X espacio de Banach, es
convergente, i.e., se tiene el Teorema 6.3.6.

En efecto, si Tn es de Cauchy entonces ∀ε > 0, existe un N ∈ N tal que
∀n ∈ N, n > N y ∀p ∈ N, ∥Tn+p −Tn∥ < ε. Luego la sucesión Xn := Tnx es
de Cauchy

∥Tn+px− Tnx∥ ≤ ∥Tn+p − Tn∥∥x∥ ≤ ε∥x∥ ⇒ ∥Tn+px− Tnx∥
n→∞−→ 0.

Como X es completo Tnx tendrá un límite y para cada x, i.e., podemos
definir el operador T : X 7→ X por Tx = y. De la misma forma que en
la prueba del Teorema 6.3.2 se sigue que T es lineal. Para probar que es
acotado usamos la desigualdad anterior:

∥Tn+px−Tnx∥ ≤ ∥Tn+p−Tn∥∥x∥ ⇒ ∥Tn+px−Tnx∥
∥x∥

≤ ε⇒ ∥Tx−Tnx∥
∥x∥

≤ ε,

donde hemos tomando el límite p → ∞ y usado la continuidad de la
norma. Luego, T − Tn es acotado y, por tanto, T lo es (Tn es acotado).
Además, de lo anterior se sigue también, tomando el supremo en x, que
∥T − Tn∥ ≤ ε para todo n > N , i.e., Tn

n→∞−→ T .

Una aplicación directa del Teorema 6.3.2 es el siguiente resultado:
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228 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

Teorema 6.3.8 Sea X un espacio de Banach. El conjunto E ⊂ B(X) de los
operadores invertibles en X es abierto en B(X).

Demostración: Sea A ∈ B(X) un operador invertible. Definamos la bola
B(A, 1/∥A−1∥). Cualquiera sea B ∈ B(A, 1/∥A−1∥) tendremos que

∥B − A∥ < 1

∥A−1∥
⇒ ∥(B − A)A−1∥ ≤ ∥B − A∥∥A−1∥ < 1,

luego el operador I − (A−B)A−1 = BA−1 es invertible, por tanto el ope-
rador B = (BA−1)A lo será4, i.e., todo operador B ∈ B(A, 1/∥A−1∥) es in-
vertible, por tanto para cualquiera seaA ∈ E existe una bolaB(A, 1/∥A−1∥)
⊂ E centrada en A, luego E es abierto.

6.4. Operadores compactos

Definición 6.4.1 Un operador linealA : X 7→ Y, X e Y espacios de Banach
es compacto si para toda sucesión acotada (xn)n de X, la sucesión (Axn)n
de Y tiene una subsucesión convergente.

Nótese que si A es compacto, A es acotado pues en caso contrario
existiría una sucesión acotada (xn)n tal que ∥Axn∥

n→∞−→ ∞ y entonces la
sucesión (Axn)n no tendría una subsucesión convergente. Así pues, tene-
mos el siguiente teorema:

Teorema 6.4.2 Todo operador compacto es acotado.

El recíproco no es cierto.

Ejercicio 6.4.3 Prueba que el operador identidad I : H 7→ H, H espacio
de Hilbert de dimensión infinita no es compacto.

Escojamos una sucesión ortonormal cualquiera (ϕn)n en H. Como ∥ϕn−
ϕm∥2 = 2 para todos n,m ∈ N, entonces la sucesión Iϕn = ϕn no contiene
subsucesiones de Cauchy y, por tanto, no tiene subsucesiones convergen-
tes, de donde se sigue el resultado.

4En efecto, si A y B son invertibles, entonces AB es invertible y (AB)−1 = B−1A−1,
como se puede comprobar directamente de la Definición 6.3.1.
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6.4. Operadores compactos 229

Teorema 6.4.4 Sea A un operador lineal A : X 7→ Y, X e Y espacios
normados de dimensión finita. Entonces A es compacto.

Demostración: En efecto, como X es de dimensión finita, entonces A
es acotado (ver Teorema 4.4.17), luego dada cualquier sucesión acotada
(xn)n, la sucesión (Axn)n es acotada. Sea el conjunto CA = {Axn : n ∈ N}.
CA es acotado, luego su clausura CA es un subconjunto de Y que es cerra-
do y acotado, luego por el Teorema 4.3.8, es compacto. Luego, toda suce-
sión (yn)n ∈ CA, tiene una subsucesión convergente (ynk

)k, ynk
→ y ∈ CA,

o sea, y ∈ Y. Por tanto, existe una subsucesión convergente (Axnk
)k, luego

A es compacto.

Nótese que si en el Teorema 6.4.4 el operador lineal A, es acotado, i.e.,
A ∈ B(X,Y), y su imagen I(A) es de dimensión finita, entonces, si (xn)n es
acotada, (Axn)n lo será y razonando como en la prueba de dicho teorema,
se deduce que A es compacto (independientemente de la dimensión de
X), es decir, la hipótesis de que X sea de dimensión finita en el Teorema
6.4.4 no es necesaria si el operador es acotado.

Ejemplo 6.4.5 Se puede probar directamente, sin usar el teorema anterior,
que cualquier operador lineal A : H 7→ H, con H espacio de Hilbert de
dimensión finita es compacto.

En efecto, del Teorema 4.4.17 sabemos que el operador A es acotado,
y del Teorema del isomorfismo 5.2.12 que H es equivalente (isomorfo)
a CN , con N la dimensión de H. Entonces, dada cualquier sucesión aco-
tada (xn)n, la sucesión (Axn) es acotada y por el Teorema de Bolzano-
Weierstrass (en CN) dicha sucesión contiene al menos una subsucesión
convergente, luego A es compacto.

Teorema 6.4.6 El conjunto de todos los operadores compactos A : H 7→ H,
es un espacio vectorial.

Demostración: Sea (xn)n ∈ H una sucesión acotada. Sean A y B, dos
operadores compactos. Como A es compacto, existe una subsucesión (yk)k
de (xn)n (yk = xnk

) tal que Ayk es convergente. Luego, también lo es la
sucesión (λA)yk, y por tanto el operador λA es compacto. Por otro lado,
como B es compacto, entonces existe una subsucesión (zj)j de (yk)k (y,
por tanto, de (xn)n) tal que (Bzj)j es convergente. Pero entonces (Azj)j es
convergente (¿por qué?). Luego, dada cualquier sucesión acotada (xn)n,
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230 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

existe una subsucesión (zj)j de (xn)n tal que ([A + B]zj)j es convergente.
Luego A+B es compacto.

Proposición 6.4.7 Sea H un espacio de Hilbert y sean y y z dos elementos
dados de H. Sea el operador lineal T : H 7→ H definido por Tx = ⟨x, y⟩z.
Entonces T es compacto.

Demostración: Sea (xn)n una sucesión acotada de H, i.e., ∥xn∥ ≤ M pa-
ra todo n ∈ N y cierto M > 0. Sea la sucesión compleja an = ⟨xn, y⟩.
Probemos que es acotada

|an| = |⟨xn, y⟩| ≤ ∥xn∥∥y∥ ≤M∥y∥.

Entonces, por el Teorema de Bolzano-Weierstrass an tiene una subsuce-
sión convergente akn = ⟨xkn , y⟩. Sea a su límite. Entonces, utilizando la
continuidad del producto escalar,

Txkn = ⟨xkn , y⟩z
n→∞−→ az,

es decir, la sucesión Txn contiene una subsucesión convergente. Luego T
es compacto.

Ejercicio 6.4.8 Sea A : H 7→ H un operador acotado de rango finito en
un espacio de Hilbert H, i.e., la imagen de A, I(A), es de dimensión finita
(dim I(A) = n < +∞). Prueba, usando la proposición anterior, que A es
compacto.

Vamos a probarlo directamente usando la Proposición 6.4.7. Sea e1,
. . . , en una base ortogonal de I(A) ⊂ X. Sea y ∈ I(A), cualquiera. En-
tonces, para cada y existe al menos un x tal que y = Ax, y además
y =

∑n
k=1⟨Ax, ek⟩ek. Denotemos por Ak al operador Ak : H 7→ H, Ak =

⟨Ax, ek⟩ek, para cada k = 1, . . . , n. Entonces A =
∑n

k=1Ak. Como A es
acotado existe su adjunto A∗ (Teorema 6.1.3), luego Akx = ⟨Ax, ek⟩ek =
⟨x,A∗ek⟩ek. Entonces, por la Proposición 6.4.7 deducimos que los Ak,
k = 1, . . . , n son compactos y como A =

∑n
k=1Ak, del Teorema 6.4.6

se deduce que A es compacto.

Nota 6.4.9 Nótese que como A es acotado, entonces si (xn)n es acotada,
(Axn)n lo será, por tanto siguiendo el razonamiento de la segunda parte
de la demostración del Teorema 6.4.4 se sigue directamente el resultado del

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l
6.4. Operadores compactos 231

Ejercicio 6.4.8.

Teorema 6.4.10 Sea (Tn)n una sucesión de operadores compactos Tn :
H 7→ H, H espacio de Hilbert, tal que Tn

n→∞−→ T . Entonces T es compacto.

Demostración: Sea (xn)n ∈ H una sucesión acotada cualquiera y sea S =
supn∈N ∥xn∥. Asumiremos que S > 0, pues en caso contrario (xn)n sería la
sucesión nula (0)n. Vamos a probar que, como para todo m, Tm es compac-
to, entonces existe una sucesión (zj)j de (xn)n tal que ĺımk→∞ Tmzj → ym
para m = 1, 2, 3, . . . , i.e., la sucesión (Tmzj)j es convergente para cada
m ∈ N. La forma de construir dicha sucesión recuerda a la que se usó en
la prueba del técnico 4.3.1, y se conoce como construcción diagonal5, y es
como sigue:

Sea n = 1. Como T1 es compacto entonces existe una subsucesión
(x1,j)j tal que (T1x1,j)j es convergente. Como T2 es compacto entonces
existe una subsucesión (x2,j)j de (x1,j)j tal que (T2x2,j)j es convergente,
y así sucesivamente. De esta forma obtenemos que, para cada m ∈ N,
existe una subsucesión (xm,j)j de (xj)j tal que ĺımj→∞ Tmxm,j → ym, para
m = 1, 2, 3, . . . , y además, por construcción, (xn,j)j es una subsucesión de
las anteriores (xk,j)j, k = 1, 2, . . . , n− 1. El siguiente diagrama muestra la
construcción anterior:

(xj)j x1 x2 x3 · · · xm · · · xj · · ·
(x1,j)j ⊂ (xj)j x1,1 x1,2 x1,3 · · · x1,m · · · x1,j · · · ⇒ T1x1,j

j→ y1

(x2,j)j ⊂ (x1,j)j x2,1 x2,2 x2,3 · · · x2,m · · · x2,j · · · ⇒ T2x2,j
j→ y2

(x3,j)j ⊂ (x2,j)j x3,1 x3,2 x3,3 · · · x3,m · · · x3,j · · · ⇒ T3x3,j
j→ y3

...
...

...
...

. . .
...

. . .
...

(xm,j)j ⊂ (xm−1,j)j xm,1 xm,2 xm,3 · · · xm,m · · · xm,j · · · ⇒ Tmxm,j
j→ ym

...
...

...
...

. . .
...

. . .
...

Sea ahora la sucesión de las “diagonales” (xj,j)j. Para cada m fijo la suce-
sión (xj,j)

∞
j=m = (xm,m, xm+1,m+1, . . . ) es una subsucesión de (xm,j)j, luego

ĺım
j→∞

Tmxj,j = ym, para m = 1, 2, 3, . . . .

Eso implica que la sucesión (Tmxj,j)j es de Cauchy. Probemos ahora que
la sucesión (Txj,j)j es de Cauchy.

5Este tipo de razonamiento fue utilizado por primera vez por Cantor para probar que
el conjunto de los reales no es numerable.
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232 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

Como Tn
n→∞−→ T , eso significa que para todo ε > 0 existe un N1 ∈ N tal

que, para todo M > N1,

∥T − TM∥ < ε

3S
.

Pero como ya vimos, la sucesión (Tmxj,j)j es de Cauchy para todo m ∈ N,
luego lo será para m = M . Luego, para todo ε > 0 existe un N2 > M ∈ N
tal que, para todos m > n > N2

∥TMxn,n − TMxm,m∥ ≤ ε

3
.

Pero entonces, si elegimos m > n > N2 > M , obtenemos

∥Txn,n − Txm,m∥ ≤ ∥Txn,n − TMxn,n∥+ ∥TMxn,n − TMxm,m∥
+ ∥TMxm,m − Txm,m∥

≤ ∥T − TM∥∥xn,n∥+
ε

3
+ ∥TM − T∥∥xm,m∥ < ε,

i.e., (Txj,j)j es de Cauchy y como H es completo, entonces (Txj,j)j es
convergente, luego T es compacto.

El Teorema 6.4.10 se puede parafrasear diciendo que el subespacio de
los operadores compactos es cerrado6 en B(H).

Teorema 6.4.11 Sea T : H 7→ H, un operador compacto, H espacio de
Hilbert. Entonces su adjunto T ∗ es compacto.

Demostración: Sea (xn)n una sucesión acotada cualquiera no nula, y sea
S = supn∈N ∥xn∥. Definamos la sucesión (yn)n ∈ H, yn = T ∗xn. Como T
es compacto, T es acotado y, por tanto, T ∗ es acotado, así que la suce-
sión (yn)n es acotada. Como T es compacto, entonces existe una subsuce-
sión (ynk

)k de (yn)n tal que (Tynk
)k ∈ H es convergente y, por tanto, de

Cauchy (pues H es completo). Pero entonces tomando nk, nm suficiente-
mente grandes la cantidad ∥Tynk

− Tynm∥ la podemos hacer tan pequeña
como se quiera (por ejemplo menor que ε2/(2S)). Entonces,

∥ynk
− ynm∥2 = ∥T ∗xnk

− T ∗xnm∥2 = ⟨T ∗(xnk
− xnm), T

∗(xnk
− xnm)⟩

= ⟨TT ∗(xnk
− xnm), (xnk

− xnm)⟩
≤ ∥TT ∗(xnk

− xnm)∥∥xnk
− xnm∥

≤ 2S∥Tynk
− Tynm∥ < 2S

ε2

2S
= ε2.

6Recuérdese que el espacio B(H) es completo.
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6.5. Teorema espectral 233

Luego, (ynk
)k es de Cauchy, y como H es completo, es convergente, i.e.,

(T ∗xnk
)k es convergente y, por tanto, T ∗ es compacto.

6.5. Teorema espectral

En este apartado estudiaremos la teoría espectral de operadores auto-
adjuntos y compactos en espacios de Hilbert. Dicha teoría es la extensión
del conocido problema de autovalores para matrices n×n al caso infinito.
Comenzaremos, por tanto, con la definición de autovalores y autovecto-
res7

Definición 6.5.1 Sea A : X 7→ X un operador en un espacio normado X.
Los números complejos λ tales que

Ax = λx, x ∈ X, x ̸= 0, (6.5.1)

se denominan autovalores de A y los correspondientes x, autovectores de A
asociados al autovalor λ.

En un espacio de dimensión finita podemos definir el espectro de un
operador como el conjunto de los autovalores de su correspondiente ma-
triz (en alguna base8). Puesto que para cualquier matriz n × n existen n
autovalores (pudiendo estar repetidos como ocurre, por ejemplo, con la
matriz identidad), en el caso finito es relativamente simple de estudiar
(ver Ejercicio 6.5.3). No ocurre lo mismo en el caso infinito.

Por ejemplo, el operador desplazamiento ya visto antes S : ℓ2 7→ ℓ2,
S(x1, x2, x3, . . .) = (0, x1, x2, . . .), no tiene autovalores pues la igualdad
Sx = λx implica x = 0.

Así pues se precisa de una definición más general

Definición 6.5.2 Sea X un espacio de Banach y A una aplicación lineal
A : X 7→ X. El espectro de A, que denotaremos por σ(A), es el conjunto de
números complejos tales que el operador (λI − A) es no invertible, i.e., no
existe Aλ := (λI − A)−1.

7También denominados valores propios y vectores propios, respectivamente.
8Es un hecho conocido del álgebra lineal que los autovalores de un operador no de-

penden de la base escogida.
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234 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

El operador Aλ := (λI − A)−1 se denomina resolvente de A. El conjunto
de todos los λ ∈ C para los cuales el operador Aλ está bien definido se
denomina conjunto resolvente deA y se suele denotar por ρ(A). Obviamente
el espectro de A, σ(A), es el complementario del conjunto resolvente, ρ(A),
i.e., σ(A) = C \ ρ(A).
La cantidad r(A) = sup{|λ| ; λ ∈ σ(A)} se denomina radio espectral de A.

Ejercicio 6.5.3 Sea A : X 7→ X, A ∈ B(X). Prueba que en dimensión
finita, dimX < +∞, σ(A) es el conjunto de todos los autovalores de A.

Ante todo notemos que si dimX = n < +∞, entonces como vimos en
la Nota 6.1.8, cada operador A : H 7→ H se puede representar mediante
una matriz n × n. Luego, la ecuación (6.5.1) se trasforma en el sistema
lineal

Ax = λx ⇐⇒ (A− λI)x = 0, x ̸= 0,

donde I es la matriz identidad n × n. Para que este sistema tenga solu-
ción no trivial det(A − λI) = 0, lo cual implica que el operador A − λI
no puede ser invertible, luego λ ∈ σ(A). Nótese además que det(A− λI),
es un polinomio de grado n en λ, luego la ecuación det(A − λI) = 0 tie-
ne al menos una solución y como mucho n soluciones distintas. Conviene
recordar que si usamos dos bases distintas para representar la matriz del
operador A, lo que obtenemos son dos matrices semejantes y es un re-
sultado conocido del álgebra lineal que las matrices semejantes tienen los
mismos autovalores, i.e., los autovalores de un operador en dimensión fi-
nita son independientes de la base usada para representar la matriz de
dicho operador.

De la Definición 6.5.2 se sigue que todo autovalor de A pertenece al
espectro de A, pero no a la inversa. De hecho existen operadores cuyo
espectro no contiene autovalores.

Ejemplo 6.5.4 Sea el espacio de las funciones continuas C∞
[a,b] (i.e., el con-

junto de las funciones continuas en [a, b] con la la norma uniforme, ver
Ejemplo 4.2.6). Sea u ∈ C([a, b]) y sea el operador multiplicación (ver
Ejemplo 6.1.2) M : C([a, b]) 7→ C([a, b]), Mx(t) = f(t)x(t), que esta bien
definido para todo x ∈ C([a, b]). Este operador no tiene autovalores.
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6.5. Teorema espectral 235

Obviamente (M − λI)x(t) = (f(t)− λ)x(t), luego

(M − λI)−1x(t) =
1

f(t)− λ
x(t).

El espectro de M es el conjunto de todos los λ tales que f(t) = λ para
algún t ∈ [a, b], o sea, σ(M) es la imagen de la función f(t), i.e., el rango
I(M). Si la función f(t) = c es constante, entonces λ = c es un autovalor
de M (pues Mx(t) = cx(t)) que obviamente está en σ(U), pero si, por
ejemplo, f(t) es una función estrictamente monótona en [a, b], entonces
σ(M) = [f(a), f(b)], pero la ecuación Mx(t) = f(t)x(t) no tiene ninguna
solución no nula, i.e., M no tiene ningún autovalor.

Ejercicio 6.5.5 Sea A : X 7→ X, A ∈ B(X). Prueba que r(A) ≤ ∥A∥.

Supongamos que existe un λ ∈ σ(A) tal que |λ| > ∥A∥. Entonces por
el Teorema 6.3.3 el operador Aλ := (λI − A)−1 está bien definido lo cual
es una contradicción. Luego si λ ∈ σ(A), |λ| ≤ ∥A∥ y, por tanto, sup{|λ| :
λ ∈ σ(A)} ≤ ∥A∥, de donde se sigue el resultado.

Del resultado anterior se sigue que σ(A) está contenido en el disco
cerrado D = {z; |z| ≤ ∥A∥}. De hecho se tiene el siguiente:

Teorema 6.5.6 Sea A ∈ B(X). Entonces σ(A) es un compacto de C (ce-
rrado y acotado de C) contenido en el disco cerrado D = {z; |z| ≤ ∥A∥}.

Demostración: Definamos el operador F : C 7→ L(X), F (λ) = λI − A.
Entonces, para todo µ, λ ∈ C,

∥F (µ)− F (λ)∥ = |µ− λ|,

luego, F es continuo (¿por qué?). Sea E ⊂ B(X) el espacio de las apli-
caciones invertibles. Si λ ∈ σ(A), entonces λI − A no es invertible, luego
para λ ∈ σ(A) no existe el inverso de F (λ), i.e., σ(A) es la imagen inversa
de B(X) \ E, σ(A) = F−1(B(X) \ E). Como E es abierto (Teorema 6.3.8)
entonces B(X) \ E es cerrado, y como F es continua entonces por la Pro-
posición 3.3.12, F−1(B(X)\E) es cerrado, luego σ(A) lo será. Para probar
que σ(A) es acotado9 basta usar el resultado del ejercicio 6.5.5. Es decir,

9Por completitud daremos una prueba alternativa de la acotación. Escojamos λ tal
que |λ| > ∥A∥, entonces ∥λ−1A∥ < 1 así que (I−λ−1A) es invertible y, por tanto, λI−A
lo será. Entonces para dichos λ tendremos que λ ̸∈ σ(A), i.e., σ(A) ⊂ B(0, ∥A∥).
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236 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

σ(A) es cerrado y acotado, por lo tanto es un compacto (Teorema 4.3.8)
contenido en la bola cerrada del plano complejo B(0, ∥A∥).

Teorema 6.5.7 Sea H un espacio de Hilbert y A : H 7→ H, un operador
lineal autoadjunto. Entonces todos los autovalores de A (si los tiene) son
reales. Además los autovectores correspondientes a autovalores distintos
son ortogonales.

Demostración: Sea λ un autovalor de A y x su correspondiente autovec-
tor, que sin pérdida de generalidad asumiremos normalizado ∥x∥ = 1.
Entonces, usando que Ax = λx y que A es hermítico, tenemos

⟨Ax, x⟩ = ⟨x,Ax⟩ ⇒ λ∥x∥ = λ∥x∥ ⇒ λ = λ⇒ λ ∈ R.

Sea Ax1 = λ1x1 y Ax2 = λ2x2. Entonces como A es hermítico

⟨Ax1, x2⟩ = ⟨x1, Ax2⟩ ⇒ λ1⟨x1, x2⟩ = λ2⟨x1, x2⟩ ⇒ (λ1 − λ2)⟨x1, x2⟩ = 0,

de donde se sigue que si λ1 ̸= λ2 entonces x1 y x2 son ortogonales.

Teorema 6.5.8 Sea A : H 7→ H, un operador lineal acotado y autoadjun-
to, H espacio de Hilbert. Entonces r(A) = ∥A∥.

Demostración: Para A = Θ (operador nulo) el resultado es trivial así que
asumiremos que A ̸= Θ. Del Ejercicio 6.5.5 (véase también el Teorema
6.5.6) sabemos que r(A) ≤ ∥A∥, así que bastará probar que existe un
λ ∈ σ(A) tal que |λ| = ∥A∥, i.e., λ = ∥A∥ o λ = −∥A∥.

Por el Teorema 6.2.6 sabemos que ∥A∥ = sup∥x∥=1 |⟨Ax, x⟩|, luego exis-
te una sucesión (xn)n de H, ∥xn∥ = 1 para todo n y tal que |⟨Axn, xn⟩|

n→∞−→
∥A∥, i.e., ⟨Axn, xn⟩

n→∞−→ ∥A∥, o → −∥A∥.

Sea λ = ∥A∥ (o −∥A∥). Probemos que λ ∈ σ(A). Ante todo notemos
que, como λ2 = ∥A∥2 = λ2 y ∥xn∥ = 1, obtenemos

0 ≤ ∥Axn − λxn∥2 =∥Axn∥2 − 2λ⟨Axn, xn⟩+ λ2∥xn∥2

≤∥A∥2 − 2λ⟨Axn, xn⟩+ λ2 = 2λ(λ− ⟨Axn, xn⟩)
n→∞−→ 0,

es decir, nuestra sucesión (xn)n es tal que ∥Axn − λxn∥
n→∞−→ 0. Asumamos

que λ = ∥A∥ (o, en su caso, −∥A∥) no está en σ(A), i.e., λ ∈ ρ(A). Como
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λ está en la resolvente de A entonces para dicho λ el operador (A− λI)−1

está bien definido y es acotado. Pero entonces

1 = ∥xn∥ = ∥(A− λI)−1(A− λI)xn∥ ≤ ∥(A− λI)−1∥∥(A− λI)xn∥
n→∞−→ 0,

lo cual es una contradicción. Luego λ = ∥A∥ ∈ σ(A) (o −∥A∥ ∈ σ(A)).

Nota: El teorema anterior afirma que para los operadores autoadjuntos y acota-
dos siempre ∥A∥ ∈ σ(A) o −∥A∥ ∈ σ(A), sin embargo, como hemos visto antes,
en dimensión infinita un operador lineal A en general puede no tener autova-
lores, es decir, los valores λ ∈ σ(A) no tienen que ser necesariamente solución
de la ecuación (6.5.1). No ocurre así con los operadores compactos y autoadjun-
tos.

Teorema 6.5.9 Sea H un espacio de Hilbert y A : H 7→ H, un operador
lineal autoadjunto y compacto. Entonces λ = ∥A∥ o λ = −∥A∥ es un
autovalor de A.

Demostración: Para A = Θ (operador nulo) el resultado es trivial así que
asumiremos que A ̸= Θ. Escojamos λ = ∥A∥ (el caso λ = −∥A∥ es análogo
y lo omitiremos). De la prueba del teorema anterior sabemos que si A es
un operador autoadjunto y acotado entonces existe una sucesión (xn)n
de H tal que ∥xn∥ = 1 para todo n y que Axn − λxn

n→∞−→ 0. Como A es
compacto, entonces existe una subsucesión (xnk

)k de (xn)n tal que (Axnk
)k

es convergente, asíAxnk

k→∞−→ u. Además, comoAxnk
−λxnk

n→∞−→ 0, se tiene
que λxnk

k→∞−→ u. Como A es compacto, A es acotado y, por tanto, continuo
así que por un lado tendremos

λAxnk
= A(λxnk

)
k→∞−→ Au y por otro λ(Axnk

)
k→∞−→ λu ⇒ Au = λu.

Finalmente, notemos que

∥u∥ = ĺım
k→∞

∥λxnk
∥ = |λ| ĺım

k→∞
∥xnk

∥ = |λ| ĺım
k→∞

1 = |λ| ≠ 0,

luego λ es, efectivamente un autovalor.

Teorema 6.5.10 Sea A un operador compacto en un espacio de Hilbert y
(ϕn)n una sucesión ortonormal de H. Entonces ĺımn→∞Aϕn = 0.

Demostración: Supongamos que el teorema es falso, entonces para algún
ε > 0 ha de existir una subsucesión (ϕnk

)k de(ϕn)n tal que ∥Aϕnk
∥ > ε,
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238 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

para todo k ∈ N. Como A es compacto y la sucesión (ϕnk
)k es acotada

(¿por qué?), entonces existe al menos una subsucesión (ψj)j de (ϕnk
)k

convergente, tal que ĺımj→∞Aψj = ψ ̸= 0. Entonces, por la continuidad
del producto escalar,

0 ̸= ∥ψ∥2 = ⟨ψ, ψ⟩ = ĺım
j→∞

⟨ψ,Aψj⟩ = ĺım
j→∞

⟨A∗ψ, ψj⟩ = 0,

pues A∗ψ ∈ H y ⟨A∗ψ, ψj⟩ es el j-ésimo coeficiente de Fourier cj de A∗ψ
el cual sabemos, por (5.2.4), que tiende a cero si j → ∞, lo cual es una
contradicción.

Teorema 6.5.11 Sea H un espacio de Hilbert y A un operador lineal A :
H 7→ H autoadjunto y compacto. Entonces A tiene o bien un número finito
de autovalores λn reales distintos o, si el número de autovalores es infinito,
entonces, si los ordenamos en valor absoluto de mayor a menor |λn|

n→∞−→ 0.

Demostración: Asumiremos que A ̸= Θ no es el operador nulo. Del Teo-
rema 6.5.9 se sigue que el conjunto de autovalores no es vacío, luego está
compuesto por un número finito o infinito de elementos (que son núme-
ros reales por el Teorema 6.5.7). Sea λ1 tal que |λ1| = ∥A∥ y sea x1 el
correspondiente autovector10 (normalizado a la unidad, i.e. ∥x1∥ = 1).
Sea H1 = H y definamos H2 el espacio de todos los vectores ortogonales a
x1, i.e.,

H2 = {x ∈ H | ⟨x, x1⟩ = 0},

es el complemento ortogonal de x1. Nótese que por el Ejercicio 5.2.14, H2

es cerrado, luego es un espacio de Hilbert (¿por qué?). Además, para todo
x ∈ H2,

⟨Ax, x1⟩ = ⟨x,Ax1⟩ = λ1⟨x, x1⟩ = 0,

es decir, H2 es invariante respecto a la acción de A.

Sea A|H2 la restricción de A al espacio H2. Si A|H2 = Θ, entonces ten-
dremos un único autovalor λ1 y el teorema es cierto. En caso contrario,
como A|H2 es autoadjunto y compacto11 (pues coincide con A en H2, y A

10En la presente prueba hemos asumido, por simplicidad, que existe un solo autovector
asociado a cada λk. En general puede que haya más de uno, digamos xk,j , para ciertos
j. En ese caso se define el espacio Hk+1 como el espacio de todos los x ∈ Hk tales que
sean ortogonales a los xk,j , y se razona de la misma manera.

11Cualquiera sea la sucesión acotada (yn)n ∈ H2, (Ayn)n contiene una subsucesión
convergente, pues A es compacto en H y H2 ⊂ H.
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6.5. Teorema espectral 239

lo es) podemos aplicar el mismo razonamiento de antes, por lo que exis-
tirá λ2 y x2 tales que |λ2| = ∥A|H2∥, Ax2 = λ2x2, donde además, por la
definición de norma, |λ2| ≤ |λ1|. Ahora construimos el espacio

H3 = {x ∈ H2 | ⟨x, x2⟩ = 0} = {x ∈ H | ⟨x, x1⟩ = ⟨x, x2⟩ = 0},

que es invariante respecto a A, y así sucesivamente.

Ese decir, podemos continuar el proceso anterior a no ser que para
cierto n ≥ 2, A|Hn+1 = Θ. En ese caso tendremos una sucesión finita de
autovalores (λk)nk=1 con sus correspondientes autovectores normalizados12

y ortogonales entre sí, (xk)nk=1, tales que

|λ1| = ∥A|H1∥ ≥ |λ2| = ∥A|H2∥ ≥ · · · ≥ |λn| = ∥A|Hn∥ ≠ 0, A|Hn+1 = 0.

Si A|Hk
̸= 0 para todo k ∈ N, entonces existen infinitos autovalores dis-

tintos λn con sus correspondientes autovectores xn ortonormalizados (que
pueden ser más de uno). Ahora bien, por el Teorema 6.5.10 tenemos

0 = ĺım
n→∞

∥Axn∥2 = ĺım
n→∞

⟨Axn, Axn⟩ = ĺım
n→∞

|λn|2,

de donde se sigue que |λn|
n→∞−→ 0.

Nota 6.5.12 Existe otra forma de probar que |λn|
n→∞−→ 0. En efecto, supon-

gamos que hay infinitos λn distintos pero que |λn|
n→∞
−̸→ 0. Entonces existe

un ε > 0 tal que infinitos λnk
son tales que |λnk

| > ε. Construyamos con
dichos elementos una sucesión que denotaremos por (λk)k. Como todos los
elementos de (λk)k son distintos, el Teorema 6.5.7 garantiza que sus corres-
pondientes autovectores son ortogonales xk, i.e., ⟨xk1 , xk2⟩ = 0 si k1 ̸= k2.
Si calculamos ahora la norma

∥Axk+p−Axk∥2 = ∥λk+pxk+p−λkxk∥2 = |λk+p|2+|λk|2 > 2ε2, ∀k, p ∈ N,

es decir, la sucesión (Axk)k no contiene ninguna subsucesión de Cauchy y,
por tanto, no contiene ninguna sucesión convergente (¿por qué?) lo que
contradice que A sea un operador compacto.

12Es importante destacar que para cada λk, k = 1, 2, 3, . . . puede haber más de un
autovector. Si los correspondientes autovectores asociados cada λk no son ortogonales
usamos Gram-Schmidt.
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240 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

Teorema 6.5.13 (Teorema espectral) Sea H un espacio de Hilbert y A
un operador lineal A : H 7→ H autoadjunto y compacto. Existe una sucesión
numerable (finita o infinita) de autovectores ortonormales (xn)n de A cuya
correspondiente sucesión de autovalores denotaremos por (λn)n tales que,

Ax =
∑
n

λn⟨x, xn⟩xn, ∀x ∈ H, (6.5.2)

donde n recorre todos los autovalores no nulos, incluida su multiplicidada.
Además, se tiene que:

1. En (6.5.2) aparecen todos los autovalores de A.

2. Si la sucesión de autovalores (λn)n es infinita se puede reordenar de
forma que |λn|

n→∞−→ 0 (supondremos, sin pérdida de generalidad, que
λn ̸= 0, para todo n).

3. Los correspondientes espacios vectorialesb ker(λnI − A), para todo
n = 1, 2, 3, . . . son de dimensión finita, siendo la dimensión de estos
el número de veces que aparece un mismo λk en la fórmula (6.5.2).

aEs decir, si el autovalor λk ̸= 0 tiene asociado pk autovectores, en (6.5.2) habrá un
sumando para cada uno de los autovectores. Ver la fórmula equivalente (6.5.4).

bEl espacio ker(λnI − A) no es más que el núcleo del operador A − λnI, i.e., el
conjunto de x ∈ H tales que (A − λnI)x = 0, i.e., el subespacio vectorial asociado al
autovalor λn.

Demostración: Utilizando la misma construcción que usamos en la prue-
ba del Teorema 6.5.11 obtenemos una sucesión de autovalores (λk)

n
k=1

con sus correspondientes autovectores normalizados (xk)
n
k=1 (para cada

λk puede haber más de un autovector, en función de la multiplicidad del
mismo que escogeremos ortonormales) tales que

|λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λn|.

Durante el proceso hemos construido además la cadena de subespacios
invariantes respecto a A

H = H1 ⊇ H2 ⊇ · · · ⊇ Hn

donde Hk+1 = {x ∈ Hk | ⟨x, xj⟩ = 0, j = 1, 2, . . . , k}.
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6.5. Teorema espectral 241

Supongamos que A|Hn+1 = 0, entonces el proceso acaba (caso fini-
to). Sea, en este caso, yn = x −

∑n
k=1⟨x, xk⟩xk. Entonces, para todos

j = 1, 2, . . . , n,

⟨yn, xj⟩ = ⟨x, xj⟩ −
n∑

k=1

⟨x, xk⟩ ⟨xk, xj⟩︸ ︷︷ ︸
δj,k

= ⟨x, xj⟩ − ⟨x, xj⟩ ∥xj∥2︸ ︷︷ ︸
=1

= 0.

Luego, yn ∈ Hn+1 y, por tanto, Ayn = 0, i.e.,

0 = Ayn = Ax−
n∑

k=1

⟨x, xk⟩Axk ⇒ Ax =
n∑

k=1

λk⟨x, xk⟩xk,

como se quería probar.

El caso infinito es similar. Ante todo notemos que en este caso tene-
mos una sucesión λn tal que |λn|

n→∞−→ 0 (ver Teorema 6.5.11). Definamos
nuevamente el vector yn = x −

∑n
k=1⟨x, xk⟩xk. Usando (5.2.3) se sigue

que ∥yn∥2 ≤ ∥x∥2. Además, como ya vimos yn ∈ Hn+1, luego, usando que
Ayn = A|Hn+1yn, y ∥A|Hn+1∥ = |λn+1| obtenemos

∥Ayn∥ ≤ |λn+1|∥x∥
n→∞−→ 0 ⇒ ĺım

n→∞
Ayn = 0,

de donde, como A es acotado (luego continuo) se sigue la igualdad bus-
cada (6.5.2), pues

0 = ĺım
n→∞

Ayn = Ax− ĺım
n→∞

n∑
k=1

⟨x, xk⟩Axk = Ax−
∞∑
k=1

λk⟨x, xk⟩xk.

Comprobemos ahora que todos los autovalores de A están presentes en
la fórmula (6.5.2). Esta cuestión es de suma importancia pues en la prueba
hemos usado los autovalores obtenidos gracias al Teorema 6.5.9 por lo que
procede preguntarse si existen otros autovalores de A no nulos distintos
a los anteriores. Comprobemos que eso es imposible. Supongamos que
existe un autovalor λ ̸= 0 distinto de los autovalores λk que aparecen en
la suma (6.5.2), i.e., λ ̸= λk, para todo k, y sea x ̸= 0 su correspondiente
autovector normalizado a la unidad. Por el Teorema 6.5.7, x es ortogonal
a todos los xk, i.e., ⟨x, xk⟩ = 0 para todo k. Pero entonces, aplicando la
fórmula (6.5.2) a dicho autovector x tenemos

λx = Ax =
∞∑
n=1

λn⟨x, xn⟩xn =
∞∑
n=1

λn 0xn = 0,
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242 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

i.e., o λ = 0 o x = 0, lo que es una contradicción. Que en la fórmula (6.5.2)
aparezcan todos los autovalores no nulos de A tiene una implicación muy
importante y es que, formalmente, el proceso de encontrar los autovalores
no nulos de A basado en el Teorema 6.5.9 permite encontrarlos todos.

Probemos ahora que los autoespacios Xk = ker(λkI −A), para ca-
da λk ̸= 0, k = 1, 2, 3, . . . , son de dimensión finita. Supongamos que
dimXk = ∞ para algún k, con λk ̸= 0. Entonces, existe una sucesión de
autovectores linealmente independiente x1, x2, . . . , xn, . . . que, sin pérdida
de generalidad asumiremos ortonormales (¿por qué?), tal queAxj = λkxj,
j = 1, 2, 3, . . . . Pero entonces, por el Teorema 6.5.10, Axn

n→∞−→ 0, de donde
se sigue λkxn

n→∞−→ 0, lo cual implica que λk = 0 (pues ∥xn∥ = 1 para todo
n), que es una contradicción.

Probemos finalmente que, en caso de que λk ̸= 0, k = 1, 2, 3, . . ., la di-
mensión de ker(λkI−A) = pk, donde pk es el número de veces que aparece
λk en la fórmula (6.5.2) (es decir, la multiplicidad del autovalor λk). Por
simplicidad denotemos por x(1)k , . . . , x(pk)k , los pk autovectores linealmente
independientes asociados a λk. Supongamos que dimker(λkI − A) > pk,
entonces existe al menos un x ∈ ker(λkI − A) que es linealmente inde-
pendiente de los vectores x(1)k , . . . , x(pk)k y que asumiremos, sin pérdida
de generalidad, ortogonal a ellos (¿por qué?). Entonces está claro que di-
cho x es ortogonal a todos los vectores xn que aparecen en la fórmula
(6.5.2) (ya sea porque los xn corresponden a autovalores distintos a λk o
bien sean los x(1)k , . . . , x(pk)k de antes), i.e., ⟨x, xn⟩ = 0 para todo n, luego
usando (6.5.2) obtenemos

0 ̸= λkx = Ax =
∑
n

λn⟨x, xn⟩xn =
∑
n

λn 0xn = 0,

lo cual es una contradicción.

Como hemos visto en el teorema anterior, cuando λk ̸= 0, k = 1, 2, 3, . . .,
la dimensión de ker(λkI − A) = pk, donde pk es el número de veces que
aparece λk en la fórmula (6.5.2). Sea Hk = span (x1,k, · · · , xpk,k) el subes-
pacio generado por los autovectores asociados a cada autovalor λk (que
sabemos que son finito-dimensionales) y que tomaremos ortonormales en-
tre sí (si no, aplicamos Gram-Schmidt). Sea el operador Pk : H 7→ H defi-
nido, para cada k ∈ N como

Pkx =

pk∑
i=1

⟨x, xi,k⟩xi,k =
pk∑
i=1

ci,kxi,k. (6.5.3)
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6.5. Teorema espectral 243

Es sencillo comprobar que Pk es un operador de proyección13 (ver Proble-
ma 6.27), pues es autoadjunto e idempotente. Para probarlo nótese que
Pk es suma finita de operadores de rango 1 del tipo P̂i = ⟨x, xi,k⟩xi,k que,
como hemos visto en la Proposición 6.4.7, son compactos, y por el Teo-
rema 6.4.6 los Pk son compactos, luego acotados y, por tanto, existen sus
correspondientes adjuntos P ∗

k . Por otro lado, para todos x, y ∈ H,

⟨P̂ ∗
i x, y⟩ = ⟨x, P̂iy⟩ = ⟨x, ⟨y, xi⟩xi⟩ = ⟨y, xi⟩⟨x, xi⟩ = ⟨xi, y⟩⟨x, xi⟩

= ⟨⟨x, xi⟩xi, y⟩ = ⟨P̂ix, y⟩,

i.e., P̂i es autoadjunto, luego Pk lo es.

Que Pk es idempotente es sencillo de comprobar pues

P 2
kx = Pk

(
pk∑
i=1

ci,kxi,k

)
=

pk∑
i=1

ci,kPkxi,k =

pk∑
i=1

ci,k

pk∑
j=1

⟨xi,k, xj,k⟩︸ ︷︷ ︸
=δj,k

xj,k

=

pk∑
i=1

ci,kxi,k = Pkx.

De hecho, I(Pk) = ker(λkI − A).

Usando los operadores Pk, el Teorema espectral 6.5.13 se puede rees-
cribir como

∀x ∈ H, Ax =
∑
k

λk

(
pk∑
i=1

⟨x, xi,k⟩xi,k

)
, (6.5.4)

donde, k recorre todos los autovalores λk ̸= 0. La expresión anterior se
puede escribir como sigue:

Ax =
∑
n

λnPnx, (6.5.5)

donde, n recorre todos los autovalores λn ̸= 0 siendo Pn los operadores de
proyección sobre los subespacios ker(λnI − A) definidos por (6.5.3).

De hecho se tiene el siguiente resultado:

13Para la definición de operador de proyección ver el Problema 5.12.
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244 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

Teorema 6.5.14 Todo operador autoadjunto y compacto se puede escribir
de la forma

A =
∑
n

λnPn, (6.5.6)

donde n recorre todos los autovalores λn ̸= 0 siendo Pn los operadores de
proyección sobre los subespacios ker(λnI − A) definidos por (6.5.3).

Demostración: Vamos a probarlo en el caso cuando hay infinitos autova-
lores pues en caso contrario es trivial. Para probar que la serie converge
en la norma de operadores basta probar que la sucesión de sus sumas par-
ciales Ak =

∑k
n=1 λnPn es de Cauchy, pues el espacio B(H) es de Banach

(ver Teorema 6.3.6). Para ello usamos que14 Pn = ⟨x, xn⟩xn, luego∥∥∥∥∥
k∑

n=m+1

λnPnx

∥∥∥∥∥
2

=

〈
k∑

n=m+1

λnPnx,
k∑

i=m+1

λiPix

〉
=

k∑
n=m+1

λ2n|⟨x, xn⟩|2

≤ λ2m+1∥x∥2.

Como λm → 0, entonces, cualquiera sea ε > 0, si tomamos m suficiente-
mente grande podemos hacer λ2m < ε2. Luego

∥∥∥∑k
n=m+1 λnPn

∥∥∥ < ε, i.e.,
Ak es de Cauchy, luego es convergente en la norma de operadores. Para
probar la fórmula (6.5.6) calculamos∥∥∥∥∥Ax−

m∑
n=1

λnPnx

∥∥∥∥∥
2

=

〈
∞∑

n=m+1

λnPnx,
∞∑

n=m+1

λnPnx

〉
=

∞∑
n=m+1

λ2n|⟨x, xn⟩|2

≤ λ2m+1∥x∥2 ≤ ε2∥x∥2 ⇒

∥∥∥∥∥
∞∑

n=m+1

λnPn

∥∥∥∥∥ < ε,

pues, λm → 0. Luego Ak → A en la norma de operadores.

Conviene hacer notar que el conjunto de autovectores (xn)n de un ope-
rador autoadjunto y compacto en un espacio de Hilbert H cualquiera men-
cionada en el Teorema espectral 6.5.13 no tiene por que constituir una
base ortonormal completa de H. No obstante, si H es separable se tiene el
siguiente importante resultado:

14Recordemos que en la suma hay que tener en cuenta la multiplicidad de los λn y que
λ2
n son una sucesión monótona decreciente que tiende a cero (ver Teorema 6.5.11).
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Corolario 6.5.15 (Hilbert-Schmidt) Sea H un espacio de Hilbert separa-
ble y A un operador lineal A : H 7→ H autoadjunto y compacto. Entonces
existe un sistema ortogonal completo (base ortonormal) de vectores orto-
normales (en)n de H consistente en los correspondientes autovectores de A,
incluido los asociados al autovalor λ = 0, caso que lo tuviera.

Demostración: Del Teorema espectral 6.5.13 se sigue que existe un con-
junto de autovectores (finito o infinito) (ϕn)n tal que

Ax =
∑
n

λn⟨x, ϕn⟩ϕn, ∀x ∈ H. (6.5.7)

Asumamos que λn ̸= 0 (si hay algún λn = 0 este se puede omitir de la
suma). Como el núcleo de A, kerA ⊂ H (que coincide con el subespacio
vectorial generado por los autovectores correspondientes a λ = 0) es a su
vez un espacio de Hilbert separable (es un cerrado) existirá un sistema
(numerable) ortogonal completo que denotaremos por (ψn)n. Dicho siste-
ma de vectores estará constituido por los autovectores correspondientes
al autovalor 0. Sea ahora un autovector cualquiera ϕm correspondiente al
autovalor λm ̸= 0. Entonces ϕm será ortogonal a todos los ψn y el sistema
(ϕm)m será ortogonal a (ψn)n. Además de (6.5.7) se tiene que para todo
x ∈ H

A

(
x−

∑
m

⟨x, ϕm⟩ϕm

)
= Ax−

∑
m

⟨x, ϕm⟩Aϕm = 0,

i.e., x −
∑

m⟨x, ϕm⟩ϕm ∈ kerA, luego podemos desarrollarlo en serie de
Fourier en la base de kerA (ψn)n de forma que obtenemos para todo x ∈ H,

x−
∑
m

⟨x, ϕm⟩ϕm =
∑
n

⟨x, ψn⟩ψn ⇒ x =
∑
m

⟨x, ϕm⟩ϕm +
∑
n

⟨x, ψn⟩ψn,

i.e., el sistema (ϕm)m
⋃
(ψn)n es completo (Teorema 5.2.5) que podemos

ortogonalizar utilizando el método de Gram-Schmidt obteniendo el sis-
tema ortonormal (numerable) (en)n (recordemos que para autovectores
correspondientes a autovalores distintos ya teníamos la ortogonalidad, así
que sólo es necesario aplicarlo a los autovectores correspondientes a un
mismo autovalor), luego tendremos x =

∑
n⟨x, en⟩en de donde se sigue el

teorema.

Nótese que si denotamos por (ϕn)n a la sucesión de autovectores orto-
normales (incluyendo la multiplicidad) de A, y por (ψm)m la base ortonor-
mal del núcleo de A, que coincide con el autoespacio asociado al autovalor
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246 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

0, entonces el corolario anterior nos dice que cualquier x ∈ H se puede
escribir como combinación lineal del sistema ortonormal (ϕn)n

⋃
(ψm)m y,

por tanto, existe un único y ∈ N (A) tal que

x = y +
∑
n

⟨x, ϕn⟩ϕn, ⟨y, ϕn⟩ = 0, ∀n. (6.5.8)

Si denotamos por H0 el subespacio vectorial correspondiente al autovalor
cero (o sea, el núcleo del operador) y por Hk los correspondientes autoes-
pacios asociados a cada autovalor λk (o sea los subespacios ker(λkI −A)),
entonces el Teorema de Hilbert-Schmidt se puede reescribir como la suma
directa15

H = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕ · · ·Hk ⊕ · · · ,

siendo la suma finita o infinita en función de si hay un número finito o
infinito de autovalores distintos.

Otra consecuencia del Teorema de Hilbert-Schmidt 6.5.15 es que todo
operador lineal A : H 7→ H autoadjunto y compacto en H, espacio de
Hilbert separable, se le puede hacer corresponder una matriz (finita o
infinita) que además es diagonalizable y en cuya diagonal aparecen los
correspondientes autovalores.

Supongamos ahora que dos operadores lineales acotados comparten
un sistema común de autovectores y que dicho sistema es completo. Es
decir que Aϕn = αnϕn y Bϕn = βnϕn, y para todo x ∈ H se tiene que
x =

∑
i ciϕi. Entonces es sencillo comprobar que (AB − BA)x = 0, para

todo x ∈ H, i.e., A y B conmutan. Una consecuencia del corolario anterior
6.5.15 es el recíproco de dicho resultado:

Teorema 6.5.16 Sean A y B dos operadores autoadjuntos y compactos en
un espacio de Hilbert separable. Si A y B conmutan, entonces ambos tienen
un sistema común completo de autovectores.

Demostración: Sea λ un autovalor de A y sea S el correspondiente subes-
pacio vectorial generado por los autovectores de A. Para todo x ∈ S te-
nemos ABx = BAx = λBx, i.e., Bx es también es un autovector de A
correspondiente a λ, Bx ∈ S, así que el espacio S es un subespacio vecto-
rial de H invariante respecto a B y es a su vez un espacio de Hilbert. Como
B es autoadjunto y compacto, el Teorema de Hilbert-Schmidt (Corolario

15Véase la Nota 5.2.17 tras la prueba del Teorema 5.2.16 en la página 198.
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6.5.15) nos asegura que S tiene una base ortonormal de autovectores de
B, que además son autovectores de A pues están en S. Repitiendo en pro-
ceso para cada uno de los subespacios S de A obtenemos para cada uno
de dichos subespacios la correspondiente base de autovectores. La unión
de todas ellas es la base común buscada.

Antes de terminar este apartado conviene hacer una aclaración. El lec-
tor avispado recordará el Ejemplo 6.2.9, donde estudiamos el operador
definido por (6.2.4). Si comparamos (6.2.4) con (6.5.2) podemos descu-
brir que efectivamente existen operadores no necesariamente autoadjun-
tos y compactos que admiten una representación del tipo (6.2.4). En el
caso del Ejemplo 6.2.9 basta que µn ̸→ 0 cuando n → ∞ para que no
sea compacto, o que alguno de los µn no sea real para que no sea auto-
adjunto. De hecho, se puede probar una representación similar a (6.2.4)
para operadores autoadjuntos acotados (no necesariamente compactos)
e incluso no acotados. El lector interesado puede consultar, por ejemplo,
[10, Capítulos 9 y 10] o [19, Capítulo 13].

Finalmente, queremos hacer notar que los problemas 6.30 y 6.31 mues-
tran dos aplicaciones interesantes de la fórmula (6.5.5), así como del Teo-
rema espectral 6.5.13. De hecho, como se ve en el Problema 6.31, es su-
ficiente con saber que existe una descomposición del tipo (6.5.5) para
poder resolver un sinnúmero de problemas interesantes.

6.6. Problemas

Problema 6.1 Sea T , T : L2([0, 1]) 7→ L2([0, 1]), el operador integral del
problema16 4.9:

y = Tx, y(t) =

∫ 1

0

k(t, τ)x(τ)dτ, (6.6.1)

con k(t, τ) continua en el cuadrado [0, 1]× [0, 1]. Demuestra que el adjunto
de dicho operador es el operador T ∗ : C([0, 1]) 7→ C([0, 1]), z = T ∗x

z(t) =

∫ 1

0

k(τ, t)x(τ)dτ. (6.6.2)

16Recordemos que por L2([0, 1]) denotamos el completamiento del espacio C2
[0,1].
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248 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

Luego T ∗ = T si y sólo si k(τ, t) = k(t, τ).

Solución: Usando el Teorema de Fubini tenemos

⟨Tx, y⟩ =
∫ 1

0

(∫ 1

0
k(t, τ)x(τ)dτ

)
y(t)dt =

∫ 1

0

∫ 1

0
k(t, τ)x(τ)y(t)dτdt

=

∫ 1

0
x(τ)

(∫ 1

0
k(t, τ)y(t)dt

)
dτ = ⟨x, T ∗y⟩ ⇒ se tiene (6.6.2).

Problema 6.2 Sea (ϕn)n una base completa del espacio de Hilbert H y
sean dos operadores lineales y acotados A,B definidos sobre H. Prueba
que si Aϕn = Bϕn, para todo n, entonces A = B.

Solución: Sea x ∈ H cualquiera y sea (ϕn)n una base completa de H. Definamos
el operador C = A − B, que es lineal y acotado (luego continuo). Además C es
tal que Cϕn = 0 para todo n. Pero entonces, cualquiera sea x ∈ H, x =

∑
n xnϕn,

luego Cx = C
∑

n xnϕn =
∑

n xnCϕn =
∑

n xn · 0 = 0 (donde hemos usado la
continuidad de C). Luego C = 0 y, por tanto, A = B.

Problema 6.3 Sean (en)n y (fn)n bases ortonormales de los espacios de
Hilbert H y H′, respectivamente y sea A : H 7→ H′ lineal y acotado.
Prueba que la serie

∑∞
n=1 ∥Aen∥2 converge si y solo si lo hace la serie∑∞

m=1 ∥A∗fm∥2, en cuyo caso se tiene que

∞∑
n=1

∥Aen∥2 =
∞∑

m=1

∥A∗fm∥2.

Deduce, de lo anterior, que la cantidad
∑∞

n=1 ∥Aen∥2 es independiente de
la base ortogonal (en)n escogida.

Solución: Como A ∈ B(H,H′), entonces existe el operador adjunto, A∗ ∈
B(H′,H) y se tiene (6.1.1), para todo x ∈ H e y ∈ H′. Usando la identidad de Par-
seval (5.2.5) en H con x = A∗fm y ϕn = en, tenemos, para todo m = 1, 2, 3, · · · ,

∥A∗fm∥2 =
∞∑
k=1

|⟨A∗fm, ek⟩|2 =
∞∑
k=1

∣∣⟨fm, Aek⟩′
∣∣2 = ∞∑

k=1

∣∣⟨Aek, fm⟩′
∣∣2 ,
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donde en la última igualdad hemos usado la propiedad de simetría del producto
escalar. Análogamente, la identidad de Parseval en H′ nos da

∥Aen∥2 =
∞∑
j=1

∣∣⟨Aen, fj⟩′∣∣2
Luego, juntando las dos últimas expresiones, obtenemos

N∑
m=1

∥A∗fm∥2 =
N∑

m=1

∞∑
k=1

∣∣⟨Aek, fm⟩′
∣∣2 ≤ ∞∑

m=1

∞∑
k=1

∣∣⟨Aek, fm⟩′
∣∣2 = ∞∑

n=1

∥Aen∥2.

De lo anterior se sigue que si,
∑∞

n=1 ∥Aen∥2 < ∞, entonces
∑∞

m=1 ∥A∗fm∥2 < ∞,
también lo es. Por otro lado,

N∑
n=1

∥Aen∥2 =
N∑

n=1

∞∑
j=1

∣∣⟨Aen, fj⟩′∣∣2 ≤ ∞∑
n=1

∞∑
j=1

∣∣⟨Aen, fj⟩′∣∣2 = ∞∑
j=1

∥A∗jm∥2.

Luego, si
∑∞

m=1 ∥A∗fm∥2 < ∞, entonces
∑∞

n=1 ∥Aen∥2 < ∞. Tomando N → ∞
en las dos desigualdades anteriores obtenemos

∞∑
m=1

∥A∗fm∥2 =
∞∑

m=1

∞∑
k=1

∣∣⟨Aek, fm⟩′
∣∣2 = ∞∑

k=1

∞∑
m=1

|⟨Aek, fm⟩|2 =
∞∑
n=1

∥Aen∥2.

Probemos ahora que la suma
∑∞

n=1 ∥Aen∥2 no depende de la base escogida. Sea
(ẽn)n otra base ortonormal de H distinta de (en)n. Entonces, si aplicamos la igual-
dad anterior primero a las bases (ẽn)n y (fn)n, y luego a las bases (fn)n y (en)n,
deducimos que

∞∑
n=1

∥Aẽn∥2 =
∞∑

m=1

∥A∗fm∥2 =
∞∑
n=1

∥Aen∥2 ,

luego, la cantidad
∑∞

n=1 ∥Aen∥2 es independiente de la base ortonormal (en)n
escogida.

Problema 6.4 Sea A : H 7→ H′ un operador lineal y acotado, H y H′ espa-
cios de Hilbert. Se dice que A es un operador del tipo Hilbert-Schmidt17 si
existe una base ortonormal completa (ϕn)n en H tal que

∑∞
n=1 ∥Aϕn∥2 <

+∞. Prueba que:

17Como hemos visto en el problema anterior 6.3 la suma
∑∞

n=1 ∥Aϕn∥2 es indepen-
diente de la base.
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250 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

1. El espacio de todos los operadores del tipo Hilbert-Schmidt son un
subespacio vectorial del espacio B(H,H′) de los operadores lineales
y acotados, i.e, prueba que si A y B son del tipo Hilbert-Schmidt,
entonces A+B y λA también lo son.

2. A es del tipo Hilbert-Schmidt si y solo si A∗ lo es.

Solución: 1. Para probar que la suma A+B es del tipo Hilbert-Schmidt usamos
que

∥(A+B)ϕn∥2 = ∥Aϕn +Bϕn∥2 ≤ 2(∥Aϕn∥+ ∥Bϕn∥2),

que se sigue directamente de la desigualdad del paralelogramo (5.1.3) tomando
x = Aϕn e y = Bϕn, y, por tanto, la serie

∑∞
n=1 ∥(A+B)ϕn∥2 converge. Que λA

es del tipo Hilbert-Schmidt es inmediato ya que ∥(λA)ϕn∥ = |λ|∥Aϕn∥.

2. Basta usar el resultado del Problema 6.3.

Problema 6.5 Prueba que el operador integral T del Problema 6.1, cuan-
do k(t, τ) satisface la condición∫ 1

0

∫ 1

0

|k(t, τ)|2dtdτ < +∞, (6.6.3)

es un operador del tipo Hilbert-Schmidt (ver Problema 6.4).

Solución: Sea (ϕn)n una base ortonormal de L2([0, 1]).

(Tϕn)(t) =

∫ 1

0
k(t, τ)ϕn(τ)dτ = ⟨kt, ϕn⟩,

donde kt(τ) := k(t, τ), es decir, consideramos t como un parámetro y τ es la
variable. Ahora bien, (ϕn)n es a su vez una base completa18 de L2([0, 1]), así que
usando la identidad de Parseval (5.2.5) para la función kt, como función de τ ,
tenemos

∞∑
n=1

∥Tϕn∥2 =
∞∑
n=1

∫ 1

0
|⟨kt, ϕn⟩|2dt =

∫ 1

0

( ∞∑
n=1

|⟨kt, ϕn⟩|2
)
dt =

∫ 1

0
∥kt∥2dt

=

∫ 1

0

(∫ 1

0
|kt(τ)|2dτ

)
dt =

∫ 1

0

∫ 1

0
|kt(τ)|2dτdt < +∞.

Nótese que en la secuencia de igualdades hemos intercambiado la serie con la
integral, lo cual no es obvio en general, no obstante si k(t, τ) es una función

18Esto es consecuencia, por ejemplo, de la propiedad 4. del Teorema 5.2.5.
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continua en un compacto (como es el caso) es cierto, o si k(t, τ) es integrable
podemos usar el Teorema de la convergencia dominada. Finalmente, para la últi-
ma igualdad podemos usar el Teorema de Fubini que nos asegura que si se tiene
(6.6.3), entonces kt ∈ L2([0, 1]) y además se tiene la última igualdad de la expre-
sión anterior.

Problema 6.6 Sea un operador lineal y acotado T : H 7→ H, H un espacio
de Hilbert. Entonces existen dos únicos operadores autoadjuntos19 A,B
de H en H tales que

T = A+ iB, A =
T + T ∗

2
, B =

T − T ∗

2i
. (6.6.4)

Solución: Como T es un operador lineal y acotado en un espacio de Hilbert,
existe su adjunto T ∗. Un cálculo directo usando la Proposición 6.1.4 se tiene que
los operadores A y B definidos mediante la fórmula anterior son efectivamente
autoadjuntos. Probemos que la descomposición T = A + iB es única. Para ello
supongamos que existen otros operadores autoadjuntos A ̸= Ã y B ̸= B̃ tales que
T = Ã+iB̃. Entonces T ∗ = Ã∗−iB̃∗ = Ã−iB̃, luego T+T ∗ = 2Ã y T−T ∗ = 2iB̃,
de donde se sigue que A = Ã y B = B̃, lo cual es una contradicción.

Problema 6.7 Sea un operador lineal y acotado T : H 7→ H, H un es-
pacio de Hilbert y sea A un operador autoadjunto. Prueba que T ∗AT es
autoadjunto.

Solución: Es inmediato de la definición de operador autoadjunto y la propiedad
7 de la Proposición 6.1.4.

Problema 6.8 Prueba que si A es autoadjunto, entonces cualquier poli-
nomio con coeficientes reales de A, i.e., Pn(A) = a0I + a1A + · · · + anA

n,
a0, . . . , an ∈ R, también es autoadjunto.

Solución: Es inmediato del Ejercicio 6.2.3.

Problema 6.9 Prueba que si A ∈ B(H), H espacio de Hilbert, entonces
N (A) = (I(A∗))⊥. Es decir, el (espacio) núcleo de un operador lineal acotado
coincide con el complemento ortogonal de la imagen (rango) de su adjunto
A∗.

19A la descomposición (6.6.4) se denomina descomposición cartesiana de un operador.
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252 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

Solución: Como A ∈ B(H), entonces existe el adjunto A∗ de A. Sea x ∈ N (A),
i.e., Ax = 0. por tanto,

⟨x,A∗y⟩ = ⟨Ax, y⟩ = 0,

i.e., si x ∈ N (A), entonces x⊥A∗y para todo y ∈ H y, por tanto, x ∈ (I(A∗))⊥,
luego, N (A) ⊆ (I(A∗))⊥. Por otro lado, si x⊥I(A∗), entonces

∀y ∈ H, 0 = ⟨x,A∗y⟩ = ⟨Ax, y⟩ ⇒ (punto 4. del Ejercicio 5.1.2) Ax = 0,

i.e., x ∈ N (A), luego (I(A∗))⊥ ⊆ N (A), de donde se sigue el resultado.

Problema 6.10 Sea un operador lineal y acotado A : H 7→ H, H un espa-
cio de Hilbert. Se dice que A es antihermítico si A∗ = −A. Prueba que A es
antihermítico si y solo si el operador B = iA es hermítico (autoadjunto).

Solución: Si A∗ = −A, entonces multiplicando por i y usando la Proposición
6.1.4 tenemos (iA)∗ = iA, luego B es autoadjunto. Que B autoadjunto implica
que A es antihermítico es inmediato.

Problema 6.11 Un operador lineal y acotado A : H 7→ H, H espacio de
Hilbert sobre C, se dice que es positivo si ⟨Az, z⟩ ≥ 0 para todo z ∈ H y se
denota por A ≥ 0. Prueba las siguientes afirmaciones:

1. Si A ≥ 0 entonces A es autoadjunto (ver Teorema 6.2.2).

2. Si A ≥ 0, B ≥ 0, y α ≥ 0, entonces A+B ≥ 0 y αA ≥ 0.

3. Si A ≥ 0 y T : H 7→ H, lineal y acotado, entonces T ∗AT ≥ 0.

4. Cualquiera sea A : H 7→ H, lineal y acotado, A∗A ≥ 0.

5. Si A ≥ 0, B ≥ 0 y A+B = Θ, entonces A = B = Θ (Θ es el operador
nulo del Ejemplo 4.4.3).

6. Si A ≥ 0 entonces, para todos x, y ∈ H se cumple

|⟨Ax, y⟩|2 ≤ ⟨Ax, x⟩⟨Ay, y⟩.

7. Si A ≥ 0, entonces Ax = 0 si y solo si ⟨Ax, x⟩ = 0 (usa el punto
anterior).
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Ayuda para probar 6: Usa que A ≥ 0, i.e., ⟨Av, v⟩ ≥ 0, para todo v ∈ H. Elige
v = x+ λ⟨Ax, y⟩y, con λ ∈ R y razona como en la prueba del Teorema 5.1.6.

Solución: 1. Si A es positivo, entonces ⟨Ax, x⟩ ≥ 0, o sea ⟨Ax, x⟩ ∈ R. Enton-
ces el Teorema 6.2.2 nos asegura que A es autoadjunto. No obstante daremos
una prueba general que no necesita del Teorema 6.2.2. Por un lado tenemos la
identidad20

⟨Ax, y⟩ = 1

4

(
⟨A(x+ y), x+ y⟩ − ⟨A(x− y), x− y⟩

+ i
[
⟨A(x+ iy), x+ iy⟩ − ⟨A(x− iy), x− iy⟩

])
,

y, por el otro, intercambiando x e y, obtenemos

⟨Ay, x⟩ = 1

4

(
[⟨A(y + x), y + x⟩ − ⟨A(y − x), y − x⟩]

+ i⟨A(y + ix), y + ix⟩ − i⟨A(y − ix), y − ix⟩
)

=
1

4

(
[⟨A(x+ y), x+ y⟩ − ⟨A(x− y), x− y⟩]

− i
[
⟨A(x+ iy), x+ iy⟩ − ⟨A(x− iy), x− iy⟩

])
= ⟨Ax, y⟩.

La última igualdad se sigue de comparar el valor obtenido de ⟨Ay, x⟩ con en valor
de ⟨Ax, y⟩ obtenido antes pues, por hipótesis, las expresiones entre corchetes, son
reales (recuérdese que ⟨Az, z⟩ ≥ 0 para todo z ∈ H, en particular para z = x± iy
y z = x± y). Luego tenemos,

⟨Ax, y⟩ = ⟨Ay, x⟩ = ⟨x,Ay⟩,

de donde se sigue que A = A∗.

2. ⟨(A+B)x, x⟩ = ⟨Ax, x⟩+ ⟨Bx, x⟩ ≥ 0, ⟨(αA)x, x⟩ = α⟨Ax, x⟩ ≥ 0.

3. ⟨T ∗ATx, x⟩ = ⟨ATx, Tx⟩ = ⟨A(Tx), (Tx)⟩ = ⟨Az, z⟩ ≥ 0.

4. ⟨A∗Ax, x⟩ = ⟨Ax,Ax⟩ ≥ 0.

5. Se sigue de

0 = ⟨(Θ)x, x⟩⟨(A+B)x, x⟩ = ⟨Ax, x⟩+ ⟨Bx, x⟩ ≥ 0,

20Cuya comprobación, que es directa usando las propiedades del producto escalar,
dejamos al lector como ejercicio.
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254 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

pues, por hipótesis, para todo x ∈ H, ⟨Ax, x⟩ ≥ 0 y ⟨Bx, x⟩ ≥ 0, luego ⟨Ax, x⟩ = 0
y ⟨Bx, x⟩ = 0 para todo x ∈ H, y del corolario 6.2.7 (por 1. A y B son autoad-
juntos) se sigue que A y B son el operador nulo.

6. Efectivamente, calculamos ⟨Av, v⟩ ≥ 0, con v = x+ λ⟨Ax, y⟩y, y λ ∈ R

0 ≤ ⟨Av, v⟩ = ⟨Ax, x⟩+ λ2|⟨Ax, y⟩|2⟨Ay, y⟩+ λ
(
⟨Ax, y⟩⟨Ay, x⟩+ ⟨Ax, y⟩⟨Ax, y⟩

)
.

Como A es positivo, entonces es autoadjunto (ver punto 1), luego ⟨Ax, y⟩⟨Ay, x⟩ =
⟨Ax, y⟩⟨x,Ay⟩ = ⟨Ax, y⟩⟨Ax, y⟩, de donde tenemos

λ2|⟨Ax, y⟩|2⟨Ay, y⟩+ 2λ|⟨Ax, y⟩|2 + ⟨Ax, x⟩ ≥ 0.

El miembro derecho de la desigualdad anterior es un polinomio en λ de grado 2,
así que su discriminante ha de ser menor o igual a cero, luego

4|⟨Ax, y⟩|4 ≤ 4|⟨Ax, y⟩|2⟨Ay, y⟩⟨Ax, x⟩,

de donde se sigue el resultado21.

7. Si Ax = 0 es obvio que ⟨Ax, x⟩ = 0. Si ⟨Ax, x⟩ = 0, entonces el punto 6
anterior nos dice que, para todo y ∈ H, ⟨Ax, y⟩ = 0, luego el punto cuatro del
Ejercicio 5.1.2 implica que Ax = 0.

Problema 6.12 Prueba que el operador T definido en el Ejemplo 6.2.9 es
positivo si y solo si para todo n, µn ≥ 0. Otro ejemplo de operador positivo
es el operador multiplicación (ver Ejemplo 6.1.2) cuando f(t) ≥ 0 en [a, b].

Solución: Usando las expresiones (6.2.3) y (6.2.6) obtenemos que, para todo
x ∈ H,

⟨Tx, x⟩ =
∞∑
k=1

µk|ck|2,

de donde se sigue que, si µk ≥ 0 para todo k, T es positivo. Por otro lado, usando
(6.2.2), y teniendo en cuenta que T ≥ 0, tenemos que, para todo n ∈ N,

0 ≤ ⟨Tϕn, ϕn⟩ = µn,

de donde se sigue el resultado. Para el caso del operador de multiplicación

⟨Tx, x⟩ =
∫ b

a
f(t)|x(t)|2dτ ≥ 0,

si f(t) ≥ 0 en [a, b].

21Se asume que A ̸= Θ.
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Problema 6.13 Sean U, V : H 7→ H, dos operador unitarios en un espacio
de Hilbert H ̸= {0}. Prueba que

1. U es una isometría, i.e., ∥Ux∥ = ∥x∥ para todo x ∈ H.

2. ∥U∥ = 1.

3. Su inverso U−1 es unitario.

4. UV es unitario

5. U es normal.

Solución: Recordemos que U es unitario si U∗ = U−1. Para probar 1. tenemos

∥Ux∥2 = ⟨Ux,Ux⟩ = ⟨x, U∗Ux⟩ = ⟨x, U−1Ux⟩ = ⟨x, x⟩ = ∥x∥2.

2. Se sigue de lo anterior pues ∥Ux∥/|x∥ = 1, para todo x ∈ H \ {0}. Veamos 3.
Como U es biyectivo U−1 lo es, además, como U es unitario

U−1 = U∗ ⇒ (U−1)∗ = (U∗)∗ = U = (U−1)−1 ⇒ (U−1)−1 = (U−1)∗.

4. (UV )∗(UV ) = (V ∗U∗)(UV ) = V ∗(U∗U)V = V ∗V = I. 5. Como U−1 = U∗,
entonces U∗U = UU∗ = I.

Problema 6.14 Sea A ∈ B(H) un operador lineal compacto y B ∈ B(H)
uno acotado, H espacio de Hilbert. Entonces los operadores AB y BA son
compactos.

Solución: Sea (xn)n una sucesión acotada de H. Como B es acotado, entonces
la sucesión (Bxn)n es acotada y como A es compacto, de la sucesión (ABxn)n se
puede extraer una subsucesión convergente, luego AB es compacto. Sea ahora
(xn)n una sucesión acotada de H. Como A es compacto, existe una subsucesión
(Axnk

)k de (Axn)n que converge. Ahora bien, B es acotado, luego es continuo
(ver Teorema 4.4.18), por lo que la subsucesión (BAxnk

)k converge, luego BA

es compacto.

Problema 6.15 Sea A ∈ B(H), H espacio de Hilbert, y I(A) = H. Prueba
que si A tiene inverso, y dicho inverso es acotado, entonces el adjunto A∗

es invertible y (A∗)−1 = (A−1)∗. Si además, A es autoadjunto, entonces
A−1 también lo es.
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256 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

Solución: Probaremos que (A−1)∗A∗x = A∗(A−1)∗x para todo x ∈ H de donde
se deduce el resultado. Sea y ∈ H cualquiera, entonces, como A−1 es acotado,
existe (A−1)∗, y, por tanto

⟨y, (A−1)∗A∗x⟩ = ⟨A−1y,A∗x⟩ = ⟨AA−1y, x⟩ = ⟨y, x⟩
= ⟨A−1Ay, x⟩ = ⟨Ay, (A−1)∗x⟩ = ⟨y,A∗(A−1)∗x⟩,

de donde, usando la propiedad 4. del Ejercicio 5.1.2 se sigue que (A−1)∗A∗x =

A∗(A−1)∗x. Si A es autoadjunto, entonces A = A∗, luego (A−1)∗ = (A∗)−1 =

A−1, luego A−1 es autoadjunto.

Problema 6.16 Prueba que si A ∈ B(H) es compacto y H es de dimensión
infinita, entonces, si existe el inverso de A, A−1 no puede ser acotado.

Solución: Supongamos que A es invertible y su inversa A−1, es acotada. Enton-
ces, AA−1 = A−1A = I. Pero por el Ejercicio 6.14 sabemos que si A es compacto
entonces AA−1 y A−1A tienen que ser compactos, pero I, no es compacto cuando
H es de dimensión infinita (ver Ejercicio 6.4.3).

Problema 6.17 Sea H un espacio de Hilbert, sea A : H 7→ H un operador
lineal en H y sea σ(A) el espectro de A. Prueba que

1. σ(A) = σ(A∗).

2. σ(A−1) = {λ−1 : 0 ̸= λ ∈ σ(A)}.

3. [σ(A)]n = σ(An), para n = 1, 2, 3, . . . .

Solución: Para el primero usamos que (A − λI)∗ = A∗ − λI, de donde se sigue
el resultado. Para la segunda implicación tenemos que, si existe A−1, entonces

(A−1 − λI) = −λA−1(A− λ−1I),

luego λ ∈ σ(A−1) si y solo si λ−1 ∈ σ(A).

Veamos la tercera. Para ello escribimos

λnI −An = (λn−1A+ λn−2A2 + · · ·+A)(λI −An−1)(λI −A).

Como (λI − A) es no invertible, entonces λnI − An tampoco lo es. Para ello
basta recordar que un operador es invertible si y solo si su núcleo solo contiene
el elemento x = 0. Dado que (λI − A) no es invertible, existe x ̸= 0 tal que
(λI − A)x = 0, y por tanto, para ese x, (λnI − An)x = 0. Luego λn ∈ σ(An), y,
por tanto, [σ(A)]n ⊂ σ(An). Por otro lado, sea µ ∈ σ(An) y sea λ alguna de las
raíces n-ésimas de µ, entonces de la factorización anterior se sigue que al menos
alguna de dichas λ está en el espectro de A, λ ∈ σ(A), luego σ(An) ⊂ [σ(A)]n.
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Problema 6.18 Prueba queA : H 7→ H, H espacio de Hilbert, es compacto
si y solo si A∗A es compacto.

Solución: Si A es compacto, A∗ es compacto (por el Teorema 6.4.11) luego su
producto es compacto (basta con que A∗ sea acotado, ver ejercicio 6.14). Supon-
gamos que A∗A es compacto y sea (xn)n una sucesión acotada. Entonces existe
una subsucesión (yk)k de (xn)n tal que (A∗Ayk)k es convergente y, por tanto,
de Cauchy, i.e., si n,m, son lo suficientemente grandes, ∥A∗Ayn − A∗Aym∥ <
ε/(2M), donde M = supk ∥yk∥. Entonces, si n,m son lo suficientemente grandes,

∥Ayn −Aym∥2 = ⟨A(yn − ym), A(yn − ym)⟩ = ⟨A∗A(yn − ym), yn − ym⟩
≤ ∥A∗A(yn − ym)∥∥yn − ym∥ ≤ 2M∥A∗A(yn − ym)∥ < ε,

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. O sea, (Ayk)k es de
Cauchy, luego es convergente pues H es completo.

Problema 6.19 Prueba que si A es un operador del tipo Hilbert-Schmidt,
entonces es compacto. El recíproco no es cierto. Encuentra un ejemplo de
operador compacto que no sea de Hilbert-Schmidt.

Solución: Sea A un operador de tipo Hilbert-Schmidt (ver Problema 6.3) y sea
(en)n una base ortonormal de H. Entonces, x =

∑∞
n=1⟨x, en⟩en. Definamos la

sucesión de operadores Ak : H 7→ H

Akx = Ak

( ∞∑
n=1

⟨x, en⟩en

)
=

k∑
n=1

⟨x, en⟩Aen.

Nótese que Ak es tal que Akx = Ax si nos restringimos a las x ∈ span (Ae1, . . . , Aek),
es decir, Akx = 0 para todo x ̸∈ span (Ae1, . . . , Aek). Luego los operadores Ak

son de rango finito pues dim I(Ak) ≤ k, para cada k ∈ N. Probemos que Ak → A
cuando k → ∞ en la norma de operadores, luego por el teorema 6.4.10, A es
compacto. Tenemos que

Ax−Akx =

∞∑
n=k+1

⟨x, en⟩en ⇒ ∥(A−Ak)x∥ ≤
∞∑

n=k+1

|⟨x, en⟩|∥Aen∥.

Usando la desigualdad de Hölder (3.7.3) con p = 2,

∥(A−Ak)x∥ ≤

( ∞∑
n=k+1

|⟨x, en⟩|2
) 1

2
( ∞∑

n=k+1

∥Aen∥2
) 1

2

≤

( ∞∑
n=1

|⟨x, en⟩|2
) 1

2
( ∞∑

n=k+1

∥Aen∥2
) 1

2

= ∥x∥2
( ∞∑

n=k+1

∥Aen∥2
) 1

2

,

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l
258 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

donde, para la última desigualdad hemos usado la identidad de Parseval (5.2.5).
Luego, tomado el supremo en ∥x∥ = 1 obtenemos

∥A−Ak∥ ≤

( ∞∑
n=k+1

∥Aen∥2
) 1

2

→ 0, k → ∞,

pues
∑∞

n=k+1 ∥Aen∥2 es la cola de la serie convergente
∑∞

n=1 ∥Aen∥2 ya que A es
un operador de tipo Hilbert-Schmidt.

Sea el operador T : ℓ2 7→ ℓ2 definido en el 6.2.9. Si µn → 0, T es compacto
(véase el Problema 6.20). Sea la sucesión (µn)n, µn = 1/

√
n → 0. Dado que∑∞

n=1 ∥Tϕn∥2 =
∑∞

n=1 1/n diverge, T no puede ser de tipo Hilbert-Schmidt.

Problema 6.20 Prueba que el operador T definido en el Ejemplo 6.2.9 es
compacto si y solo si µn → 0.

Solución: Sea (ϕn)n una base ortonormal de H completa de H. Si T es compacto,
entonces por el Teorema 6.5.10, Tϕn → 0, luego, como Tϕn = µnϕn, µn → 0.

Supongamos ahora que µn → 0 cuando n → ∞. Entonces, podemos definir
una sucesión Tk de operadores de rango finito y, por tanto, compactos (véase
Ejercicio 6.4.8), similar a la usada en el Ejemplo 6.19, i.e.,

Tkx = Tk

( ∞∑
n=1

⟨x, ϕn⟩ϕn

)
=

k∑
n=1

⟨x, ϕn⟩Tϕn =

k∑
n=1

µn⟨x, ϕn⟩ϕn.

Entonces

∥(T − Tk)x∥2 ≤
∞∑

n=k+1

|µk|2|⟨x, ϕn⟩|2 ≤
(
sup
n>k

|µn|2
) ∞∑

n=1

|⟨x, ϕn⟩|2

≤
(
sup
n>k

|µn|2
)
∥x∥2 ⇒ ∥T − Tk∥ ≤

(
sup
n>k

|µn|2
)
.

Pero como µn → 0, entonces supn>k |µn|2 → 0, de donde, por el Teorema 6.4.10,
se deduce el resultado.

Problema 6.21 Prueba que el operador T : L2([0, 1]) 7→ L2([0, 1]), defi-
nido en el Problema 6.1, es compacto si se cumple la condición (6.6.3).
Ayuda: Usa los Problemas 6.5 y 6.19.

Problema 6.22 Sea A : H 7→ H, H, espacio de Hilbert real, un operador
autoadjunto. Prueba, sin usar el Corolario 6.2.7, que si ⟨Ax, x⟩ = 0, para
todo x ∈ H, entonces A = Θ, i.e, A es el operador nulo.

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l
6.6. Problemas 259

Solución: En general, el resultado se sigue del Corolario 6.2.7. Si H es un espacio
de Hilbert complejo, entonces podemos usar el Lema 6.2.1. Hagamos una prueba
directa cuando H es real. Notemos que, para todos x, y ∈ H, tenemos, definiendo
el vector v = x+ y, que

0 = ⟨Av, v⟩ = ⟨A(x+ y), x+ y⟩ = ⟨Ax, x⟩+ ⟨Ay, y⟩+ ⟨Ax, y⟩+ ⟨Ay, x⟩
= ⟨Ax, y⟩+ ⟨Ay, x⟩ = ⟨Ax, y⟩+ ⟨x,Ay⟩ = ⟨Ax, y⟩+ ⟨A∗x, y⟩ = 2⟨Ax, y⟩.

Luego, por la propiedad 4. del Ejercicio 5.1.2 tenemos que Ax = 0 para todo
x ∈ H, luego A es el operador nulo A = Θ.

Problema 6.23 Prueba que un operador acotado T : H 7→ H, H, espacio
de Hilbert es normal si y solo si ∥Tx∥ = ∥T ∗x∥ para todo x ∈ H.

Solución: En efecto, si T es normal TT ∗ = T ∗T , luego, para todo x ∈ H,

∥Tx∥2 = ⟨Tx, Tx⟩ = ⟨T ∗Tx, x⟩ TT ∗=T ∗T
= ⟨TT ∗x, x⟩ = ⟨T ∗x, T ∗x⟩ = ∥T ∗x∥2.

De lo anterior se sigue que si ∥Tx∥ = ∥T ∗x∥ para todo x ∈ H, entonces

⟨T ∗Tx, x⟩ = ⟨TT ∗x, x⟩ ⇒ ⟨(T ∗T − TT ∗)x, x⟩ = 0, ∀x ∈ H.

Pero el operador A = (T ∗T −TT ∗) es autoadjunto pues A∗ = (T ∗T )∗− (TT ∗)∗ =

T ∗T − TT ∗ = A, luego el Corolario 6.2.7 implica A = Θ, de donde se sigue que
T ∗T = TT ∗, i.e., T es normal.

Problema 6.24 Prueba que un operador acotado T : H 7→ H, H, espacio
de Hilbert, es normal si y solo si los operadores autoadjuntos A y B de su
forma cartesiana (6.6.4) conmutan, i.e., AB = BA.

Solución: Usando (6.6.4) tenemos

TT ∗ = A2 +B2 + i(BA−AB), T ∗T = A2 +B2 − i(BA−AB) ⇒

TT ∗ − T ∗T = 2i(BA−AB).

Luego, si T es normal TT ∗ = T ∗T por tanto AB = BA, y si AB = BA, entonces
TT ∗ = T ∗T .

Problema 6.25 Prueba que si T : H 7→ H, T ∈ B(H), H espacio de Hil-
bert, es normal, entonces ∥T n∥ = ∥T∥n, n ∈ N.
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Solución: Está claro que ∥Tn∥ ≤ ∥T∥n (ver Problema 4.13). Probemos que
∥Tn∥ ≥ ∥T∥n, de donde se seguiría el resultado. Para ello probaremos que
∥Tnx∥ ≥ ∥Tx∥n, para todo x ∈ H con ∥x∥ = 1. Como el operador T es aco-
tado, T ∗ lo es y, por tanto, T ∗T también. Nótese que

∥Tx∥2 = ⟨Tx, Tx⟩ = ⟨T ∗Tx, x⟩ ≤ ∥T ∗Tx∥∥x∥ = ∥T ∗(Tx)∥ = ∥T 2x∥,

donde hemos usado que ∥x∥ = 1 y además que como T es normal, entonces
∥Ty∥ = ∥T ∗y∥ para todo y (ver Problema 6.23). Está claro de lo anterior que
∥Tnx∥ ≥ ∥Tx∥n para n = 1, 2. Supongamos que es cierto para n = m, i.e.,
∥Tmx∥ ≥ ∥Tx∥m, y probémoslo para n = m+ 1. Supongamos que Tx ̸= 0, pues
en caso contrario sería trivial (T = Θ). Para todo x ∈ H, Tx ̸= 0, definamos el
vector y = Tx/∥Tx∥ ∈ H, ∥y∥ = 1. Tenemos, usando la hipótesis de inducción
∥Tmy∥ ≥ ∥Ty∥m, que

∥Tm+1x∥ = ∥Tx∥∥Tmy∥ ≥ ∥Tx∥∥Ty∥m = ∥Tx∥1−m∥T 2∥m ≥ ∥Tx∥1−m∥Tx∥2m

= ∥Tx∥m+1,

de donde se sigue, pues ∥x∥ = 1, que ∥Tnx∥ ≥ ∥Tx∥n, y, por tanto ∥Tnx∥ =

∥Tx∥n.

Problema 6.26 Sea A : H 7→ H, H, espacio de Hilbert, y sea λ un auto-
valor del mismo. Prueba que si A es positivo, entonces λ ≥ 0 y si A es
unitario entonces |λ| = 1.

Solución: Si A es positivo, entonces 0 ≤ ⟨Ax, x⟩ = λ∥x∥, luego λ ≥ 0. Si U es
unitario, ∥x∥2 = ∥Ux∥2 = |λ|2∥x∥2, de donde se sigue el resultado.

Problema 6.27 Prueba que un operador lineal acotado es de proyección
(ver Problema 5.12) si y solo si es autoadjunto e idempotente.

Solución: Si P es de proyección sobre un cerrado M ⊂ H, P es lineal, acotado
e idempotente (ver Problema 5.12). Probemos que P es autoadjunto. Para ello
notemos que por definición, si x ∈ H entonces, x = y+y⊥, con y ∈ M , y⊥ ∈ M⊥,
Px = y, y si z ∈ H, z = w + w⊥, w ∈ M , w⊥ ∈ M⊥, Pz = w. Entonces, para
todos x, z ∈ H,

⟨Px, z − Pz⟩ = ⟨y, w⊥⟩ = 0, pues y ∈ M, w⊥ ∈ M⊥.

Probemos que P = P ∗. Para ello notamos que

⟨Px, z⟩ = ⟨Px, Pz⟩+ ⟨Px, z − Pz⟩︸ ︷︷ ︸
=0

= ⟨Px, Pz⟩+ ⟨x− Px, Pz⟩︸ ︷︷ ︸
=0

= ⟨x, Pz⟩.

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l
6.6. Problemas 261

Supongamos que P : H → H es autoadjunto e idempotente. Definamos el con-
junto M = {x ∈ H : Px = x}. Está claro que M es no vacío (x = 0 ∈ M). Como
P es acotado, entonces P es continuo, así que si xn → x, se tiene Pxn → Px.
Sean (xn)n ∈ M . Entonces xn = Pxn → Px = x, luego x ∈ M , luego M es
cerrado. Ahora bien, Px ∈ M , pues P 2x = P (Px) = Px (es idempotente), luego
Py = y, y = Px ∈ M . Probemos que x − Px ∈ M⊥, luego para todo x ∈ H
tendremos que x = y + y⊥, y = Px ∈ M y y⊥ ∈ M⊥, i.e., P es de proyección
sobre el espacio M . Sea z ∈ M cualquiera. Entonces

⟨x− Px, z⟩ = ⟨x, z⟩ − ⟨Px, z⟩ = ⟨x, z⟩ − ⟨x, Pz⟩ = ⟨x, z⟩ − ⟨x, z⟩ = 0,

pues P es autoadjunto y Pz = z, por construcción.

Problema 6.28 Sea A : H 7→ H, H espacio de Hilbert, un operador lineal
autoadjunto y compacto y sea Pn el operador de proyección al subespacio
de los autovectores asociados al autovalor λn. Prueba que para todo n,
APn = λnPn. Usando lo anterior prueba que para k = 1, 2, . . . , Akx =∑

n λ
k
nPnx para todo x ∈ H. De hecho se tiene que Ak =

∑
n λ

k
nPn.

Solución: Que APnx = λnPnx, para todo x ∈ H, se sigue directamente de
(6.5.3). Luego, para todo x ∈ H, ∥(APn − λnPn)x∥ = 0, lo que significa que
∥APn − λnPn∥ = sup∥x∥=1 ∥(APn − λnPn)x∥ = 0, luego APn − λnPn = 0, en la
norma de operadores. Para la segunda parte, basta notar que,

A2x = A(Ax) = A

(∑
n

λn⟨x, xn⟩xn

)
=
∑
n

λn⟨x, xn⟩Axn =
∑
n

λ2
n⟨x, xn⟩xn,

donde hemos usado la fórmula (6.5.2), la continuidad de A y que Axn = λnxn.
Para el resto de las potencias Ak se procede de forma análoga mediante induc-
ción. La convergencia en norma de operadores de que Ak =

∑
n λ

k
nPn se demues-

tra de forma análoga a como se hizo para demostrar (6.5.6) (el caso infinito, pues
en el caso de una suma finita es similar al primer apartado del problema). Esta
claro además que todos los operadores Ak son autoadjuntos y compactos (¿por
qué?).

Problema 6.29 Sea A : H 7→ H, H espacio de Hilbert, un operador li-
neal autoadjunto y compacto. Prueba que si para cierto k ∈ N, Ak = Θ
(operador nulo), entonces A es el operador nulo. Ayuda: Prueba que Ak es
autoadjunto y compacto y usa el Teorema espectral 6.5.13 para probar que todos
autovalores de Ak son cero, de donde se deduce, de nuevo usando el Teorema
espectral que A = Θ.
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262 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

Solución: Que Ak es autoadjunto se deduce de la Proposición 6.2.4 y que es
compacto del Problema 6.14. Como Ak = Θ, entonces los autovalores µn de Ak

son los mismos de Θ, pero para Θ obviamente la ecuación Θx = 0 = µnx tiene
como única solución µn = 0 para todo x ̸= 0 de H. Pero entonces, usando (6.5.2),
y razonando como en el problema anterior

Ax =
∑
n

λn⟨x, xn⟩xn ⇒ Akx =
∑
n

λk
n⟨x, xn⟩xn,

donde λn son los autovalores de A, entonces 0 = µn = λk
n, luego los autovalores

de A son todos nulos y usando nuevamente (6.5.2) obtenemos que A = 0.

Problema 6.30 Sea A : H 7→ H, H espacio de Hilbert, un operador lineal
autoadjunto y compacto y sea f : R 7→ R una función real tal que f(λ) → 0
si λ→ 0, f(0) = 0. En estas condiciones definiremos la función f(A) de la
siguiente forma

f(A) =
∞∑
n=1

f(λn)Pn, A =
∞∑
n=1

λnPn, (6.6.5)

donde Pn son los operadores de proyección ortogonal definidos en (6.5.3).
Prueba que el operador f(A) está bien definido y que es lineal, autoadjun-
to y compacto. Como aplicación encuentra el operador

√
A de un operador

compacto y definido positivo A.

Solución: Probar que f(A) está bien definido es casi igual que la prueba de la
fórmula (6.5.6), i.e., hay que probar que la sucesión de sumas parciales fi(A) =∑i

n=1 f(λn)Pn es de Cauchy. Así, para todos k > m,

∥fk(A)(x)− fm(A)(x)∥2 =

∥∥∥∥∥
k∑

n=m+1

f(λn)Pnx

∥∥∥∥∥
2

=

〈
k∑

n=m+1

f(λn)Pnx,

k∑
i=m+1

f(λn)Pix

〉
=

k∑
n=m+1

f(λn)
2|⟨x, xn⟩|2.

Como λn → 0, y f(λn) → 0 entonces si tomamos n suficientemente grande
podemos hacer |f(λn)| < ε, cualquiera sea ε > 0. Luego, para todo n > N ,
f(λn)

2 < ε2, cualquiera sea ε > 0. Así, para todo n > N ,

∥fk(A)(x)− fm(A)(x)∥2 =
k∑

n=m+1

f(λn)
2|⟨x, xn⟩|2 ≤ ε2∥x∥2.

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l
6.6. Problemas 263

Luego ∥fk(A)(x) − fm(A)(x)∥, i.e., fi(A) =
∑i

n=1 f(λn)Pn es de Cauchy, luego
es convergente, por tanto

ĺım
N→∞

N∑
n=1

f(λn)Pn =
∞∑
n=1

f(λn)Pn = f(A),

en la norma de operadores. La linealidad se sigue de la linealidad de los opera-
dores fk(A).

Que f(A) es autoadjunto se deduce directamente del Teorema 6.2.5. Una
prueba directa usando la continuidad del producto escalar es como sigue:

⟨f(A)x, y⟩ =
∞∑
n=1

⟨f(λn)Pnx, y⟩ =
∞∑
n=1

f(λn)⟨Pnx, y⟩ =
∞∑
n=1

f(λn)⟨x, Pny⟩

=
∞∑
n=1

⟨x, f(λn)Pny⟩ = ⟨x, f(A)y⟩.

Como los Pn son compactos (ver Ejemplo 6.4.7), entonces los operadores fk(A) =∑k
n=1 f(λn)Pn, son compactos para cada k (ver el Teorema 6.4.6), y como vimos

fk(A) → f(A), luego el Teorema 6.4.10 implica que f(A) es compacto.

Sea ahora A positivo. Entonces ⟨Ax, x⟩ ≥ 0 para todo x ∈ H. Entonces, por el
Teorema espectral (ver fórmula (6.5.2)) tenemos que, para todo m ∈ N,

0 ≤ ⟨Axm, xm⟩ =
∞∑
n=1

λn|⟨xm, xn⟩|2 = λm =⇒ λn ≥ 0, ∀n ∈ N.

Nótese que de lo anterior y usando el Teorema de Hilbert-Schmidt (ver expresión
(6.5.8)) se tiene que, para todo x ∈ H,

⟨Ax, x⟩ =
∞∑
n=1

λn|⟨x, xn⟩|2 ≥ 0 ⇐⇒ λn ≥ 0, ∀n ∈ N.

Sea ahora f : [0,∞) 7→ [0,∞), f(λ) = λα, α > 0. Entonces f(λ) → 0 si λ → 0,
f(0) = 0, luego podemos definir la función Aα, para todo α > 0,

Aα =
∞∑
n=1

λα
nPn.

Si elegimos α = 1/2 tenemos,

A1/2 =
∞∑
n=1

√
λnPn,

√
λn ∈ R. (6.6.6)
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264 Capítulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

Entonces, usando los resultados del Problema 6.28, A2 =
∑

n λ
2
nPn, luego

(
√
A)2 =

∞∑
n=1

(λ1/2
n )2Pn =

∞∑
n=1

λnPn = A,

es decir, la serie (6.6.6) es la raíz cuadrada del operador A definido positivo.

Problema 6.31 Sea A : H 7→ H, H espacio de Hilbert, un operador lineal
tal que se tiene una descomposición espectral de la forma (6.5.2)

Ax =
∑
n

λn⟨x, xn⟩xn,

donde (xn)n es una sucesión ortonormal de vectores de H, (λn)n es una
sucesión numérica (no necesariamente real) acotada. Si y pertenece a la
imagen de A, I(A), entonces una solución de la ecuación Ax = y es x =∑∞

n=1 λ
−1
n ⟨y, xn⟩xn.

Solución: Como y ∈ I(A), existe z ∈ H tal que y = Az. Entonces

⟨y, xn⟩ = ⟨Az, xn⟩ =

〈∑
j

λj⟨z, xj⟩xj , xn

〉
= λn⟨z, xn⟩ ⇒

la serie x =
∑∞

n=1 λ
−1
n ⟨y, xn⟩xn es convergente. En efecto, las sumas parciales de

dicha serie Xk =
∑k

n=1 λ
−1
n ⟨y, xn⟩xn son de Cauchy, pues si elegimos j suficien-

temente grande

∥Xm −Xj∥2 =
m∑

n=j+1

λ−2
n |⟨y, xn⟩|2 =

m∑
n=j+1

|⟨z, xn⟩|2 < ε2,

pues la sucesión ⟨z, xn⟩ es de ℓ2 (¿por qué). Como H es completo entonces Xn es
convergente. Como (λn)n es acotada, entonces A es acotado, por tanto continuo.
Entonces, como Axn = λnxn,

Ax =

∞∑
n=1

λ−1
n ⟨y, xn⟩Axn =

∞∑
n=1

⟨y, xn⟩xn =

∞∑
n=1

λn⟨z, xn⟩xn = Az = y,

de donde se deduce el resultado.

Problema 6.32 Sea A compacto y supongamos que A admite la siguiente
descomposición espectral

Ax =
∞∑
n=1

λn⟨x, xn⟩xn, xn ortonormales dos a dos,

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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entonces, para todo λ ̸∈ {0, λ1, λ2, . . . }, el operador A− λI es invertible y

(A− λI)−1x = −x
λ
+

1

λ

∑
n

λn
⟨x, xn⟩
λn − λ

xn.

Ayuda: Denota por Bx el miembro derecho de la ecuación anterior y prueba
que la serie Bx está bien definida y que además, para todo x ∈ X, se tiene que
(A− λI)Bx = B(A− λI)x = x.

Solución: En primer lugar comprobemos que la serie∑
n

λn
⟨x, xn⟩
λn − λ

xn, (*)

es convergente. Para ello probaremos que la sucesión vn =
∑n

k=1
⟨x,xn⟩
λn−λ xn es

acotada. En efecto,

∥vn∥2 = ⟨vn, vn⟩ =
n∑

k=1

∣∣∣∣ ⟨x, xn⟩λn − λ

∣∣∣∣2 ≤ sup
j

1

|λj − λ|2
n∑

k=1

|⟨x, xn⟩|2 ≤ M∥x∥2,

donde hemos usado la desigualdad de Bessel (5.2.3), que λn → 0 (A es compac-
to) y que para todo n ∈ N, λ ̸= λn.

Probemos ahora que la sucesión (Avn)n es de Cauchy. Entonces, si m > n,

∥Avn −Avm∥2 =
m∑

k=n+1

∣∣∣∣λk⟨x, xk⟩
λk − λ

∣∣∣∣2 ≤ sup
j

|λj |2

|λj − λ|2
m∑

k=n+1

|⟨x, xk⟩|2

≤ M
m∑

k=n+1

|⟨x, xk⟩|2
n→∞−→ 0,

donde nuevamente hemos usado la desigualdad de Bessel (5.2.3), que λn → 0 (A
es compacto) y que λ ̸= λn. Por otro lado, como vn es acotada, y A es compacto,
entonces existe una subsucesión (vnk

)k de (vn)n tal que Avnk
es convergente,

pero entonces (vn)n también es convergente (ver el apartado 2 del Problema
3.13), es decir, la serie (*) está bien definida.

Finalmente, mediante un cálculo directo, podemos comprobar que, efectiva-
mente, (A− λI)Bx = B(A− λI) = x, como queríamos probar.
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Capítulo 7

Otros resultados fundamentales
del Análisis Funcional

La ciencia se construye a base de hechos, de la
misma manera que una casa se construye con
piedras. Pero igual que un montón de piedras
no hace una casa, tampoco una acumulación de
hechos es una ciencia.

Henri Poincaré
En “La Science et l’hypothèse” (1902)

En este capítulo incluiremos varios teoremas sobre espacios normados
que, junto al Teorema de Banach-Steinhaus 4.5.1, constituyen resultados
clásicos del análisis funcional.

7.1. Funcionales en dimensión finita

Como vimos en el apartado 4.4 (ver la discusión tras la Nota 4.4.19), el
espacio de los funcionales lineales L(X,C), X espacio vectorial, es un es-
pacio lineal. Este espacio se suele denotar como X∗ y se denomina espacio
dual algebraico de X. Si X es además normado, entonces el Ejercicio 4.4.14
implica que el espacio de los funcionales lineales y acotados B(X,C) es un
espacio normado (además completo por el Ejercicio 4.4.20). Este espacio
se suele denotar como X′ y se denomina espacio dual de X o dual conju-
gado de X.
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Sea X un espacio normado de dimensión finita. Sea E = (ek)
n
k=1 una

base del mismo, i.e., para todo x ∈ X, x =
∑n

k=1 xkek. Sea f un funcional
lineal f : X 7→ C cualquiera. Entonces

f(x) =
n∑

k=1

xkf(ek) =
n∑

k=1

xkck, ck = f(ek), k = 1, . . . , n. (7.1.1)

Está claro que dicha representación es única y que, dados los números
ck = f(ek), k = 1, . . . , n, estos definen biunívocamente a f . De esta forma
podemos definir n funcionales f tomando las n-tuplas siguientes

a1 = δ1,j = (1, 0, . . . , 0, 0), . . . , an = δn,j = (0, 0, . . . , 0, 1), j = 1, 2, . . . , n,

que nos conducen, cada una de ellas, a los funcionales fk, k = 1, . . . , n,
tales que

fk(ej) = δj,k, j, k = 1, . . . , n, (7.1.2)

donde δj,k es el símbolo de Kronecker, i.e., δj,k = 1 si j = k y cero en otro
caso. De hecho se tiene que fk(x) = fk(

∑n
j=1 xjej) = xk, k = 1, . . . , n. Mos-

tremos que dichos funcionales fk son una base de X∗. Para ello notamos
que, para todo x ∈ X la ecuación

n∑
k=1

αkfk(x) = 0,

tiene como única solución αj = 0, j = 1, . . . , n, luego los funcionales
fk son linealmente independientes. Efectivamente, si tomamos x = ej,
entonces tenemos

0 =
n∑

k=1

αkfk(ej) = αj, ∀ j = 1, . . . , n.

Sea ahora f ∈ X∗ cualquiera. Entonces por (7.1.1)

f(x) =
n∑

k=1

xkck =
n∑

k=1

ckfk(x),

donde hemos usado que fk(x) = xk. O sea, cualquiera sea f ∈ X∗

f =
n∑

k=1

ckfk.
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Nótese que de lo anterior se sigue que dimX∗ = dimX.

La discusión anterior nos dice que, en general, en cualquier espacio
de dimensión finita podemos construir un funcional lineal y este siempre
será acotado independientemente de norma de X que elijamos, aunque
la propia norma del operador si que puede depender (como de hecho
ocurre en muchos casos) de la norma de X. Veamos ahora dos ejemplos
reveladores.

Ejemplo 7.1.1 Sea f : Rn
∞ 7→ R, i.e., ∥x∥ = ∥x∥∞ = máxk=1,...,n |xk|,

definido en (7.1.1). Calcular la norma de f .

Usando (7.1.1) tenemos que

|f(x)| ≤
n∑

k=1

|xk||ck| ≤ máx
k=1,...,n

|xk|
n∑

k=1

|ck| =
n∑

k=1

|ck|∥x∥ ⇒ ∥f∥ ≤
n∑

k=1

|ck|.

Sea ahora x̃ = (signo (c1), · · · , signo (cn). Claramente ∥x̃∥ = 1, f(x̃) =∑n
k=1 signo (ck)ck =

∑n
k=1 |ck| y, por tanto,

∥f∥ = sup
∥x∥=1

|f(x)| ≥ |f(x̃)| =
n∑

k=1

|ck| ⇒ ∥f∥ =
n∑

k=1

|ck|.

Nótese que si consideramos c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn, entonces
∑n

k=1 |ck| =
∥c∥1, es la norma 1 definida en el Ejemplo 4.2.4.

El ejemplo anterior nos lleva a preguntarnos si se puede considerar
que X′ = (Rn, ∥ · ∥1) es el espacio dual de X = (Rn, ∥ · ∥∞). Para ello
necesitaremos el concepto de isomorfismo entre espacios normados.

Definición 7.1.2 Diremos que dos espacios normados X1 y X2 sobre un
mismo cuerpo (R o C) son isomorfos si existe un operador T : X1 7→ X2,
lineal y biyectivo que preserve la norma i.e., ∥Tx∥2 = ∥x∥1 para todos
x ∈ X1.

Nótese que dado que T preserva la norma, entonces también preserva la
distancia distancia entre los elementos, o sea, T es una isometría –ver
Definición 3.5.23–. Sin embargo, dado que ambos espacios X1 y X2 son
normados, no nos basta con que exista una isometría entre ellos (como
ocurre con los espacios métricos), sino que necesitamos que dicha iso-
metría preserve la estructura de espacio vectorial –para eso necesitamos
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la linealidad de la isometría T–. Nótese además que, como consecuencia
del Problema 6.13, los operadores unitarios (ver Definición 5.2.11) son
isometrías, luego la definición de espacios isomorfos en el contexto de es-
pacios de Hilbert (Definición 5.2.11) es un caso particular de la Definición
7.1.2 para los espacios normados.

Con la definición de isomorfismo anterior 7.1.2 podemos responder a
la siguiente pregunta:

Ejemplo 7.1.3 ¿Cuál es el espacio dual de X = (Rn, ∥ · ∥∞)?

El Ejemplo 7.1.1 nos indica que podemos identificar el espacio dual
de X = (Rn, ∥ ·∥∞) con X′ = (Rn, ∥ ·∥1). Para ello definamos la aplicación
T : X′ 7→ X, f ∈ X′ definido por f(x) =

∑n
k=1 xkck, Tf = c, f(x) =∑n

k=1 xkck, c = (c1, . . . , ck) ∈ Rn. T es lineal y es biyectiva. Además,
como hemos visto en el ejemplo anterior 7.1.1, ∥Tf∥ = ∥c∥1 = ∥f∥,
es decir, T es una isometría, luego el espacio dual X = (Rn, ∥ · ∥∞) es
isomorfo con X′ = (Rn, ∥ · ∥1), i.e., X = (Rn, ∥ · ∥∞) se puede identificar
con X′ = (Rn, ∥ · ∥1).

De manera análoga al caso considerado en el Ejemplo 7.1.3 anterior se
puede comprobar que (Rn

2 )
′ = Rn

2 , es decir, el dual de Rn con la norma
euclídea es el propio Rn. De hecho, esto último es un caso particular del
siguiente resultado mucho más general:

Ejemplo 7.1.4 Si H un espacio de Hilbert real H′ = H.

Sea la aplicación T : H 7→ B(H,C) = H′ definida por

Ty = fy, fy : H 7→ C, fy(x) = ⟨x, y⟩.

El Teorema de representación de Riesz implica que T es biyectiva, pues
para cada f ∈ H′, existe un único y ∈ H tal que f(x) = ⟨x, y⟩. Además,
T es lineal

T (αy + βz) = ⟨x, αy + βz⟩ = α⟨x, y⟩+ β⟨x, z⟩ = αTy + βTz.

Sea y ̸= 0, x ∈ H. Se tiene

∥(Ty)(x)∥ = |fy(x)| = |⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥ ⇒ ∥Ty∥ ≤ ∥y∥.
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Pero

∥Ty∥ = sup
∥x∥≠0

∥(Ty)(x)∥
∥x∥

= sup
∥x∥≠0

∥⟨x, y⟩∥
∥x∥

≥ ∥⟨y, y⟩∥
∥y∥

= ∥y∥

de donde se sigue que ∥Ty∥ ≥ ∥y∥ y, por tanto, T es una isometría así
que el espacio H′ es isomorfo con H.

Consideremos ahora el problema de extender1 el funcional del Ejem-
plo 7.1.1 a un espacio Rm de dimensión m mayor que n. Está claro que
cualquiera sea m finito el razonamiento anterior se puede repetir y las
conclusiones serán las mismas: dimX = dimX∗ = dimX′ = m, además, f
será acotado. ¿Que ocurre si queremos extender f a dimensión infinita?
En ese caso podría ocurrir perfectamente que la sucesión de sumas parcia-
les,

∑n
k=1 |ck|, sean no acotadas. En otras palabras, a la hora de extender

un funcional lineal hay que tener cuidado si nos interesa que la extensión
no solo sea lineal, sino también acotada. En el próximo apartado tratare-
mos con cierto detalle el problema de la extensión de un funcional lineal
acotado definido sobre espacios normados.

7.2. El Teorema de Hahn-Banach

Comenzaremos recordando la definición de extensión de un operador
(ver la Definición 3.3.10) en el contexto de espacios normados.

Definición 7.2.1 Sean X,Y, espacios normados. La extensión de una apli-
cación T : D(T ) ⊂ X 7→ Y, a un subconjunto M ⊃ D(T ) es la aplicación
T̃ tal que T̃ |D(T ) = T , i.e., T̃ x = Tx para todo x ∈ D(T ).

Imaginemos que tenemos un operador lineal operador y acotado T :
D(T ) ⊂ X 7→ Y. Esta claro que hay muchas formas de extender T al
subconjunto M ⊃ D(T ), sin embargo la idea no es solo extender T a un
conjunto más grande, sino también que se mantengan ciertas propiedades
como, por ejemplo, la linealidad y la acotación. En este apartado discuti-
remos esa posibilidad. Comenzaremos con el siguiente teorema:

1Recuérdese la Definición 3.3.10.
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Teorema 7.2.2 Sea T : D(T ) ⊂ X 7→ Y un operador lineal y acotado, X
un espacio normado, Y de Banach. Entonces T se puede extender a D(T ),
la clausura de D(T ), i.e., existe un operador acotado T̃ : D(T ) 7→ Y tal
que T̃ (x) = T (x) para x ∈ D(T ) y ∥T̃∥ = ∥T∥.

Demostración: Sea x ∈ D(T ) cualquiera. Entonces existe (xn)n tal que
xn → x. Como (xn)n es convergente, es de Cauchy. Entonces, para todos
n,m suficientemente grandes

∥Txn − Txm∥ ≤ ∥T∥∥xn − xm∥ → 0 ⇒ (Txn)n es de Cauchy.

Como Y es completo, Txn → y ∈ Y. Definamos la aplicación T̃ que a
cada x ∈ D(T ) le hace corresponder el valor y = T̃ x anterior. Probemos
que dicha definición de T̃ es independiente de la sucesión (xn)n elegida.
Para ello elijamos una sucesión distinta (zn)n, zn → x y supongamos que
Txn → y, Tzn → y′, y ̸= y′. Entonces,

∥y − y′∥ = ĺım
n→∞

∥Txn − Tzn∥ = ĺım
n→∞

∥T (xn − zn)∥ = 0,

pues xn − zn → 0 y T es acotado (por tanto continuo), de donde se sigue
que y = y′ lo cual es una contradicción2.

Demostremos que T̃ es lineal. Tomamos xn → x y zn → z, entonces
para todos α, β ∈ C, αxn + βzn → αx + βz, y T (αxn + βzn) → y′′ ∈ Y,
y′′ = T̃ (αx+ βz). Luego

T (αxn + βzn) = αTxn + βTzn
↓ ↓ ↓

T̃ (αx+ βz) = αT̃x+ βT̃ z

Finalmente, veamos que es acotado. Por un lado, como T es acotado,

∥Txn∥ ≤ ∥T∥∥xn∥, n→ ∞ ⇒ ∥y∥ = ∥T̃ x∥ ≤ ∥T∥∥x∥ ⇒ ∥T̃∥ ≤ ∥T∥.

Por el otro,

∥T̃∥ = sup
x∈D(T ) : ∥x∥=1

∥T̃ x∥ ≥ sup
x∈D(T ) : ∥x∥=1

∥T̃ x∥ = sup
x∈D(T ) : ∥x∥=1

∥Tx∥ = ∥T∥,

2Se puede probar también de la siguiente forma: a partir las sucesiones (xn)n y (zn)n,
construimos la sucesión wn = (x1, z1, x2, z2, . . . , xn, wn, . . . ). Está claro que wn → x
(¿por qué?), luego, como T es acotado, Twn → Tx = y, pero entonces las subsucesiones
(Txn)n y (Tzn)n de (Twn)n tienen que tener el mismo límite, luego Tzn → y, i.e., el
límite de Txn es independiente de la sucesión elegida.
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7.2. El Teorema de Hahn-Banach 273

luego ∥T̃∥ = ∥T∥.

Es decir, en general siempre podremos extender un operador lineal de-
finido sobre un subconjunto M ∈ X a su clausura M de forma que la
extensión siga siendo lineal y acotada (y, por tanto, continua). En particu-
lar, todo funcional lineal acotado f : M ⊂ X 7→ C admite una extensión
F : M ⊂ X 7→ C que seguirá siendo lineal y acotada y cumplirá que
∥f∥ = ∥F∥.

Imaginemos ahora el siguiente problema. Sea f : M ⊂ X 7→ C un
funcional lineal definido sobre un subespacio vectorial de dimensión finita
M de un espacio normado X (ver la sección anterior). Dicho funcional es
acotado pues M es de dimensión finita ¿se puede extender a todo X? Si
X es de dimensión finita está claro que si existe una extensión que sea
lineal, entonces será acotada (toda aplicación lineal sobre un espacio de
dimensión finita es acotada), pero ¿y si X es de dimensión infinita?

Para responder a las cuestiones anteriores necesitaremos el Teorema de
Hahn-Banach que responde afirmativamente a todas ellas. La forma más
general del teorema precisa del concepto de funcional convexo y funcional
sublineal:

Definición 7.2.3 Sea V un espacio vectorial complejo. Se dice que el fun-
cional p : V 7→ R es un funcional sublineal si se cumple

∀x, y ∈ V, p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), (7.2.1)
∀x, y ∈ V, p(αx) = αp(x), si α ≥ 0. (7.2.2)

Si p : V 7→ C, p(x) ≥ 0, para todo x ∈ V y en vez de (7.2.2) se cumple

∀x, y ∈ V, p(αx) = |α|p(x), ∀α ∈ C, (7.2.3)

se dice que p es un funcional convexo.

Por ejemplo, si X es un espacio normado, p(x) = a∥x∥, a > 0, es un
funcional sublineal y convexo.

Nótese que de (7.2.2) y (7.2.3) se sigue que p(0) = 0. Además, en
el caso de un funcional convexo de (7.2.1) se tiene que p(x) ≥ 0, pues
0 = p(x− x) ≤ p(x) + p(−x) = 2p(x).

El Teorema de Hahn-Banach establece lo siguiente:
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Teorema 7.2.4 (Hahn-Banach para un espacio vectorial) Sea V un es-
pacio vectorial real o complejo y sea p un funcional convexo definido sobre
V. Sea M ⊂ V, M ̸= {0}, un subespacio vectorial y sea f : M 7→ C un
funcional lineal tal que

|f(x)| ≤ p(x), ∀x ∈M. (7.2.4)

Entonces, existe un funcional lineal F : V 7→ C tal que

∀x ∈M, F (x) = f(x) y ∀x ∈ V, |F (x)| ≤ p(x). (7.2.5)

Un corolario del teorema anterior es el siguiente resultado fundamen-
tal para espacios normados:

Teorema 7.2.5 (Hahn-Banach) Sea X un espacio normado, M ̸= {0} un
subespacio de X y sea f : M 7→ C, un funcional lineal acotado. Entonces,
existe un funcional lineal F : X 7→ C tal que

∀x ∈M, F (x) = f(x) y ∥F∥ = ∥f∥. (7.2.6)

Es decir, f se puede extender a todo X de forma que la norma de F coincida
con la de f .

Demostración: Definamos el funcional p : X 7→ R, p(x) = ∥f∥∥x∥. Está
claro que p es un funcional convexo, y que

∀x ∈M, |f(x)| ≤ ∥f∥∥x∥ = p(x).

Luego se cumplen las condiciones del Teorema de Hahn-Banach 7.2.4, así
que existe un funcional lineal F tal que

∀x ∈ X, |F (x)| ≤ p(x) = ∥f∥∥x∥ ⇒ ∥F∥ ≤ ∥f∥,

o sea F es acotado. Por otro lado,

∥F∥ = sup
x∈X : ∥x∥=1

|F (x)| ≥ sup
x∈M : ∥x∥=1

|F (x)| = sup
x∈M : ∥x∥=1

|f(x)| = ∥f∥,

de donde se sigue el resultado.

El resultado anterior nos resuelve el problema planteado al inicio de
este apartado pues nos asegura que siempre es posible extender un fun-
cional lineal definido sobre un subespacio a todo el espacio normado man-
teniendo invariante la norma del mismo. De hecho el resultado es mucho
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más relevante de lo que a primera vista puede parecer pues nos basta con
que un espacio normado tenga al menos un elemento no nulo para que
exista un subespacio del mismo que admita un funcional lineal acotado no
nulo, es decir, en cualquier espacio normado que tenga elementos distin-
tos del vector cero se pueden definir funcionales lineales no nulos, luego
todo espacio normado no nulo X tiene asociado un espacio dual X′ no nu-
lo. Además, dichos funcionales se pueden extender a espacios normados
más grandes que contengan al espacio original.

Para mostrar lo anterior tomemos un espacio normado X ̸= {0}, luego
existe 0 ̸= x0 ∈ X. Definamos M = span (x0), i.e., x = αx0, α ∈ C.
Entonces el funcional f : M 7→ C, f(x) = f(αx0) = α es un funcional
lineal y acotado. La linealidad es inmediata ya que para todos a, b ∈ C, y
x = αx0 e y = βx0 tenemos

f(ax+ by) = f [(aα + bβ)x0] = aα + bβ = af(x) + bf(y).

Para la acotación tomamos 0 ̸= x ∈M

|f(x)|
∥x∥

=
|f(αx0)|
∥αx0∥

=
|α|

|α|∥x0∥
=

1

∥x0∥
⇒ ∥f∥ ≤ 1

∥x0∥
.

Para probar el Teorema de Hahn-Banach en un espacio vectorial real
general se precisa del Lema de Zorn (equivalente al Axioma de elección
de la Teoría de Conjuntos) que no vamos a discutir en este curso. En vez
de ello lo demostraremos para algunos casos de especial importancia. La
prueba general se puede consultar, por ejemplo, en [1, §11.1, pág. 176–
182] o en [10, pág. 219, Teorema 4.3-1].

Teorema 7.2.6 (Hahn-Banach para un espacio vectorial real) Sea V
un espacio vectorial real y sea p un funcional sublineal definido sobre V.
Sea M ⊂ V, M ̸= {0}, un subespacio vectorial y sea f : M 7→ R un
funcional lineal tal que

f(x) ≤ p(x), ∀x ∈M. (7.2.7)

Entonces, existe un funcional lineal F : V 7→ R tal que

∀x ∈M, F (x) = f(x) y ∀x ∈ V, F (x) ≤ p(x). (7.2.8)

Demostración: Asumiremos que3 M ̸= {0} y que M ̸= V. Entonces existe
3En el primer caso f = 0 y su extensión trivialmente es F = 0, y en el segundo no

tiene sentido hablar de la extensión de f .
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un x1 ∈ V, x1 ̸= 0, que no pertenece a M . Definamos el subespacio

M1 = {z = x+ αx1 : ∀x ∈M, α ∈ R}.

Nótese que cualquiera sea z ∈M1, la representación z = x+αx1 es única.4

Vamos a probar que f se puede extender a un funcional F1 definido en
M1 tal que se tenga (7.2.8). Vamos a suponer que dicha extensión existe.
Entonces ha de cumplir que

F1(z) = F1(x+ αx1) = F1(x) + αF1(x1) = f(x) + αF1(x1).

Nótese al ser la representación z = x + αx1 única para cada z ∈ M1, el
funcional F1, caso de que existiese, quedaría determinado por el valor de
F1(x1). Además, F1 sería tal que, para todo z ∈M1, F1(z) ≤ p(z), luego se
tiene que cumplir que

F1(x+ αx1) = f(x) + αF1(x1) ≤ p(x+ αx1), ∀x ∈M, ∀α ∈ R. (7.2.9)

Si α > 0, entonces

F1(x1) ≤
1

α

[
p(x+ αx1)− f(x)

]
= p

(x
α
+ x1

)
− f

(x
α

)
⇒

F1(x1) ≤ p(x1 + ξ)− f(ξ), ξ =
x

α
∈M.

Si α < 0, α = −|α|, entonces

F1(x1) ≥
1

|α|
[
f(x)− p(x− |α|x1)

]
= f

(
x

|α|

)
− p

(
x

|α|
− x1

)
⇒

F1(x1) ≥ f(ξ′)− p(ξ′ − x1), ξ′ =
x

|α|
∈M.

Juntando ambas

f(ξ′)− p(ξ′ − x1) ≤ F1(x1) ≤ p(ξ + x1)− f(ξ), ∀ξ, ξ′ ∈M. (7.2.10)

Está claro que si existe F1(x1) tal que (7.2.10) se cumpla, entonces (7.2.9)
se cumple y, por tanto, F1(z) ≤ p(z), para todo z ∈ M1. Luego basta

4Supongamos que no lo es. Entonces existes x′ ∈ M y α′ ∈ R, tales que z = x′+α′x1,
luego M ⊃ x − x′ = (α′ − α)x1 ⊂ span (x1), lo cual es una contradicción a no ser que
x = x′ y α = α′.
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con demostrar que siempre se puede elegir un F1 tal que F1(x1) cumpla
(7.2.10). Para ello es necesario que para todos ξ, ξ′ ∈M

f(ξ′)− p(ξ′ − x1) ≤ p(x1 + ξ)− f(ξ), (7.2.11)

o, equivalentemente,

f(ξ) + f(ξ′) ≤ p(x1 + ξ) + p(ξ′ − x1).

Usando que f es lineal, que satisface (7.2.7) y que se tiene (7.2.1) obte-
nemos

f(ξ) + f(ξ′) = f(ξ + ξ′) ≤ p(ξ + ξ′) = p(ξ + x1 + ξ′ − x1)

≤ p(ξ + x1) + p(ξ′ − x1),

luego se cumple (7.2.11). Si ahora tomamos ínfimos en ξ ∈M en (7.2.11)
y a continuación supremos en ξ′ ∈M obtenemos

c = sup
ξ′∈M

[f(ξ′)− p(ξ′ − x1)] ≤ ı́nf
ξ∈M

[p(x1 + ξ)− f(ξ)] = C.

Luego, si elegimos F1(x1) tal que c ≤ F1(x1) ≤ C, entonces podemos
construir el funcional lineal F1 que extiende f a todo M1 y que cumple
con F1(z) ≤ p(z) en M1.

Si V = M1 el teorema queda demostrado. Si no, entonces existe un
x2 ̸= 0 en V que no está en M1 y podemos construir el conjunto

M2 = {z = x+ αx2 : ∀x ∈M1, α ∈ R},

y repitiendo el mismo razonamiento obtenemos un funcional F2 que ex-
tiende F1 a M2, luego extiende f a M2. Si V = M2, el teorema quedaría
probado. Y así sucesivamente.

De esta forma tendremos una sucesión de funcionales Fk definidos so-
bre los subespacios

Mk = {z = x+ αxk : ∀x ∈Mk−1, α ∈ R}, k = 1, . . . , n,

que extienden a f a cada uno de los subespacios Mk. Si para algún n ∈ N
se tiene que V = Mn, el teorema queda probado. Incluso en el caso V =⋃∞

k=1Mk podemos construir el funcional F por inducción pues cualquiera
sea x ∈ V, x ∈ Mk para algún k ∈ N. En efecto, sea x ∈ V cualquiera, y
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sea n el menor k tal que x ∈Mk. Definamos F (x) = Fn(x). Nótese además
que si m > n, F (x) = Fm(x) pues Fm es una extensión de Fn si m > n.
Entonces, para todo x ∈ V tenemos |F (x)| = |Fn(x)| ≤ p(x), como se
quería demostrar.

➤ V es un espacio normado separable. ¿Qué ocurre si V ̸=
⋃n

k=1Mk?
En este caso asumiremos que V = X es un espacio normado separable
y f es un funcional acotado en M . Como X es separable, entonces X \
M es separable, así que existe un subconjunto denso y numerable V =
{x1, x2, . . . } tal que V = X \M . Notemos que5 X = M ∪ V = M ∪ V =
M ∪ V . Por otro lado, usando la construcción anterior, tomando p(x) =
∥f∥∥x∥, podemos construir la secuencia de subespacios M1, M2, . . . , Mk,
. . . , y construir un funcional F que extiende f a

⋃∞
k=1Mk = M ∪ V . Pero

entonces, como F es acotado en M ∪V podemos razonar como en el caso
del Teorema 7.2.2 y construir su extensión enM ∪ V = X. En efecto, si x ∈
U existe (zn)n ∈ U tal que zn → x. Definimos F (x) = w = ĺımn→∞ F (zn),
que siempre existe pues F (zn) es de Cauchy (¿por qué?), y no depende
de la sucesión (zn)n elegida (ver el Teorema 7.2.2). Además, dado que
elegimos p(z) = ∥f∥∥x∥ como en la prueba del Teorema de Hahn-Banach
7.2.5, tenemos

|F (zn)| ≤ p(zn) = ∥f∥∥zn∥
n→∞−→ |F (z)| ≤ ∥f∥∥z∥ = p(z), ∀z ∈ X.

➤ V es un espacio de Hilbert cualquiera. ¿Y si X no es separable? En-
tonces podemos restringirnos a un espacio de Hilbert. En este caso po-
demos usar el Teorema de representación de Riesz para funcionales aco-
tados 5.2.21 válido para cualquier espacio de Hilbert H (no necesaria-
mente separable). Para ello razonamos como sigue. Primero extendemos
f : M 7→ R a M ⊂ H usando en Teorema 7.2.2 y obtenemos el funcional
f̃ . Pero como M es cerrado, entonces es un espacio de Hilbert, luego f̃
admite una única representación como f̃(x) = ⟨x, y⟩, para todo x ∈ M ,
donde y ∈ M es único. La extensión de f̃ a todo H la hacemos definien-
do F (x) = ⟨x, y⟩, para todo x ∈ H, e y el mismo de antes. En este caso
podemos tomar de nuevo p(x) = ∥f∥∥x∥.

Veamos a continuación una serie de consecuencias importantes del
Teorema de Hahn-Banach 7.2.5. En adelante por comodidad denotare-
mos por K al conjunto C o R y por X′ el espacio de todos los funcionales
lineales y acotados definidos sobre X, i.e., X′ = B(X,K).

5Recordemos que, como M ∪ V es todo el espacio X, la unión de la clausura de M
con V no adiciona ningún nuevo elemento a X y, por tanto, M ∪ V = M ∪ V .
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Corolario 7.2.7 Sea X ̸= {0} un espacio normado y sea 0 ̸= x0 ∈ X. En-
tonces, existe un funcional lineal F en X tal que F (x0) = ∥x0∥ y ∥F∥ = 1.

Demostración: Sea M = {x = αx0 : α ∈ K} ⊂ X. Definamos en fun-
cional f : M 7→ K, f(x) = f(αx0) = α∥x0∥. Claramente f es lineal y
además

|f(x)| = |α|∥x0∥ = ∥x∥ ⇒ ∥f∥ = 1.

Entonces, por el Teorema de Hahn-Banach 7.2.5 existe un funcional F :
X 7→ K tal que F (αx0) = α∥x0∥ en M y ∥F∥ = ∥f∥ = 1.

Una consecuencia de este corolario es que todo espacio normado X ̸=
{0} tiene asociado un espacio dual no nulo.

Corolario 7.2.8 Sea X ̸= {0} un espacio normado y sean x1 ̸= x2 ∈ X.
Entonces, existe un funcional lineal F en X tal que F (x1) ̸= F (x2).

Demostración: Se sigue del corolario 7.2.7 tomando x0 = x1 − x2.

Es decir, en el dual de X siempre hay funcionales que permiten distin-
guir (separar) los elementos de X.

Corolario 7.2.9 Sea x0 ∈ X ̸= {0}, X espacio normado tal que f(x0) = 0
para todo f ∈ X′. Entonces x0 = 0.

Demostración: Supongamos que x0 ̸= 0. Por el corolario 7.2.7 existe un
F ∈ X′ de norma ∥F∥ = 1, tal que F (x0) = ∥x0∥, pero como para todo
f ∈ X′ se tiene f(x0) = 0, entonces F (x0) = 0, lo que implica ∥x0∥ = 0, lo
cual es una contradicción, luego x0 = 0.

Nótese que de lo anterior se sigue que si f(x1) = f(x2) para todo
f ∈ X′, entonces x1 = x2.

Como ya hemos visto, dado un funcional f : X 7→ K,

∥f∥ = sup
x∈X : ∥x∥=1

|f(x)|.

El siguiente corolario es, de alguna forma, el recíproco de lo anterior.
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Corolario 7.2.10 Sea x0 ∈ X ̸= {0}, X espacio normado. Entonces,

∥x0∥ = sup
f∈X′ : ∥f∥=1

|f(x0)|,

y dicho supremo es alcanzable.

Demostración: Si x0 = 0 el resultado es inmediato. Sea x0 ̸= 0. Para
cualquiera sea f ∈ X′ tal que ∥f∥ = 1, se tiene que |f(x0)| ≤ ∥f∥∥x0∥ =
∥x0∥. Luego supf∈X′ : ∥f∥=1 |f(x0)| ≤ ∥x0∥. Pero por el corolario 7.2.7 existe
un F ∈ X′ de norma ∥F∥ = 1, tal que F (x0) = ∥x0∥, i.e., el supremo es
alcanzable.

Nota: Otra consecuencia inmediata del Teorema de Hahn-Banach es la
extensión de la fórmula (7.1.2), válida para espacios de dimensión finita,
a cualquier espacio normado X. En efecto, si fijamos el subespacio lineal
W = span (x1, . . . , xn) ⊂ X, X un espacio normado y x1, . . . xn vectores
linealmente independientes, como W es de dimensión finita, existen los
funcionales lineales f1, . . . , fn tales que fk(xj) = δj,k, j, k = 1, . . . , n. Pero
entonces, por el Teorema de Hahn-Banach 7.2.5 existen los funcionales
Fk : X 7→ K tales que Fk(xj) = δj,k, j, k = 1, . . . , n.

Veamos una última consecuencia del Teorema de Hahn-Banach.

Teorema 7.2.11 Sea M ⊂ X ̸= {0}, M ̸= X y sea x0 ∈ X tal que

d := ρ(x0,M) = ı́nf
x∈M

∥x0 − x∥ > 0. (7.2.12)

Entonces, existe un funcional lineal F : X 7→ R, tal que ∥F∥ = 1, F (x0) =
d, y F (x) = 0, para todo x ∈M .

Demostración: Sea

M1 = {z = x+ αx0 : ∀x ∈M, α ∈ R}.

Nótese que como d > 0, eso implica que x0 ̸∈ M , x0 ̸= 0. Además, como
ya vimos en la prueba del Teorema de Hahn Banach (ver la nota al pie de
página 4 de la página 276) esta descomposición es única, luego podemos
definir el funcional f :M1 7→ R, f(z) = αd, que es lineal

f(az + bz′) = f(ax+ aαx0 + bx′ + bα′x0) = (aα + bα′)d = af(z) + bf(z′),
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que se anula enM , f(x) = 0 para todo x ∈M y tal que f(x0) = d. Además,
como para todo x̃ ∈ M , d ≤ ∥x0 − x̃∥, tomando x̃ = −x/α, con α ̸= 0,
obtenemos

|f(z)| = |f(x+αx0)| = |α|d ≤ |α|∥x0−x̃∥ = |α|∥x0+x/α∥ = ∥x+αx0∥ = ∥z∥,

luego ∥f∥ ≤ 1. Por la definición de ínfimo tenemos que, cualquiera sea
ε > 0, existe un x′ ∈ M tal que ∥x0 − x′∥ < d + ε. Así, usando que
f(x0 − x′) = d, tenemos que, para todo ε > 0,

|f(x0 − x′)|
∥x0 − x′∥

>
d

d+ ε
= 1− ε

d+ ε
= 1− ε̃ ⇒ sup

x′∈M

|f(x0 − x′)|
∥x0 − x′∥

≥ 1,

donde la implicación es consecuencia de las propiedades del supremo6.
Luego, usando que

∥f∥ = sup
z∈M1\{x0}

|f(x0 − z)|
∥x0 − z∥

≥ sup
x′∈M

|f(x0 − x′)|
∥x0 − x′∥

≥ 1

se sigue que ∥f∥ ≥ 1 y, por tanto, ∥f∥ = 1 enM1. Luego, por el Teorema de
Hahn-Banach 7.2.5, existe un funcional F : X 7→ R, tal que F (x) = f(x)
en M1, y ∥F∥ = ∥f∥ = 1, de donde se sigue el resultado.

Nota 7.2.12 El Teorema 7.2.11 se puede considerar como la generaliza-
ción a espacios normados del Teorema de la proyección ortogonal 5.2.15
para espacios de Hilbert.

7.3. El Teorema de la aplicación abierta

Como hemos visto en la sección 3.3 una aplicación es continua (Defini-
ción 3.3.11) si y solo si la imagen inversa de cualquier subconjunto abierto
de Y es un subconjunto abierto de X (Proposición 3.3.12). Sin embargo,
una aplicación continua puede no transformar abiertos en abiertos. Por
ejemplo, f : R 7→ R, f(x) = sinx es continua pero transforma el abier-
to (0, 2π) en el cerrado [−1, 1]. Las aplicaciones que transforman abiertos
en abiertos se denominan aplicaciones abiertas. Así tenemos la siguiente
definición:

6Ver el pie de página 6 de la página 165.
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Definición 7.3.1 Sean X e Y dos espacios normados sobre K. Una apli-
cación A : X 7→ Y se llama abierta si A transforma abiertos U ⊂ X en
abiertos A(U) ⊂ Y.

Por comodidad recordaremos dos definiciones del álgebra de conjun-
tos. Sea X un espacio vectorial sobre K = R o C. Sea M ⊂ X, α ∈ K y
z ∈ X. Se definen los conjuntos

M + z = {x+ z : ∀x ∈M}, αM = {αx : ∀x ∈M}.

Está claro de la definición anterior que si A es una aplicación lineal, en-
tonces A(M + z) = A(M) + Az y que A(αM) = αA(M).

Comenzaremos probando un teorema fundamental conocido como el
Teorema de la bola abierta.

En adelante BX = {x ∈ X : ∥x∥ < 1} denotará la bola unidad centrada
en 0 en X y BY = {y ∈ Y : ∥y∥ < 1} la bola unidad centrada en 0 en Y.

Teorema 7.3.2 (de la bola abierta) Sean X e Y dos espacios de Banach
sobre K. Sea A ∈ B(X,Y), sobreyectiva, i.e., A(X) = Y. Entonces, existe un
δ > 0 tal que δBY ⊆ A(BX), es decir, que para todo y ∈ Y tal que ∥y∥ < δ,
existe un x ∈ X tal que ∥x∥ < 1 y Ax = y.

Demostración: La prueba la haremos en dos partes.

I. En la primera probaremos que existe un número d > 0 que cumple que,
dado un ε > 0 y un z ∈ Y, existe un x ∈ X tal que ∥Ax − z∥ < ε, y
∥x∥ < ∥z∥/d.

Notemos que cualquiera sea x ∈ X, x ∈ kBX, para algún7 k ∈ N, luego

X =
∞⋃
k=1

kBX ⇒ Y = A(X) = A

(
∞⋃
k=1

kBX

)
=

∞⋃
k=1

A(kBX)

donde la última igualdad se sigue de que A es sobreyectiva. Ahora bien,
como la unión de todos los A(kBX) es el espacio completo Y, entonces
si cambiamos los A(kBX) por sus clausuras no agregamos ningún punto
nuevo a la unión y, por tanto,

Y =
∞⋃
k=1

A(kBX) =
∞⋃
k=1

A(kBX).

7Basta que k sea tal que ∥x∥ < k.
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Pero Y es de Banach, luego por el corolario del Teorema de Baire 3.6.2 al
menos un A(kBX) contiene un abierto, i.e., existe un r > 0 y un y0 ∈ Y
tal que B(y0, r) ⊂ A(kBX). Notemos que si y ∈ Y es tal que ∥y∥ < r,
entonces y + y0 ∈ B(y0, r), luego y + y0 ∈ A(kBX). Como A es acotado
(luego continuo), entonces, cualquiera sea y ∈ Y tal que ∥y∥ < r, han de
existir dos sucesiones (x′n)n y (x′′n)n en kBX, tales que

Ax′n → y0, Ax′′n → y + y0 ⇒ xn = x′′n − x′n, es tal que Axn → y.

Además, como (x′n)n, (x
′′
n)n ∈ kBX, la sucesión (xn)n es acotada y satisface

la desigualdad

∥xn∥ = ∥x′′n − x′n∥ ≤ ∥x′′n∥+ ∥x′n∥ < 2k.

Sea ahora 0 ̸= z ∈ Y cualquiera y definamos y tal que

y =
r

2

z

∥z∥
, y ∈ Y, ∥y∥ =

r

2
< r.

Entonces, como acabamos de probar, existirá una sucesión (xn)n, tal que

∥xn∥ < 2k, Axn → r

2

z

∥z∥
⇒ A

(
2∥z∥
r

xn

)
→ z.

Luego, dado un ε > 0 existe un n ∈ N tal que podemos elegir un x ∈ X

x =
2∥z∥
r

xn tal que ∥Ax− z∥ < ε

y que cumple con

∥x∥ =
2∥z∥
r

∥xn∥ <
4k

r
∥z∥ =

1

d
∥z∥,

tal y como se quería probar.

II. Utilizando lo demostrado en I. vamos a construir inductivamente una
sucesión sn ∈ X de Cauchy que nos permitirá demostrar el teorema.

Sea d el número de la parte I. Sea dBY ⊂ Y la bola de radio d centrada
en 0, donde d > 0 es el número mencionado de la parte I. Fijemos ε = d/2
y z = y ∈ dBY. Por I. existe un x1 ∈ X con norma ∥x1∥ < ∥y∥/d < 1, tal
que ∥y − Ax1∥ < d/2. Sea ahora, ε = d/4 y z = y − Ax1, entonces existe
un x2 ∈ X tal que

∥(y − Ax1)− Ax2∥ <
d

4
, ∥x2∥ <

1

d
∥z∥ =

1

d
∥y − Ax1∥ <

1

2
.
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Y así sucesivamente, eligiendo ε = d/2n, z = y − Ax1 − · · · − Axn−1,
encontraremos un xn ∈ X tal que

∥(y − Ax1 − · · · − Axn−1)− Axn∥ <
d

2n
, ∥xn∥ <

1

2n−1
.

En efecto, si asumimos que lo anterior cierto (lo es para n = 1 y n = 2),
entonces si elegimos ε = d/2n+1, z = y − Ax1 − · · · − Axn, por I. sabemos
que existe xn+1 ∈ X tal que

∥(y − Ax1 − · · · − Axn)− Axn+1∥ <
d

2n+1
, ∥xn+1∥ <

1

d
∥z∥ < 1

2n
.

Definamos para cada n ∈ N, sn = x1 + x2 + · · ·+ xn. Sea m > n

∥sm−sn∥ = ∥xn+1+ · · ·+xm∥ ≤
m∑

k=n+1

∥xk∥ ≤
m∑

k=n+1

1

2k−1
→ 0 n,m→ ∞,

i.e., sn es de Cauchy, luego sn → x ∈ X, pues X es de Banach. Además,

∥x∥ ≤
∞∑
k=1

∥xk∥ <
∞∑
k=1

1

2k−1
= 2 ⇒ x ∈ 2BX.

Por otro lado,

∥y − Asn∥ <
d

2n
n→∞−→ 0 ⇒ Asn

n→∞−→ y ⇒ Ax = y.

Es decir, cualquiera sea y ∈ dBY existe un x ∈ 2BX tal que y = Ax, es decir,
cualquier y de dBY es imagen de algún x ∈ 2BX, luego dBY ⊆ A(2BX).
Usando la linealidad de A se tiene entonces que δBY ⊆ A(BX), con δ =
d/2.

Nótese que el teorema anterior indica que la imagen A(BX) de la bo-
la unidad BX en X es un abierto en Y. De hecho, una consecuencia del
Teorema de la bola abierta 7.3.2 es el Teorema de la aplicación abierta.

Teorema 7.3.3 (de la aplicación abierta) Sean X e Y dos espacios de
Banach sobre K. Sea A ∈ B(X,Y), sobreyectiva, i.e., A(X) = Y. Entonces
cualquiera sea el abierto U ⊂ X, su imagen A(U) ⊂ Y es un abierto en Y.

Demostración: Sea un abierto cualquiera U ⊂ X y x0 ∈ U . Tenemos que
probar que cualquiera sea y0 ∈ A(U), existe una bola B(y0, d) ⊂ A(U),
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i.e., todos los puntos de A(U) son interiores. Para ello nos bastará probar
que para todo y0 el conjunto A(U) contiene una bola (abierta) centrada
en y0 = Ax0. Sea U ′ = U−x0. U ′ es un abierto que contiene a x = 0, luego
existe un r > 0 tal que rBX ⊆ U ′ (U ′ contiene a la bola abierta B(0, r)).
Pero entonces, el Teorema de la bola abierta 7.3.2 nos dice que existe un
δ > 0 tal que δBY ⊆ A(BX), luego, usando la linealidad de A

δBY ⊆ A(BX) ⇔ rδBY ⊆ rA(BX) ⇔ rδBY ⊆ A(rBX) ⊆ A(U ′),

de donde se deduce que

A(U) = A(U ′ + x0) = A(U ′) + Ax0 ⊇ rδBY + Ax0 = rδBY + y0,

es decir, existe una bola B(y0, d) ⊂ A(U) con d = rδ, como y0 era arbitra-
rio, A(U) es abierto.

Como consecuencia del Teorema de la aplicación abierta 7.3.3 tene-
mos el Teorema de Banach de las aplicaciones inversas acotadas que ya
mencionamos en la página 224.

Teorema 7.3.4 (de la inversa acotada de Banach) Sea A ∈ B(X,Y),
con X,Y espacios de Banach, biyectiva, i.e., A es tal que el núcleo de A,
N (A) = {0}, y la imagen de A, I(A) = Y, entonces A−1 ∈ B(Y,X).

Demostración: Nótese que como N (A) = {0}, A es invertible y A−1 es
lineal (ver Teorema 4.4.9), y como I(A) = Y, A es sobreyectivo. Solo
hemos de probar que A−1 es acotado, o equivalentemente, por el Teorema
4.4.18, que A−1 es continua. Pero una aplicación es continua si y solo si su
imagen inversa trasforma abiertos en abiertos (ver la Proposición 3.3.12).
Sea U un abierto de X, entonces como A es biyectiva (A−1)−1(U) = A(U).
Pero A, por el Teorema de la aplicación inversa 7.3.3, es una aplicación
abierta, luego A(U) es un abierto y, por tanto, A−1 es continua, luego
acotada.

Nota 7.3.5 En el capítulo anterior vimos que podíamos tener operadores
acotados cuya inversa no era acotada. Por ejemplo, el operador del Ejem-
plo 4 de la página 223. El lector puede además comprobar que ese mismo
operador definido de ℓ∞ a ℓ∞ tampoco es sobreyectivo. Otro ejemplo es
considerar el mismo operador pero definido sobre el subespacio X ⊂ ℓ∞ de
sucesiones que tengan solo un número finito de términos no nulos (ver el
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Problema 4.18). En este último caso lo que falla es que X no es completo.

7.4. Operadores cerrados y el Teorema del gra-
fo cerrado

Definición 7.4.1 Sean X,Y espacios normados, y A un operador, A :
D(A) ⊂ X 7→ Y. Se denomina grafo de A al conjunto de pares ordena-
dos

G(A) := {(x, y) |x ∈ D(A), y = Ax} = {(x,Ax) |x ∈ D(A)} ⊂ X× Y.

Nótese que el espacio X × Y es un espacio vectorial si definimos las
operaciones

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2), α(x, y) = (αx, αy), α ∈ K.

Si en X × Y definimos la aplicación ∥(x, y)∥ = ∥x∥ + ∥y∥, X × Y es un
espacio normado. Si además X e Y son de Banach, X× Y es de Banach.

Que X× Y con la norma ∥(x, y)∥ = ∥x∥ + ∥y∥ es efectivamente un es-
pacio normado es un ejercicio sencillo que dejamos al lector8. Para probar
que es de Banach tomemos una sucesión (zn)n ∈ X×Y de Cauchy. Enton-
ces para todo ε > 0, si n,m son suficientemente grandes, ∥zn − zm∥ < ε.
Como

∥zn− zm∥ = ∥xn−xm∥+∥yn−ym∥ < ε ⇒ ∥xn−xm∥ < ε, ∥yn−ym∥ < ε,

luego (xn)n y (yn)n son de Cauchy, y como X e Y son de Banach, ambas
tienen límite x e y. El lector puede comprobar entonces que z = (x, y) ∈
X× Y es el límite de zn cuando n→ ∞.

Definición 7.4.2 Sean X,Y espacios normados, y A : D(A) 7→ Y un ope-
rador lineal (no necesariamente acotado) cuyo dominio es D(A) ⊂ X. A es
un operador cerrado si su grafo G(A) es cerrado en X× Y.

Nótese que si G(A) es cerrado en X × Y si y solo si G(A) = G(A), es
decir, si para todo z = (x, y) ∈ G(A), z ∈ G(A). Ahora bien, por la Propo-
sición 3.5.4 a), z ∈ G(A) si y solo si existe una sucesión zn = (xn, Axn) ∈
G(A) tal que zn → z, en cuyo caso xn → x, Axn → y.

8Otras normas utilizadas son ∥(x, y)∥∞ = máx{∥x∥, ∥y∥} y ∥(x, y)∥2 =
√

∥x∥2 + ∥y∥2.
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Si G(A) es cerrado, entonces x ∈ D(A) e y = Ax pues G(A) = G(A).
Por el contrario, si xn → x, xn ∈ D(A) y Axn → y implica que x ∈ D(A)
y Ax = y, entonces cualquiera sea z = (x, y) ∈ G(A), existen xn ∈ D(A),
yn = Axn → y, y por tanto z ∈ G(A) (pues x ∈ D(A) e y = Ax), luego
G(A) es cerrado y por tanto A también.

Es decir, se tiene la siguiente proposición:

Proposición 7.4.3 (del operador cerrado) SeaA un operador linealA :
D(A) ⊂ X 7→ Y, X,Y espacios normados. A es cerrado si y solo si cumple
que si xn → x, xn ∈ D(A) y Axn → y, entonces x ∈ D(A) y Ax = y.

Ejemplo 7.4.4 Un operador cerrado no tiene que ser acotado y uno acota-
do no tiene que ser cerrado.

Por ejemplo, el operador derivada D : D(D) ⊂ C∞
[0,1] 7→ C∞

[0,1] (Dx =
x′) del Ejemplo 4.4.4 es no acotado (ver Ejemplo 4.4.15). Tomemos X =
C∞

[0,1]. Escojamos una sucesión xn ∈ D(D) tal que xn → x y Dxn = x′n →
y. Como la convergencia en C∞

[0,1] es la convergencia uniforme, entonces
x′n → y implica∫ t

0

y(s)ds =

∫ t

0

ĺım
n→∞

x′n(s)ds = ĺım
n→∞

∫ t

0

x′n(s)ds = ĺım
n→∞

(xn(s)− xn(0))

= x(t)− x(0) ⇒ x(t) = x(0) +

∫ t

0

y(s)ds.

Así que x ∈ D(D) y Dx = x′ = y, luego la Proposición 7.4.3 implica que
D es cerrado.

Para probar la afirmación contraria, tomemos un espacio normado X
cualquiera y definamos el operador T : D(T ) ⊂ X 7→ D(T ), Tx = x,
donde D(T ) es un subespacio denso en X y distinto de X. Está claro
que T es lineal y acotado (de hecho es el operador identidad de D(T )).
Elijamos x ∈ X, x ̸∈ D(T ). Como D(T ) es denso en X existe una sucesión
(xn)n tal que xn → x, sin embargo x ̸∈ D(T ), luego por la Proposición
7.4.3, T no es cerrado.

Teorema 7.4.5 (del grafo cerrado) Sean X,Y espacios de Banach, y A :
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D(A) ⊂ X 7→ Y un operador lineal cerrado, entonces, si D(A) es cerrado
en X, A es acotado.

Demostración: Como D(A) es cerrado en X y G(A) lo es en X × Y, en-
tonces ambos son subespacios completos (¿por qué?). Consideremos la
aplicación T : G(A) 7→ D(A), Tz = T (x,Ax) = x. Está claro que T es
lineal pues si z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2), α, β ∈ K,

T (αz1 + βz2) = αx1 + βx2 = αTz1 + βTz2.

Veamos que T es acotada

∥Tz∥ = ∥T (x,Ax)∥ = ∥x∥ ≤ ∥x∥+ ∥Ax∥ = ∥(x,Ax)∥ = ∥z∥.

Por otro lado, Tz = T (x,Ax) = x, luego Tz = 0 implica x = 0, pero
si x = 0, Ax = 0, luego la única solución de Tz = 0 es z = 0, por
tanto el Teorema 4.4.9 implica que T es invertible (e inyectiva). Pero, de
la definición de grafo de A, cualquiera sea x ∈ D(A), la ecuación Tz =
T (x,Ax) = x, siempre tiene solución: z = (x,Ax). Luego T es sobreyectiva
(luego es biyectiva), de hecho, T−1 : D(A) 7→ G(A), T−1x = (x,Ax). Pero
si T : G(A) 7→ D(A) es biyectiva y D(A) y G(A) son de Banach, entonces
el Teorema de la inversa acotada de Banach 7.3.4 nos dice que T−1 es
acotado. Luego, existe un c > 0 tal que, para todo x ∈ X,

∥T−1x∥ = ∥(x,Ax)∥ ≤ c∥x∥ ⇒ ∥Ax∥ ≤ ∥Ax∥+ ∥x∥ = ∥(x,Ax)∥ ≤ c∥x∥,

de donde se deduce que A es acotado.

7.5. Convergencia débil

Definición 7.5.1 Una sucesión (xn)n ∈ X, X espacio normado, se dice que
converge débilmente a x ∈ X si f(xn) → f(x) para todo f ∈ X′ = B(X,C),
y escribiremosa xn ⇀ x.

aEn muchos textos se usa la notación xn
∗−→ x, o xn

w−→ x, donde w significa weak
(en inglés, débil).

Nótese que como f es un funcional, f(xn) y f(x) son, en general, para
cada xn y x, números complejos.

Esta definición difiere de la habitual xn → x cuando ∥xn − x∥ → 0.
En este caso se dice que xn converge a x fuertemente (o simplemente
converge en norma).
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Proposición 7.5.2 Sea la sucesión (xn)n ∈ X, X espacio normado. Enton-
ces

1. Si (xn)n converge débilmente a x ∈ X, x es único.

2. Si (xn)n converge débilmente, entonces xn es acotada.

3. Si (xn)n converge en norma a x, entonces también converge débilmen-
te.

Demostración: 1. Sea xn ⇀ x y xn ⇀ z, x ̸= z y f(xn) → f(x) y f(xn) →
f(z) Pero f(xn) es una sucesión numérica, f(xn) tiene un único límite,
luego f(x) = f(z), i.e., f(x−z) = 0 para todo f ∈ X′. Entonces el corolario
7.2.9 del Teorema de Hahn-Banach implica que x = z.

2. Sea xn ⇀ x. Para cada n definamos los funcionales ϕn : X′ 7→ C,
ϕn(f) = f(xn), donde xn es el correspondiente elemento de la sucesión
(xn)n ∈ X. Está claro que la sucesión f(xn) converge cuando n→ ∞ (¿por
qué?), luego es acotada. Así que existe un M > 0 tal que, cualquiera sea
f ∈ X′ se tiene, para todo n,

|ϕn(f)| = |f(xn)| ≤Mf , ∀f ∈ X′.

Como X′ = B(X,C) es completo, podemos aplicar el Teorema de Banach-
Steinhaus 4.5.1, luego existe un M > 0, tal que para todo n ∈ N, ∥ϕn∥ ≤
M , pero

∥ϕn∥ = sup
f∈X′ : ∥f∥=1

|ϕn(f)| = sup
f∈X′ : ∥f∥=1

|f(xn)| = ∥xn∥,

donde la última igualdad se sigue del Corolario 7.2.10. Luego, para todo
n ∈ N, ∥xn∥ ≤M .

3. Como xn → x en norma, tenemos, para todo f ∈ X′,

|f(xn)− f(x)| = |f(xn − x)| ≤ ∥f∥∥x− xn∥ → 0,

de donde se sigue el resultado.

Hemos visto que si xn → x en norma, entonces lo hace débilmente. El
recíproco es falso en general. En efecto, sea X = H un espacio de Hilbert
separable de dimensión infinita y sea (en)n una base ortonormal de H. Por
el Teorema de representación de Riesz 5.2.21 cualquiera sea f ∈ H′ =
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B(H,C), existe un único z ∈ H, tal que f(x) = ⟨x, z⟩. Entonces f(en) =
⟨en, z⟩ que tiende a cero si n → ∞ (ver (5.2.4)), luego en ⇀ 0, i.e., (en)n
converge débilmente a 0. Sin embargo, la propia sucesión (en)n no es de
Cauchy pues si m > n, ∥en − em∥ = 2, que no es convergente en la norma
de H.

Antes de pasar a discutir el caso cuando dimX < ∞ conviene mencio-
nar que del Teorema de representación de Riesz 5.2.21 se sigue el siguien-
te importante resultado:

Teorema 7.5.3 Sea H un espacio de Hilbert y sea (xn)n ∈ H. Entonces,
xn ⇀ x si y sólo si para todo z ∈ H, ⟨xn, z⟩

n→∞−→ ⟨x, z⟩.

Demostración: En efecto, por el Teorema de representación de Riesz 5.2.21
sabemos que cualquiera sea f ∈ H′ = B(H,C), existe un único z ∈ H, tal
que f(x) = ⟨x, z⟩. Luego que f(xn) → f(x) es equivalente a decir que
⟨xn, z⟩ → ⟨x, z⟩.

Lo anterior nos dice que, en general, en dimensión infinita las conver-
gencias débil y en norma no son necesariamente equivalentes. Sin em-
bargo en dimensión finita si que lo son. De hecho tenemos el siguiente
teorema:

Teorema 7.5.4 Sea la sucesión (xn)n ∈ X, X espacio normado. Si dimX =
k <∞, entonces la convergencia en norma y la débil son equivalentes.

Demostración: Que la convergencia en norma implica la débil lo hemos
probado en la Proposición 7.5.2. Probemos que la débil implica la con-
vergencia en norma. Sea (en)n una base normalizada a la unidad de X, y
sea (xn)n una sucesión de elementos de X, y x ∈ X. Entonces, para todo
n ∈ N, podemos escribir

xn =
k∑

i=1

α
(n)
i ei, x =

k∑
i=1

αiei.

Sean los funcionales fj : X 7→ C definidos en (7.1.2) –i.e., fj(ei) = δi,j.
Como hemos visto en la sección 7.1, dichos funcionales son una base de X′

y cumplen con que fj(xn) = α
(n)
j , f(x) = αj, j = 1,2, . . . , k. Además, como

xn ⇀ x, entonces cualquiera sea f ∈ X′, f(xn) → f(x) (en particular si
f = fj) de donde obtenemos que α(n)

j → αj, j = 1, . . . , k. Pero entonces

∥xn − x∥ =

∥∥∥∥∥
k∑

i=1

(α
(n)
i − αi)ei

∥∥∥∥∥ ≤
k∑

i=1

|α(n)
i − αi| → 0,
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i.e., xn → x en norma.

Para terminar este capítulo demostraremos un teorema que garantiza
la convergencia débil a partir de la convergencia débil en un subespacio de
X′. Para ello, notemos que la definición de sistema de vectores completo
5.2.3 podemos extenderla a cualquier espacio normado X en general, y de
Banach en particular. Así, diremos que un sistema de vectores linealmente
independientes (ϕn)n ∈ X es completo en X si para todo vector x ∈ X y
cualquiera sea ε > 0 existe una combinación lineal finita de los vectores
ϕn tal que ∥∥∥∥∥x−

n∑
k=1

αkϕk

∥∥∥∥∥ < ε .

Teorema 7.5.5 Sea la sucesión acotada (xn)n ∈ X, en un espacio nor-
mado X. Sea (ϕk)k ⊂ X′ un sistema completoa de funcionales linealmente
independientes en X′. Si ϕk(xn) → ϕk(x), para todo k, entonces xn ⇀ x.

aRecuérdese que X′ = B(X,C) es un espacio de Banach.

Demostración: Queremos probar que f(xn) → f(x) para todo f ∈ X′.
Como (ϕk)k es un sistema completo, entonces cualquiera sea f ∈ X′ y
ε > 0, existe un m > 0, tal que Φm =

∑m
k=1 αkϕk cumple con

∥f − Φm∥ < ε.

Como los ϕk son acotados, Φm es acotado para todo m ∈ N. Además, para
todo m, Φm(xn)

n→∞−→ Φm(x) (¿por qué?), luego para dicho ε > 0, existe un
N ∈ N, tal que para todo n > N ,

|Φm(xn)− Φm(x)| < ε.

Luego, para todo ε > 0 existe un N ∈ N, tal que para todo n > N

|f(xn)− f(x)| ≤ |f(xn)− Φm(xn)|+ |Φm(xn)− Φm(x)|+ |Φm(x)− f(x)|
≤ ∥f − Φm∥∥xn∥+ ε+ ∥Φm − f∥∥x∥.

Como xn es acotada, su límite también lo es, i.e., existe M > 0 tal que
para todo n, ∥xn∥ < M y ∥x∥ ≤M . Entonces

|f(xn)− f(x)| < (2M + 1)ε,

que podemos hacer tan pequeño como queramos. Como f era arbitrario,
se tiene que xn ⇀ x, como se quería probar.
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7.6. Problemas

Problema 7.1 Prueba que el espacio dual de ℓ1 es ℓ∞.

Solución: Sea ek = δi,k la base de Schauder de ℓ1, entonces, cualquiera sea
x ∈ ℓ1, x =

∑∞
k=1 xkek. Sea f ∈ ℓ1

′
= B(ℓ1,C). Tenemos

f(x) =
∞∑
k=1

xkck, ck = f(ek).

Sea c = (c1, c2, . . . , ck, . . . ). Para todo k ∈ N tenemos

|ck| = |f(ek)| ≤ ∥f∥∥ek∥ = ∥f∥ ⇒ ∥c∥∞ = sup
k∈N

|ck| ≤ ∥f∥ ⇒ c ∈ ℓ∞.

Sea b ∈ ℓ∞ cualquiera. Definamos un funcional lineal g sobre ℓ1 tal que

g(x) =

∞∑
k=1

xkbk.

Está claro que g es lineal, además

|g(x)| ≤
∞∑
k=1

|xk||bk| ≤ ∥b∥∞
∞∑
k=1

|xk| = ∥b∥∞∥x∥1.

Luego g ∈ B(ℓ1,C) = ℓ1
′. Por otro lado

|f(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

xkck

∣∣∣∣∣ ≤ ∥x∥1∥c∥∞ ⇒ ∥f∥ = sup
∥x∥1=1

|f(x)| ≤ ∥c∥∞ ⇒ ∥f∥ = ∥c∥∞.

De esta forma podemos construir una aplicación biyectiva T : ℓ1
′ 7→ ℓ∞, Tf = c,

tal que ∥Tf∥ = ∥c∥∞ = ∥f∥, i.e., T es una isometría por lo que ℓ1
′ es isomorfo a

ℓ∞, luego podemos considerar el espacio dual de ℓ1 a ℓ∞. Conviene hacer notar
que el dual de ℓ∞ ̸= ℓ1.

Problema 7.2 Prueba que el espacio dual de ℓp, p > 1, es ℓq, con q tal que
1/q + 1/p = 1. Ayuda: Repite los pasos del Problema 7.1 y usa la desigualdad
de Hölder (3.7.3) para acotar f(x). Ver e.g. [10, §2.10-7, pág. 122].

Problema 7.3 Sea T : X 7→ Y un operador lineal acotado, X,Y espacios
de Banach. Si T es biyectivo entonces existen dos números reales positivos
a, b tales que, para todo x ∈ X, a∥x∥ ≤ ∥Tx∥ ≤ b∥x∥. Ayuda: Usa el Teorema
de la inversa acotada de Banach 7.3.4.
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Solución: Como T es acotado, existe b > 0 tal que, para todo x ∈ X, ∥Tx∥ ≤
b∥x∥. Pero por el Teorema de la inversa acotada de Banach 7.3.4, T−1 es acotado.
Luego

∥x∥ = ∥T−1(Tx)∥ ≤ ∥T−1∥∥Tx∥ ⇒ ∃a = ∥T−1∥−1 > 0 tal que a∥x∥ ≤ ∥Tx∥,

de donde se deduce el resultado.

Problema 7.4 Sean X1 = (X, ∥ · ∥1) y X2 = (X, ∥ · ∥2) dos espacios de
Banach de dimensión no necesariamente finita. Si existe una constante b
tal que ∥x∥1 ≤ b∥x∥2 para todo x ∈ X, entonces existe una constante a tal
que ∥x∥2 ≤ a∥x∥1, es decir, ambas normas son equivalentes. Ayuda: Define
T : X2 7→ X1, Tx = x, prueba que es acotado y usa el Teorema de la inversa
acotada de Banach 7.3.4.

Solución: Sea la aplicación T : X2 7→ X1, Tx = x. Claramente T es biyectiva (es
la identidad en X como espacio vectorial), lineal y acotada pues

∥Tx∥1 = ∥x∥1 ≤ b∥x∥2.

Entonces, el Teorema de la inversa acotada de Banach 7.3.4 nos dice que T−1 :
X1 7→ X2, T−1x = x, es acotada. Entonces

∥x∥2 = ∥T−1x∥2 ≤ a∥x∥1,

de donde se sigue el resultado.

Problema 7.5 Sea A : D(A) ⊂ X 7→ Y un operador lineal acotado, X,Y
espacios normados. Prueba que

1. Si D(A) es cerrado en X, entonces A es cerrado.

2. Si A es cerrado e Y es de Banach, entonces D(A) es cerrado en X.

Ayuda: Usa la Proposición 7.4.3.

Solución: 1. Si la sucesión (xn)n ∈ D(A) converge, i.e., xn → x, entonces
(Axn)n también converge (A es acotado, luego continuo). Pero si xn → x, en-
tonces, por la Proposición 3.5.4, x ∈ D(A) = D(A), pues D(A) es cerrado. Pero
entonces Axn → Ax = y ∈ Y. Así que aplicando la Proposición 7.4.3 se sigue
que A es cerrado.

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l
294 Capítulo 7. Otros resultados fundamentales del Análisis Funcional

2. Dado x ∈ D(A) cualquiera, existe una sucesión (xn)n ∈ D(A) tal que
xn → x. Como A es acotado, Axn es de Cauchy, pues para todos m > n,

∥Axn −Axm∥ ≤ ∥A∥∥xn − xm∥ → 0,

si n es lo suficientemente grande ((xn)n es convergente, luego es de Cauchy).
Como Y es completo, Axn → y ∈ Y. Pero A es cerrado, luego por la Proposición
7.4.3 tenemos que x ∈ D(A) y que Ax = y. Luego para todo x ∈ D(A) tenemos
que x ∈ D(A), i.e., D(A) = D(A), luego D(A) es cerrado.

Problema 7.6 Prueba que si un operador lineal cerrado A tiene inverso,
entonces A−1 es cerrado. Ayuda: Usa que la aplicación (x, y) 7→ (y, x) es una
isometría.

Solución: Sea A : D(A) 7→ Y cerrado. Si existe A−1, entonces su grafo es

G(A−1) := {(y,A−1y) | y ∈ I(A)} = {(Ax, x) |x ∈ D(A)} ⊂ Y× X,

pues si y = Ax, entonces x = A−1y. Sea ahora la aplicación T : X× Y 7→ Y× X,
T (x, y) = (y, x). Esta aplicación es lineal y biyectiva. Además preserva la norma

∥T (x, y)∥ = ∥(y, x)∥ = ∥y∥+ ∥x∥ = ∥x∥+ ∥y∥ = ∥(x, y)∥.

Es decir, G(A−1) es isomorfo a G(A), pero G(A) es cerrado (pues A es cerrado),
luego G(A−1) es cerrado y, por tanto, A−1 es cerrado.

Problema 7.7 Usando el Teorema del grafo cerrado 7.4.5 prueba el Teo-
rema de la inversa acotada de Banach 7.3.4. Nótese que, dado que el
Teorema del grafo cerrado 7.4.5 lo probamos usando del Teorema de la
inversa acotada de Banach 7.3.4, ello implica que ambos resultados son
equivalentes.

Solución: Sea A ∈ B(X,Y), como D(A) = X, D(A) es cerrado. Entonces por el
apartado 1 del Problema 7.5 A es cerrado. Pero como A es biyectivo, entonces
existe su inverso A−1, luego por el Problema 7.6, A−1 es cerrado. Pero D(A−1) =

Y, luego es cerrado, y podemos aplicar el Teorema del grafo cerrado 7.4.5 que
nos asegura que A−1 es acotado.

Problema 7.8 Sea H un espacio de Hilbert de dimensión infinita y sea
(en)n ∈ H una sucesión ortonormal. Entonces en ⇀ 0
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Solución: Tenemos que probar que f(en) → 0 para todo f ∈ H′. Pero por el
Teorema 7.5.3 ello es equivalente a probar que ⟨en, z⟩

n→∞−→ 0 para todo z ∈ H.
Pero ⟨en, z⟩ = ⟨z, en⟩

n→∞−→ 0 por (5.2.4), de donde se sigue el resultado.

Problema 7.9 Sea A ∈ B(X,Y), X,Y espacios de Banach. Prueba que si
xn ⇀ x en X, entonces Axn ⇀ Ax en Y.

Solución: Tenemos que probar que f(Axn) → f(Ax) para todo f ∈ X′. Defina-
mos, para cada f ∈ X′, el funcional g : X 7→ C, g = f ◦A, g(x) = f(Ax). Como f

y A son lineales, g es lineal. Además, |g(x)| = f(Tx) ≤ ∥f∥∥Tx∥ ≤ ∥f∥∥T∥∥x∥,
luego es acotado, i.e., g ∈ Y′. Entonces, como xn ⇀ x, ello implica que g(xn) →
g(x), luego, para todo f ∈ X′, f(Txn) → f(Tx), de donde se sigue el resultado.

Problema 7.10 Sea H un espacio de Hilbert. Prueba que si xn ⇀ x y
∥xn∥ → ∥x∥, entonces xn → x (en norma).

Solución: Como xn ⇀ x, el Teorema 7.5.3 implica que ⟨xn, z⟩ → ⟨x, z⟩ para todo
z ∈ H, en particular para z = x. Entonces

∥xn − x∥2 = ⟨xn − x, xn − x⟩ = ∥xn∥2 + ∥x∥2 − ⟨xn, x⟩ − ⟨x, xn⟩ → 0.

Luego xn → x.

Problema 7.11 Sea H un espacio de Hilbert y sea (ek)k una base orto-
normal del mismo. Sea (xn)n ∈ H una sucesión acotada tal que existe el
ĺımn→∞⟨xn, ek⟩ para cada k ∈ N. Prueba que entonces (xn)n es débilmente
convergente, i.e., existe un x ∈ H tal que xn ⇀ x.

Solución: Tenemos que probar que para todo f ∈ H′ existe un x ∈ H tal que
f(xn) → f(x) cuando n → ∞. Pero, por el Teorema de representación de Riesz
5.2.21, ello es equivalente a probar que existe un x ∈ H tal que ⟨xn, z⟩

n→∞−→ ⟨x, z⟩
para todo z ∈ H. Para ello probaremos que la sucesión ⟨xn, z⟩ es de Cauchy, i.e.,
que |⟨xn, z⟩ − ⟨xm, z⟩| se puede hacer tan pequeño como se quiera si n y m son
lo suficientemente grandes. Para ello notamos que al ser (xn)n acotada, existe un
M > 0 tal que ∥xn∥ < M para todo n ∈ N. Además, para todo z ∈ H existe una
combinación lineal finita s =

∑l
k=1 ckek tal que la diferencia ∥z − s∥ se puede

hacer tan hacer tan pequeña como se quiera. Así,

|⟨xn, z⟩ − ⟨xm, z⟩| ≤ |⟨xn, z⟩ − ⟨xn, s⟩|+ |⟨xn, s⟩ − ⟨xm, s⟩|+ |⟨xm, s⟩ − ⟨xm, z⟩|.

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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Veamos el primer y el tercer sumando. Usando la desigualdad del Cauchy-Schwarz
(5.1.2) se tiene que

|⟨xn, z⟩ − ⟨xn, s⟩| = |⟨xn, z − s⟩| ≤ ∥xn∥∥z − s∥ ≤ M∥z − s∥,

por lo que ambos sumandos se pueden hacer tan pequeños como se quiera. Como,
por hipótesis, existe el ĺımn→∞⟨xn, ek⟩ para cada k ∈ N, la sucesión ⟨xn, ek⟩ es de
Cauchy y por tanto, para cada k ∈ N, la cantidad

|⟨xn, ek⟩ − ⟨xm, ek⟩| = |⟨xn − xm, ek⟩|,

se puede puede hacer tan pequeña como se quiera. Entonces, para el segundo
sumando obtenemos

|⟨xn, s⟩ − ⟨xm, s⟩| = |⟨xn − xm, s⟩| ≤
l∑

k=1

|ck||⟨xn − xm, ek⟩|.

que al ser la suma finita implica que también lo podemos hacer tan pequeño
como queramos. Así pues, la sucesión ⟨xn, z⟩ es de Cauchy por tanto, para cada
z, existe el límite ⟨xn, z⟩

n→∞−→ ⟨x, z⟩, con x ∈ H, de donde se sigue que xn ⇀ x.

Nota: Nótese que para la prueba es esencial que la sucesión (xn)n sea acotada.
Esta condición es, en efecto, imprescindible pues si tomamos, por ejemplo, xn =

nen, entonces claramente para cada k ∈ N, ĺımn→∞⟨xn, ek⟩ = 0, pero xn no es
acotada y por tanto no puede ser convergente (ver el punto 2 de la Proposición
7.5.2).

Problema 7.12 Probar el Teorema de Hahn-Banach 7.2.5 para un espacio
vectorial complejo suponiendo que se cumple la versión real del mismo
(ver el teorema 7.2.6).

Solución: Sea M ⊂ V, M ̸= {0}, un subespacio vectorial y sea f : M 7→ C
nuestro funcional lineal tal que

|f(x)| ≤ p(x), ∀x ∈ M, (7.6.1)

donde p es un funcional sublineal y convexo (ver Definición 7.2.3). La idea es
usar Teorema de Hahn-Banach 7.2.6 para un espacio vectorial real, así que nos
restringiremos por el momento al caso cuando los vectores de V, y por tanto los
de M , los multiplicamos por escalares reales. Definamos sobre M el funcional
u : M 7→ R, u(x) = ℜ(f(x)), que al ser f lineal y habernos restringido al caso
cuando multiplicamos por números reales, es un funcional lineal. Además, u(x) ≤
|f(x)| ≤ p(x) para todo x ∈ M . Luego, por el Teorema de Hahn-Banach 7.2.6

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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sabemos que existe un funcional lineal U : V 7→ R tal que U(x) = u(x) en M y
U(x) ≤ p(x) en V

Ahora bien, como para todo z ∈ C se tiene que z = ℜ(z) − iℜ(iz), entonces,
para todo x ∈ M , podemos escribir nuestro funcional f : M 7→ C como

f(x) = u(x)− iu(ix).

Probemos que el funcional F : V 7→ C definido por F (x) = U(x) − iU(ix) es el
funcional buscado. Para ello notemos que, como U es lineal respecto a la multi-
plicación por escalares reales, F también lo es. Además

F (ix) = U(ix)− iU(i(ix)) = U(ix)− iU(−x) = iU(x) + U(ix)

= i[U(x)− iU(ix)] = iF (x),

de donde se sigue que también es lineal respecto a la multiplicación por escalares
complejos. Está claro que F restringido a M coincide con f .

Probemos ahora que F (x) ≤ p(x) en V. En primer lugar notemos que, como
en este caso, p(x) ≥ 0, entonces si F (x) = 0, F (x) ≤ p(x). Asumamos que
F (x) ̸= 0. Entonces F (x) = |F (x)|eiϕ, luego

|F (x)| = F (x)e−iϕ = F (e−iϕx) = ℜF (e−iϕx) = U(e−iϕx)

≤ p(e−iϕx) = |(e−iϕ)|p(x) = p(x).

Así, hemos probado que existe un funcional lineal F : V 7→ C tal que

∀x ∈ M, F (x) = f(x) y ∀x ∈ V, |F (x)| ≤ p(x). (7.6.2)

lo que demuestra el Teorema de Hahn-Banach para el caso complejo.

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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Capítulo 8

El Análisis funcional y la
Mecánica cuántica

La teoría de los operadores lineales es el aparato
matemático de la mecánica cuántica.

Vladimir A. Fock
En “Fundamentals of Quantum Mechanics” (1976)

8.1. Preliminares

En adelante vamos a usar la notación de Dirac para denotar el producto
escalar en un espacio de Hilbert H. Así, denotaremos el producto escalar
⟨Ψ,Φ⟩ por⟨Ψ|Φ⟩ y además

⟨Ψ|Φ⟩ := ⟨Ψ,Φ⟩, ⟨Ψ|L|Φ⟩ := ⟨Ψ|LΦ⟩ = ⟨Ψ,LΦ⟩. (8.1.1)

A los productos ⟨Ψ|L|Φ⟩ les denominaremos elementos matriciales del ope-
rador L. En adelante, a no ser que se especifique lo contrario, asumiremos
que los vectores Ψ ̸= 0 están normalizados a la unidad, i.e., ∥Ψ∥ = 1.

En la notación de Dirac se define el adjunto del operador U al operador
U∗ tal que para todos Φ y Ψ

⟨Φ|U|Ψ⟩ = ⟨Φ|UΨ⟩ = ⟨UΨ|Φ⟩ = ⟨Ψ|U∗Φ⟩ = ⟨Ψ|U∗|Φ⟩.

Si U es autoadjunto, entonces, para todos Φ y Ψ

⟨UΨ|Φ⟩ = ⟨Ψ|UΦ⟩ ⇔ ⟨Φ|U|Ψ⟩ = ⟨Ψ|U|Φ⟩.

299
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300 Capítulo 8. El Análisis funcional y la Mecánica cuántica

Recordemos que un operador U : H 7→ H, H espacio de Hilbert, se
denomina unitario si UU∗ = U∗U = I, donde U∗ es el adjunto de U e I

el operador identidad I : H 7→ H, Ix = x.

Definición 8.1.1 Sea U un operador unitario. La transformación

Ψ 7→ ψ = U∗Ψ, L 7→ ℓ = U∗LU, (8.1.2)

la denominaremos transformación unitaria de Ψ y L.

Proposición 8.1.2 Las transformaciones unitarias conservan

1. Las relaciones de conmutación de los operadores.

2. La propiedad de hermiticidad de un operador.

3. Los autovalores.

4. Los productos escalares y elementos matriciales de un operador.

Demostración: 1. Sean A , B y L tres operadores tales que [A ,B] = L y
a, b y ℓ sus correspondientes operadores tras realizar la transformación
unitaria (8.1.2). Entonces, como [A ,B] = L

AB − BA = L ⇒ U∗ABU − U∗BAU = U∗LU = ℓ,

pero

(U∗AU)(U∗BU)− (U∗BU)(U∗AU) = ab − ba ⇒ [a, b] = ℓ.

2. Sea L = L∗. Sea ℓ = U∗LU, entonces

ℓ∗ = (U∗LU)∗ = U∗L∗U = U∗LU = ℓ.

3. Sea LΨ = λΨ, entonces

(U∗LU)(U∗)Ψ = λ(U∗Ψ) ⇒ ℓψ = λψ.

4. ⟨Ψ1|L|Ψ2⟩ = ⟨Ψ1|UU∗LUU∗|Ψ2⟩ = ⟨U∗Ψ1|U∗LU|U∗Ψ2⟩ = ⟨ψ1|ℓ|ψ2⟩.

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse



Prof.R
enato

Á
lvarez-N

odarse
In

tr
od

uc
ci

ón
al

A
ná

lis
is

Fu
nc

io
na

l
8.1. Preliminares 301

Como hemos visto, si un operador A : H 7→ H es autoadjunto y com-
pacto entonces tiene asociado un conjunto numerable completo de auto-
vectores (Teorema de Hilbert Schmidt 6.5.15). En adelante, por sencillez,
vamos a restringirnos a aquellos operadores que tengan asociados un con-
junto numerable de autovectores y que dicho conjunto sea un sistema
completo.

Supongamos que L es uno de tales operadores y sea (Ψn)n su corres-
pondiente conjunto completo de autovectores. Si todos los autovalores son
simples entonces, como ya hemos visto, los correspondientes autovectores
son ortogonales. En el caso de que tengamos autovalores múltiples sus co-
rrespondientes autovectores se pueden ortonormalizar usando el método
de Gram-Schmidt que describimos antes. Así pues asumiremos que (Ψn)n
es un sistema ortonormal (ortogonal con ∥Ψn∥ = 1).

Sea Φ un vector cualquiera de H, entonces Φ se puede desarrollar en
serie de Fourier respecto (Ψn)n

Φ =
∑
n

cnΨn, cn = ⟨Φ|Ψn⟩.

En otras palabras, (Ψn)n es una base ortonormal completa de H.

Las bases juegan un papel fundamental. En particular, las bases aso-
ciadas a operadores hermíticos.

Sea (Ψn)n una base ortonormal completa de H y sea A un operador
lineal, entonces

AΨn ∈ H ⇒ AΨn =
∑
m

Am,nΨm ⇒ Am,n = ⟨Ψm|A |Ψn⟩.

A la cantidad ⟨Ψm|A |Ψn⟩ la denominaremos elemento matricial del ope-
rador A en la base (Ψn)n.

Si (Ψn)n es la base asociada a cierto operador hermítico L se dice que
la matriz A = (Am,n) es la matriz del operador A en la L-representación.
Nótese que la matriz del operador L en su propia representación (la L-
representación) es una matriz diagonal con los autovalores en la diagonal.

Proposición 8.1.3 El conmutador [A ,B] de dos operadores hermíticos A
y B es tal que [A ,B] = iL, con L hermítico.

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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Demostración: Supongamos que [A ,B] = N. Entonces

N∗ = ([A ,B])∗ = −[A ,B] = −N ⇒ N = iL,

con L hermítico, pues (iL)∗ = −iL∗ = −iL.

Recordemos dos resultados que serán de gran interés más adelante
(ver, para el caso de operadores autoadjuntos y compactos el Teorema
6.5.16 y la discusión previa).

Proposición 8.1.4 Si dos operadores L y N tienen un sistema completo de
autovectores (Ψn)n común, entonces [L,N] = 0.

Proposición 8.1.5 Si dos operadores L y N con sistemas completos de
autovectores conmutan ([L,N] = 0), entonces tienen un sistema completo
de autovectores (Ψn)n común.

Definición 8.1.6 Sea F (z) una función analítica en un entorno de z = 0
y sea F (z) =

∑
n≥0 fnz

n su desarrollo en serie de potencias con radio de
convergencia r > 0. Definiremos al operador F (A) mediante la serie

F (A) =
∑
n≥0

fnAn.

Mostremos que si A es acotado, esta definición tiene sentido. Primero
notemos que como F (z) tiene radio de convergencia r > 0, entonces

r =
1

ĺım
n

n
√

|fn|
.

Sean Fk(A) =
∑k

n=0 fnAn, las sumas parciales de la serie de F .

∥Fk(A)x− Fm(A)x∥ ≤
m∑

n=k+1

|fn|∥Anx∥ ≤
m∑

n=k+1

|fn|∥A∥n∥x∥

∥Fk(A)x− Fm(A)x∥
∥x∥

≤
m∑

n=k+1

|fn|∥A∥n ⇒

∥Fk(A)− Fm(A)∥ ≤
m∑

n=k+1

|fn|∥A∥n.

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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La serie numérica
∑

n≥ |fn|∥A∥n converge si ∥A∥ ≤ r, en cuyo caso la su-
cesión Fk(A) es de Cauchy, por lo que la función F (A) está bien definida.
Además, como Fk(A) es de Cauchy, es acotada. De hecho, la serie F (A)
es absolutamente convergente y define un operador acotado (probar esto
último como ejercicio).

Definición 8.1.7 Sea A : H 7→ H un operador acotado en un espacio de
Hilbert H. La derivada operacional ∂F (A)/∂A es el operador que se obtiene
mediante la formula

∂F (A)

∂A
= ĺım

ε→0

F (A + εI)− F (A)

ε
, (8.1.3)

donde I es el operador identidad.

Por ejemplo
∂An

∂A
= nAn−1.

Es más, tomando ε > 0 lo suficientemente pequeño de forma que ∥A∥+ε <
r, podemos probar, de forma muy similar a como se prueba el Teorema
1.2.32, que la serie

G(A) =
∑
n≥1

nfnAn−1,

es absolutamente convergente y que además,

∂F (A)

∂A
= G(A).

Lema 8.1.8 Sean A y B tales que [A ,B] = I. Entonces

[A ,Bk] = kBk−1, k ≥ 1.

Demostración: Para k = 1 es obvio. Supongamos que es cierto para k y
probémosle para k + 1. Así, calculamos

[A ,Bk+1] = ABk+1 − Bk+1A = (ABk)B − Bk(BA). (8.1.4)

Si ahora usamos (8.1.8) (hipótesis de inducción) tenemos, por un lado,
ABk = kBk−1 + BkA y para k = 1, por el otro que BA = AB − I. Sustitu-
yendo ambas expresiones en la fórmula (8.1.4) obtenemos en resultado.

R. Alvarez-Nodarse Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26
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Proposición 8.1.9 Si F (z) es una función analítica en un entorno de z =
0 y sean A y B tales que [A ,B] = I. Entonces

[A , F (B)] =
∂F (B)

∂B
.

Demostración: Basta escribir la serie de potencias de F y usar el Lema
(8.1.8).

8.2. Los axiomas de la Mecánica Cuántica

En esta sección enunciaremos los principales axiomas o postulados de
la mecánica cuántica no relativista sobre un espacio de Hilbert H.

Postulado 8.2.1 A cada sistema físico se le hace corresponder un espacio
de Hilbert separable H apropiado. Además, para cada t ∈ R (parámetro
correspondiente al tiempo) el estado queda completamente caracterizado (a
excepción de un factor constante) por un vector Ψ normalizado a la unidad
de H.

Es decir, para cada t el estado está determinado por un vector de H tal que
∥Ψ∥ = 1 (Ψ = 0 no representa a ningún estado físico real). El postulado
además deja claro que si dos vectores no nulos son tales que Ψ1 = cΨ2,
c ̸= 0, entonces ambos describen el mismo estado1. De aquí también se
sigue que, en general, dados los estados Ψ1, . . . , Ψk, la combinación lineal
Φ =

∑n
k=1 αkΨk también es un (posible) estado. Conviene aclarar que

el tipo de estados a los que alude el postulado 8.2.1 son los denominados
estados puros y son una idealización de los estados de un sistema cuántico.

Postulado 8.2.2 A cada magnitud física medible (observable) L se le hace
corresponder un operadora linear hermítico (autoadjunto) L que actúa en
H.

aLos operadores cuánticos de las magnitudes físicas se postulan en la teoría. Tres
operadores esenciales son el operador posición o coordenadas Xk, impulso Pk, y el
hamiltoniano del sistema H .

1Para cada t ∈ R cualquier vector no nulo Ψ siempre se puede normalizar a la unidad.

Introducción al Análisis Funcional. Curso 2025/26 R. Alvarez-Nodarse
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Postulado 8.2.3 Sea Ψ el estado del sistema en el momento t justo antes
de la medición de la magnitud (observable) L (asociada al operador L).
Independientemente de cuál sea el estado original Ψ, el resultado de la
medición sólo puede ser un autovalor de L.

Este postulado requiere una aclaración y es que al hacer una medición de
L el sistema cambia (las mediciones interfieren en el sistema). Así pues,
antes de medir L el sistema puede estar en cualquier estado Ψ, pero al
realizar la medición, ésta cambia al sistema y lo deja en el estado determi-
nado por el vector Ψλ que pertenece al autoespacio de L correspondiente
al autovalor λ.

Postulado 8.2.4 El valor esperado ⟨L⟩ de una magnitud física L cuando
el sistema se encuentra en el estado Ψ viene dado por el elemento matricial

⟨L⟩ = ⟨Ψ|L|Ψ⟩ := ⟨Ψ|LΨ⟩

Nótese que, como L es hermítico, entonces2

⟨Ψ|L|Ψ⟩ = ⟨Ψ|L∗|Ψ⟩ = ⟨Ψ|L|Ψ⟩ ⇒ ⟨L⟩ ∈ R.

Postulado 8.2.5 Los elementos matriciales de los operadores Xi de la posi-
ción (coordenadas) xi y Pi de los momentos pi, i = 1, 2, 3, donde los índices
i = 1, 2, 3 corresponden a las proyecciones en los ejes x, y y z, respecti-
vamente, definidos por ⟨Φ|Xi|Ψ⟩ y ⟨Φ|Pi|Ψ⟩, cualquiera sean Φ y Ψ de H
satisfacen las ecuaciones de evolución

d

dt
⟨Φ|Xi|Ψ⟩ =

〈
Φ

∣∣∣∣∂H
∂Pi

∣∣∣∣Ψ〉 , d

dt
⟨Φ|Pi|Ψ⟩ = −

〈
Φ

∣∣∣∣∂H
∂Xi

∣∣∣∣Ψ〉 , (8.2.1)

donde H es el operador asociado a la función de Hamilton del correspon-
diente sistema clásico (si es que lo hay).

Este postulado tiene un significado físico evidente pues nos indica que el
promedio de las magnitudes medibles posición, impulso y energía (hamil-
toniano) satisfacen las ecuaciones dinámicas de la mecánica hamiltoniana,
i.e, en el límite apropiado (ℏ → 0) la Mecánica cuántica se transforma en
la clásica3.

2De hecho esta afirmación se sigue del Teorema 6.2.2.
3Este hecho se conoce como el Principio de correspondencia de Bohr.
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Proceden unas aclaraciones. En general el hamiltoniano H de un siste-
ma clásico depende de las coordenadas xi y los impulsos pi, i = 1, 2, 3, por
lo que el operador H se obtiene cambiando las xi por los correspondientes
operadores Xi y pi por Pi. Esto, aunque en apariencia es trivial, en general
no lo es pues H debe ser hermítico (ya que corresponde a la magnitud
física energía).

Postulado 8.2.6 Los operadores posición Xi e impulso Pi, i = 1, 2, 3, satis-
facen las relaciones de conmutación

[Xk,Xj] = 0 = [Pk, Pj], [Xk, Pj] = iℏδk,jI, (8.2.2)

donde ℏ es una constante (de Planck) e i =
√
−1.

En particular, de lo anterior se sigue que los operadores Xk y Pk no pueden
tener un conjunto completo de autovectores4 comunes (no conmutan).
Este postulado es el análogo de las relaciones conocidas como llaves de
Poisson.

8.3. Discusión de los postulados

Supongamos el sistema físico se encuentra en el estado definido por
Ψn, autovector correspondiente al autovalor λn de cierto operador L aso-
ciado a la magnitud física L. Entonces5

⟨Ψn|L|Ψn⟩ = λn, ⟨Ψn|Lk|Ψn⟩ = λkn.

Supongamos ahora que el sistema se encuentra en el estado Φ que es
en una superposición de los estados Ψk, k = 1, 2, . . . , N , entonces como
Φ =

∑
k ckΨk tenemos

⟨Φ|L|Φ⟩ =
∑
k

|ck|2λk, cn = ⟨Φ|Ψn⟩.

Lo anterior indica, en virtud de postulado 8.2.4, que la cantidad |ck|2 es
la probabilidad con que se observa el valor λk al hacer una medición.
Lo anterior implica además que tras la medición el sistema va a parar al

4Ver las proposiciones 8.1.4–8.1.5.
5Recuérdese que los estados están normalizados a la unidad.
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estado definido por un vector del espacio generado por los autovectores
correspondientes a λk. Así pues, en el caso de que el autovalor λk sea
simple la probabilidad de que el sistema estando en un estado original
definido por el vector Φ termine en el estado definido por Ψk es

Prob(Φ 7→ Ψk) = |ck|2 = |⟨Φ|Ψn⟩|2. (8.3.1)

Nótese que esta probabilidad es por tanto invariante ante transformacio-
nes unitarias: Ψk 7→ UΨk = Ψ̃k, Φ 7→ UΦ = Φ̃ pues Prob(Φ 7→ Ψk) =
Prob(Φ̃ 7→ |Ψ̃k⟩). Luego el sistema físico es invariante frente a cualquier
transformación unitaria.

3. Dada cualquier magnitud física clásica L le podemos adicionar xipj −
pjxi sin cambiarla. Si transformamos L en su operador L ya no le podemos
adicionar el correspondiente operador XiPj−PjXi pues éste no es nulo (ver
postulado 8.2.6).

Tomando las derivadas funcionales

∂

∂Xi

(XiPj − PjXi) =
∂

∂Pi

(XiPj − PjXi) = 0,

i.e., XiPj − PjXi es proporcional al operador identidad XiPj − PjXi = αI.
Si además Xi y Pj son hermíticos entonces, necesariamente, α = iℏ (ver
la Proposición 8.1.3) donde ℏ ∈ R, es decir, recuperamos la relación de
conmutación del postulado 8.2.6.

8.3.1. Los proyectores ortogonales y la teoría de medi-
ciones

Como hemos visto en el postulado 8.2.3 cuando en un sistema en cierto
estado Ψ hacemos una medición para saber el valor de cierto observable
L asociado un operador hermítico L el resultado es uno de los autovalores
λk de dicho operador y el estado, después de la medición, pasa a ser un
vector Ψk del autoespacio (recordemos que todos los autovectores están
normalizados a la unidad) asociado al autovalor λk. Además en el caso
de que λk sea simple sabemos que la probabilidad de que ello ocurra es
|ck|2 = |⟨Ψ|Ψk⟩|2 (ver (8.3.1)). Lo anterior lo podemos escribir usando los
proyectores ortogonales.

Para ello comenzaremos asumiendo el caso más simple. Imaginemos
que tenemos la magnitud L y que el resultado de la medición es en valor
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λk que asumiremos simple. Tras la medición el sistema estará en el estado
Ψk, donde Ψk es el autovector asociado a λk.

Definamos el operador de proyección Pk sobre el subespacio generado
por Ψk de la siguiente6 forma:

Pk : H 7→ H, PkΨ = ⟨Ψ|Ψk⟩Ψk.

Como vimos en la sección 6.5, página 242, Pk es hermítico, i.e., P ∗
k = Pk

y P 2
k := Pk ◦ Pk = Pk. Probemos que sus autovalores son o bien 0 o bien 1.

En efecto,

PkΨ = λΨ ⇒ P 2
kΨ = λ2Ψ ⇒ (P 2

k − Pk)Ψ = (λ2 − λ)Ψ = 0,

luego λ2 − λ = 0 de donde se sigue el resultado. Por otro lado PkΨ es
un autovector asociado al autovalor 1 (Pk(PkΨ) = 1(PkΨ)) mientras que
(I−Pk)Ψ es el autovector asociado al autovalor 0. Luego cualquiera sea el
vector Ψ ∈ H, los vectores PkΨ y (I− Pk)Ψ son ortogonales (¿por qué?).

¿Qué ocurre si el autovector λk es degenerado, i.e., tiene asociado un
subespacio de dimensión K > 1? En ese caso el proyector, como ya vimos,
Pk es la suma de los proyectores asociados a cada uno de los vectores de
la base ortonormal (Ψk,j)

K
j=1 del autoespacio asociado a λk (ver (6.5.3)).

Es decir,

PkΨ =
K∑
j=1

⟨Ψ|Ψk,j⟩Ψk,j

Es fácil comprobar que en este caso se tiene las mismas propiedades que
en el caso cuando K = 1. También es fácil comprobar que en este caso la
probabilidad de obtener el valor λk vuelve a ser |⟨Ψ|Ψk⟩|2 donde ahora Pk

es el proyector ortogonal sobre todo el subespacio asociado a λk. Ambas
propiedades se dejan como ejercicio al lector.

Supongamos que tenemos dos autovalores distintos λk y λk′. Entonces
los autoespacios correspondientes Lk y Lk′ son ortogonales, luego

Pk ◦ Pk′ = 0, ∀k ̸= k′.

Si además el operador L asociado a la magnitud L tiene un sistema de
autovectores que constituyen una base de H entonces, para todo Ψ ∈ H se
tiene

Ψ =
∑
k

⟨Ψ|Ψk⟩Ψk =
∑
k

PkΨ,

6Ver discusión página 242.
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de donde deducimos que

PL :=
∑
k

Pk = I.

La igualdad anterior se suele denominar descomposición de la identidad.
Por otro lado, L ◦ Pk = λkPk, de donde se sigue que (L − λkI) ◦ Pk = 0.
Entonces, usando la descomposición de la identidad, tenemos que

L = L ◦ I = L ◦

(∑
k

Pk

)
=
∑
k

L ◦ Pk =
∑
k

λkPk.

Es decir, todo operador hermítico cuyo conjunto de autovectores es com-
pleto está completamente determinado por sus autovalores y autovecto-
res. Esto es esencialmente el Teorema espectral 6.5.13 en espacios de Hil-
bert que ya vimos en la sección 6.5 para los operadores autoadjuntos y
compactos.

Así pues, el postulado 8.2.3 se puede reescribir en términos de los
operadores de proyección de la siguiente forma:

Postulado 8.2.3. Si tenemos un sistema en cierto estado Ψ y sobre él medi-
mos el valor de cierta magnitud L obtendremos como resultado un autovalor
λk del operador L asociado a la magnitud L siendo el estado final del sistema
el definido por el vector PkΨ, donde Pk es el proyector ortogonal al subespacio
asociado al autovalor λk obtenido.

Nótese además, que del postulado 8.2.4 se sigue que el resultado de la
medición será dicho λk con probabilidad Prob(Φ 7→ Ψk) = ∥PkΨ∥2.

8.3.2. Representación de los operadores Xi y Pi

Escojamos como espacio de Hilbert de nuestro sistema el conjunto de
las funciones de cuadrado integrable H = L2(Ω), Ψ = Ψ(x). Definiremos
el operador Xi en L2(Ω) como el operador7 Xi := xiI. Luego XkΨ(x) =
xkΨ(x).

¿Quién es Pj? Por simplicidad vamos a trabajar solamente en dimen-
sión 1 (sólo la proyección en el eje de las x). Nuestro objetivo es encontrar
un operador P tal que cumpla las relaciones de conmutación (8.2.2).

7Osea, el operador multiplicación por x.
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Del postulado 8.2.6 se sigue que [P,X] = PX−XP = −iℏI, luego, usando
una obvia generalización8 del Lema 8.1.4 obtenemos

[P,Xn] = PX
n − X

n
P = −niℏXn−1 = −iℏ∂X

n

∂X
.

Luego, para cualquier función analítica F (z) tenemos

[P, F (X)] = −iℏ∂F (X)
∂X

, (8.3.2)

que en nuestra representación se puede reescribir como

PF (X)Ψ(x)− F (X)PΨ(x) = −iℏ∂F (X)
∂X

Ψ(x),

o equivalentemente, usando que XkΨ(x) = xkΨ(x),

P[F (x)Ψ(x)]− F (x)PΨ(x) = −iℏ∂F (x)
∂x

Ψ(x),

de donde escogiendo9 Ψ(x) = 1, obtenemos, sustituyendo P1 = ϕ(x) la
expresión

PF (x) = −iℏ∂F (x)
∂x

+ F (x)ϕ(x).

En general,

PkF (x1, x2, x3) = −iℏ∂F (x1, x2, x3)
∂xk

+ F (x1, x2, x3)ϕk(x1, x2, x3).

Pero [Pk, Pj] = 0, k = 1, 2, 3, luego

∂ϕ2

∂x1
− ∂ϕ1

∂x2
=
∂ϕ3

∂x2
− ∂ϕ2

∂x3
=
∂ϕ1

∂x3
− ∂ϕ3

∂x1
= 0.

Las ecuaciones anteriores son ciertas si ϕk =
∂Φ
∂xk

, k = 1, 2, 3, siendo Φ una
función lo suficientemente buena.

Así pues, los operadores Pk deben tener la forma

Pk = −iℏ ∂

∂xk
+
∂Φ

∂xk
I.

8Si [A ,B] = αB, α ∈ C, entonces [A ,Bk] = αkBk−1, k ≥ 1.
9Por el momento sólo nos interesa encontrar la expresión del operador independien-

temente de que luego éste vaya actuar en el espacio L2(Ω).
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Hagamos ahora la transformación unitaria

Pk → U∗
PkU, U = exp(−iΦ(x1, x2, x3)/ℏ)I, U∗ = exp(iΦ(x1, x2, x3)/ℏ)I,

que, como sabemos, no cambia ni los elementos matriciales, ni las relacio-
nes de conmutación, ni los autovalores, ni la propiedad de hermiticidad
de los operadores (i.e., éstos mantendrán el mismo significado físico de
antes). Entonces,

Pk = eiΦ/ℏ
(
−iℏ ∂

∂xk
+
∂Φ

∂xk
I

)
e−iΦ/ℏI = −iℏ ∂

∂xk
,

que nos da la expresión del operador en L2(Ω). Como ejercicio al lector
dejamos que pruebe la identidad

[X, F (P)] = iℏ
∂F (P)

∂P
. (8.3.3)

8.3.3. Las ecuaciones de Heisenberg y de Schrödinger

En este apartado vamos a discutir las representaciones de Heisenberg
y de Schrödinger para las ecuaciones dinámicas de la Mecánica cuántica.
Supongamos que tenemos el sistema en cierto estado Φ y sea ℓ el operador
de cierta magnitud física que queremos estudiar. Si Φ es independiente del
tiempo y ℓ no lo es diremos que estamos trabajando con la representación
de Heisenberg. Si por el contrario, Φ depende de tiempo y ℓ no, enton-
ces diremos que estamos considerando la representación Schrödinger de la
Mecánica cuántica.

Por sencillez, en adelante asumiremos que el hamiltoniano del sistema
se expresa mediante la fórmula

H = T̂ + V̂ , T̂ =
3∑

i=1

P2
k

2m
,

y V̂ = V (X1,X2,X3) = V (x1, x2, x3)I, sólo depende de las coordenadas
x, y, z.10

Por simplicidad trabajaremos sólo con la proyección en el eje OX.
10Recordemos que estamos usando indistintamente la notación x1, x2, x3 y x, y, z para

denotar las coordenadas espaciales.
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Como [P, T̂ ] = 0, tenemos, usando (8.3.2) que

[P,H ] = [P, V (X)] = −iℏ∂V (X)

∂X
= −iℏ∂H

∂X
. (8.3.4)

Supongamos ahora que los vectores de estado no dependen del tiem-
po pero los operadores sí que pueden, en principio, depender del tiempo
(es decir, consideremos la representación de Heisenberg). Entonces del
postulado 8.2.5 se tiene que

dP

dt
= −∂H

∂X
,

de donde se sigue que
dP

dt
= − i

ℏ
[P,H ]. (8.3.5)

De forma análoga, pero usando (8.3.3), se deduce la segunda ecuación de
Heisenberg

dX

dt
= − i

ℏ
[X,H ]. (8.3.6)

Las ecuaciones anteriores se conocen como ecuaciones dinámicas de
la Mecánica cuántica en la representación de Heisenberg: es decir, cuando
las funciones de onda son vectores independientes del tiempo pero los
operadores dependen del tiempo.

Obviamente hay otra posibilidad y es que los operadores no dependan
del tiempo y las funciones de onda sí. En este caso usando el postulado
8.2.5 y la fórmula (8.3.4) (∂H /∂X = i/ℏ[P,H ]), obtenemos

d

dt
⟨Φ|P|Ψ⟩ = −

〈
Φ

∣∣∣∣∂H
∂X

∣∣∣∣Ψ〉 =
i

ℏ
⟨Φ|[P,H ]|Ψ⟩.

Luego, por un lado,〈
∂Φ

∂t

∣∣∣∣P∣∣∣∣Ψ〉+

〈
Φ

∣∣∣∣P ∣∣∣∣∂Ψ∂t
〉

=

〈
∂Φ

∂t

∣∣∣∣PΨ〉+

〈
PΦ

∣∣∣∣∂Ψ∂t
〉

y, por otro,

i

ℏ
⟨Φ|[P,H ]|Ψ⟩ = i

ℏ
(⟨Φ|PH |Ψ⟩−⟨Φ|H P|Ψ⟩)=

〈
PΦ

∣∣∣∣ iℏH Ψ

〉
+

〈
i

ℏ
H Φ

∣∣∣∣PΨ〉 ,
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de donde se sigue que〈
PΦ

∣∣∣∣∂Ψ∂t +
i

ℏ
H Ψ

〉
+

〈
∂Φ

∂t
+
i

ℏ
H Φ

∣∣∣∣PΨ〉 = 0,

cualquiera sean los vectores Φ y Ψ, independientemente de las condicio-
nes iniciales Φ|t=0 y Ψ|t=0. Esta claro que lo anterior se cumple si los vec-
tores Ψ y Φ satisfacen la ecuación

iℏ
∂Ψ

∂t
= H Ψ. (8.3.7)

La ecuación anterior se denomina ecuación de Schrödinger y es la ecua-
ción de evolución de la Mecánica cuántica en la representación de Schrö-
dinger.

Veamos ahora cómo se relacionan las representaciones de Heisenberg
y de Schrödinger.

Equivalencia de las representaciones de Heisenberg y de Schrödinger

Las ecuaciones dinámicas del postulado 8.2.5 han de cumplirse inde-
pendientemente de que escojamos la representación de Schrödinger (S)
o la de Heisenberg (H) discutidas en el apartado anterior. Además, los
observables que medimos deben tener los mismos valores medios en am-
bas representaciones. Eso implica que ha de existir una transformación
unitaria la transformación unitaria (8.1.2) que pase de S a H y viceversa.

Sean ψ y ℓ la función de estado y el observable, respectivamente, en
la representación de Heisenberg y Ψ y L en la de Schrödinger. Entonces
entre ambas existe la relación:

Ψ = U∗ψ, L = U∗ℓU, U∗ = e−iH t/ℏ,

donde H es el operador hamiltoniano del sistema que se asume indepen-
diente del tiempo.

En efecto, si ψ no depende del tiempo, entonces

∂Ψ

∂t
=
∂U∗

∂t
ψ = − i

ℏ
H e−iH t/ℏψ = − i

ℏ
H Ψ,

i.e., la ecuación de Schrödinger (8.3.7).
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Supongamos que ahora L no depende de t (estamos en la representa-
ción de Schrödinger). Entonces,

∂ℓ

∂t
=
∂U
∂t

LU∗ + U
∂L

∂t︸︷︷︸
=Θ

U∗ + UL
∂U∗

∂t
=
i

ℏ
(H ℓ− ℓH ) =

i

ℏ
[H , ℓ]. (8.3.8)

Si escogemos ℓ como el operador P y X recuperamos las ecuaciones de
Heisenberg (8.3.5) y (8.3.6), respectivamente.

La mecánica matricial

Supongamos que tenemos una base (Ψn)n completa de vectores de H.
Entonces, todo vector Ψ de H lo podemos escribir, como ya hemos visto,
de la forma

Ψ =
∑
n

cnΨn, fn = ⟨Ψ|Ψn⟩.

Es decir, a cada vector de H le podemos hacer corresponder su vector
c = (c1, c2, . . . )

T . Análogamente, a cada operador L le podemos hacer co-
rresponder una matriz L con entradas Lm,n = ⟨Ψm|L|Ψn⟩. Luego la ecua-
ción (8.3.8) se puede escribir en la forma

∂L

∂t
=
i

ℏ
[H,L].

donde H es la matriz correspondiente al hamiltoniano del sistema, i.e.,
recuperamos la también antes mencionada mecánica matricial de Heisen-
berg.

8.3.4. Integrales de movimiento

De la ecuación (8.3.8) se sigue que en la representación de Heisenberg
una magnitud física es independiente del tiempo si el operador asociado a
dicha magnitud conmuta con el hamiltoniano. Esta propiedad es además
muy significativa desde el punto de vista físico como veremos a continua-
ción.

Definición 8.3.1 Se dice que un observable A es una integral de movi-
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miento si
d

dt
⟨a⟩ = d

dt
⟨Ψ|A |Ψ⟩ = 0.

Es decir, una magnitud es una integral de movimiento si el valor de dicha
magnitud se conserva en media.

Calculamos la derivada del elemento matricial

d

dt
⟨Ψ|A |Ψ⟩ =

〈
∂Ψ

∂t

∣∣∣∣A∣∣∣∣Ψ〉+

〈
Ψ

∣∣∣∣∂A
∂t

∣∣∣∣Ψ〉+

〈
Ψ

∣∣∣∣A ∣∣∣∣∂Ψ∂t
〉
.

Supongamos ahora que estamos en la representación de Schrödinger,
i.e., A no depende de t y |Ψ⟩ satisface la ecuación de Schrödinger (8.3.7).
Entonces, usando (8.3.7) tenemos

d

dt
⟨Ψ|A |Ψ⟩ =

〈
Ψ

∣∣∣∣ iℏ [H ,A ]

∣∣∣∣Ψ〉. (8.3.9)

Entonces, d
dt
⟨Ψ|A |Ψ⟩ = 0 si y sólo si [A ,H ] = 0.

Si ahora escogemos la representación de Heisenberg entonces (Ψ no
depende del tiempo, pero A si puede) tenemos

d

dt
⟨Ψ|A |Ψ⟩ =

〈
Ψ

∣∣∣∣∂A
∂t

∣∣∣∣Ψ〉 = − i

ℏ
⟨Ψ|[H ,A ]|Ψ⟩,

donde hemos usado la ecuación de Heisenberg (8.3.8). Es decir, también
en la representación de Heisenberg d

dt
⟨Ψ|A |Ψ⟩ = 0 si y sólo si [A ,H ] = 0.

8.3.5. La ecuación de Schrödinger y el postulado 8.2.5

Supongamos que la magnitud observable L es independiente del tiem-
po y Ψ es la solución de la ecuación de Schrödinger (8.3.7), donde H es
el operador hamiltoniano

H =
P2
1 + P2

2 + P2
3

2m
+ V (X1,X2,X3) = T̂ + V̂ .

Entonces, la ecuación (8.3.9) nos da

d

dt
⟨L⟩ = i

ℏ
⟨[H ,L]⟩. (8.3.10)
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Sea L = Xk. Entonces, usando (8.3.3) tenemos

[H ,Xk] = [T̂ ,Xk] = −iℏ∂H
∂Pk

. (8.3.11)

Sustituyendo lo anterior en (8.3.10) obtenemos

d

dt
⟨xk⟩ =

〈
∂H
∂Pk

〉
.

Sea L = Pk. Entonces, usando (8.3.2) tenemos

[H , Pk] = [V̂ , xk] = iℏ
∂H
∂Xk

, (8.3.12)

de donde, usando (8.3.10), se sigue que

d

dt
⟨pk⟩ = −

〈
∂H
∂Xk

〉
.

Es decir, si la función de estado evoluciona según la ecuación de Schrö-
dinger (8.3.7), entonces las medias de las coordenadas e impulsos se com-
portan como en la mecánica clásica hamiltoniana.

En las mismas condiciones de antes se puede probar (de forma total-
mente análoga) que, partiendo de la expresión

d

dt
⟨Φ|L|Ψ⟩,

se obtienen las fórmulas de evolución del postulado 8.2.5. En efecto, en
este caso la ecuación 8.3.9 se trasforma en

d

dt
⟨Φ|L|Ψ⟩ =

〈
Φ

∣∣∣∣ iℏ [H ,L]

∣∣∣∣Ψ〉.
La primera ecuación del postulado 8.2.5 se obtiene eligiendo L = Xk y
usando (8.3.11), y la segunda eligiendo L = Pk y usando (8.3.12).

8.3.6. El test de consistencia

Probemos ahora el test de consistencia, es decir, que la norma de cada
estado ∥Ψ∥ no cambia con el tiempo (lo que da la interpretación probabi-
lística). Para ello probaremos que d∥Ψ∥2/dt = 0. Así, usando la ecuación
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de Schrödinger (8.3.7) tenemos

∂∥Ψ∥2

∂t
=

∂

∂t
⟨Ψ|Ψ⟩ =

〈
∂Ψ

∂t

∣∣∣∣Ψ〉+

〈
Ψ

∣∣∣∣∂Ψ∂t
〉

=

〈
− i

ℏ
H Ψ

∣∣∣∣Ψ〉+

〈
Ψ

∣∣∣∣− i

ℏ
H Ψ

〉
= − i

ℏ
(
⟨H Ψ|Ψ⟩ − ⟨Ψ|H Ψ⟩

)
= 0

8.3.7. El principio de incertidumbre

Sean dos operadores hermíticos A y B. Definamos los operadores

∆A = A − ⟨A⟩I, ∆B = B − ⟨B⟩I,

donde ⟨A⟩ y ⟨B⟩ son los valores medios de A y B en el estado Ψ. Entonces,
como [A ,B] = iL, con L hermítico, se sigue que [∆A ,∆B] = iL.

Las dispersiones de las magnitudes A yB en el estado Ψ vendrán dadas
por

∆A :=
√
⟨Ψ|(∆A)2|Ψ⟩ = ∥∆AΨ∥, ∆B :=

√
⟨Ψ|(∆B)2|Ψ⟩ = ∥∆BΨ∥.

Si usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz (5.1.6)

∥∆AΨ|∥∆BΨ∥ ≥ |⟨∆AΨ|∆BΨ⟩| ≥ |ℑ⟨∆AΨ|∆BΨ⟩|

Calculemos la parte imaginaria de ⟨∆AΨ|∆BΨ⟩ = ⟨Ψ|∆A∆B|Ψ⟩. Para
ello recordemos que A es hermítico, luego ∆A también lo es pues ⟨A⟩ es
real, luego

ℑ⟨Ψ|∆A∆B|Ψ⟩ = 1

2i

(
⟨Ψ|∆A∆B|Ψ⟩ − ⟨Ψ|∆A∆B|Ψ⟩

)
=

1

2i
(⟨Ψ|∆A∆B|Ψ⟩ − ⟨Ψ|∆B∗∆A∗|Ψ⟩)

=
1

2i
(⟨Ψ|∆A∆B|Ψ⟩ − ⟨Ψ|∆B∆A |Ψ⟩)

=
1

2i
⟨Ψ|[∆A ,∆B]|Ψ⟩ = 1

2
⟨Ψ|L|Ψ⟩.

Como L es hermítico, l = ⟨Ψ|L|Ψ⟩ es un número real; así,

∆A∆B ≥ |l|
2
.

Lo anterior aplicado a los operadores P y X (ver postulado 8.2.6) nos
conduce al principio de incertidumbre de Heisenberg ∆x∆p ≥ ℏ/2.
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8.3.8. Los estados estacionarios del sistema

Toda la discusión anterior nos conduce a que el estado de un sistema
viene dado por un vector de estado Ψ que evoluciona según la ecuación
de Schrödinger. Vamos a suponer que el operador hamiltoniano (que es
hermítico) H es independiente del tiempo y tiene un conjunto de auto-
vectores Φn (independientes de t) completo en H, i.e.,

H Φn = EnΦn,

donde los autovalores En del hamiltoniano H representan los posibles
valores de la energía del sistema.

Supongamos ahora que tenemos un estado del sistema correspondien-
te a la energía En, que tiene la forma Ψn = α(t)Φn. Nótese que H Ψn =
EnΨn. Como los Ψn son estados del sistema, entonces han de satisfacer la
ecuación de Schrödinger, i.e.,

iℏ
∂Ψn

∂t
= H Ψn = EnΨn.

Resolviendo con respecto al tiempo la ecuación anterior tenemos

Ψn = e−iEnt/ℏΦn,

donde Φn no depende explícitamente del tiempo.

Comúnmente a los estados Ψn anteriores se les denominan estados
estacionarios del sistema. Además, de lo anterior se deduce que la única
dependencia del tiempo de los estados estacionarios es el factor e−iEnt/ℏ.

Dos propiedades inmediatas que cumplen los estados estacionarios y
que los hacen muy especiales son:

1. ∥Ψn∥2 = ∥Φn∥2, i.e., la densidad de probabilidad no depende del
tiempo.

2. Si un observable A no depende del tiempo, entonces el valor me-
dio de dicho observable, ⟨A⟩, para cualquier estado estacionario tampoco
depende el tiempo.
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8.3.9. Los operadores unitarios y la evolución temporal

La discusión del apartado anterior nos da una pista de una transfor-
mación unitaria de especial interés. Concretamente la trasformación que
define el operador U(t) = e−iH t/ℏ, donde H es el hamiltoniano del siste-
ma.

Como los sistemas son invariantes frente a las transformaciones unita-
rias ello implica que si definimos el vector Ψ(t) = U(t)Ψ(0), ambos, Ψ(t) y
Ψ(0) han de describir el mismo estado. De lo anterior se deduce que para
todo t0, Ψ(t+t0) = U(t)Ψ(t0), es decir, que los estados físicos son invarian-
tes frente a las traslaciones temporales. Como tomar derivadas respecto a
t en Ψ(t) = U(t)Ψ(0) nos conduce a la ecuación de Schrödinger (8.3.7),
podemos deducir que dicha ecuación es una consecuencia de la invarianza
respecto a las traslaciones temporales de los sistemas físicos.

Nótese que el razonamiento anterior también es válido para cualquier
operador unitario de la forma U(t) = e−iLt/ℏ, con L hermítico (no necesa-
riamente el operador asociado al hamiltoniano del sistema), en cuyo caso
obtendríamos la ecuación iℏ∂Ψ

∂t
= LΨ. Como esta última ecuación tiene la

misma forma que la ecuación de Schrödinger (8.3.7), entonces es posible
tomar como definición del hamiltoniano al operador H definido por la
transformación unitaria11 U(t) = e−iH t/ℏ.

C C

8.4. Problemas

Problema 8.1 Dado tres operadores A , B y C , prueba la identidad de
Jacobi

[[A ,B],C ] + [[B,C ],A ] + [[C ,B],A ] = 0.

11Ver, por ejemplo, Steven Weinberg, Lectures on Quantum Mechanics. Cambridge Uni-
versity Press, UK, 2012, página 82.
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Problema 8.2 Sea L es un operador acotado. Probar que

eLâe−L = â+
1

1!
[L, â] +

1

2!
[L, [L, â]] + · · ·

Ayuda: Encuentra la EDO que satisface el operador a(t) = etLae−tL, donde a no
depende del tiempo y desarrolla la función a(t) en potencias de t.

Problema 8.3 Sea L es un operador acotado. Prueba que si L es hermíti-
co, entonces eiL es unitario.

Problema 8.4 Prueba que el producto de dos operadores hermíticos L y
N siempre se puede escribir como

LN = A + B,

donde A es hermítico y B es antihermítico, i.e., B∗ = −B.
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¿Qué se nos ha quedado en el tintero?

Lo que sabemos es poco. Lo que no sabemos es
inmenso.

P. Laplace

Entre los muchos temas interesantes e importantes que se podrían ha-
ber tratado en un primer curso de Análisis funcional no podemos dejar de
mencionar los siguientes:

1. Estudiar con más detalles los espacios Lp. En particular L2([0, 1]) y
L2(R) como completamiento de C2([0, 1]) y C2(R), respectivamente.
Estos espacios son de especial importancia en sus aplicaciones no
solo en la propia matemática sino en otras áreas de las ciencias.
En especial los espacios L2. Varias referencias introductorias son [5,
Capítulo 2], [13, Capítulo 13] y [20, Capítulo 10].

2. Los espacios Lp y ponerlos en relación con la teoría de la medida.
Una primera aproximación es [22, Capítulo 7] y [9]. Para más deta-
lles se puede consultar [16].

3. Aplicaciones al mundo real. Aquí cabe mencionar sin duda el uso de
la teoría de operadores y de los espacios L2 en la Mecánica Cuánti-
ca. Aunque en el capítulo 8 discutimos brevemente el tema hay que
aclarar que, desde el punto de vista matemático, allí nos restringi-
mos al caso de operadores acotados. Para el caso general se pueden
consultar, aparte de [10, Capítulo 11], las magníficas monografías
[8] y [15].
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