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Prefacio

Como la lectura, la clase es una obra en cola-
boracién y quienes escuchan no son menos im-
portantes que el que habla. En este libro esta mi
parte personal de aquellas sesiones. Espero que
el lector las enriquezca, como las enriquecieron
los oyentes.

Jorge Luis Borges
De “El libro”, Borges Oral (1979)

Estas notas contienen el contenido del curso Andlisis Funcional imparti-
do por el autor en la Facultad de Matematicas de la Universidad de Sevilla.
Dicho curso es una asignatura opcional del tercer curso del Grado en Ma-
tematicas. Las mismas estan divididas en ocho capitulos. El primero es un
resumen de algunos de los conceptos del andlisis matematico elemental
que, por diversas razones, no siempre se dan de forma satisfactoria. El se-
gundo es, de alguna forma, una motivacion y estd inspirada tras la lectura
del primer capitulo de la magnifica monografia de Schechter [19].

En los capitulos 3, 4 y 5 se introducen los espacios métricos, normados
(Banach) y euclideos (Hilbert), asi como se discuten algunas de sus prin-
cipales propiedades. Son sin duda la base para entender los subsiguientes
capitulos 6, 7 y 8. Cada uno de los capitulos 3, 4 y 5 se culmina enuncian-
do y probando un teorema clasico de especial importancia en el contexto
del mismo. Asi en el el capitulo 3, dedicado a los espacios métricos, se cul-
mina con el Teorema de categorias de Baire, en el 4, con el clasico Teorema
de Banach-Steinhaus para los espacios de Banach y en el 5, con el Teore-
ma de representacion de F. Riesz. El capitulo 6 estd dedicado a la teoria de
operadores y culmina con la prueba del Teorema espectral para operadores
autoadjuntos y compactos. El capitulo 7 contiene tres de los teoremas cla-
sicos del Andlisis funcional: el Teorema de Hahn-Banach sobre la extension



de funcionales lineales, el Teorema de la aplicacion abierta y el Teorema
del grafo cerrado. También en dicho capitulo 7 se discuten brevemente los
conceptos de espacios duales y la convergencia débil. Finalmente, en el
capitulo 8 se muestra, brevemente, la conexion de la teoria de operadores
en espacios de Hilbert con la Mecédnica Cudntica. Cada capitulo culmina
con una coleccién de problemas (muchos de los cuales estan resueltos con
todo detalle) para que el lector interesado pueda ejercitar los conceptos y
teoremas estudiados en ellos.

Quiero agradecer a todos los que de una forma u otra me han ayu-
dado a que estas notas sean posibles. En primer lugar a mi familia, a los
que les he robado un tiempo precioso. Sin duda también ocupan un lugar
destacado los alumnos que participaron activamente en los dos primeros
cursos durante el invierno/primavera de 2024 y 2025. En especial a Ma-
nuel Alanis, Antonio Medinilla, Jesus Mesa, David Ramos, Mateo Reino
y Fernando Ruiz por sus muchas puntualizaciones, revisiones y criticas
(siempre constructivas). Sin duda la presentacién actual de estas notas
son mucho mejor gracias a ellos y todos los errores responsabilidad ex-
clusivamente mia. También soy deudor de los autores de las monografias
mencionadas en la bibliografia. Aunque estas notas no coinciden en su to-
talidad con ninguna de ellas (si ese fuese el caso no hubiese sido necesario
escribir este texto, hubiese bastado usar una de dichas monografias), de
cada una de ellas he tomado prestado, entre otras cosas, demostraciones,
ejemplos y problemas. Para ayudar al lector a la hora de consultar dichos
textos en el capitulo dedicado a la bibliografia se menciona que texto se
ha usado en cada uno de los grandes bloques (espacios métricos, norma-
dos y euclideos), y, por tanto, muy recomendables para profundizar en los
mismos.

Espero que el estudiante, y el lector en general, le encuentre utilidad a
estas notas y disfrute de su lectura como yo he disfrutado al escribirlas.

Renato Alvarez Nodarse

Sevilla, 4 de junio de 2025



Espacios de Hilbert

H

Espacios de Banach

Espacios métricos

X

HCBCX

Jerarquia de los espacios funcionales que se estudian en estas notas



Prof. Renato Alvarez-Nodarse

[euoUNY SISI[BUY [ UODINPOIIU]



Capitulo 1

Preliminares

Estudia el pasado si quieres conocer el futuro

Atribuida a Confucio

En este capitulo recordaremos algunos conceptos basicos del andlisis
necesarios para entender el resto de los capitulos de estas notas. Asumi-
remos que el lector tiene unos conocimientos minimos del célculo infi-
nitesimal, el algebra lineal y los nimeros complejos. Para mas detalles
consultar, por ejemplo, [24, 25].

1.1. Sucesiones numeéricas en C

En adelante denotaremos por N = {1,2,3,...,n,n+1,...} al conjunto
de los niimeros naturales.

Definiciéon 1.1.1 La aplicacion o funcién f : N — A que hace correspon-
der a cada numero natural n un elemento a,, de cierto conjunto A se deno-
mina sucesion de elementos de Ay la denotaremos por (a,,)>2,, 0 (ap)n-

Por ejemplo, si A = C, diremos que f : N — C define una sucesién de
numeros complejos. Como ejemplo tenemos las

n = (_1)71 = {_17 L-1,1,... }, Zn = e = {€i,€2i,€3i, R }
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Definicidon 1.1.2 Sea N\ un subconjuntode N, N = {ny,no, ..., ng, ..., k €
N} siendo (ny)r una sucesion estrictamente creciente de niimeros naturales.
Sea (ay,), una sucesion de numeros cualquiera. Construyamos una nue-
va sucesion cuyos elementos sean los elementos de a, correspondientes a
los valores ny de N. Es decir, construyamos un subconjunto del conjunto
{an, n € N}. La nueva sucesion ast obtenida la denotaremos (a,, )r ¥ la
llamaremos subsucesidn de (ay,)p.

Por ejemplo, sea a,, = (—1)". De la sucesion a,, podemos construir las
subsucesiones de los elementos pares ay, € impares ay;,_; correspondientes
a los subconjuntos Al = {2,4,...,2k,..., k € N} y A = {1,3,....2k —
1,..., k € N}, respectivamente. Ellas son ao, = 1y ag,_1 = —1.

Definicidon 1.1.3 Se dice que una sucesion (z,),, estd acotada, si para todo
n € N, existe un M € R, M > 0 tal que |z,| < M.

Por ejemplo, las sucesiones (x,,) y (z,), definidas antes son claramente
acotadas (basta escoger M = 1).

Definicion 1.1.4 Se dice que una sucesion (z, ), es no acotada si para todo
M e R, M >0, existe un n € N tal que |z,| > M.

Por ejemplo, la sucesion b, = (—1)"n? no estd acotada.

Definiremos la distancia d(z, z2) entre dos numeros complejos z; =
T1+ 11 Y 20 = Ty + 1Yo COMO

d(Zl,ZQ) = |Zl — 2’2| = \/(ZEl — 172)2 + (yl — y2)2. (111)

Definiremos el e-entorno o e-vecindad de un nimero complejo z, a la
“bola” U.(z) definida por

Uc(z) ={2 € C; |z — 2| < e}

Obviamente U,(z) es un circulo del plano complejo de centro z, y radio ¢
excluyendo la frontera (o sea, la correspondiente circunferencia).

Sea z = x + 1y, 20 = xo + 1yo. Puesto que
méx{ |z —zo|, [y —yo|} < |2 —20| < [2—z0]+ |y —10l, |2+ 20| < |2|+ 20,

podemos construir la teoria de limites en C de la misma forma que se hace
en R. Asi pues, tenemos la siguiente definicion:
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Definicién 1.1.5 Diremos una sucesién de numeros complejos (z,), tiene
limite z, y lo denotaremos por lim,, ., z, = z, si®

Ve>0,eeR, INeEN; Vn>N, |z,—z2|<e.

?En adelante al escribir ¢ > 0 asumiremos que a es un numero real, ya que los
complejos no se pueden ordenar.

El significado geométrico del limite es claro: dentro de e-entorno U.(z)
del limite = de la sucesién (z,), hay infinitos términos de la sucesion (de
hecho todos a partir de cierto N) y fuera de él s6lo hay un nimero finito
de términos (a lo sumo los N primeros términos) de la misma.

Si escribimos z, = x,, +1iy, y z = x + iy, entonces, de las desigualdades
méx{|z, — x|, [yn — yl} < l2n — 2 < 2w — 2 + [yn — Yl
se deduce que

limz,=2 <= lmz,=2 y limy,=y.
n—o0 n—oo n—oo

En particular, z, — 0 siy sélo si |z,| = 0.

Nota 1.1.6 De lo anterior se deduce que toda sucesion de ntimeros com-
plejos es equivalente a dos sucesiones de niimeros reales (la de sus partes
reales e imaginarias).

Asi pues, por analogia con el caso real podemos definir las sucesiones
de Cauchy, enunciar y probar el criterio de Cauchy y muchas otras propie-
dades de las las sucesiones’. No obstante al ser C un cuerpo no ordenado,
se pierden todas las propiedades relacionadas con el orden (supremo, mo-
notonia, etc). Gracias a la teoria de limites de sucesiones podemos definir
el limite de funciones, continuidad de funciones, derivabilidad de funcio-
nes, etc.

Ademds, estd claro que, al igual que en el caso real, si (z,),, tiene limite,
entonces (z,), es acotada, pero no al contrario.

'El lector no familiarizado con dichas definiciones puede consultar, por ejemplo, el
capitulo 3 de la magnifica monografia [24]
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Definicion 1.1.7 Una sucesion (z,), es de Cauchy (o fundamental) si para
todo € > 0 existe un N € N tal que para todos n,m > N, se cumple
|20 — zm| < e. O, equivalentemente, z,, es de Cauchy siy solo si

Ve >0, AN €N, talqueVn > N, yVp € N, |z,1p — 25| <&,
o, equivalentemente,

Ve >0, AN € N, talque Vn > m > N, |z, — zn| < €.

Teorema 1.1.8 (Criterio de Cauchy) Para que una sucesion de niimeros
complejos (z,), sea de convergente es necesario y suficiente que sea de
Cauchy.

Demostracion: La prueba se basa en la equivalencia entre z, = x,, + iy,
y las sucesiones reales (z,,), ¥ (y.)». En efecto, basta notar que

max{ |z, — xn+p|v |Yn — yn+p‘} < |zn — Zner’ < |z, — xn+p‘ A |Yn — yner’a

luego estd claro que si z, es de Cauchy, x,, e y, también lo son, luego
— — .

Ty TN Ty yn — y pues (z,), € (¥,), son ambas sucesiones reales para

las cuales es cierto el criterio de Cauchy. Luego z, — z = x + iy. ]

De la equivalencia entre las sucesiones reales y complejas (ver Nota
1.1.6) se sigue inmediatamente el siguiente teorema:

Teorema 1.1.9 (Propiedades algebraicas de los limites) Sean dos su-
cesiones convergentes (a,), Y (b,), con lim a, = a, y lim b, = b. Enton-
n—oo

n—o0
ces:

1. lim a, +0b,=a+0b.

n—00

2. lim a, - b, = a-b. En particular, Va € C, lim aa, = aa.

n—o0 n—o0

3. SivneN, b, #0,yb+#0, entonces, lim dn _

a
n—oo b, b

Definicion 1.1.10 Un punto z de un conjunto E C C es interior si existe
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un entorno U.(z) del mismo contenido por completo en E. Un conjunto es
abierto si todos sus puntos son interiores.

Evidentemente todo entorno U.(z) de z es un abierto.

Definicion 1.1.11 Dado un conjunto E C C diremos que z; € C es un
punto de acumulacion de F si en cualquier entorno U.(z,) existe al menos
un punto de F distinto de z, (y, por tanto, infinitos).

Por ejemplo, 0 es un punto de acumulacién del conjunto £ = {1,1/2,1/3,
...,1/n,...}, mientras que 10~*, cualquiera sea k € N no lo es.

De la Definicidn 1.1.11 se sigue inmediatamente el siguiente

Teorema 1.1.12 2z es un punto de acumulacion de E siy solo si existe al
menos una sucesion de niimeros (z,)n, CON 2, # z,11, para todo n € N, tal
que lim,, .o, 2, = 2.

Definicion 1.1.13 Un conjunto E es cerrado si contiene todos sus puntos
de acumulacion.

Por ejemplo, el conjunto U, (z) =: {z € C; |z — 2| < €} es un cerrado.

Definicidon 1.1.14 Un conjunto E es acotado si existe un M > 0 tal que,
para todo z € E, |z| < M.

A partir del Lema de Bolzano-Weierstrass para los conjuntos acotados de
R se sigue el siguiente resultado:

Lema 1.1.15 (Bolzano-Weierstrass) Cualquier subconjunto infinito® aco-
tado de C tiene por lo menos un punto de acumulacion. En particular se
tiene que de toda sucesion acotada se puede extraer una subsucesion con-
vergente.

9Es decir, con un nimero infinito de elementos.

1.2. Series

1.2.1. Series numéricas
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Definicién 1.2.1 Dada una sucesién de niimeros complejos (a,,),, la ex-
presion

o0

E ak:a1+a2+a3+...+ak+...

k=1
se denomina serie infinita o serie y a los numeros a;, as, ..., elementos de
la serie. Las sumas

Sn:Zak:a1+a2+a3+"'+an7
k=1

se denominan sumas parciales de la serie.

Definicién 1.2.2 Diremos que la serie ) -, ai converge a S, si la suce-
sion de sumas parciales (S,,), tiene limite finito S y a dicho niimero le de-
nominaremos “suma” de la serie. Si por el contrario, la sucesion de sumas
parciales no tiene limite, entonces diremos que la serie diverge.

El Criterio de Cauchy para las sucesiones establece que una sucesiéon
(), es convergente siy sélo siVe > 0,dN € N, talquesin > N, yVp €
N entonces |z,+, —x,| < €. Una simple aplicacién del mismo a la sucesién
de sumas parciales nos conduce a nuestro primer criterio de convergencia
para las series.

Teorema 1.2.3 (Criterio de Cauchy para las series) Laserie ) ;- ayes
convergente si y solo si, para todo € > 0, existe un N € N, tal que para
todosn > N yparatodop € N, |ap41+ -+ anip| <€

Este teorema tiene dos consecuencias inmediatas: la primera es que si
alteramos un numero finito de elementos de la serie, la convergencia de
ésta no se afecta; y la segunda es el siguiente resultado:

Teorema 1.2.4 (Condicion necesaria de convergencia de una serie)
Si la serie 220:1 ay es convergente, entonces lim a,, = 0.

n—o0

Demostracion: Basta tomar p = 1 en el Teorema 1.2.3. [ ]

0o n2

Es fdcil ver, a partir del teorema anterior que la serie ) 7 | 55— es
divergente. Con algo de més trabajo se puede probar que la serie Y > 1

n=1 n?
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es divergente, lo cual ilustra que las condiciones del Teorema 1.2.4 son
necesarias pero no suficientes.

. . . o0 oo

Una propiedad de las series o:}:onvergentes esquesiy ;_,ary Y poqbi
convergen, entonces la serie > .~ | aay, + b, también es convergente, ade-
mas

iaak—kﬁbk:aiak—i—ﬁibk, Va, g € C.
k=1 k=1 k=1

Nétese, ademads, que del cardcter convergente de la serie Y .- (ax +
br) no se puede inferir el cardcter convergente o divergente de las series

S ary e, bi (épor qué?).

Definicién 1.2.5 Diremos que una serie Y .-, a;, es absolutamente con-
vergente si la serie Y .- | |ax| es convergente.

Teorema 1.2.6 (Weierstrass) Una serie > .-, aj es absolutamente con-
vergente siy sélo si la sucesion S, = >, _, |ax| estd acotada.

Demostracion: La sucesién (.S,),, de sumas parciales S, = > 7, |ax| es
una sucesién mondétona, luego si esta acotada, entonces existira el limite
que es precisamente la suma de la serie. Por el contrario, si la sucesion
Sn = > _r_, |ax| es no acotada, entonces la serie serd divergente. n

A partir del criterio de Cauchy 1.2.3 se sigue el siguiente teorema:

Teorema 1.2.7 Toda serie absolutamente convergente es convergente.

Un ejemplo sencillo, y de gran importancia, de serie absolutamente
convergente es la serie geométrica
= k—1 2 1
T =1ttt =—, gl <L
k=1 1—q

Recordemos a continuacién algunos criterios para estudiar la conver-
gencia de series. El primero, y uno de los mas sencillos, es el criterio de
comparacion. Su demostracién es una simple consecuencia del Teorema
de las sucesiones mondtonas y acotadas similar a la prueba del Teorema
1.2.6.
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Teorema 1.2.8 (Criterio de Comparacion de Weierstrass) Sean las se-
ries de niimeros complejos » ;- ayy Y po, bx. Siexiste un N € N tal que
para todo n > N, |a,| < |b,|, entonces si la serie Y .-, |by| converge, la
serie > -, |ax| converge, y si’y .- | |ai| diverge, entonces Y -, |by| diverge.

Ejercicio 1.2.9 Prueba calculando el limite de sus sumas parciales, que
la serie > e +1) converge. Usando lo antenor y el criterio de compa-

racion deduce la convergencia de la serie > °°

nln2

Teorema 1.2.10 (Criterio de comparacion por paso al limite) Sean las
sucesiones (a,), Yy (b,)n tales que lim,,_, ||b”|| = ¢ > 0. Entonces, Y .-, |ax|
converge siy solo si ), | |by| converge.

Demostracion: Este teorema es una consecuencia del Teorema de com-
paracién 1.2.8. Como lim,, ,, a,/b, = ¢ > 0, ello significa que para todo
e > 0, existe un N € N, tal que para todo n > N, |a, /b, — q| < e. Luego,
si tomamos ¢ = ¢/2, a partir de cierto N tendremos que

1 1

—qb, < a, < =qb,,,

21 37
de donde, utilizando el criterio de comparacidon, se obtiene el resultado
buscado. [ ]
Ejercicio 1.2.11 Estudiar la convergencia de las series

anz’ zsm (—) y ilog(pr%),

n=

Nota 1.2.12 De la prueba del Criterio de comparacion por paso al limite
se deduce que si ¢ = 0, sélo podemos afirmar lo mismo que en el Teorema
de comparacién 1.2.8 es decir; que si la serie ) .-, |by| converge, la serie

> re lax| converge, y si >~ |ag| diverge, >~.°  |by| diverge.

Veamos ahora dos criterios donde se involucra una tinica serie, es decir,
dos criterios donde solo precisamos la informacién relacionada con la serie
que queremos estudiar.
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Teorema 1.2.13 (Criterio del cociente de D’Alembert) Sea ) ",° , a; una
serie de numeros complejos tal que lim,, . |a,+1|/|a,| = q. Entonces,

1. Siq <1, laserie ) ;- ax es absolutamente convergente

2. Siq>1, laserie) -, |ay| es divergente.

3. Siqg=1, laserie ) ;. |ax| puede ser convergente o divergente.
Demostracion: Si lim,, ., |a,11/a,| = ¢ < 1, entonces a partir de cierto
N € N, existe un « € (0, 1), tal que |a,+1/a,| < o < 1. Por tanto,

|ania] < alan],  ana| < @fan-| < a®lan—s| = |aq| < " Vay| = Ca®,

y el criterio de comparacion, tomando b, = C'«@”, nos conduce al resultado
buscado. Andlogamente se demuestra la divergencia en el caso ¢ > 1.
Como ejemplo del caso 3 tenemos las series cuando a, = 1/ny a, =
1/n?, para las cuales obviamente lim,, ., |@,+1/a,| = 1, siendo la primera

divergente y la segunda convergente. ]
Este criterio no siempre funciona aun en casos sencillos como el si-
guiente: sea la serie > ;7 2 (2k . Obviamente tenemos

)

Unt1 12—1—(—1)”+1 [ 1/6 npar
a, 2 2+ (=1 | 3/2 nimpar

luego no existe el limite del cociente. No obstante,

2+ <2 (- &1 &1V
St G- (3)
k=1 k=1 k=1 k=1

y estas dos ultimas obviamente son convergentes.

Teorema 1.2.14 (Criterio de la raiz de Cauchy) Sea ) ;- , a; una serie
de niimeros complejos tal que lim,, ., \/|a,| = g. Entonces,

1. Sig <1, laserie ;. aj es absolutamente convergente
2. Sig>1, laserie) ;- ay es divergente.

3. Siq=1, laserie ;- aj puede ser convergente o divergente.
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Demostracion: La demostracion de este resultado se basa en si lim,,
a, = q < 1, entonces a partir de cierto N € N, {/|a,| < o < 1. Luego,
si utilizamos el criterio de comparacién tomando b, = " el resultado es
inmediato. Notese que si ¢ = 1, entonces pueden ocurrir ambas posibili-
dades. El mismo ejemplo, a,, = 1/ny a,, = 1/n?, teniendo en ambos casos
lim,, o /a, = 1, pero siendo la primera serie divergente y la segunda
convergente. [ ]

24-(—1)F
2k

127—1+2<</(—1)n+2<71+2:£7
2 o = o =\ o 2

por tanto lim,,_, {/a, = 3 < 1y segun el criterio de Cauchy 1.2.14 con-
verge.

Si aplicamos este criterio a la serie y tenemos

El ejemplo anterior nos indica que el criterio de Cauchy 1.2.14 es mas
general que el de D’Alembert 1.2.13 en el sentido que el criterio de criterio
de D’Alembert implica el de Cauchy, pero no viceversa.

Nota 1.2.15 Debemos destacar que tanto en el criterio de D’Alembert como
el de Cauchy antes descritos, el resultado sigue siendo cierto si cambiamos
los limites por los limites superiores.

Ejercicio 1.2.16 Estudia el cardcter de las series

k=0 1

1.2.2. Mas sobre series de numeros reales

Vamos a discutir ahora algunas propiedades de las series de niimeros
reales. Comenzaremos considerando serie de gran importancia en las ma-
temdticas —y fuera de ellas—: las series del tipo >_>° | L conp € R, p > 0.
Estas series se conocen como series armonicas. Ya vimos ejemplos de ellas
cuando p = 1, serie que divergia, y p = 2, serie que convergia. Una pre-
gunta evidente es ¢Para cudles p > 0 converge la serie armonica?
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Es evidente del Teorema de comparacién 1.2.8 que para todo p > 2
la serie converge y que para p < 1 diverge. Ahora bien, para 1 < p < 2
no nos sirve el Teorema de comparacién y un calculo sencillo nos muestra
que tanto el criterio de Cauchy como el de D’Alembert nos dan 1 con lo
cual no son concluyentes. ¢Como resolver este problema?

Teorema 1.2.17 (Criterio de McLaurin-Cauchy) Sea f(z) una funcién
real no negativa definida en [1,+00) y mondtona decreciente en todo su
dominio. Entonces la serie Y -, f(n) y la integral impropia [ f(z)dx
tienen el mismo cardcter de convergencia.

Demostracién: Como f es decreciente y no negativa, tenemos que para todo
k=0,1,...yzelkk+1],0< f(k+1) < f(x) < f(k), por tanto, usando la
monotonia de la integral de Riemann -recuérdese que si f es mondtona, entonces
es integrable—, tenemos

k+1
fli+1) < /k f@)de < f(k).

Luego, usando la aditividad de la integral,

n

n n+1
S fk+1) < /1 Fla)de <3 (),
k=1

k=1

es decir, para las sumas parciales S,, de la serie Y 2 | f(n) y la funcién F(¢) :=
flt f(z)dz, tenemos
Spt1— f(1) < F(n+1) < S,

De la desigualdad anterior deducimos que si la serie > | f(n) converge, enton-
ces sus sumas parciales S,, son acotadas y, por tanto, la funcién F'(t) es acotada,
luego existe el limite lim;,, F'(t), es decir, existe la integral impropia. Ademas,
si existe la integral impropia, entonces la sucesién F'(n + 1) es acotada, por tanto
las sumas S,,4+1 también lo son, de donde deducimos que la serie converge (ver
Teorema 1.2.6).

Si por el contrario la serie no converge, entonces las sumas parciales no estan
acotadas y, por tanto, F' tampoco lo esta, luego la integral impropia diverge.
Anélogamente, si la integral impropia no converge, entonces F' es no acotada,
luego S,, es no acotada y la serie diverge. [ ]

Ejercicio 1.2.18 Usa el criterio integral para estudiar el cardcter de las
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=1 > 1
series — — parap > 0.
; np y ; nlog? n p p

Reordenacion de términos en una serie

Dada una serie ), , a;, construyamos una serie y .-, aj, obtenida de
la anterior mediante la reordenacion de un ntmero infinito de términos,
es decir todos los términos de las sucesiones (a,), y (a/,), coinciden pero
estan, en general, situados en distintos sitios.

Teorema 1.2.19 Si )/, a; es absolutamente convergente, entonces la se-
rie y -, aj, también es absolutamente convergente y su suma coincide con
la de la serie original.

Demostracion: Supondremos que la reordenacion involucra a un nimero
infinito de términos —si es un numero finito sabemos que el resultado es
. _ oo ! [ o0 /
cierto—. Denotemos por Slasuma S =), a; y S’ lasuma S’ =) 7  aj.

Supongamos, que nuestra serie tiene todos sus términos positivos (o
negativos). Sean S), = »,_, aj, las sumas parciales de la serie reordena-
da. Escojamos ahora un N € N tal que todos los elementos del conjun-
to {a},d),...al,} estén contenidos en el conjunto {a,as,...ay}. Enton-
ces, obviamente S/ < Sy. Pero la serie original es convergente, luego
la serie S converge luego las S, estdn acotadas y, por tanto, el conjun-
to de las sumas parciales de S’ es acotado, luego S’ converge. Ademads
S’ < S. Para probar que S’ = S procedemos al contrario, es decir, dado
Sp =Y p_, ay escojamos un N € N tal que todos los elementos del conjun-
to {a1, as, . ..a,} estén contenidos en el conjunto {a}, a}, ... ay }. Entonces,
obviamente S,, < S ¥, por tanto, como hemos probado que S’ converge
tenemos S < S’ de donde deducimos que ambas series convergen y suman
lo mismo.

Supongamos a continuacion que la serie S tiene infinitos términos po-
sitivos e infinitos negativos —si alguno de ellos fuese un nuimero finito el
teorema estaria probado-. Entonces, si denotamos por «;' y a,, a los tér-
minos positivos y negativos, respectivamente, tendriamos

[e.9] o0

0 o0 0 i
E ap = E ay + E a,, ademas g lag| = E af + E (—ay,),
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1 k=1
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. 00 + [e's) —
de donde se deduce que ambas series ) .-, a y > .-, a, convergen. Sea,
como antes, S’ nuestra serie reordenada, entonces:

S = ia; = i(aﬁ)’jLi(ak)’ = ia;jLiak = iak =9,
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

pues ambas series > .~ af ¥ Y ., a;, convergen absolutamente y sus
términos tienen todos el mismo signo. ]

Este resultado sélo es cierto para las series absolutamente convergen-
tes. Veamos el siguiente ejemplo.

Sea la serie ) °  (—1)"*!/n. Esta serie es convergente (probar como
ejercicio), pero no lo hace absolutamente. Ademds, como
n (_1)k+1 . (_1)n prkan’

log(1+x):2 x4 , con &€ (0,z),
— k 1+¢&n+1

tenemos, sustituyendo = = 1, que

log 2 i(_l)kﬂ L — 0, si1 —
O — n o0
& — k n+1 ’ 7
es decir, que
< (—1)n! 11 1, 1 1 1 1
:1__ - —_— — o« o —_ ...:1 2 0
2 n s Aty e T e ok 052 7

n=1

Reordenemos la serie

= (o)D)

- LY,
2k—1 2k
de la siguiente forma:

o (1 1 1 N 1 1 1 N 1 1 1 N
- 2 4 3 6 8 5 10 12
1 1

(96D (-2

es decir inuestra reordenacion cambia el valor de la serie!
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Definicidon 1.2.20 Diremos que una serie es condicionalmente convergente
si la serie ) - | ay, converge pero la serie ) - |ay| diverge.

Teorema 1.2.21 (Teorema de reordenacion de Riemann) Las series con-
dicionalmente convergentes se pueden reordenar de tal forma que sumen
cualquier valor real prefijado de antemano.

Demostracion: Sea S = ), a; nuestra serie. Obviamente S tiene infi-
nitos términos positivos e infinitos negativos —pues si alguno de ellos fuese
finito la serie seria absolutamente convergente—. Como antes denotaremos
por ¢ y a;; alos términos positivos y negativos, respectivamente, y sean

S*zia;, y S:iak,
k=1 k=1

las correspondientes series de términos positivos y negativos y S;" y .S,
las sumas parciales de las mismas. Sean N* y N~ dos ntimeros naturales
suficientemente grandes. Como

N N+t N~
SIv = larl =D af +> (—a) = Sy+ — Sn-,
k=1 k=1 k=1

entonces, para N* y N~ tendiendo a infinito se tiene que o S* tiende a
+00 0 S~ tiende a —oo, pues si ambas convergieran, la serie S seria ab-
solutamente convergente. Probemos que ambas series Sty S~ divergen.
Supongamos que una de las dos series, digamos S*, converge, entonces

como
N N+ N-
} : _ E: + Z -
ar = a + a,
y S~ es necesariamente divergente, S tendria que ser divergente, lo cual
es una contradiccién. Por tanto, y como ambas series ST y S~ son series
de términos del mismo signo, tenemos
lim S = +o0, y lim S, = —o0.
n—oo n—oo
Para probar el teorema vamos a fijar un numero L cualquiera y va-

mos construir una reordenacién de (a,), tal que la suma de nuestra se-
rie S’ sea L, es decir, L = Y ;- a;. Por comodidad tomaremos L > 0
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—el caso L < 0 es andlogo-. Como lim S;" = 400, los n; primeros tér-
minos de nuestra nueva serie Y -, aj, los escogemos, consecutivamente
tomando los primeros términos positivos de la sucesiéon (a,), hasta que
tengamos que S,. > L. Asf la suma parcial S;; = > "7' af > L. Como
lim S, = —o0, vamos a seguir construyendo nuestra reordenacion con los
primeros m; términos negativos de la sucesion (a,), hasta que tengamos
que S, + S, < L.Y asi sucesivamente construimos una sucesién de
sumas parciales

_ g+t - + - + -
Sk =S + S, + S0, F S, o+ S+ S

tomando los términos positivos o negativos de (a,,), de forma que en cada
paso (o bloque de sumandos de un signo dado) estamos a la derechao ala
izquierda de L. Ademds, como nuestra serie ) /-, a; converge, entonces
a, — 0 cuando n — oo, luego para todo ¢ > 0 siempre existe los valores
N=n+--4+nyM=m;+---+mytalesquesin > K = N+ M,
af <eyla,| <eparatodon > K.

Probemos a continuacién que la serie S’, construida de esta forma, tie-
ne limite L. Por construcciéon notemos que si escogemos n > K, siendo
K el encontrado anteriormente, entonces |S,, — L| se puede hacer tan pe-
quefio como se quiera. En efecto, supongamos que n corresponde justo al
ultimo sumando, a;,, de la suma S}, que no es mas que el ultimo sumando
de S; o S, , es decir, a; o |a, | entonces |S, — L| < |a;|, y éste es en
valor absoluto menor que ¢ como ya hemos visto. Es decir, si nos detene-
mos justo cuando en nuestro proceso saltamos por encima de L, entonces
|S, — L| < e.

Si ahora n > K, que no sea el tltimo sumando de S} o S, , entonces
como todos los a), son tales que |a],| < € si n > K, entonces vuelve a ser
Sy, — L| < |aj|, siendo aj, nuevamente el ultimo sumando de la suma S,
o S, anterior con lo que sigue siendo |S,, — L| < ¢. Por tanto, existe un K
suficientemente grande tal que la diferencia |S,, — L| se puede hacer tan
pequefla como se quiera para todo n > K, luego la serie S’ tiene como
suma a L. ]

1.2.3. Series de potencias

Las definiciones y teoremas anteriores nos permiten definir y estudiar
las series de potencias en C.
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Definicion 1.2.22 Dada una sucesion de niimeros complejos (a,), Yy zo €
C definiremos serie

Zan z—29)", z € C, (1.2.1)

n=0

que denominaremos serie de potencias.

Como casos especiales de las series de potencias tenemos:
o0 o [e.e]
5 P P
DB B D P
kl’ k-’
k=0 k=0 k=1

etc. Si la serie converge para todos los valores de z de cierto conjunto
A C C, entonces podemos definir la funcién suma f(z) de la serie.

Propiedades de las series de potencias

Sin pérdida de generalidad vamos a considerar las series de potencias

del tipo
Z an2", (1.2.2)
n=0

es decir, cuando zy = 0. Obviamente si tenemos una serie de potencias del
tipo (1.2.1), la podemos reducir a la anterior (1.2.2) haciendo el cambio
de variables ( = z — z, y viceversa.

Teorema 1.2.23 (Primer Teorema de Abel) Sea la serie de potencias
Yo ganz", an, z € C. Sila serie converge para cierto® w € C\ {0}, enton-
ces la serie converge absolutamente para todo z € C con |z| < |w|.

2Notese que la serie siempre converge para z = 0.
Demostracion: Como w # 0, entonces

oo o
z n
g a2 = E a,w" <—)
w

n=0 n=0
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Como ) °  a,w" es convergente, entonces por el Teorema 1.2.4 sabemos
que a,w" == 0, asi pues, la sucesién a, w" estd acotada, luego existe un
M € R, M > 0 tal que para todo n € N, |a,w"| < M, luego

00 00 2 |n
a3 M|
n=0 n=0 w

pero como |z| < |wl|, |£| < 1,y laserie Y77 /| 2| es convergente, luego el
criterio de comparacion de Weierstrass 1.2.8 nos asegura la convergencia
absoluta de la serie para |z| < |w]. u

Corolario 1.2.24 Si ">  a,z" diverge para algiin niimero complejo w,
entonces diverge para todo z con |z| > |w|.

Por tanto, el Primer Teorema de Abel nos asegura la existencia de re-
giones (circulos) de convergencia y divergencia, de una serie de potencias
en C. De hecho podemos afirmar que dada una serie de potencias cual-
quiera siempre existe un nimero no negativo R > 0 6 R = +oo tal que
para todo z con |z| < R la serie converge y si |z| > R la serie diverge.

Definicion 1.2.25 El numero R > 0 anterior se denomina radio de con-
vergencia de una serie de potencias.

Nota 1.2.26 De lo anterior se deduce que la region de convergencia de una
serie de potencias definida por la ecuacion (1.2.1) es un circulo de radio R
en el plano complejo estd centrado en z, (ver la figura 1.1). Es sencillo® de
ver que la region de convergencia de la serie definida por la ecuacion (1.2.2)
es entonces un circulo de radio R centrado en el origen. Nétese que se puede
obtener una region de la otra simplemente mediante una traslacion en el
plano complejo (mediante el vector z).

9Basta tomar z — zg = (

Teorema 1.2.27 (Segundo Teorema de Abel) Toda serie de potencias
Yoo 0 nZ", an, z € C, tiene radio de convergencia R > 0 6 R = +oo.
Ademds, la serie converge absolutamente para todo = tal que |z| < R.

Demostracion: Sea

A=<p, p>0; Zanp" converge
n=0
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3z |z — 20| < |w — 2o

~———

_______

Figura 1.1: Regi6n de convergencia de la serie " >° a,(z — z)".

El conjunto A es no vacio pues para p = 0, la serie siempre converge.
Entonces o bien sup A = 400, 0 bien supA < +oo. Sea R = sup A. Si
R = 0, entonces la serie sélo converge en z = 0. Si R = +4oco la serie
obviamente converge para todo z complejo y ademas por el Teorema de
Abel lo hace absolutamente. Si R < +o00, entonces por el Teorema de Abel
la serie converge para todo |z| < p < Ry lo hace absolutamente. Ademss,
por el corolario del primer Teorema de Abel la serie diverge para todo
|z| > p > R, asi pues R es el radio de convergencia. ]

Nota 1.2.28 Del teorema anterior se sigue que la mayor region de conver-
gencia de la serie )~ a,z" es el disco Ug(0).

Veamos ahora un criterio general para encontrar el radio de conver-
gencia de una serie de potencias. Como corolario del criterio de Cauchy
para las series tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.2.29 (Férmula de Cauchy-Hadamard) Dada una serie de po-
tencias > -, a,2", su radio de convergencia R viene dado por la férmula

R= _ (1.2.3)

I an]
n

Demostracion: Sea z € C. Sea limsup {/|a,2"| = ¢. Como

limsup v/|a,2"| = |z| limsup v/ |a,|,
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entonces, usando el criterio generalizado de Cauchy 1.2.14 (ver la Nota
1.2.15), nuestra serie original converge si |z|limsup {/]a,| < 1y ademés
diverge si |z|limsup {/|a,| > 1. Obviamente si limsup {/|a,| = 0, enton-
ces la convergencia es para todo z y, por tanto, en este caso R = +oo. Si
lim sup W = 400, entonces la serie converge sélo para z = 0y, por tan-
to, R = 0. Finalmente, si 0 < lim sup W < 400, nuestra serie converge
para |z| < Ry diverge para |z| > R con R = 1/limsup /a,|, es decir, R
es el radio de convergencia de la serie. ]

En particular, si existe el limite lim, ., {/|a,| = [, entonces R =
1/lim, o v/|an|, ¥ si existe el limite 1im,,_, |a,|/|ans1]|, €entonces (ver el
criterio de D’Alembert 1.2.13) R = lim,, ., -2

lan+1]*

Ejercicio 1.2.30 Estudiar la convergencia de las series

) 00 00 00
. n on peg
E z, E nz-, E R E ¢
n: n
n=0 n=0 n=0 n=1

Ejercicio 1.2.31 Calcular el radio de convergencia para las series de po-

tencias
£ (_ 1>n22n+1 S

(—1)n22" 2, 220
7; (2n+ 1)’ ,; (2n)! ;7'

Notese que las series anteriores son tales que no todos los coeficientes a,,
son distintos de cero. De hecho solo aparecen los pares o los impares.

Teorema 1.2.32 Sea una serie de potencias f(z) = Y, a,z" con radio
de convergencia R > 0. Entonces

1. Para todo k > 1 la serie

Z nin—1)---(n—k+1a,2z"", (1.2.4)

n=0

tiene radio de convergencia R.
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2. La funcién f(z) es infinitamente diferenciable en Ur(0) y la k-ésima
derivada de f, f*)(z), viene dada por la serie (1.2.4).

3. Para todo n > 0, a, = f™(0)/n.

Demostracion: Asumiremos que R > (. Para demostrar 1 es suficiente
estudiar el caso £ = 1 (para £ > 2 el razonamiento es el mismo). Para
k =1 la serie (1.2.4) es de la forma ) > na,z"' = 1/2> 7 na,z", y
claramente lim sup {/na,, = limsup /a, pues lim,_.., {/n = 1. Probemos
2. Sean

= ianz”, Sn(z) = zn:akzk, Rn(2) = f: a2, Zk’akz )
n=0 k=0 k=n+1

y escojamos 2 tal que |zy| < r < R. Entonces

f(Z) - f(Z0> N 9(20) _ |:Sn(2) — STL(Z())

Z— 2 Z— 2 o S;L(ZO)} + 57, (20) — 9(20)]

f [l Fute]

zZ— 20

Vamos a probar que cada sumando se puede hacer lo suficientemente pe-
quefio. Comencemos por el tercero. Para ello ndtese que

R.(z) — PR
z—z e
0 k=n+1 0
pero
2k — 2k
O = R R T Y < R
zZ— 20

luego entonces escogiendo n > Ny, suficientemente grande

Z |ag |k~ %

k=n+1

‘Rn(Z)

Z— 20

pues la serie >".° | kayz" converge absolutamente para todo z con |z| < R.

Para el segundo sumando notemos nuevamente que la serie >~ | ka, 2"

converge absolutamente para todo z con |z| < R, luego para dicho z,
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existird un N, tal que para todo n > Ny, |S/(20) — 9(20)| < €/3. Sea
n > N = méx(Ny, Ny), entonces parta dicho n, en virtud de que S,(z)
es diferenciable en z, (épor qué?), existe un § > 0, tal que, para todo
z€0<|z—2]| <9,

Sn<z) - Sn(ZO)

Z— 20

Wl M

Juntando las tres desigualdades se sigue que para todo ¢ > 0, existe un
5 > 0, tal que, para todo z € 0 < |z — 2o] < 9,

’ f(z) = f(=0)

Z— 20

<&,

— 9(20)

i.e., f'(z0) = g(20) que es lo que se queria probar.

Finalmente 3. se deduce de 1. y 2. sustituyendo en la férmula

Znn—l “(n—k+1Da,z"*,
n=0

el valor z = 0. ]

Como consecuencia del teorema anterior se sigue que si f(z) admite
una serie de potencias, f(z) es infinitamente diferenciable en Ug(0), y
cada una de las funciones f*)(z), k = 0,1,2,..., es continua en Ug(0). Del
tercer apartado se tiene ademads que la serie de potencias de una funcion
dada coincide con la correspondiente serie de Taylor.

Ejercicio 1.2.33 Prueba que la funcién f(z) = > o 2"/k! es infinita-
mente diferenciable y que f'(z) = f(z), es decir;, f(z) = €.

1.2.4. Analiticidad de las funciones reales

Una de las principales diferencias entre las funciones complejas de va-
riable compleja y las funciones reales de variable real estd precisamente
relacionada con la diferenciacion y analiticidad. En el analisis real se dice
que una funcién f(z) es analitica en un entorno de un punto z, si en dicho
entorno f(x) se puede escribir como una serie de potencias

0.)
E an(x — 20)",

n=0
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con radio de convergencia R > 0. Una propiedad muy importante de las
series de potencias (reales o complejas) es que son infinitamente dife-
renciables. ¢Serd cierto el reciproco? ¢Toda funcién C'} serd analitica en
algun entorno de xz, € A?

La respuesta a esta pregunta la dio Cauchy, en 1821. Definamos la
funcién ,
e /T x40,

0, x=0.

Esta funcion es infinitas veces derivable en x = 0 (de hecho en todo R)
ademés f*)(0) = 0 para todo k € N, luego su serie de Taylor en z = 0 es
0y, por tanto, f(z) no admite una serie de potencias en cero (o lo que es
lo mismo, el radio de convergencia de la correspondiente serie es 0), i.e.,
la funcién de Cauchy no es analitica en xy = 0.

Teorema 1.2.34 (Condicidon necesaria y suficiente de analiticidad)
Una funcion f(x) infinitamente derivable en todo un entorno de x = x, es
analitica si y solo si el resto de Taylor

") (g
Rofe) = $@) ~ S T~ o,

tienda a cero para todo x de dicho entorno.

Demostracion: Sea

n f(k) (o)

Pn($a$0) - k'

(z — 20)". (1.2.5)
k=0

el polinomio de Taylor de f en el punto x, de una funcién f infinitas
veces derivable en © = zy y sea R,(z,x¢) = f(z) — P,(z,x) el resto o
error de Taylor. Obviamente el polinomio de Taylor P, (z, xy) coincide con
las sumas parciales de la serie de potencias de f, luego P, (z, z() converge
a f(z) en (zo + R,z — R) siy sélo si R,(z,z,) —> 0 para todo = €
(ZL’0+R,ZEO—R). |

El caso complejo es mucho mas sencillo. De hecho se tiene el siguiente
sorprendente resultado? cuya demostracién omitiremos:

2Ver, por ejemplo, A.I. Markushevich, Teoria de las funciones analiticas. Vol 1. MIR,
Mosct, 1970, pag 310.
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Teorema 1.2.35 (Cauchy-Goursat) Sea ) C C una region (abierto y
conexo) y sea f : 2 — C una funcidn diferenciable (holomorfa). Enton-
ces, para cada punto z, € €), f(z) admite una serie de potencias f(z) =
> > g an(z — 2p)" con radio de convergencia R > 0.

1.3. Continuidad uniforme

1.3.1. Definicion de continuidad uniforme

Recordemos la definicién de continuidad de una funcién en un conjun-
to A € D(f), donde D(f) denota al dominio de f.

Definicion 1.3.1 Se dice que una funcion f : A — R es continua en A si,

Ve >0,Va € A, 30 :=0d(a,e) >0; tal que |[x—a|l < = |f(x)—f(a)| <e.

Hemos de destacar que en la definicién anterior § depende, en general, no
sOlo de ¢, sino también del punto a. Veamos un ejemplo.

Sea f(z) = 1/x en (0,1]. f es continua, de hecho lo serd en cualquier
intervalo que no contenga al cero. Para probarlo usamos la definicidén.
Puesto que
1

= —|z —al.
|z al

|f(x) = fla)| =
Si a > 0 entonces podemos encontrar un d; > 0 tal que si x € (a — §y,a +
91) C (0,00), 1/|za] < M, de hecho, M es mas grande a medida que a se
acerque mds a cero. En efecto, puesto que 1/x es decreciente tenemos que
si a # 0 siempre podemos encontrar un §; > 0 (basta elegirlo menor que
a/2) tal que 1/x < 1/(a/2) = 2/a. Es decir,

r—a
a

T

2
\f(x)—f(a)|<§]x—a], Vr € (a—61,a+61) C (0,00).
Sea ¢ > 0 cualquiera, entonces si = es tal que 0 < |z —a| < § = €a?/2
tenemos que |f(z) — f(a)| < e.

En la figura 1.2 se muestra lo que ocurre. Si prefijamos un ¢ > 0 tene-
mos los dos entornos U(f(a)) y U(f(b)) con b < a. Obviamente a medida
que nos acercamos a cero el correspondiente entorno de a, U(a) se hace
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1
F=a--F-=-=-=-EF

>
o -
8

Figura 1.2: La funcién f(z) = 1/z, y la continuidad uniforme.

cada vez mas pequeiio ademads la longitud del mismo, como hemos visto
esigual a d = ea?/2, asique sia — 0, d — 0.

No ocurre lo mismo si escogemos, por ejemplo, en intervalo [«, 1] cual-
quiera sea o € (0, 1). En efecto, en este caso, nuestra desigualdad serd

2 2
|f(z) — fla)] < g\x—a\ < Elm —al, Vze(a—0d,a+6) C(0,00).

Es decir, que cualquiera sea ¢ > 0, entonces si x es tal que 0 < |z — a| <
§ = ea?/2 tenemos que | f(z) — f(a)| < ¢, 0 sea, inuestro § en este caso no
depende del punto a!, o sea, el mismo § nos vale para todo el intervalo.

Otro tanto le ocurre a la funcién f(z) = z* en el intervalo [0, cc). Para
a > 0 calculemos®

|f(z) — fla)| = (x+a)|lr —a|] < (2a+61)|z —al, si x€(a—0d,a+dy).

Sea §; = 1, por ejemplo. Entonces, cualquiera sea ¢ > 0, si = es tal que
|t —a] < 0 = ¢/(2a+ 1) tenemos que |f(x) — f(a)| < &, es decir, que
a medida que a aumenta ¢ disminuye. Nuevamente no podemos obtener
un ¢ vdlido para todo a > 0. Que ocurre si escogemos el intervalo [0, ],
b < oo. Entonces,

[f(z) = fla)] = (z + a)lz —af < (2b)|z —al,  Vzel0,0],

3Si @ = 0 obviamente f es continua, ademas, las desigualdades también son vélidas
para z > 0.
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luego, cualquiera sea ¢ > 0, si = es tal que |z — a| < § = ¢/(2b) tenemos
que |f(x) — f(a)| < e, es decir, § no depende del punto a, por tanto el
mismo ¢ nos vale para toda el intervalo.

Definicion 1.3.2 Se dice que una funcion f : A — R es uniformemente
continua en un intervalo [a,b] si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que
para todos x e y de [a, b], tales que |x — y| < ¢, entonces |f(x) — f(y)| < e.

Es decir, para cualquiera sea el punto = de [a,b] que escojamos, f(x) es
continua y el § en la definicién anterior, a diferencia del de la definiciéon
de continuidad “estdndar” 1.3.1 s6lo depende de ¢ y no del punto, o equi-
valentemente, que si escogemos un ¢ > 0 cualquiera y denotamos por
U(f) el e-entorno de cualquier punto y = f(x) de la imagen, entonces,
existe un 6 > 0 tal que los correspondientes J-entornos de z, U(z) son
tales que f(U(x)) C U(f).

Es evidente que cualquier funcién uniformemente continua en [a, b] es
continua en dicho intervalo. Ahora bien, el reciproco, como hemos visto,
no es cierto. Por tanto, es interesante tener teoremas que nos aseguren
cuando una funciéon es uniformemente continua y cuando no. Nétese que
una funcién no es uniformemente continua en A C R si

Je>0, V§>03z,a€A; |z—al<d, = |f(z)—f(a)]>e

Teorema 1.3.3 Una funcidén f no es uniformemente continua en A si existe
n—oo

un € > 0y dos sucesiones (a,) y (b,) con |a, —b,| — 0 tales que |f(a,) —
fon)| = e.

Demostracion: Es inmediata a partir de la definicién de convergencia uni-
forme (o lo que es lo mismo de su negacion). ]

Ejercicio 1.3.4 Prueba que f(x) = 1/zy g(x) = x? no son uniformemente
continuas en (0, 1] y [0, 00), respectivamente, usando el teorema anterior.

En el primer caso escogemos a,, = 1/ny b, =1/(n+1), a, —b, = 1/(n(n+

n—oo

1)) = 0, pero |f(a,) — f(b,)] = 1. Para el segundo caso escogemos
an =/n+1yb, =+/n, de forma que a, — b, = 1/(v/n + 1+ /n) =30,
pero |g(an) — g(ba)| = 1. u

El siguiente teorema nos da un criterio muy util para saber cuando
una funcién es uniformemente continua en un intervalo cerrado y acotado
[a, b]:
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Teorema 1.3.5 (Heine)? Si la funcién f : [a,b] — R es continua en todo
[a, b] entonces f es uniformemente continua en [a, b).

“Este teorema, a veces atribuido a Cantor, también es cierto para funciones de varias
variables. Sea A C R™ un conjunto cerrado y acotado (compacto) y sea la funcién
f: A~ R, continua en A. Entonces f es uniformemente continua en A.

Demostracién: Supongamos que el teorema es falso. Entonces
>0, Vo>0dr,ycA; |zr—y|<9d, = |f(z)—fly)]>e

Entonces para cada n € N, si escogemos § = 1/n, existen dos nimeros a,,
y b, tales que |a,, — b,| < 1/ny |f(an) — f(by)| > €, 0 sea, podemos cons-
truir sendas sucesiones (a,) y (b,). Ahora bien, como a,, es acotada, por el
Teorema de Bolzano-Weierstrass para sucesiones existe una subsucesion
{ax, } convergente a cierto = € [a, b|. Tomemos ahora la subsucesién (by,, ).,
donde £,, es exactamente la misma subsucesion de nimeros naturales que
define a la subsucesion (ay, ), de antes. Para dicha subsucesion tenemos
que

n—oo n—oo

bk, — 2| < |bk, — ag, |+ |ag, — 2| — 0, = b, — =,
—_—— ——
<1l/n —0

es decir, la subsucesién {b;,} de (b,) también tiene limite x. Pero f es
continua en [a, b] asi que

T fla,) = f2), dm fb) = f@), = [fag,) — f(be)] S0,
lo cual contradice que |f(a,) — f(bn)| > € (ya que como {ay, } y {bs,} son
subsucesiones de {a,} v {b,}, tendria que ser |f(ax,) — f(b,)| >€). =

El teorema anterior nos indica que la funcién f(x) = 1/z es uniforme-
mente continua en cualquier cerrado y acotado que no contenga al cero y
que la funcién g(x) = 2* es uniformemente continua en cualquier cerrado
y acotado de R.

De la de la definicién de continuidad uniforme se sigue (basta escoger
d < ¢/K) el siguiente:

Teorema 1.3.6 (Condicion suficiente de continuidad uniforme) Para que
la funcion f sea uniformemente continua en A, es suficiente que exista una
constante K > 0 tal que para todo z,y € A, |f(x) — f(y)| < K|z —y|.
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Las funciones f : A — R que cumplen con que

Ve,ye A, |f(z) = fly)l < Klx —yl,

se llaman funciones de Lipschitz. Asi que el teorema anterior se puede pa-
rafrasear diciendo que toda funcién de Lipschitz es uniformemente conti-
nua.

Obviamente toda funcion de Lipschitz es continua, pero no viceversa,
no toda funcién continua es de Lipschitz. Por ejemplo, f : [0,1] — R,
f(x) = y/x es continua en [0,1] (y por tanto uniformemente continua
en [0, 1]) pero no es de Lipschitz en [0, 1], pues (se supone que = # y y

z,y #0)
|.T—y|7

1
|f(x)_f(y)‘:|\/§_\/§|§m

y el factor no es acotado en |0, 1].

1
Vo4l

1.4. Sucesiones y series de funciones reales

Definicion 1.4.1 La sucesion de funciones ( f,,(z)), tiene limite para cierto
xo € D(fn) si la sucesion numérica (f,(xo)), converge para dicho xz,. En
este caso diremos que la sucesion converge puntualmente en x,

Definicion 1.4.2 El conjunto X de todos los puntos x € D(f,) donde la
sucesion ( f,(z)), converge se denomina conjunto de convergencia de la su-
cesion de funciones.

Evidentemente para todo z € X, existe un tnico valor del limite de
sucesién numérica (f,(z)),, por tanto podemos definir una funcién f(x)
sobre X que es la funcidn limite de f, (). Asi tenemos la siguiente

Definicion 1.4.3 En el conjunto X de convergencia de la sucesion de fun-
ciones (f,(z)), la funcion f(x) definida para cada x € X de la forma
f(z) = lim,,_, fn(z) se denomina funcién limite de (f,(z)), y se dice que
la sucesion (f,(x)), converge puntualmente a f(x) en Xy lo denotaremos

como f,(z) = f(x).
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Ejemplo 1.4.4 Consideremos los siguientes ejemplos representativos.

1. Definamos en [0, c0) la sucesion f,(z) = 2™, n € N. Es facil com-
probar que la sucesién de funciones converge siy sélo si z € [0, 1],
ademas

1, r=1

n—oo

lim 2" = f(x) = {

0 0<z<1

es la funcién limite. Notese que si escogemos X = [0,¢], 0 < ¢ < 1,
entonces f(z) = 0.

sen n’x

2. Sea f,(z) : R = R, f,(x) = - Es evidente que X = Ry
f(x) = 0.
3. Sea f,(z) : R =R, f,(z) = ser:l;n. Como en el ejemplo anterior

X=Ry f(z) =0.

4. Sea f,(z):[0,1] = R, f.(z) = 2(n+ 1)x(1 — 2?)". Evidentemente si
r=00z=1, f,(xr) = 0. Siz € (0,1) entonces (1 — 2?) < 1, luego
fn(xz) — 0 cuando n — oo. Por tanto, X = [0,1] y f(x) = 0.

5. Sean n,m € Ny sea f,(r) = lim,_,o(cosm!nz)*. Si mlr € Z,
entonces f,,(x) = 1, si m!z ¢ Z, entonces f,,(z) = 0. Veamos el
limite cuando m — oo de f,,(z). Si ¢ Q, entonces para todo
m € N, mlx ¢ Z, por tanto f,,(x) =0y f(x) = lim,, e frn(x) = 0.
Si x € QQ, entonces a partir de cierto m € N, m!z € Z, por tanto, a
partir de dicho m, f,,(z) = 1, luego f(x) = lim,, o frm(z) = 1. Asi,
tenemos que X = Ry f(x) es la funcién de Dirichlet D(x)

p@={y Ter

Nuestro objetivo fundamental es estudiar, no cuando las sucesiones
funcionales convergen o no —pues eso ya lo hemos visto en temas anterio-
res pues para cada x la sucesion (f,(x)), es una sucesién numérica— sino
decidir en que condiciones las propiedades de f, se traspasan a la funcion
limite. (Hereda f(z) todas las propiedades de las f,, (z)? Los ejemplos an-
teriores sirven de ilustracién a nuestro problema.

En el Ejemplo 1 las funciones ™ son continuas en [0, 1] pero la funcién
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0 1 2 3 4 5 6 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.3: La sucesion f,,(z) = sennz/n? en [0, 27) (izquierda) y f,(z) =
2(n + 1)z(1 — z*)" en [—1, 1] (derecha).

limite f(x) no lo es. No ocurre lo mismo en el intervalo X = [0, ¢].

En el Ejemplo 2 la funcién f,,(z) = (senn?z)/n es derivable en todo R,
y su funcion limite también, pero por ejemplo, la sucesién de sus derivadas
f!(z) = ncosn?z no tiene limite excepto cuando nx = kn/2, k € Z. Es
decir, la sucesidon de derivadas no converge a la derivada de la funcion
limite.

En el Ejemplo 3, a diferencia del anterior la sucesion de sus derivadas
fl(x) = (cosnz)/n converge a cero que justamente es la derivada de la
funcién limite. Es decir, en este ejemplo si que tenemos f/ (z) — f'(z).

Analizando el Ejemplo 4 vemos que la funcién f,(z) = 2(n + 1)z(1 —
z?)™ es integrable en [0, 1] y ademds

1 — x2>n+1 !

/Ofn(:v)dx:2(n+1)/0 r(1 — 2*)"dr = 2(n + 1) —( —] =1

Y

pero /f(x)dx = /Olodx = 0, luego /01 fo(x)dz £ /f(x)dx.

A diferencia del caso anterior, podemos comprobar que en [0, 1] la fun-
cién f,,(z) del Ejemplo 5 vale cero excepto un numero finito de puntos,
luego f,, es integrable y su integral vale cero, pero su funcién limite es
una funcioén no integrable (Riemann).
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Finalmente, en el Ejemplo 1 tenemos

/Olfn(x)dl":/olﬂdw:nil—>0=/010d$=/01f(x)dx.

Todo lo anterior nos dice que dada una sucesién f,(z) con determi-
nadas propiedades como la continuidad, derivabilidad, integrabilidad, la
funcién limite puede o no tenerlas. Por tanto nuestro objetivo es claro.
Encontrar condiciones bajo las cuales la funcién limite “herede” las pro-
piedades de las funciones de la sucesion.

Definicion 1.4.5 Una sucesion de funciones (f,(z)), converge puntual-
mente en | € X si para todo zy € [y todo € > 0 existe un N = N(xg,¢) €
N tal que para todo n > N, |f.(zo) — f(x0)| < €y lo denotaremos f, — f.

Claramente vemos que, en general, nuestro N dependera de z,. Con-
sideremos como ejemplo la sucesién f,(z) = z" en [0,1). Obviamente
fn(x) — 0 para todo z € [0,1). Sea 0 < € < 1 cualquieray xy € [0,1). En-
tonces, tendremos |f,(zy) — 0| = 2 < e. Si escogemos N tal que z’ < ¢,
o equivalentemente N log 2y < log ¢, tendremos, como log xy < 0 que, pa-
ra todon > N = loge/logzy, z{ < e. Es decir, que nuestra N depende
explicitamente de x, y lo que es peor, a medida que z, se va acercando a
1, N claramente va tomando valores mas grandes. La siguiente figura 1.4
aclara lo anterior.

0.8
0.15
0.6 -
0.1
04

0.05 +
0.2 -

Figura 1.4: La sucesion f,(z) = 2™ en [0,1) (izquierda) y en [¢, 1) (dere-
cha).
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En la figura 1.4 (izquierda) vemos la sucesion f,(z) = ™ dibujada en
[0,1). Las curvas son, de arriba hacia abajo, x, 22, 23, z°, z'0 ...2% (a
partir de n = 5 se representan las x°*). La linea horizontal representa a
nuestro ¢ > 0 y la vertical un xy dado. Como vemos, dado el ¢ > 0 de
la grafica de la izquierda, a partir de cierto N tenemos que x)) < ¢ es
menor que el ¢ > 0 dado —a partir de la novena curva de arriba abajo-.
Veamos que ocurre mas cerca del 1, para ello quedémonos sélo con un pe-
quefio intervalo cercano al 1, digamos [g, 1), estando ¢ “suficientemente”
cercano a 1. Aumentemos nuestro x, hasta hacerlo mas préximo a 1 tal
y como observamos en la figura de la derecha —la primera linea vertical
era nuestro anterior z, y la segunda, mas a la derecha es nuestro nuevo
xo—. Como vemos, ahora tenemos que aumentar nuestro /N hasta llegar a
la catorceava curva. Concretamente, en las graficas de la figura 1.4 hemos
escogido los siguientes valores numéricos: para ¢ = 0,1 y g = 0,9 el valor
de N es 25. En el segundo caso ¢ = 0,1, o = 0,95 y el N necesario fue
45. Obviamente a medida que nos acercamos a 1 nuestro N crecerd tal y
como hemos mostrado antes.

Una pregunta evidente es la siguiente. ¢Cualquiera sea una sucesion
(fn(x)), siempre ocurrird lo mismo. Para responderla consideremos el si-
guiente ejemplo:

0.2
0.9 |
0.8
0.7 015 -
0.6 |
0.5 r 0.1
04
0.3
02 | 0.05
0.1

0 | 0

0.2 0.4 0.6 0.8 1 5 0.9

0.75 0.8 0.85 . 0.95 1

Figura 1.5: La sucesion f,(z) = z™, en [0, q] (izq.) y una ampliacién (der.)

Sea la misma sucesién f,,(z) = 2" pero en |0, ¢ con ¢ € (0, 1). Hagamos
un experimento numérico como el anterior usando como antes ¢ = 0,1.
En la figura 1.5 representaremos nuevamente mediante linea horizontal
a nuestro ¢ > 0, la primera linea vertical corresponderd a un x cualquie-
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ra en [0, ¢q] y la segunda linea vertical correspondera a ¢, el extremo del
intervalo. Dibujaremos la sucesién z™ para que se vea con mas claridad
el comportamiento de la misma. Obviamente x < ¢, asi que escogeremos
g = 0,95, por ejemplo. Un simple vistazo a la figura 1.5 nos permite ver
que cualquiera sea el z < ¢ que escojamos, dado el ¢ > 0 tenemos un
valor de N, que en nuestro caso corresponde a la séptima grafica tal que
™ < ¢ para todo n > N y icualquiera sea la x € |0, ¢]! Es decir, podemos
encontrar una N vdlida en todo punto de [0, ¢|. En realidad esto no es de
extrafiar pues para todo ¢ > 0 si escogemos N = loge/logq, entonces
tendremos ¢" < ¢, por tanto para todo x € [0, ¢], y para todo n > N ten-
dremos ™ < ¢" < ¢, es decir, 2" tiende a 0 en todo [0, ¢| y ademads lo hace
uniformemente en todo el intervalo.

Lo anterior nos conduce de manera natural a la siguiente

Definicién 1.4.6 Dada una sucesion de funciones ( f,(z)),, definidas en un
intervalo I € X, diremos que f,(x) converge uniformemente a f(z) en I si
para todo € > 0 existe un N = N(e¢) € N tal que para todo n > N y para
todos los x € I, |f.(x) — f(z)| < &, y lo denotaremos f,, = f.

Gréficamente la convergencia uniforme esta representada en el grafico
de la izquierda de la figura 1.6.

Figura 1.6: Convergencia uniforme (izquierda) y no uniforme (derecha)
de una sucesion de funciones (f,,(z))y.

La funcién f estd al centro y esta localizada en el interior de cierto
entorno de longitud . Cualquiera sea la = € I, f,,(z) debe estar contenida
en el entorno (f(z) — ¢, f(x) + ¢) tal y como se muestra en dicha figura.
En esta misma figura 1.6 podemos ver a la derecha lo que ocurre cuando
la convergencia es no uniforme. Y es que para todo n siempre existe un x
tal que f,(z) sale fuera del entorno (f(z) — ¢, f(x) + ¢) (ver los circulos
azul y rosa). Es evidente que si f,, = f entonces f,, — f.
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Nuestro préximo objetivo es dar condiciones necesarias y suficientes
para que una sucesién de funciones converja uniformemente. Para ello
vamos a considerar las funciones representadas en la figura 1.6. Vamos a
representar graficamente —ver grafico 1.7- las funciones f(z) — f,,(z) de la
figura 1.6. Las lineas horizontales representan los valores de +¢ escogidos.

St f b
OO NS L.

Figura 1.7: Gréficos de f(x)— f,(x) en el caso de la convergencia uniforme
(izquierda) y no uniforme (derecha) de (f,(x)),-

Estd claro de las graficas de la figura 1.7 que para que la convergencia
sea uniforme, todas las funciones ¢,(z) = |f(x) — f.(x)| han de estar
contenidos en el entorno [0, ¢) lo cual ocurrird si los maximos o supremos
de cada funcién ¢, () —que son numeros reales— estdn contenidos en dicho
intervalo. No ocurre lo mismo en el caso de la convergencia no uniforme,
donde siempre, cualquiera sea el ¢ que escojamos siempre habra un valor
de n tal que el valor de la funcién ¢, (x) en cierto punto z, del dominio
sobrepasa a ¢, pero entonces, si ese punto no corresponde al maximo,
éste, si existe, también ha de sobrepasar a ¢. Los anteriores razonamientos
“geométricos” nos lleva a la siguiente condicidn necesaria y suficiente de
convergencia uniforme para una sucesién de funciones:

Teorema 1.4.7 (Condicion necesaria y suficiente de convergencia
uniforme) Dada una sucesién de funciones (f,(x)), definidas en I € X,
fn(z) converge uniformemente a f(x) en I siy sélo si

lim sup |fa(z) = f(2)] = 0.

n—oo zel

Demostracion: Supongamos que f, = f en . Entonces para todo ¢ > 0
existe un N € N tal que para todo n > N y para todos los = € I, |f,(x) —
f(z)| < e/2, luego para todo € > 0 existe un N tal que para todon > N la

sucesion sup,.; | fn(z) — f(z)| < &, luego lim,,_,o sup,; | fn(z) — f(z)| = 0.
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Por el contrario, si lim,,_,« sup,¢;|fn.(z) — f(z)| = 0, entonces para
todo ¢ > 0 existe un N tal que para todo n > N, sup,.; |fn(x) — f(2)| <
g, luego, por la propiedad del supremo tenemos que para todo = € I,
|fn(x) — f(x)| < €, es decir, para todo € > 0 existe un N € N tal que para
todon > N y para todos los x € I, | f,(x) — f(z)| < e,0sea, f, = fen I.m

Corolario 1.4.8 Para que una sucesion de funciones (f,(x)),, definidas en
I € X, f.(z) converja uniformemente a f(x) en I es necesario y suficiente
que exista una sucesion (a,,), de términos no negativos con lim,,_,, a,, = 0,
y un numero N € N tal que para todo n > N, |f,(z) — f(z)]| < a,.

Demostracion: De las condiciones dadas

sup | fn(z) — f(z)| < supa, = a, — 0,
xel xel

de donde se sigue el resultado. ]

Ejercicio 1.4.9 Probar que la sucesién f,(x) = z™ converge uniformemen-
te a cero en [0,¢], 0 < g < 1, pero no lo hace en [0,1).

En efecto, en el primer caso tenemos

sup |z" — 0] = ¢" = a,, y lim ¢" =0,
x€[07q] n—oo

mientras que en el segundo sup,¢ () [2" — 0| = 1 que no tiende a 0 cuando
n — oo. u

Teorema 1.4.10 (Criterio de Cauchy de convergencia uniforme para
una sucesion de funciones) Dada una sucesion de funciones (f,(z)),
definidas en I € X, f,(x) converge uniformemente a f(x) en I siy sdlo si
para todo ¢ > 0, existe un N € N tal que Vn > N, para todo p € Ny para
todo x € I, | fuip(z) — fulx)] <e.

Demostracidon: Supongamos que f, = f en [. Entonces para todo ¢ >
0 existe un N € N tal que para todo n > N y para todos los z € I,
|fu(x) — f(x)| < /2. Entonces, paran > N, ytodoz € I, comon+p > N,
tenemos

[Fasa@) = Ful@)] = |fuspl@) = (&) + (&) = fulo)
< futpl@) = F@)] + fula) = f@)] < S +

€

226.
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Por el contrario, si para todo ¢ > 0, existe un N € N tal que Vn > N,
para todo p € Ny para todo = € I, |f.4,(x) — fu(x)] < €/2, entonces
el criterio de Cauchy para las sucesiones nos asegura que existe el limite
para cada = € [I. Pero ademads, tomando el limite p — oo tenemos que
paratodo z € I, |f.(z) — f(x)] < e/2 < ¢, por tanto f, = fen I. n

Del teorema anterior se deduce el siguiente corolario.

Corolario 1.4.11 Una sucesion de funciones (f,(z)), definidas en I € X,
converge uniformemente a f(x) en I siy sdlo si para todo ¢ > 0, existe un
N € N tal que Yn > N y para todo p € N sup,¢; | foip(z) — fu(2)] < e

La demostracion del siguiente resultado se deja como ejercicio al lec-
tor.

Proposicion 1.4.12 Si (f,.(z)),Y (g.(x)), son dos sucesiones de funciones
uniformemente convergentes en I a las funciones f(x)y g(x), respectiva-
mente, entonces, para todos «, f € Ry toda funcion h(x) acotada en I se
tiene que, en 1,

afn(®) + Bgn(®) 3 af(x) + Bg(x), h(z)fu(z) = h(z)f(2).

Pasemos a continuacion a estudiar lo que ocurre en el caso de las series
de funciones. Por analogia con el caso de las series numéricas definiremos
las series de funciones

Definicion 1.4.13 Dada una sucesidn de funciones (a,(x))n, la expresién

> ap(x) = ar(x) + az(z) + as(x) + -+ + ap(z) + - -

00
k=1

se denomina serie funcional infinita o serie de funciones. Las funciones

n

Sa(@) = ap(x) = a1(z) + az(z) + as(x) + - - + an (),

se denominan sumas parciales de la serie de funciones.
Obviamente las sumas parciales S,(z) son a su vez una sucesién de

funciones por tanto podemos definir la convergencia puntual y uniforme
de una serie de funciones.
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Definicién 1.4.14 Diremos que la serie ) - , ax(x) converge a S(z), para
cierto x € R si la sucesion de sumas parciales (S,(x)),, tiene limite S(x).
Si por el contrario, la sucesion de sumas parciales no tiene limite, entonces
diremos que la serie diverge.

Definicion 1.4.15 Una serie de funciones Y .-, ax(x) converge puntual-
mente en [ € X si para todo x € I y todo € > 0 existeun N = N(x,¢) € N
tal que para todo n > N, |S,(x) — S(x)| < ¢y lo denotaremos S,, — S.

Definicién 1.4.16 Una serie de funciones ) .-, ax(x) converge uniforme-
mente a S(x) en [ si para todo € > 0 existe un N = N(¢) € N tal que para
todo n > N y para todos los x € I, |S,(z) — S(z)| < € y lo denotaremos
Sp =2 S.

Si definimos el resto de la serie

o0

ru(t) = S(x) = Su(z) = ) ax(x), (1.4.1)

k=n+1

entonces, la serie converge uniformemente si y sélo si r,(z) = 0, en caso
contrario la convergencia no es uniforme. Una prueba sencilla es usar
el Teorema 1.4.7 para la sucesién de funciones S(z) — S, (x). En efecto,
puesto que r,(z) = S(z) — S,(x), tenemos si r,(x) =2 0, entonces existe
una sucesién (a,,), de términos positivos que tiende cero tal que |r,(z)| <
an, luego |S(z) — S,(x)| < a, — 0. El reciproco es andlogo.

Lo anterior nos conduce al siguiente

Teorema 1.4.17 Si S, (z) = S(x) en I, es decir, si la serie > -, aj(z) es
uniformemente convergente en I, entonces, a,(x), el término general de la
serie converge uniformemente a O en I, es decir, a,(x) = 0.

Demostracidon: Como S,,(z) =% S(z) en I, el criterio de Cauchy 1.4.10 nos
dice que para todo ¢ > ( existe un N € N tal que, paratodosn > N,p € N
y para todo = € [ se tiene |S,;1 — S,| < €. Como S,+1 — Sy = apy1(2),
tenemos entonces que para todo ¢ > 0 existe un N € N tal que, para todo
n > N,y paratodo z € I, |a,41| < €, es decit, a,, = 0. [ ]

Esta condicién es necesaria pero no suficiente.
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Ejemplo 1.4.18 Estudiar la convergencia de laserie )~ z"enI = [0,1).

Como z" = 0 en [0, 1), entonces la serie no converge uniformemente
en [0,1). n

Un criterio muy util para establecer la convergencia uniforme de una
serie de funciones es el siguiente Criterio de Weierstrass:

Teorema 1.4.19 Sea (a,);2, una sucesion de funciones definidas en I C
R, y (b,)22, una sucesion de niimeros reales no negativos, tales que |a,(x)| <
b, para todon € Ny x € Iy cuya serie > - b, es convergente. Entonces
la serie de funciones Y~ | a,(x) es uniformemente convergente en I.

Demostracion: Usando en criterio de comparacién de Weierstrass se si-

gue que la serie ) ° - a,(z) converge para cada x € I. Para probar la con-

vergencia uniforme basta probar que r,,(z) = 0 en /. Como la serie (b,)>°,
n : oo .

converge, entonces B, = > ;' _, b, tiendea B =) b,, sin — oo, 0 sea,

la diferencia B — B,, =Y ;- 1 bk, tiende a cero si n — oo. Por tanto,

[Su(@) = S(@)] = lra(@)l = | Y anl@)] < Y an(@) < Y b,

de donde tenemos

sup |S,(z) — S(z)] < Z by = B— B, — 0, cuando n — oo,
xel pR—

luego S,,(z) = S(z). u

Ejercicio 1.4.20 Sea la serie >~ x". La serie converge uniformemente
en el intervalo = € [—q, q], para todo ¢ € (0, 1).

Efectivamente, como z" < ¢" y la serie ) | ¢" converge, entonces el
criterio de Weierstrass nos asegura la convergencia. ]

1.4.1. Propiedades de las sucesiones y series de funcio-
nes

En este apartado vamos a estudiar en qué condiciones las propieda-
des de f, se traspasan a la funcion limite. Es decir, responderemos a la
pregunta formulada al principio: ¢hereda f(x) todas las propiedades de

las f,(z)?
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Teorema 1.4.21 (Sobre la conmutatividad del limite de una suce-
sion de funciones) Sea (f,(x)), una sucesion de funciones definidas en
I C R tal que para cada n € N existe el limite lim,_,,, f.(z) = l,, o € L.
Si fu(x) = f(x) en I, entonces

n—oo \ T—xg T—To \Nn—0o0

lfm (h’m fn(x)> — lim (h'm fn(m))

Demostracién: Sea f,(r) = f(z) en I. Entonces, para todo ¢ > 0 existe
un N € Ntal que paratodosn > N,p e Nyx € I, |fnip(x)— fu(z)] < /3.
Como existe el lim,_,,, f.(z) = [,, entonces, tomando limites © — x, en
la desigualdad | f,,+, (%) — fn(2)| < /3, tenemos |l,,1, — l,| < ¢/3, luego la
sucesién (l,,), es de Cauchy y, por tanto, existe el limite cuando n — oo
que denotaremos por /. Probemos entonces que lim,_,,, f(z) = [. Para
ello, usamos que

[f (@) = 1] < [f(2) = fu@)[ + [fo() = lu] + |00 = 1].

Comprobemos que en las condiciones del teorema todos los sumandos
anteriores se pueden hacer tan pequefios como se quiera. Como f,(z) =
f(z), entonces, cualquiera sea el x € I, escogiendo n > N tenemos |f(z)—
fn(z)| < ¢/3. Ahora bien, como lim,_,,, f.(z) = [,,, entonces, si escogemos
un § > 0 suficientemente pequefio, entonces para todo x € (z¢— 9, x¢+9),
|fu(z) — 1,] < /3. Finalmente como [, — [ si n — oo, escogiendo n
suficientemente grande, digamos mayor que cierto M € N, |l,, — | < /3,
luego, para todo ¢ > 0, escogiendo n > méax(N, M)y z € (xg — 0,9 + 0),
tenemos |f(z) — | < e. |

Como corolario trivial tenemos el siguiente

Teorema 1.4.22 (Continuidad de una sucesion de funciones) Sea
(fn)o2, una sucesion de funciones definidas en I C R. Si f, es continua en
I para todo n € N, y f, converge uniformemente a f en I entonces f es
continua en 1.

Demostracion: Como f,(x) es continua en x = z,, entonces existe el

limite lim f,(x) = f.(zo) y el teorema anterior nos dice que
T—T0

n—oo \ T—xg T—To \Nn—0o0 T—T0

lfm (h’m fn(x)> = lim (h'm fn(m)> = lim f(z) = lim f,(20) = f(z0).
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Como lo anterior es cierto para todo =, € I, entonces f(z) es continua
en [. [ ]

El inverso del teorema anterior es falso en general, es decir, que si
fn(x) = f(z) en I, y tanto f,(z) como f(x) son continuas en /, ello no
implica f,(z) = f(x). Por ejemplo, sea la sucesién de funciones

sennx, 0<z<?
fulz) = ,  1m f,(z)=0= f(z), Vze€][0,n].

Obviamente tanto f,(z) como f(z) son continuas en [0, 7]. Ahora bien,
T

sup [fn(z) — f(z)| = sup [sennz[=1+0,

z€[0,7] z€[0,7]

por tanto f,(x)=£ 0.

No obstante si imponemos que la sucesién (f,(z)), sea mondtona si
que se tiene el reciproco.

Teorema 1.4.23 (Dini) Sea (f,(z)), una sucesion de funciones continuas
que tienden mondtonamente (para cada x) a f(z) en el intervalo |a, b

(cerrado y acotado). Entonces f(x) es continua siy sélo si f,(x) = f(x) en
[a, b].

La demostracién se deja como ejercicio.

Los teoremas anteriores 1.4.21 y 1.4.22 se pueden reescribir para las
series de funciones. En efecto si tomamos como sucesion de funciones

(fn(z))n la sucesién de sumas parciales de una serie y | a,(x), tenemos
el siguiente teorema

Teorema 1.4.24 (Conmutatividad del limite y la suma para una se-
rie de funciones) Sea )", a,(x) una serie de funciones uniformemente
convergente en [ tales que lim a,(z) = a,, entonces

T—T0

Ii n = lim a, = n-
Jim Za (x) 1( im a (x)) Za

n=1 n=

Si ademds, las funciones a,(x) son continuas, entonces la suma S(z) de la
serie es una funcioén continua.
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Teorema 1.4.25 (Integrabilidad de una sucesion de funciones) Sea
(fn)o2, una sucesion de funciones definidas en [a,b] C R e integrables en
[a,b] y sea f, uniformemente convergente a f en |a,b|. Entonces

lim ah@Mx:[ng;h@ﬂdx:Zfﬂ@du

n—0o0 a

Demostracidon: Ante todo hay que demostrar que f(z) es integrable. Por
sencillez asumiremos que las funciones f,, son continuas entonces por el
Teorema 1.4.22 se sigue que la funcion limite f también es continua y, por
tanto, integrable y se puede simplificar la demostracién.* Como f,(z) =
f(z) en [a,b], entonces para n suficientemente grande, y para todo = €
a.b

9
|f(z) = ful2)| < m

de donde se sigue que

/abf(x)dx - /ab fo(x)dz

y, por tanto,

9 9

< [ U@ -pwls < [ 355mdr=5 <=

1m_bh@mlewmwleng&h@ﬂm.

n—oo a

u

El siguiente ejemplo pone de manifiesto la importancia de las condi-
ciones del teorema que ademds son suficientes.

Ejemplo 1.4.26 Sea la sucesién de funciones (f,)n, fn : [0,1] — R, defi-
nida por

1 (Bl | o
2na,x, 0<z< 5, L
1 1 1
falz) = § —2nan(z—3), 5, <z<y,
0, L<r<i
n
0 ]_/n 1

“4El caso general, para la integral de Riemann, esta desarrollado al final del capitulo.
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Es evidente que las funciones f,, (=) son continuas en [0, 1], y por tanto
integrables en [0, 1] y que cualquiera sea la sucesién (a,), de sus maxi-
mos lim,, ., f.(x) = 0. Como SUD,e[0,1] |fn(2)| = ay, silim, ,a, =0,
entonces f,(x) = 0en [0,1]y

n—o0

lfm fn dx_/f

lo cual es facil de comprobar mediante un cdlculo directo pues el drea
de la figura A, La, — 0.

Ahora bien, podemos escoger a,, de forma que A, = 2a, — 0, con
a, / 0 —por ejemplo, a, = 1, o incluso a, = /n — oo—. En este caso
también tenemos

lfm fn dx_/f

n—o0

Finalmente, si escogemos a, de forma que el drea A, = %%an # 0,
—por ejemplo, a, = n 0 a, = n?, ademds en el primer caso el limi-

te lim,, fol fa(z)dx existe y en el segundo no (vale +o00)— entonces
iy, o [ folw)de # [, f(z)dz = 0.

En el caso de las series tenemos

Teorema 1.4.27 (Integrabilidad de una serie de funciones) Sea (f,,)5°,
una sucesion de funciones definidas en [a,b] C R e integrables en [a, b] tales
que la serie >  a,(x) es uniformemente convergente en I. Entonces su
suma S(x) es integrable y ademds

nio;/abfn(ﬁ)dl“:/ an d:v—/ab (z)dz.

Teorema 1.4.28 (Derivabilidad de una sucesion de funciones) Sea
(fn)pe, una sucesion de funciones definidas en un intervalo acotado I C R
y derivables en [ tales que para cierto xy € I se tiene lim,, o, fn(z0) = [
y ademds la sucesion de funciones (/) , converja uniformemente a g en
I. Entonces la sucesion (f,,)°, converge uniformemente a cierta funcion f
en [ y ademds f'(z) = g(x) para todo x € I, es decir, la sucesion se puede
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derivar término a término, i.e.,

(h’m fn(:c)),: lim [/ (z).

n—oo n—oo

Demostracién: Definamos la sucesién de funciones (¢, (x)),, definidas
por

In(2)— fn(z0)
I — T # To
on(T) =
fn(@o), T =T

Las funciones ¢, (x) son continuas en I —pues las funciones f,,(x) son de-
rivables en [ por condicién del teorema-.

Ademas ¢, (x) = ¢(x) en I. En efecto, aplicando el criterio de Cauchy
para la convergencia uniforme tenemos

(ftp(®) = fu(@)) = (faip(wo) = fnl20))

T — 2

|onp(2) = on(2)] =
= |£rp(&) = £1(8)

donde ¢ € (z, z). Para obtener la ultima igualdad hemos aplicado el Teo-
rema del valor medio de Lagrange a la funcién F(z) = f,1,(z) — fu(x),
es decir, F(z) — F(xo) = F'(§)(x — x¢). Ademds, por definicién tene-
MOS @nip(70) — Pulw0) = Fhep(o) — F1(r0), 1uego gnip(@) — wulw)] =
| fr 1 (6) — f1(€)| para todo = € I. Ahora bien, como f,(z) = g(z) en I,
entonces, para todo ¢ > 0 existe un N € N tal que paratodon > N,p € N

y para todo z € I, |f}, (&) — fL(£)| <&, entonces

| ontp(@) = ul(@)] = | frip(€) = £L(E)] <&

de donde deducimos que ¢,,(x) = ¢(z) en I. Probemos ahora que f,(z) =
f(z) en I. Para ello usamos las identidades f,,(z) = foip(zo) + (x —

20)Pntp(2), ¥ fr(x) = fulzo) + (x — 20)@n(x). Entonces,
| forn(®) = fu(@)] = | farp(w0) — ful@0) + (2 — 20) [Prp() — @n(@)]]
< [farp(@o) = ful(mo)| + |2 — @o| [Pnp(z) — n(2)]

Ahora bien, como f,(zg) — f(zo), entonces, para todo ¢ > 0 existe un
N; € N tal que para todo n > Ny, yp € N, |forp(z0) — fulzo)| < /2.
Ademas, p,(x) =2 ¢(z) en I, por tanto, para todo ¢ > 0 existe un N, € N
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tal que para todon > N, p € Ny para todo z € I, [pn+,(2) — pn(x)| <
e/2(b — a), es decir, para todo € > 0 existe un N € N, N = max(N;, Na),
tal que paratodon > N, p € Nyparatodo x € I, |foip(z) — fu(z)| <€, 0
sea, f,(r) = f(z) en I.

Para culminar nuestra prueba nos resta demostrar que la funcién limite
f(z) es derivable en I y que f'(xz) = g(z) para todo = € I, es decir, que
f(x) = lim, o f1 ().

Ante todo, notemos que puesto que f,(x) = f(z) en I, entonces la
condicion lim,, ., fn(xo) = f(xo) se cumple para cualquiera sea zy € [
y no solo para el x, prefijado en el enunciado del teorema. Por tanto, si
probamos que f(z) es derivable en cierto ¢ € I —en particular zo— y que
f1(¢) — f'(¢) = g(¢), entonces f'(x) = g(z) en todo I. Escojamos por
tanto un ¢ cualquiera y redefinamos las funciones

fn(m) - fn(C) T
§0n<x) = T = , 7o
fa(€), r=

Como antes, las funciones ¢, (z) son continuas en I y ¢,(z) = ¢(x) en I.
Luego
fal@) = FulQ) _ (@) = ()

:1/ n :1/ =
Plo) = el = M T P

Lo anterior junto con el hecho de que todas las funciones ¢, (x) son con-
tinuas en 7, y que ¢,(z) = ¢(z) en I, nos permiten utilizar el Teorema
sobre la continuidad de una sucesién de funciones 1.4.22 para afirmar que
¢(x) es continua en [ asi como el Teorema sobre el limite 1.4.21 que nos
da

1mﬂﬁ;ﬂ9:m{mn£@:ﬁ£§:umQm%@g

x—C T — z—( \ n—oo r—C n—oo \ z—¢
—_ 14 ¢ f”(x) — fn(C) Y /
= i (1 PR ) = o

Esta igualdad nos asegura que existe la derivada de f(x) para todo x € I,
y ademas que

Q) =1me(x) = lm f(0), VeI,
z—(C n—00
que es que se queria demostrar. |

Del teorema anterior se sigue fdcilmente el siguiente teorema para las
series de funciones:
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Teorema 1.4.29 Sea S(z) = Y- a,(x) una serie de funciones que con-

verge al menos en un punto xo € I, cuyos términos a,(z) son derivables
o . o /
en todo I, y cuya serie de las derivadas de a,(x), >~ a,(x) converge

uniformemente en I. Entonces la serie S(x) = > 7, a,(x) converge unifor-
memente en I y ademds se cumple que

§'(z) = (Z%(ﬂf)) =Y (an(2)),

n=1

o0 sea, es derivable término a término.

o0

Ejemplo 1.4.30 Consideremos la serie e* = ) > | %7;, que converge en
elintervalo [— R, R], cualquiera sea R > 0. Obviamente la serie ) > (%)

—1 .
= (‘””— converge uniformemente en [—R, R|. Entonces,
=1 (n—1)! ’

o n 4 o0 n / [o@) nil 0 n
o xr o X o xr o X oz
<e>—<§m) do = Z(m)— ey iaP el

Es decir, (e*) = e”.

Ejemplo 1.4.31 Sea la funcién

1

x2cos—, x#0
T

0, x=0

Dicha funcion es derivable en R y su derivada, definida por,

1 1
(@) 2xcos;—|—sen;, x#0
Yi(z) =
0, z=0

es continua para todo x € R excepto el cero. Numeremos todos los pun-
tos racionales del intervalo [0, 1] mediante la sucesién (z,),, lo cual es

posible pues Q es un conjunto numerable (ser la secciéon 1.5.1). Defina-
mos la sucesion a,(z) = 59 (x — z,,). Entonces, a),(z) = 5¢'(x — z,) es

n2
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discontinua en un dnico punto x = x,,, ademas

|z —x,2 1 ) 142z —x, 3
() < EEl Ly g < L] 3

n? -
ambas series >~ a,(z)y > ., a, () convergen uniformemente en [0, 1]
pues ambas se pueden mayorar por la serie convergente > >° | 3/n?. Por
tanto el teorema 1.4.29 nos dice que

§'(x) = (Z%(ﬂf)) =D (a,(x)),

es decir, que la funcién S(z) es derivable en todo [0, 1] y su derivada es
discontinua en cada uno de los puntos racionales del intervalo.

Anexo: demostracion del Teorema 1.4.25 para funciones integrables

En el caso que las funciones f,, de la sucesion de funciones sean integrables
Riemann podemos hacer lo siguiente: Como f,(z) = f(x) en [a,b], entonces
para todo € > 0 existe un NV € N tal que para todo n > N y para todo = € [a, b,
|fn(z) — f(2)] < ﬁ. Por tanto, para todo n > N tendremos

[f(@) = fW)l = [f(@) = falx) + fu(2) = fuly) + fuly) = [()]
[f(@) = fu(@)| + [ fo(2) = fa(W)] + [fuy) = F(W)I-

IN

Obviamente, el primer y ultimo sumando se pueden hacer mds pequefios que
1—ay Pues fu(z) = f(z) en[a,b], ie.

’f(x) - f(y)’ < ‘fn(‘r) - fn(y)‘ + Q(b— a)7 Vr,y € [av b]'

Dividamos el intervalo [a,b] en intervalos mds pequefios A; = [x;, ;11| (una
particién de [a, b]). Usando la dltima desigualdad tenemos

up |f(@) = FO) < s 1fale) = fulw)] + 555 o

Entonces,

n

> sup [f(x) ~ FW)IAT <Y sup |fale) - fuly)lAw + .

i—1 T,yeN; i—1 T,yEN;
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Pero fu(z) € R4, luego, por el criterio de Riemann, existe una particion P,
de [a,b], tal que Y 1" | sup, yea, |fu(z) — fu(y)|Az; < /2, por tanto, para dicha
particién Sy(P,) — sy(P,) < ¢, luego f(z) € Ry, El resto de la prueba es
analogo.

1.5. Sobre conjuntos infinitos

En este seccién recordaremos algunas cuestiones sobre conjuntos infi-
nitos haciendo hincapié en el caso de los niumeros reales.

1.5.1. Conjuntos numerables

Sean dos conjuntos A y B cualesquiera. Por ejemplo, digamos que A
es el conjunto de los numeros primos menores que un numero dado (di-
gamos 10), B el de los vértices de un dodecdgono (12 lados). Ay B son
finitos, es decir, A y B estdn constituidos por un nimero finito de elemen-
tos. Luego, una forma natural para compararlos puede ser sencillamente
usando el numero de sus elementos. Obviamente A tiene cuatro elemen-
tos, 2,3,5,7y B doce, asi que B serd mas grande que A. Sea ahora C' el
conjunto de los lados de un cuadrado. Entonces A y C' tienen el mismo
numero de elementos de forma que podemos hacer corresponder a cada
uno de los elementos de C' el correspondiente elemento de A y viceversa.
Es decir, existe una correspondencia biunivoca entre los elementos de A
y C. Obviamente tal correspondencia es imposible de encontrar entre los
elementos de Ay B o By C ({por qué?).

¢Qué ocurre si ahora A 'Y B tienen infinitos elementos, es decir, si son
conjuntos infinitos? Ejemplo de tales conjuntos son conocidos: N, Q, R,
etc.

En este caso el primer método de comparar conjuntos no nos sirve pues
no podemos “contar” los elementos ya que éstos son infinitos asi que sélo
nos queda el segundo de ellos: intentar encontrar una correspondencia
biunivoca entre conjuntos.

Recordemos que N = {1,2,3,...,n,n+ 1,...} es el conjunto de los
numeros naturales que es el conjunto infinito mas sencillo.




1.5. Sobre conjuntos infinitos 47

Definicion 1.5.1 Un conjunto A es numerable si

1. A es vacio.
2. A tiene un numero finito de elementos.

3. Si A tiene un numero infinito de elementos, estos se pueden poner en
correspondencia biunivoca con N.

Veamos algunos ejemplos.

Por ejemplo, P, el conjunto de todos los nimeros pares es numerable.
En efecto, cualquiera sea n € N existe un tnico p € P talque p = 2ny
viceversa, cualquiera sea p € P, existe un tnico n € N tal que n = p/2,
es decir existe una correspondencia biunivoca entre ambos conjuntos, o lo
que es lo mismo hay tantos niimeros pares como naturales.

Existe una forma muy sencilla de probar lo anterior. Escribamos todos
los numeros naturales en una tabla

(1]2[3[4]5]6]---[2n—12n[2n+1[2n+2] -]

y eliminemos todos los impares y “contamos” los niimeros resultantes. Asi
tenemos

(A2 4] pl6]---[2a—1]2n[2a+1|2n+2] -]
L1 J2[ [3[-] [ n | [n+1 ][]

es decir, P es numerable, los nimeros pares se pueden “contar”, existe
una correspondencia biyectiva entre los niimeros pares y los naturales.

De forma similar se puede proceder para probar que el conjunto de los
numeros impares / es numerable. Lo mismo ocurre con los enteros

0]1]-1]2 :
(1]2] 3 4[5 ]6] 7 [8]9]10][11] -]

Veamos un ejemplo mas complicado. Sea A el conjunto de puntos del
plano de la forma (n,m), n,m € N. Entonces A es numerable.

Para comprobarlo vamos a “contar” todos los pares anteriores, es decir,
vamos a construir una funcidén biyectiva que a cada par le haga correspon-
der un unico valor de n € N. Lo haremos siguiendo el siguiente esquema:
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(1,1)

|

(1,2) — @D

/

(1,3) —(2,2) —— (3,1)

149 —@23) — B2 —“D

Figura 1.8: Contando el conjunto A = {(n,m), n,m € N}.

ordenamos los pares por filas segtin la suma n+m = 2,3,4, ... y cada fila
la ordenamos de menor a mayor segun el primer valor n y asi tenemos
una correspondencia biunivoca tal y como se ve en la figura 1.5.1

De forma andloga se puede probar la siguiente

Proposicion 1.5.2 El conjunto B = {(p,q); p,q € Z} es numerable, es
decir, que se puede construir una “ordenacion” de B similar a la del ejemplo
anterior.

Una consecuencia de la proposicion anterior es la numerabilidad de Q. En
efecto, sea un numero r racional cualquiera, » € Q. Entonces r se puede
escribir como r = p/q, con p € Z 'y q € N. Asi que a cada ntimero racional
le podemos hacer corresponder el par (p,q) con p € Zy ¢ € N que es un
subconjunto de los pares B definidos en la Proposicién 1.5.2 ({por qué?),
asi que Q es numerable.

1.5.2. Propiedades de los conjuntos numerables

Veamos algunas propiedades de los conjuntos numerables. La siguiente
proposicién es sencilla de probar:

Proposicion 1.5.3 1. Si A es un conjunto numerable y B es un sub-
conjunto de A, entonces B es numerable.
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2. La unioén de un conjunto numerable y uno finito es numerable.

3. La unidn de dos conjuntos numerables es numerable, y por tanto la
union de un numero finito de conjuntos numerables es numerable.

4. La union de un numero numerable de conjuntos numerables es nu-
merable.

Para probar el ultimo apartado podemos escribir cada uno de los con-
juntos numerables de la forma A; = {a11,a12,... a1, ...}, Ao = {a21, a2, ...
A2y Joeves Am = {@m1, Gma, ... Qmn, ... }, yescribirlos como pares (m, n),
n,m € N. Dichos pares son los representados en la figura 1.5.1 y, como ya
vimos, son numerables. Luego tenemos 4. Esta claro que 2 y 3 son casos
particulares de 4. Para probar 1, basta usar la reduccion al absurdo.

Veamos como usando los apartados anteriores podemos probar los
ejercicios que antes hemos resuelto.

Sea N~ el conjunto de los numeros enteros negativos y sea Zy, k € N,
los conjuntos de los numeros de la forma n/k, con n € Z, es decir, Z;, =
{n/k;n € Z}. Obviamente Z = N U {0} UN~, pero tanto N como N~
son numerables, asi que Z es numerable. Ademas, por construccién Z; es
numerable. Ademas, Q = Z, UZy U ---UZ, U---, 0 sea Q es la unién de
una cantidad numerable de conjuntos numerables asi que Q es numerable.

Definamos ahora el conjunto producto cartesiano de dos conjuntos.
Sea A y B dos conjuntos cualesquiera. Definiremos el “producto carte-
siano” de A y B que denotaremos por A ® B al conjunto de todos los
pares ordenados (a,b) cona € Ayb € B.

Estd claro que si A y B son numerables el conjunto A® B es numerable.
Para ello basta usar de forma inteligente las proposiciones 1.5.2 y 1.5.3.

Como consecuencia de lo anterior tenemos otra prueba de que Q es
numerable pues, como hemos visto, a cada nimero racional le podemos
hacer corresponder el par (p,q) conp € Zy q € N, p,q primos entre si, 0
sea, Q =Z ® N.

Usando la Proposicién 1.5.3 se puede comprobar que el el conjunto
P, de todos los polinomios de grado a lo mds n con coeficientes ay, . . . a,
racionales:

2 n.
P, = {ap + a1 + agx” + - - - a,z™; ag, a1, a9, . ..a, € Q},
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es numerable y, por tanto, el conjunto de todos los polinomios con coefi-
cientes racionales

P = {ay + a1z + axx® + - - a,2"; ag, a1, as, .. .a, € Q, Vn € N},

también lo es pues P = PoUP; UP, U - - -, y podemos usar el punto 4 de la
Proposicién 1.5.3.

Definicion 1.5.4 Sea z € R tal que x es solucién de la ecuacion algebraica
a+azr+axi+a,2" =0, ,neN, agpai,as,...a, €Q.

Entonces se dice que = es un numero algebraico. Si x no es solucion de
ninguna ecuacion algebraica, entonces se dice trascendente.

Por ejemplo, 2 es un nimero algebraico (z — 2 = 0), v/2 es un irracional
algebraico pues es solucién de 2% — 2 = 0. Se puede probar® que e y 7 son
trascendentes.

Notese que, a diferencia de los nimeros irracionales, ningin nimero
racional puede ser trascendente ({por qué?). Sea A el conjunto de todos
los numeros algebraicos y T el de los trascendentes. Dado que un polino-
mio de grado n solo puede tener a lo mds n raices y que el conjunto P es
numerable se sigue que el conjunto A es numerable.

Ejemplo 1.5.5 Prueba que el conjunto de todos los subconjuntos finitos de
un conjunto numerable A es numerable.

Para comprobarlo usaremos la Proposicion 1.5.3. Estd claro que el
conjunto A; de todos los subconjuntos de A con un solo elemento es nu-
merable. En conjunto A, de todos los subconjuntos de A con dos elemen-
tos es numerable. En general, el conjunto A,, de todos los subconjuntos
de A con n € N elementos es numerable. De esta forma obtenemos un
conjunto numerable (A;, A, ...) de conjuntos numerables. [

Asi, por ejemplo, el conjunto de todos los subconjuntos finitos de
numeros racionales es numerable. Basta identificar A = Q, A; con el
conjuntos de todos los racionales ¢, A, con el conjunto de todos los pares
de racionales (p, q), y asi sucesivamente.

°El caso del nimero e fue probado por C. Hermite en 1873 y el de 7 por C.L. Linde-
mann en 1882.
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Definicidon 1.5.6 Dos conjuntos A y B se denominan equivalentes y se
denota por A ~ B si existe una correspondencia biunivoca entre sus ele-
mentos. En este caso el “numero” de sus elementos es el mismo lo que se
suele denotar por card A = card B

?En realidad el concepto de cardinal o potencia de un conjunto es ligeramente mas
complicado que el nimero de sus elementos, pero para nuestros objetivos esta defini-
cién es suficiente.

En facil comprobar entonces que si A ~ B entonces B ~ A (épor qué?)
yquesi A~ By B ~ C, entonces A ~ C.

Por ejemplo, segun hemos visto antes N ~ Z, N ~ Q, N ~ P, N ~ A,
Q ~ A, etc.

Es evidente que el conjunto de los nimeros racionales que pertenecen
al conjunto [0, 1] es numerable pues son un subconjunto de Q. La pregunta
es ¢sera también numerable el conjunto de los irracionales contenidos en
[0,1]?, o, equivalentemente, éserd numerable [0, 1]?

Vamos a intentar responder a esta pregunta.

Supongamos que [0,1] ~ N. Entonces ha de existir una sucesion de
numeros reales (z,), tal que cualquiera sea = € [0, 1], x coincidird con al
menos un miembro de la sucesién (z,), (en caso contrario [0, 1] no seria
numerable, épor qué?).

Hagamos la siguiente construccion: sea I, = [0, 1]. Escojamos un in-
tervalo cerrado I; C I, que no contenga a x, o sea, x; ¢ I;. A continua-
cién escojamos un intervalo cerrado I, C I; que no contenga a x», O sea,
x9 & I,y asi sucesivamente. Entonces tenemos una sucesion de intervalos
(cerrados) encajados tal que /,,,1 C I, pero z,.1 ¢ I,,,1. Entonces, existe
al menos un = € [, para todo n > 0. ¢Puede ser eso posible? Justifica tu
respuesta.

De lo anterior se deduce el Teorema de Cantor

Teorema 1.5.7 R no es numerable. Es decir, hay mds niimeros reales que
naturales, i.e., card R > card N.

Como corolario tenemos

Corolario 1.5.8 1. R # Q, es decir, existe = R \ Q, el conjunto de los
numeros irracionales, y ademds I no es numerable.
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2. A #£ 1, existe el conjunto de los numeros trascendentes T, y T no es
numerable.

Resulta que la mayoria de los niimeros irracionales que conocemos son
algebraicos, por ejemplo, vk si k # 1", | € N, v/2 + v/2 (prueba que este
numero es irracional algebraico), etc. Por el contrario se conocen pocos
numeros trascendentes: 7, e. No obstante resulta que éstos son la mayoria
de todos los nimeros ya que los niimeros algebraicos (que incluyen, como
hemos visto a los racionales) es un conjunto numerable, pero R no lo es y
obviamente R = AU T.

Automaticamente surge la pregunta. ¢Existird algtin conjunto infinito
intermedio entre N y R?, es decir, que tenga “mds” elementos que N pero
“menos” que R?

Georg Cantor fue quien desarrollé la teoria moderna de conjuntos in-
finitos, a él debemos la notacién y algunos de los resultados que hemos
descrito aqui. Precisamente fue Cantor quien conjeturé que no existia di-
cho conjunto intermedio (hipdtesis del continuo). Este fue el primero de
los 23 famosos problemas que formul6 Hilbert en 1900. La respuesta a
este problema fue totalmente inesperada. Por un lado Kurt Gédel probd
en 1940 que usando los axiomas de la teoria de conjuntos era imposible
desmentir la hipétesis de Cantor. La respuesta definitiva la dio Paul Cohen
en 1963 cuando demostré que bajo el mismo sistema de axiomas de la
teoria de conjuntos era imposible probar la conjetura, o sea, la hipdtesis
del continuo se puede aceptar o no y eso no lleva a ninguna contradiccién
l6gica dentro de la teoria de conjuntos.

e~ VS S

1.6. Problemas

Problema 1.1 Prueba que si lim, .., z, = 0, entonces la sucesion de sus
modulos converge y lim,, . |2,| = 0 pero la sucesidn de sus argumentos
¢, puede no converger. (Qué ocurre en el caso cuando lim,, ., z, # 0?

n

Problema 1.2 Calcula el lim en funcién de a € C.

n—oo | 4+ a™
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Problema 1.3 Suponiendo que lim,, ., z, = z, prueba que lim,, .z, = Z,
limy, 0o Rz = Rz, im0 Sz, = S22y limy, o0 |20] = 2]

Problema 1.4 Prueba que toda sucesion (z,), de Cauchy es acotada.

Problema 1.5 Estudia el caracter de las siguientes series:

1. Zgnnl’ Zl\/ﬁ—l Z\/QTZT Zlog (14 4/n?),

n=0

2. i": ‘Senn” i(—l)"[\/m_n], io:amrbnx", a, b,z > 0.

a” — bn
n=1 n=1 n=1

Problema 1.6 Sea {u,} una sucesién de términos u, > 0 tal que lim u,
n—oo

= 0. Demuestra que las series > | u, y > log(1 + u,) comparten el mismo
cardcter convergente o divergente. Aplica este resultado para determinar
el caracter de la serie ) | log (1 + —=2—).

Problema 1.7 Determina el radio de convergencia de las series de poten-
cias )~ a,z" con a, definido por:

_1\n _1\n n 2
a) a, = logn b)an:( 1) ’ C)%ZM, d)an:n_w
n n a

! 1 1 n
e) ap = n_a f) an = —, g) Ap = —, h) Ap = (Sen E) .
nm n" n! 4

Problema 1.8 Obtener las series de potencias de las siguientes funciones
indicando la regién de convergencia de las mismas:

a) f(z) =log (i+i>, b) f(z) = arctan (2), ) f(z) = cos(1/2),
5= @) ) = cosh (), D S(2) =log o+ b2), (a £0)

Problema 1.9 Estudia la convergencia uniforme de las sucesiones de fun-
ciones consideradas en el Ejemplo 1.4.4.
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Problema 1.10 Estudia la convergencia puntual y uniforme de las si-
guientes sucesiones de funciones { f,, } nen:

1 on’x
fn

:1_’_nx’x6|:071]’ fn:Ie_nx’xE[0,00), fn:m’xeR.

Problema 1.11 Demuestra la Proposicién 1.4.12

Problema 1.12 Demuestra el Teorema 1.4.17 que establece una condi-
cién necesaria de convergencia uniforme de una serie.

Problema 1.13 Sea f,(z) = arctan (nx).

a) Estudiar la convergencia puntual de {f,}. ¢Es uniformemente con-
vergente en R?.

b) Demostrar que converge uniformemente en {z € R : |z| > a > 0}.

c) Estudiar la convergencia uniforme de la serie de funciones

Z arctan (nz) .

n?4+1

d) Demostrar que la funciéon suma de la serie anterior es derivable en

R\{0}.

Problema 1.14 Como vimos en el apartado 1.2.3, toda serie de potencias
> gan2", a,, z € C, tiene un radio de convergencia R > 0 6 R = +o0.
Ademaés, la serie converge absolutamente para todo z tal que |z| < R.
Prueba que toda serie de potencias converge uniformemente en cualquier
region () del plano complejo contenida en el circulo de radio r < R, i.e.,
QC{z|z| <r < R}.

Problema 1.15 Aplica los teoremas 1.4.24, 1.4.27 y 1.4.29 a las series de
potencias y deduce los correspondientes teoremas. Comparalos con los del
apartado §1.2.3. Discute cuando las series de potencias convergen unifor-
memente.




Capitulo 2

¢Qué es el anadlisis funcional?

El arte de la Matemadtica consiste en encontrar
ese caso especial que contiene todos los gérme-
nes de la generalidad.

Atribuida a David Hilbert

¢{Cémo comenzar un curso de Andlisis funcional? Sin duda una posi-
bilidad es con un poco de historia, pero para eso se puede consultar el
interesante articulo de Berta Gamboa de Buen, Historia del Andlisis Fun-
cional publicado en la revista Misceldnea Matemdtica de la Sociedad Mate-
mdtica Mexicana, volumen 28 (1999) péginas 17-39!, Como bien cuenta
su autora, el analisis funcional surge y se desarrolla en el siglo XX genera-
do por la evolucion del andlisis matematico clasico, la fisica-matematica,
las nuevas ideas del dlgebra y la geometria y muy ligado a la topologia. En
otras palabras, en cierta forma el Analisis Funcional atina las principales
areas de la matemadticaZ.

Nosotros, sin embargo, vamos a proceder de otra forma. Vamos a se-
guir la idea de Schechter en [19] y comenzar con un ejemplo relativa-
mente sencillo que nos conducird a redescubrir varios de los conceptos
fundamentales del analisis clasico asi como algunos otros del propio ana-
lisis funcional.

https://miscelaneamatematica.org/ContenidoNumero/28

2Véase también el detallado estudio histérico de G. Birkhoff y E. Kreyszig titulado The
establishment of functional analysis y publicado en Historia Mathematica, volumen 11
(1984) péginas 258-321, https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/
0315086084900363
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2.1. Una ecuacion diferencial lineal

Uno de los problemas tipicos de un curso de ecuaciones diferenciales
es la resolucion del siguiente problema de valores iniciales

F'@) + f@) = g(a), zelabl, fl@)=1, fla@)=0, (211

donde por f’ denotamos la derivada de f respecto a x. Ademads, por sim-
plicidad asumiremos que ¢ es una funcién continua en [a,b] y que f, la
solucién buscada, es una funcidn dos veces diferenciable con segunda de-
rivada continua. Asi, usaremos la notacién g € C([a,b]) y f € C®([a, b)),
para denotar al conjuntos de funciones continuas en [a,b] y las que son
dos veces diferenciable con segunda derivada continua en [, b], respecti-
vamente.

Se puede comprobar que la (una) solucién de dicho problema de valo-
res iniciales (2.1.1) viene dada por la expresion

f(z) = cos(x —a) + /w sin(x — t)g(t)dt, x € [a,b]. (2.1.2)

Comprobemos que, efectivamente, la funcién f anterior es solucion de la
ecuacion (2.1.1) con los valores iniciales dados. Lo primero que es obvio
es que f(a) = 1, pues la integral en (2.1.2) es cero. Calculemos ahora
f'(x). El primer sumando no tiene problemas, pero el segundo es algo més
complicado pues la variable = aparece tanto en el limite de integracion,
como en la funcién a integrar. Este es un problema tipico de la teoria
de integrales dependientes de un pardmetro. Asi pues, para calcular la
derivada de nuestra funcién f conviene recordar el siguiente teorema:>

Teorema: Sea h(t,z) una funcién continua tal que su derivada parcial
respecto a x sea también continua en D = {(t,x) € R*|t € [a,b],z €
[c, d]}. Entonces la funcion H(x) = f; h(t,x)dt es continua y diferenciable
en [c,d]y
b
Oh
H'(z) = i a—x(t,x)dt.

Idea de la demostracion: Para probar la continuidad se puede usar el
Teorema de Heine 1.3.5 para funciones continuas en un intervalo cerrado

3Ver, por ejemplo, la seccién §17.1.13 de [25].
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y acotado que establece que si f(z) := h(¢,x) es continua en [c, d] (¢ fijo),
entonces f es uniformemente continua en |c, d| es decir, para todo ¢ > 0
existe un ¢ > 0 tal que para todos x, 2’ € [c, d], que satisfacen |[z—2'| < 6, se
tiene |h(t, ) —h(t,2’)| < €. Entonces, para todos z, 2’ tales que |z —z'| < d,

b
\H(z) — H(z')| < / \h(t, ) — h(t, 2)|dt < (b — a),

i.e., H(z) — H(z') cuando z — 2’. Para probar la diferenciabilidad basta
mostrar que para todo z € [c, d]

H($0 + 5) - H(l‘o) — H'(x0)5 = 0(5), o€ R,

donde o(4) es tal que o(9)/d — 0 cuando ¢ — 0.

Para ello supondremos, por simplicidad, que existe 2% (¢, ) es continua
oz ) .
en D y por tanto acotada. Entonces, usando el Teorema del valor medio
en la variable z, y teniendo en cuenta que

b
|Hw+®—Hm»4ﬂmw3/

h(t,zo + 9) — h(t,xo) — %(t, 930)(5‘ dt

> on oh , ["|9%h
= R - — _ / < 2
31 [ |Gt = G| de = 157 [ S0 de < bIgP,
donde £, ¢ € (¢,d) y M = (b — a) mdxX,ceq) %(i,x)‘.
El caso general lo dejamos como ejercicio al lector. ]

Sea a(x) una funcién diferenciable en [c, d] cuya imagen esté contenida
en [a,b] y sea la funcién ® (o, z) = [ h(t,z)dt, o € [a,b], © € [c,d]. Usando
el Teorema fundamental del célculo asi como el teorema anterior tenemos

que

0P “oh 0P

%(&,x) = %(t,x)dt, a—a(a,x) = h(a, x).
Dado que ambas derivadas parciales son continuas, entonces ®(«, x) es di-
ferenciable en « € [a,b], x € [c, d]. Definamos ahora la funcién compuesta
U(x) = ®(a(x),x), x € [c,d]. Dicha funcién es diferenciable en = € [c, d]
asi que usando la regla de la cadena obtenemos

a

oU  0dda 0P *@ Jh
5% =~ 3o 0z + = o' ()h(a(r), ) + / %(t, x)dt.

a
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Aplicando la férmula anterior a nuestra funcién f definida en (2.1.2),
donde en el segundo sumando a(z) = =y h(t,x) = sin(z — t)g(t), obtene-
mos expresiones, r

f'(x) = —sin(zx —a) + /:v cos(x — t)g(t)dt, x € [a,b]. (2.1.3)
Andlogamente,
f"(x) = —cos(x —a) + g(x) — /w sin(x — t)g(t)dt, x € [a,b]. (2.1.4)

Notese que esta ultima expresion se puede escribir, usando (2.1.2), como

f'(@) =—=f@) +g(x) = ["(@2)+ f(x)=9(x), x€lab]

Ademds, de (2.1.3) se tiene que f’(a) = 0y, por tanto, dado que f(a) =
1 como ya vimos, la funciéon f definida por (2.1.2) es efectivamente la
soluciéon del problema (2.1.1).

El método anterior nos permite, al menos formalmente, plantearnos el
siguiente problema: resolver el problema de valores iniciales

["(x)+ f(z) =0o(x)f(x), x€lab], fla)=1, f'(a)=0. (2.1.5)
Esta claro que la solucion sera
f(z) =cos(z —a) + /m sin(z — t)o(t) f(t)dt, x € [a,b]. (2.1.6)

Lo anterior define una ecuacion integral. Escribamos dicha ecuacién (2.1.6)
de una forma mds conveniente.

Sea D = {(t,z) € R*|t € [a,b],z € [a,b]} ¥ sea k(x,t) una funcién
continua en D. Definamos el operador K, K : C([a,b]) — C(a, b))

Kf = K(f(z)) = /Ik(az,t)f(t)dt. 2.1.7)

Entonces (2.1.6) la podemos reescribir como
f=u+Kf, wu=cos(x—a), k(x,t)=sin(x—1t)o(t).

¢Como resolver esta ecuacion?
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2.2. La ecuacion integral de Volterra

Vamos a intentar resolver la ecuacion
f(z) =u(z)+ Kf(zx), =€ ]a,b], (2.2.1)

donde u, f € C([a,b]) y K es el operador de Volterra definido en (2.1.7).

Notese que K trasforma funciones continuas en funciones continuas.
Una forma natural de resolverla es usar el método iterativo de Picard.

Asi, elegimos una funcién f; € C([a,b]) cualquiera y la sustituimos en
el miembro derecho de (2.2.1) lo que nos dard, en principio, una nueva
funcién continua f;

fi(z) = u(z) + Kfo(x), =z € [a,bl. (2.2.2)

Si fi = fo, lo cual es improbable, tendriamos la solucién buscada. Si no,
entonces sustituimos f; en el miembro derecho de (2.2.1) y obtenemos
una nueva funcién f,

fo(z) = u(z) + Kfi(x), x € a,bl. (2.2.3)

Si f, = f; tendriamos la solucidn, si no, sustituimos f; en en el miembro
derecho de (2.2.1), y asi, sucesivamente. De esta forma obtenemos una
sucesién de ecuaciones

folx) =u(z) + K foa(x), x€la,b], n=12,.... (2.2.4)

Como ya hemos dicho, es improbable que para algun n, f, = f,_1, asi
que la pregunta natural es écudn cerca esta f,, de f si n es muy grande?
y ¢qué significa que f, esté cerca de f, o que f, — f en [a,b] cuando
n — oo?

Esta claro que esta pregunta corresponde a saber cuando una sucesiéon
de funciones continuas f,, converge a alguna funcién f, y para que f sea
solucion de (2.2.1) necesitamos ademas que [ sea continua.

Por otro lado, nétese que si f,, — f, otra pregunta natural es si K f,, —
K f. Si esto fuera asi, entonces, tomando limites cuando n — oo en (2.2.4)
obtendriamos (2.2.1) y, por tanto, la solucidn de la ecuacién. Intentemos
formalizar lo anterior de una forma rigurosa.
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Como las f,, son continuas y nos interesa que la funcién limite también
lo sea, entonces podemos usar el concepto de convergencia uniforme de
funciones (véase la seccion 1.4). Alli vimos que una sucesiéon de funciones
fn converge uniformemente a f en [a, b] si

sup |fn(z) — f(x)] — 0, cuando n — oc.
z€[a,b]

Lo anterior nos da una idea de como definir la distancia p entre dos funcio-
nes fy g. Asi, dada dos funciones f, g € C([a, b]) definiremos la distancia
p(f,g) mediante la expresion

p(f,g) = sup |f(z)— g(x)|.

z€[a,b]

De esta definicién se sigue que Vf, g, h € C([a,b]),

L. p(f,9) 20y p(f,g) =0siysolosi f =g,
2. p(f,9) =09, f),y

3. p(f,9) < p(f,h) + p(h, g)-

En muchas ocasiones se dice que la funcién p que satisface las propiedades
anteriores define una métrica. Los conjuntos donde se puede definir una
métrica se suelen denominar espacios métricos (ver la Definicion 3.1.1).

Asociada a la definicién de distancia se puede definir el tamafio o la
norma de una funcién. Asi, dada una funcién f € C([a,b]) definiremos la
norma de f, || f|| al numero

IfIF:= sup [f(z)]. (2.2.5)

z€[a,b]

Es facil comprobar que la norma anterior satisface las siguientes pro-
piedades: Vf, g € C([a, b)),

L fll =0y |[fll =0siysélosif =0,
2. VAR, [[AfII = A,

3. [f+ gl < IIfIF+lgll-
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Los conjuntos donde se puede definir una norma se denominan espacios
normados (ver la Definicion 4.2.1).

Lo siguiente que queremos hacer notar es que el espacio de las funcio-
nes continuas C'([a, b]) satisface una serie de interesantes propiedades que
pasamos a enumerar:

1. Para todos f, g € C([a,b]),lasuma, h = f+g € C([a,b]) y para todos
fyg,h € C([a,b]) se cumple que:

a f+g=9+f
b) (f+9)+h=f+(g+h)
¢ f+0=0+f=f,donde () denota a la funcién  : [a,b] — R,

O(x) = 0.
d) Cualquiera sea f existe una funcién (—f) tal que f + (—f) =
(=) +f=0.

2. Paratodo f € C([a,b]),ya € R, g =a- f € C([a,b]), y para todos
fyg € C(la, b)), y a, € R se cumple que:
a) a-(f+g)=a-f+a-g
b) (a+p)-f=a-f+B-,
) a-(B-f)=(aB) f
d1l-f=Ff

Los conjuntos que satisfacen las propiedades anteriores se denominan es-
pacios vectoriales (ver la Definicién 4.1.1).

De la propia definicién del operador K (2.1.7), usando las propiedades
de la integral, tenemos que, para todos o, 3 € Ry f,g € C([a,b]),

K(af +pg) = aKf+ BKg. (2.2.6)
Un operador cumple con lo anterior se dice que es un operador lineal.
Ademds, para toda funcién f € C([a, b]) se tiene, usando (2.1.7),

1< [ ool < [ s ko] s [0

x,tela,b] tela,b

< &[lfll(z = a) < &l f]I(b = a) = cl| fI],

(2.2.7)
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donde k = sup, ;e |k(z,t)] Yy ¢ = k(b — a). Es decir, para toda f €
C([a,b]), existe un ¢ > 0 tal que

K f]| = 81[112] K f| <e|f]l- (2.2.8)
tela,

Los operadores que cumplen con dicha propiedad se denominan operado-
res acotados.

Armados de todo lo anterior estamos en condiciones de responder a
nuestra pregunta sobre si la ecuacion (2.2.1) tiene solucion y si esta la
podemos encontrar mediante el limite de la sucesion de funciones f,, de-
finidas por (2.2.4).

Para ello vamos a estimar el valor de || f,, — f.»|| donde la norma es la
definida en (2.2.5). Si resulta que su valor es tan pequefio como se quiera
cuando n, m son lo suficientemente grandes (i.e., (f,), es una sucesién
de Cauchy) entonces f, converge uniformemente (ver Teorema 1.4.10) a
una funcién f en [a,b] que, por el Teorema 1.4.22, es continua en [a, b].
Esta propiedad de que toda sucesién de Cauchy sea convergente se conoce
como propiedad de completitud del espacio (ver Definicion 3.5.12).

Partiendo de (2.2.3) y usando (2.2.2) tenemos
fo=u+Kfi=u+Ku+Kf) =ut+Ku+ K(Kfy)=u+ Ku+ K2f,
donde K? es el operador que se obtiene al componer, o multiplicar, K por

si mismo: K? : C([a,b]) — C([a,b]), K*f = (K o K)(f) = K(Kf). En
general, definiremos el operador K" inductivamente, i.e., K" = Ko K" 1.

Continuando este proceso podemos comprobar por induccién que
fo=u+Ku+Ku+ -+ K" '+ K"f,
por tanto, para todos m < n obtenemos
fo—fn=K"u+ -+ K" 'u+K"fo— K™f.
Entonces, usando las propiedades de la norma (concretamente la tercera)

o= Sonll < Bl oo LKl 1K foll + 1K™ foll. (2:2.9)

Vamos a acotar cada uno de los sumandos. Notese que estos se pueden
escribir de la forma || K™h||, h € C([a,b]), n =1,2,....
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Para n = 1 ya hemos visto en (2.2.8) que | Kh| < ¢||h||. Entonces,

R = [ K(ER)| < [ Khll < k] = [IK"A] < c"[[A]. (2.2.10)

De esta forma podriamos obtener una cota superior de la suma del
miembro derecho de (2.2.9), pero dicha cota solo es 1til si ¢ < 1 pues
en caso contrario cualquiera de los sumandos tenderia a infinito cuando
n — oo.

Vamos a afinar nuestra cota. Como vimos en (2.2.7) tenemos que
|[Kh| < &|[hll(x —a), z>a,

luego
|K?h| = |K(Kh)| </ |k(x,t)||Kh|dt < /i/ | K hldt

_Rle—ap
<l [ G = ayie = ",

|K3h| = |K(K?h) |</ k(x,t ||K2h|dt< n/ | K2h|dt
K3||h /43 x —
|| I (3! a)’ 1Al

y, asi, por induccién, obtenemos

K'(x —a

) < T gy,

que tomando supremos en = € [a, b] nos conduce a una cota mucho mas
fina que la obtenida en (2.2.10)

K" (b

—a n
jnn < SOy, (2.2.11)

Por tanto, podemos reescribir (2.2.9), definiendo ¢ = (b — a)x, como

S oL ¢
R R ) L LR € B L R E

Por un lado estd claro que ¢"™/m! + (" /n! — 0, cuando n, m — oco. Por el
otro,

m n—1
C—+-~ ¢ Z —>0cuandom%oo

m)! (n—1)!
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pues es la cola de la serie >_,°  ¢*/k! = €°. De esta forma hemos proba-
do que f, es uniformemente convergente y que limite f es una funcion
continua en [a, b].

Probemos ahora que Kf, — Kf si f, — f. Para ello, usaremos la
linealidad y la acotacién de K (ver (2.2.6) y (2.2.8), respectivamente)),
que nos conduce a

1K fr = KfI] = [[K(fo = DI < ellfo = fI = 0sin — o0

Por tanto, si ahora tomamos el limite cuando n — oo en (2.2.4), obte-
nemos (2.2.1) lo que prueba que la sucesion f,, construida mediante el
método iterativo de Picard aqui descrito tiende a la solucién de la ecua-
cién integral de Volterra (2.2.1).

Hemos encontrado una solucion de (2.2.1) pero ées tnica? Probemos
que si. Supongamos que hay dos funciones continuas en C([a,b]), f ¥ g,
con f # gtalesque f =u+ Kfyg=u-+ Kg. Restando ambas tenemos
f—g9g=K(f—g).Seah = f— g. Entonces

h=Kh = h=K(Kh)=K?h=K?*(Kh)=Kh=---=K"h,

y, por tanto, ||h|| = ||[K"h||. Si tomamos el limite cuando n — oo en la
expresion anterior y usamos (2.2.11) obtenemos || K™h|| — 0 de donde se
deduce que ||| =0, i.e. f = g, lo cual es una contradiccion.

Recapitulemos el conjunto de propiedades que hemos usado:

1. El conjunto C(|a, b]) las funciones continuas es un espacio vectorial.
2. En C([a, b])es un espacio normado y a su vez métrico.

3. El operador K es un operador lineal y acotado.
4

. Toda sucesiéon f, € C([a,b]) tal que f, — f,, — 0 cuando n,m —
o0, (es decir, (f,,), es una sucesion de Cauchy) es convergente, i.e.,
fn — f € C([a,b]) cuando n — oo. Es decir, el espacio C([a, b]) con
la métrica del supremo es un espacio completo.

¢Existen otros espacios utiles para resolver este tipo de problemas?
¢Qué otras propiedades importantes son necesarias para lidiar con estos
espacios? ¢Con qué otros tipos de operadores podemos encontrarnos en
la préctica?
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Nuestro objetivo sera estudiar algunas de las propiedades de los espa-
cios funcionales asi como de cierta clase de operadores que generalizan el
operador de Volterra discutido en este capitulo.

(00—
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Capitulo 2. ¢Qué es el andlisis funcional?




Capitulo 3

Espacios métricos

Mide lo que es medible y haz medible lo que no
lo es.

Atribuida a Galileo Galilei

Los espacios métricos son la extension natural de los espacios Ry C. La
idea consiste en, dado un conjunto cualquiera de elementos, poder medir
la distancia entre ellos.

3.1. Definicidon de espacio métrico

Definicidon 3.1.1 Un espacio métrico es un par (X, p) donde X es un con-
juntoy p := p(z,y) es una funcién real (univaluada) no negativa definida
para todos x,y, z € X tal que
1. p(z,y) =0<= z =y,
2. plz,y) = ply, ©),

3. plz,2) < p(z,y) + p(y, 2)-

En adelante diremos simplemente que X es el espacio y p su métrica.

67
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Veamos varios ejemplos representativos de espacios métricos. Notese
que muchos de ellos estdn definidos sobre el mismo conjunto X pero con
diferentes funciones p, i.e., la métrica cambia.

Ejemplo 3.1.2 Sea X un conjunto arbitrario y definamos la métrica trivial
plx,y)=1six #yy p(x,y) = 0si z = y. Este espacio se suele denominar
espacio métrico discreto.

Ejemplo 3.1.3 Si X es el conjunto de todos los niimeros reales y p(z,y) =
|z — y|, donde |x| es el valor absoluto de x, obtenemos un espacio métrico
normalmente denotado por R.

Ejemplo 3.1.4 El espacio métrico C es el espacio definido por el par X = C
y la métrica p(x,y) = |x — y|, donde |x| es el médulo de z.

Ejemplo 3.1.5 X = R", es decir; el espacio de las n-tuplas © = (x1,...,x,)
con la métrica

p(z,y) = Z |2k — yil*.
k=1

Dicho espacio lo denotaremos por RY. Andlogamente se puede definir para
el caso complejo.

Ejemplo 3.1.6 Si X, es el espacio de las n-tuplas reales v = (x1,...,2,)
pero con la métrica

p(@,y) =Y lox — wl,
k=1

obtenemos otro espacio métrico (distinto al anterior) que denotaremos por
RY. Andlogamente se puede definir para el caso complejo.

Una generalizacidn de los dos ejemplos anteriores es el siguiente:

Ejemplo 3.1.7 X = R", es decir, el espacio de las n-tuplas x = (x1, ..., x,)
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con la métrica

D 1/p
y) = (ZI%—%I”) , p2>L
k=1

Dicho espacio lo denotaremos por R}. Andlogamente se puede definir para
el caso complejo.

Ejemplo 3.1.8 R%. Es decir, X = R" espacio de las n-tuplas © = (1, xo, . . .,
x,,) pero con la métrica:

plx,y) = kmax |z — Y-

77777

Ejemplo 3.1.9 Sea X = C([a, b]), es decir, el espacio de las funciones con-
tinuas definidas sobre el segmento [a, b]. Definamos la funcion

p(f,g9) = 52?)51 |f(x) — g(z)|.

El par obtenido C, es un espacio métrico.

Ejemplo 3.1.10 Sea nuevamente X = C(][a, b]), es decir; el espacio de las
funciones continuas definidas sobre el segmento [a, b| y definamos la métri-

ca
1/p
( / |f(x |pdw) ., p>1

El par obtenido C’ﬁl y €S un espacio métrico. Como caso particular (de espe-
cial relevancia) tenemos el caso p = 2, i.e., X = C([a, b]) ¥ p es la funcion

p(f,9) = \// |f(x )|*dz.

Ejemplo 3.1.11 Sea X el espacio de todas las sucesiones numéricas reales
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(o complejas) x = (x,,),, acotadas y definimos la métrica

p(x,y) = sup |zp — ykl.
keN

El espacio obtenido es un espacio métrico que denotaremos por (°°.

Ejemplo 3.1.12 Sea ahora X el espacio de todas las sucesiones reales (o
complejas) x = (x,,), tales que >, |xx|? < +oo con la métrica

[e'e) l/p
p(z,y) = (Z |7k — ykl”) ,  p=1
k=1

Dicho espacio lo denotaremos por (?.

Un caso particular de los espacios (P es cuando p = 2, i.e., el espacio
métrico (* usualmente asociado al nombre de Hilbert. O sea, (* = (X, p)
donde X es el espacio de todas las sucesiones x = (x1,xs,...,T,,...) tales
que Y 77, |zk]? < +o0 con la métrica

p(x,y) = | D lox — yel.
k=1

Ejemplo 3.1.13 Sea ahora X el espacio de todas las sucesiones reales x =

(x1,29,...,Zp,...)y definamos la métrica por
p(a: y):il ’xj_yj‘ .
’ per R TR ]

Este espacio también es un espacio métrico.

Ejemplo 3.1.14 Sea el espacio métrico (X, p). Entonces si definimos sobre
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X una nueva métrica o(zx,y)

p(r,y)

obtenemos un nuevo espacio métrico (X, o).

A continuacién probaremos que los espacios considerados en los ejem-
plos anteriores son, en efecto, espacios métricos.

Ante todo notemos que en todos los casos es facil comprobar los axio-
mas 1y 2 de la definicién 3.1.1. Probemos la desigualdad triangular. Para
los ejemplos 3.1.2-3.1.4, 3.1.8, 3.1.9 y 3.1.11 las pruebas son sencillas y
se basan en la desigualdad triangular en R (o C) menos en el Ejemplo
3.1.2 donde es trivial. Nétese ademds que en todos estos casos la métrica
(funcidén p) esta bien definida.

Para estudiar los ejemplos (3.1.5)-(3.1.7), (3.1.10) y (3.1.12) necesi-
taremos la desigualdad de Minkowski para n numeros, series o integrales.
Asi tenemos el siguiente:

Teorema 3.1.15 (Desigualdad de Minkowski) Sea los niimeros x; e v;, i =
1,2...,n, cualesquiera. Entonces, para todo p > 1 se tiene

(me)p < (Z mvy)P ¥ (Zw) SR ED
i=1

i=1 i=1

donde la igualdad sélo tiene lugar si x; = cy; para todoi = 1,2,...,n (es
decir, si x; y y; son proporcionales).

Demostracion: El primer paso consiste en probar que para todos u,v > 0
y 1 < p < 400 se tiene

(u+@p:iﬁ)ﬁk%ﬂ+ﬂ—®k%ﬁmvzao<t<1} (3.1.2)
te(0,1

Para ello basta comprobar que el minimo absoluto de la funcién f: (0, 1) —
R, f(t) = t"Pu? + (1 —t)""PovP conu,v > 0y 1 < p < +oc (el casop = 1 es
inmediato) se alcanza en t, = u/(u+v)y f(t.) = (u+ v)P. Entonces, para
todos x; e y;, usando (3.1.2) tenemos

i + il < (i + [wil)P = tg{(l)fl)(tl_p|$i|p + (1 =)yl

<Pl 4 (1 — )Pyl




72 Capitulo 3. Espacios métricos

que, sumando en i, nos conduce a

S lai bl SO fad 4 (1= 0D i
i=1 i=1 i=1

Llamando u? = )", |z;?, v* = >, |y;|” y tomando el infimoen ¢ € (0,1)
en la desigualdad anterior y usando nuevamente (3.1.2) se sigue que

p

n n % n %
Y lzi+ il < <Z\~’U@'|p> + (ZL%V)) :
=1 =1 =1

de donde se obtiene el resultado! (3.1.1). [

Del teorema anterior se sigue que los espacios R} (o C}) del ejemplo
(3.1.7) son espacios métricos.

La desigualdad de Minkowski (3.1.1) se puede extender facilmente al
caso de las series infinitas (ver Problema 3.5), en el caso de que las mismas
converjan. Asi se tiene, en particular para las sucesiones numéricas (z;); e

(vi)i>» que

(Z e W'p)p < (Z w)p + (Z |yi|p> L @1
=1 =1 =1

De lo anterior se sigue que los espacios ¢* del Ejemplo 3.1.12 son espacios
métricos.

Andlogamente, para las funciones integrables correspondientes (i.e.,
donde estén definidas las integrales) se tienen, para todo p > 1, (ver
Problema 3.6) la desigualdad de Minkowski para integrales,

(/ |f(x) +g(z lpdas) (/ |f(z |pdx>;+(/ab|g(:v)|pdx);.(3.1.4)

Luego los espacios C@ B del Ejemplo 3.1.10 son espacios métricos. Para
los ejemplos 3.1.13 y 3.1.14 usamos que la funcién real f : [0,00) — R,

!Esta prueba se debe a Heinz Konig (A simple proof of the Minkowski inequality. In:
Walter, W. (eds) General Inequalities 6. International Series of Numerical Mathematics, Vol.
103. Birkhé&user, Basel, 1992, pag. 469).




3.2. Algunas definiciones topolégicas 73

f(z) = z/(1 + x), es siempre creciente. En el primer caso tenemos que,
Va,b € C, la+b| < la|+ |b| = f(la+b|) < f(la] + |b]), luego

la + b la| + |b] |al 0] M!+ I
1+ ||’

< = + <
T+]a+0b = 1+al+ b 14la|+1|b] 14 |al+1b] = 1+ |a

de donde se sigue el resultado (ver Problema 3.17). En el segundo basta
usar que p(z,y) < p(x, 2) + p(z,y), luego f(p(z,y)) < f(p(x,2) + p(2,y)).

3.2. Algunas definiciones topologicas

Definicion 3.2.1 Sea X un espacio métrico, xo € Xy r > 0. Definiremos
la bola abierta B(zo, ) al conjunto

B(x()??ﬁ) = {l’ € X? p('rU?:C) < T}?
bola o esfera cerrada S(x¢,r) al conjunto

S(zo,r) ={x € X; p(xg,z) <71}

Las bolas abiertas B(zy, €) se suelen denominar e-vecindades (o entornos)
de x¢. Es evidente que toda e-vecindad de z, contiene al propio z,. Se
suele decir que un entorno es pequeiio si ¢ es pequefio.

Por ejemplo, sea X = R con la métrica habitual?. Entonces B(zg,r) =
(xog — 1,20+ 1)y S(x0,7) = [T0 — Ty 20 + 7).

Definicion 3.2.2 Un punto x, se denomina punto interior del conjunto
M c X, X espacio métrico, si existe un € > 0 tal que B(zq,&) C M.

Es decir, un punto x es un punto interior de M si existe un entorno de di-
cho punto contenido en M tal y como se muestra en la figura 3.2. Asi, por
ejemplo, 1 es un punto interior de (0, 2] con la métrica de R, sin embargo
2 no lo es.

2En adelante, a no ser que se diga lo contrario, para R y los distintos subconjuntos de
R usaremos la métrica habitual, es decir, la del Ejemplo 3.1.3.
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Definicidon 3.2.3 Se dice que un punto z, € X (no necesariamente x, €
M c X), X espacio métrico, es un punto de la frontera de M si en cualquier
entorno de x, (tan pequefio como se quiera) hay al mismo tiempo elementos
de M y de su complementario X\ M (pudiendo ser, en ambos casos, el propio
xo). El conjunto de todos los puntos frontera de M se denomina frontera de
M y se suele denotar por OM.

Por ejemplo, sea X = Ry M = (0, 1]. Todos los x, € (0, 1) son interiores
y los puntos 0 y 1 constituyen la frontera.

Noétese que puesto que la definiciéon de punto frontera es simétrica
respecto al conjunto M C X y su complementario X\, luego ambos
tienen la misma frontera.

Definicion 3.2.4 Se dice que el conjunto M C X, X espacio métrico, es
abierto en X si todos sus puntos son interiores. Un conjunto M C X es
cerrado en X si su complementario X\ M, es abierto.

Estd claro que un conjunto M C X es abierto en X si y solo si todos
sus puntos (elementos) se pueden encerrar en una bola abierta contenida
completamente en M. Nétese también que, dado un entorno B(zg,¢) de
xg, y cualquiera sea y € B(xo,¢) existe un entorno de y tal que B(y,d) C
B(xo, ¢). Es decir, cualquier punto dentro de una bola abierta (entorno) es
el centro de un entorno contenido en dicha bola. Para probarlo notemos
que todos los puntos z del entorno B(z,c) son tales que p(z,z) < e.
Sea la bola B(y,d) con 0 < 6 < € — p(xg,y). Entonces, para todo z €
B(y, ) tendremos que p(zo, 2) < p(xo,y) +p(y, 2) < p(zo,y) +9 < e. O sea
B(y,6) C B(xo,¢). De lo anterior se deduce que las bolas son conjuntos
abiertos.

Noétese que la definicién de conjunto abierto es equivalente a decir que
todos los puntos = € E estan contenidos en un subconjunto abierto F' C F
de E (si I es abierto todos los puntos de F' son interiores, luego = es un
punto interior de F'y, por tanto, de F).

Por ejemplo, sea X = R. El conjunto (0, 1) es abierto, [0, 1] es cerrado y
[0,1) no es ni abierto ni cerrado.

Proposicién 3.2.5 Un conjunto M C X, X espacio métrico, es abierto si y
solo si no contiene ningtin punto frontera.
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Demostracion: Si M es abierto todos sus puntos son interiores, luego ca-
da punto x € M tiene un entorno de puntos que solo contiene puntos de
M por lo que no cualquier entorno de x tiene puntos de su complemen-
tario X\ M, luego ningtn x puede ser un punto frontera. Por otro lado, si
M no tiene ningtin punto frontera, entonces cualquier x € M no es un
punto frontera, luego tiene que haber al menos un entorno de x que solo
contenga puntos de M, luego x es un punto interior. Como z es cualquiera
M es abierto. ]

Proposicion 3.2.6 Un conjunto M C X, X espacio métrico, es cerrado si
y solo si contiene todos sus puntos frontera.

Demostracidn: Si M es cerrado, su complementario X\ M es abierto, lue-
go por la Proposicion 3.2.5 X\ M no contiene ningun punto frontera (re-
cordemos que M y X\ M comparten la misma frontera), por tanto todos
los puntos frontera de M pertenecen a M. Por otro lado, si M contie-
ne a todos sus puntos frontera, entonces X\ M/ no contiene a ninguno Yy,
por tanto, la Proposicidn 3.2.5 nos dice que X\ M es abierto, luego M es
cerrado. |

Nétese que la frontera OM de cualquier conjunto M es un cerrado (es
consecuencia de la Proposicién 3.2.6), luego su complementario X \ oM
es abierto.

La siguiente proposicién es de gran interés en la practica:

Proposicion 3.2.7 Sea ¥ el conjunto de todos los subconjuntos abiertos de
X, X espacio métrico. Entonces

1. 0ex Xey,

2. la union (finita o infinita) de subconjuntos abiertos de X es abierto:
Si Uy, k=1,2,... son abiertos, | J, Uy € &

3. La interseccion de un numero finito de abiertos es abierto: Si Uy,
k=1,2,...,nson abiertos, (,_, Uy € %.

Demostracion: El apartado 1. es evidente pues () no contiene elementos
y X es todo el espacio. Para probar 2. notemos que cualquiera sea = €
U= U,U: € %, v € Uy, para cierto k. Pero entonces existe una bola
B(xz,e) C Uy pues U, es abierto y, por tanto, para todo = € U, existe
una bola B(z,e) C U, de donde se sigue que U es abierto. Para probar
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3. basta comprobar que es cierto para n = 2. Sean U; y U, dos abiertos.
Si U1 (U, = () entonces es trivial (por 1.). Asumamos U = U; (U # 0.
Entonces para todo = € U existe una bola centrada en z tal que B(x,&;) C
U, y otra tal que B(x,e2) C Us,. Pero entonces la bola B(xz,¢) con radio
e = min(ey, €7) estd contenida en U. u

Las tres propiedades anteriores son de extrema importancia. Tal es asi
que ellas definen un tipo de espacios muy generales: los espacios topolo-
gicos. Asi, el par, dados un conjunto X y una coleccién ¥ de subconjuntos
de X, (X, 3) se denomina espacio topoldgico si ¥ cumple con los axio-
mas (propiedades) 1, 2 y 3 de la proposicién anterior. Al conjunto ¥ se
le denomina topologia de X. Asi pues, todo espacio métrico es un espacio
topoldgico.

Nota 3.2.8 La interseccion de infinitos conjuntos abiertos no tiene que ser
un abierto: (,—,(0,1+1/k) = (0,1]. La unién de infinitos conjuntos cerra-
dos no tiene que ser cerrada: | J,-,[0,1 — 1/k] = [0, 1).

Antes de continuar vamos a describir como es la geometria de algu-
nos espacios métricos. Como ejemplo tomaremos X = R? y escogeremos
distintas métricas. En la figura 3.1 estdn representados las bolas B(0,1)
para las métricas de los ejemplos 3.1.5, 3.1.6 y 3.1.8, respectivamente, asi
como la comparacion de las correspondientes bolas.

Definicidn 3.2.9 Sea M C X, X espacio métrico. Diremos que = € X es un
punto de contacto (o adherente) de M si en cualquier bola B(x,¢), ¢ > 0
hay al menos un elemento de M. Asi mismo, diremos que x es un punto
de acumulacién (o punto limite) de M si en cualquier bola B(z,¢), € > 0
hay al menos un elemento de M distinto de x, o equivalentemente, en cada
bola B(x,e), € > 0 hay infinitos elementos de M. Un punto x se denomina
aislado de M si existe una bola B(z,c), € > 0 que no contiene ningiin
elemento M excepto el propio x.

En la figura 3.2 se muestras esquemdticamente un punto limite que
se encuentra en la frontera, un punto interior (que también es un punto
limite) y un punto aislado.

Nétese que si x € M, entonces obviamente = es un punto de contacto
de M. En particular, todo punto interior de M es un punto de contacto.
Ademas, todo punto interior es obviamente un punto de acumulacién (ver
figura 3.2). Por otro lado, = es un punto de acumulacién de M si y sélo
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/22
V1o p=vaitn Y1 p=lai|+ |2
0 0 ~
x
Yyl p=max{|z], ||} Yy B(0,1)
0 - o =
: Loz i T

Figura 3.1: Entornos B(0, 1) segun las métricas de los ejemplos 3.1.5 (en-
cima a la izquierda) y 3.1.6 (encima a la derecha) y del Ejemplo 3.1.8
(debajo a la izquierda). Debajo a la derecha se muestran los tres entornos
en una Unica figura. Las distancias p corresponden a la distancia entre los
puntos z = (z1,22) Y zo = (0,0).

si es un punto de contacto de M \ {z}. De lo anterior se deduce que los
puntos de contacto de M o bien son puntos limites, o bien son aislados.
De hecho, si x € M y no es un punto de acumulacién, entonces es un
punto aislado.

Noétese ademds que un punto limite + de M no puede ser un punto
interior de X\ M (pues si lo fuese entonces algin entorno de = no con-
tendria puntos de M), luego todo punto limite x o es un punto interior
de M o es un punto frontera (ver figura 3.2). Obviamente todo conjunto
contiene sus puntos interiores y si es cerrado, como ya vimos en la Pro-
posicién 3.2.6, también contiene sus puntos frontera. Luego un conjunto
cerrado contiene todos sus puntos limites. De hecho se tiene el siguiente
resultado:
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punto aislado y
punto frontera

punto interior y
punto limite

punto limite y
punto frontera

Figura 3.2: Esquema donde se muestra un punto interior, un punto limi-
te y un punto aislado del conjunto M. Los circulos rojos representan los
entornos (bolas) centrados en los diferentes.

Proposicién 3.2.10 Un conjunto M C X, X espacio métrico, es cerrado si
y solo si contiene a todos sus puntos limites.

Demostracion: Ya hemos visto que si M es cerrado, entonces contiene
todos sus puntos limites. Supongamos ahora que M contiene todos sus
puntos limites. Probemos que entonces M contiene todos sus puntos fron-
tera y, por tanto, es cerrado (ver Proposicidn 3.2.6). Para ello notemos que
si x es un punto de la frontera de M, entonces = o es un punto aislado,
en cuyo caso r € M, o bien es un punto limite. Probemos estd ultima
afirmacién. Sea x € M, y supongamos que x no es un punto aislado,
entonces en cualquier entorno de z tiene que haber elementos de M que
no contengan a x (en caso contrario habria un entorno no contendria a
ningun elemento de M a excepcion de z y z seria aislado), lo que prueba
que z es un punto limite. Pero como M contiene todos sus puntos limites,
entonces contendra todos sus puntos frontera que era lo que queriamos
demostrar. ]

Definicion 3.2.11 Dado un subconjunto M C X, X espacio métrico, se
denomina clausura de M al conjunto M de los elementos de M y sus puntos
de contacto.

De la definicién anterior se sigue que M = M U{conjunto de sus puntos
limites} ({por qué?). De hecho muchos textos definen la clausura de M al
conjunto de de los elementos de M y sus puntos limites.
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Por ejemplo, si X = Q, entonces Q = R pues todo = € R es un punto
limite de Q (épor qué?).

Proposicidn 3.2.12 Un subconjunto M C X, X espacio métrico, es cerra-
do si y solo si M = M. Como M C M, entonces M es el menor conjunto
cerrado que contiene a M.

Demostracion: El resultado se sigue del hecho que M = MU{conjunto de
sus puntos limites} y la Proposicién 3.2.10. No obstante, por completitud,
daremos una prueba topoldgica del mismo.

Sea M cerrado. Como M C M basta probar que M O M. Como M es
cerrado, entonces X \ M es abierto asi que para todo z € X\ M existe una
bola B(z,r) completamente contenida en X \ M, i.e., B(z,r) no contiene
puntos de M, luego = ¢ M (pues si # € M en cualquier bola B(x,r)
tendria que haber al menos un x’ de M distinto de z lo cual contradice lo

anterior), es decir, v € X\ M, asi que X\ M C X\ M, i.e. M C M.

Asumamos ahora que M = M. Probaremos que X \ M es abierto. Sea
r ¢ M, entonces x ¢ M. Entonces » € X\ M. Como x ¢ M entonces
x no es un punto adherente de M asi que debe existir al menos una bola
B(z,r) que no contiene a ningtin elemento de M, es decir, x € X\ M es un
punto interior del conjunto X \ M. Como x es arbitrario, X \ M es abierto
luego M es cerrado. |

La siguiente propiedad de la clausura nos sera de utilidad mas adelan-
te.

Fjercicio 3.2.13 Prueba que dados A,B Cc X, AUB = AU B.

En efecto,
AABCAUB=ACAUByBCAUB = AUBCAUB.

Est4 claro que AUB C AUB, pero A U B es el menor cerrado que contiene
a AUB, luego cualquier cerrado que contenta a AU B tiene que contener a
AU B. Asi que el cerrado AU B tiene que contenera AU B, i.e.,, AUB C
AUB. ]

Definicion 3.2.14 Un subconjunto M C X, X espacio métrico, es acotado
si su didmetro d(M) definido por d(M) = sup p(z,y) es finito.

T, yeM

Estd claro que si X = R, los conjuntos (0,1) y [-2, 1) son acotados.
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3.3. Aplicaciones en espacios métricos

Alo largo de lo que queda del capitulo asumiremos que X es un espacio
métrico.

Definicion 3.3.1 Por aplicacion (operador) o funcion entenderemos una
regla T que le hace corresponder a cada elemento del subconjunto D(T) C
X un unico elemento del espacio métrico Y. Ast, T : X — Y, y = Tz o
y = T(x), donde z € D(T) C X ey € Y. Al conjunto D(T) C X se le
denomina dominio de la aplicacion.

X X

° — ° Y
e e
de Y ) /f de \\ ) /‘J‘
ce e ce 4

Figura 3.3: T': X — Y (esquema de la derecha) es una aplicacién pero S
(a la izquierda) no lo es.

Definicién 3.3.2 Sea x € D(T) cualquiera u sea y = Tx € Y. Diremos
que T'x es la imagen de x segtin T. Al conjunto de todas las imdgenes T'x le
denominaremos imagen (o rango) de T'y lo denotaremos por J(T).

Por ejemplo, el dominio de la aplicaciéon 7" de la figura 3.3 (derecha) es
el conjunto D(T') = {a, b, ¢, d} mientras que su imagen J(7") es el conjunto

{a, 8,0}

Definicidon 3.3.3 La imagen inversa de y € Y es el conjunto de todas las
x € D(T) tales que T'v = y. La imagen inversa de un subconjunto M C Y
es el conjunto de todas las x € D(T) tales que T'x = y para todos y € M.

La imagen inversa de un elemento y € Y puede ser el conjunto vacio, un
Unico punto (elemento) de D(T") o un subconjunto M C D(T).

Por ejemplo, para la aplicacion 7' de la figura 3.3 (derecha) la imagen
imagen inversa de ¢ es el conjunto {c,d}, la de 5 es {a} y la de ~ es el
conjunto vacio §.
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Definicién 3.3.4 Una aplicacion T : D(T) C X — Y se llama sobreyecti-
va si todo elemento y de Y es imagen de algtin elemento x del dominio, es
decir; T es tal que

VyeY, deeDT) talque Tr=y <+— IT)=Y.

Definicion 3.3.5 Una aplicacion se llama inyectiva si todo elemento y de
la imagen de T es imagen a lo sumo de uno y sélo un elemento x del
dominio. Es decir, T : D(T) C X +— Y es tal que

\V/yl, Yo € j(T), tales que y; = Ty, = Yo = TIQ, = r1 = To.

O, equivalentemente, si Vx1,xo € D(T') con x1 # x4, se tiene Txy # Txs.

Es decir, una aplicacién inyectiva es tal que diferentes puntos tienen di-
ferentes imagenes y, por tanto, la imagen inversa de cada y € J(7T') es un
unico elemento de D(T)).

X X

Figura 3.4: La aplicacién U : X — Y es sobreyectiva (pero no es inyectiva)
y que la aplicaciéon V : X +— Y es inyectiva (pero no es sobreyectiva).

Definicidon 3.3.6 Una aplicacion inyectiva y sobreyectiva se denomina bi-
yectiva.

Es decir, una aplicacion es sobreyectiva si, para todo y € Y, la ecuacién
Tx = y tiene al menos una solucién, e inyectiva si la ecuaciéon anterior
tiene o bien una unica solucion, o bien no tiene solucién. Asi mismo, 7" es
biyectiva si para todo y € Y, la ecuacién 7'z = y tiene siempre una y sélo
una solucién.

Si una aplicacién es inyectiva, podemos definir si inversa.
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-1 - Y

. B Y . .
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Figura 3.5: La aplicacién B : X — Y (izquierda) es biyectivay B~ : Y —
X (derecha) es su inversa.

Definicion 3.3.7 Sea 7' : D(T) € X — Y una aplicacion inyectiva. De-
finiremos su aplicacion inversa T~ a la aplicacién T~ : J(T) C Y ~
D(T) C X tal que a cada elemento y € I(T') le hace corresponder un unico
v € D(T) tal que Tx =y, ie, v =T 1y.

Para ilustrar los conceptos anteriores mostraremos algunos ejemplos
con funciones reales.

Por ejemplo, la funcién f : R — R, f(z) = z* no es inyectiva pues
para f(z) = 4, por ejemplo, existen dos valores de = del domino tales que
f(x) =4, ellos son x = —2 y = = 2. Esta funcién tampoco es sobreyectiva
pues para y = —1 no existe ningin z del dominio tal que f(z) = —1
(f(z) = -1 = 22 = -1).

Un ejemplo de funcién sobreyectiva es h : R — R, h(z) = 2. La
funcién f : [0, +o0) — [0,+00), f(z) = x? es inyectiva pues a cada y €
f(A) le corresponde una z € [0, 4+00) tal que f(x) = y. Dichaz esz = /3.

Por tanto la funcién f : [0,4+00) — [0, +00) tiene inversa y dicha inversa
es f~1:[0,400) € [0, +0), f1(z) = /x.

Definicion 3.3.8 (Composicion de aplicaciones) Sean T : D(T) C X —
IT) c Yy U : DU) Cc Y — IJU) C Z dos aplicaciones tales que
J(T) c D(U). Entonces definiremos la aplicacion U oT : X — Z y
la denominaremos aplicacion compuesta de U y T a la aplicacion que le
hace corresponder a cada * € D(T) C X un elemento z € Z tal que
z2={UT)r:=UoT)x=UTx).

En general UTz # TUz, de hecho que exista U o T no implica que exista
ToU.
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X Y Z

ae T — U [ X6

b.N.K.B
° \

ce [ \ .r)/

Figura 3.6: Composicién de funciones ToU de T : X — J(T) C Yy
U:DU)CY+ Z,donde J(T') C D(U).

Por ejemplo, sea f : R — R, f(x) =2’y g: R— R, g(x) = x + 2. Es
evidente que la imagen de f estd contenida en el dominio de g, por tanto
podemos definir la funcién (g o f)(z) = g(f(z)):

(go f)(@) = g(f(2)) = g(a*) = 2" +2.

Ademas, la imagen de g también esta contenida en el dominio de f, por
lo que podemos definir la funcién compuesta (f o g)(z) = f(g(x))

(fog)(z) = flg(x)) = fz +2) = (z+2)"

Nétese que (f o g)(z) # (g o f)(z). De hecho que exista (f o g)(x) no
implica que exista (g o f)(x). Por ejemplo, si f : [-1,1] — R, f(z) = =z, y
g :[0,1] — R, g(x) = 2?, entonces, por un lado, (f og)(z):[0,1] —

(f o g)(x) = 22, pero por el otro, (g o f)(r) no existe.

Nota 3.3.9 De las definiciones 3.3.7 y 3.3.8 se sigue que si una aplicacion
T es invertible, entonces T o T~! = Iy y T-' o T = Iy, donde I es el
operador identidad I : 7Z.+— 7, [z = z para todo z € Z (Z = X 0 Y).

Definicion 3.3.10 La restriccion de una aplicacion T : D(T) € X — Y
a un subconjunto B C D(T) es la aplicacién T'|g : B — Y que se obtiene
de T' al restringir el dominio de T' al conjunto B C D(T), i.e.,, T|gx = Tx
para todo x € B. Una extensién de una aplicacion T : D(T) C X — Y a
un subconjunto X > C' > D(T) es una aplicacion T tal que T|@(T =T,
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i.e, Tx = Tz para todo = € D(T).

Definicion 3.3.11 Una aplicacion T : D(T) C X — Y es continua en
zog € D(T) si para todo ¢ > 0, existe un 6 > 0 tal que Yo € D(T) con
p(x, o) < 0 es tal que® o(Tx, Txy) < e. Se dice que T es continua en todo
M C D(T) si T es continua en todo x € M.

2Aqui p denota la métrica de Xy o la de Y.

Notese que la definicidén anterior es equivalente a decir que para cual-
quier bola B(Txy,¢) de radio ¢ arbitrario, existe una bola de radio ¢ > 0,
B(xy,6), tal que T'(B(x¢,0)) C B(Txg,¢).

Concluiremos este apartado con una caracterizacion topologica de las
funciones continuas que nos sera de utilidad mas adelante.

Proposicion 3.3.12 Una aplicacion T : D(T) C X — Y es continua si y
solo si la imagen inversa de cualquier subconjunto abierto (cerrado) de Y
es un subconjunto abierto (cerrado) de X.

Demostracidon: Sea 7" continua y sea S C Y un abierto. Sea S, la imagen
inversa de S. Si Sy = ) la proposicién es trivial asi que asumiremos que
So # (. Sea xy € Sy cualquiera y sea y, = Ty € S su imagen. Como S
es abierto existe una bola B(yy,c) C S. Pero T es continua asi que existe
una bola B(zy,0) tal que T'(B(zo,0)) C B(o,¢). Pero como B(yp,e) C S,
entonces necesariamente B(xzg,d) C Sp, luego zq € Sy es interior y en
virtud de que z, es arbitrario, S, es abierto.

Sea T una aplicacion tal que imagen inversa de cualquier subconjunto
abierto de Y es un subconjunto abierto de X. Sea 2, € D(T') cualquiera,
sea S = B(T'zy,¢) una bola abierta de radio ¢ arbitrario y sea S, la imagen
inversa de dicha bola S que, por hipodtesis, es un abierto. Como T'xy € S,
xo € Sp. Pero entonces, como T'(Sy) = S, y Sy es un abierto, existe una una
bola de radio § > 0, B(zy,0) C Sp, tal que T'(B(x0,0)) C B(Txg,e) C S, es
decir, T es continua en x,. Como z, era arbitrario, entonces 7' es continua
en D(T). n
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3.4. Espacios métricos separables

Como ya hemos comentado, un espacio métrico puede contener mu-
chos o pocos elementos. Es facil intuir que en un espacio con pocos elemen-
tos es en general mas sencillo para trabajar que en uno con muchos. Un
ejemplo de ello es R. Cuando trabajamos con nimeros reales estos pueden
ser racionales Q o irracionales I. En el primer caso es sencillo operar con
ellos en la practica, pero en el segundo es formalmente imposible pues pa-
ra representar un irracional necesitamos un numero infinito de decimales.
Sin embargo en los cursos de andlisis matemdtico elementales se prueba
que dado un irracional (en general un real) cualquiera siempre se puede
encontrar un racional que esté tan cerca como se quiera de dicho irracio-
nal. Esta propiedad se conoce como la densidad de Q en R. Pero aparte de
esta ventaja indudable de los racionales frente a los irracionales hay otra
mas: el conjunto Q de todos los racionales es numerable mientras que el
de los irracionales (y, por tanto, R) no lo es (ser la secciéon 1.5.1). En este
apartado trataremos estas cuestiones para un espacio métrico general.

Definicion 3.4.1 Sea M C Xun subconjunto de X. Se dice que M es denso
en X si su clausura coincide con X, i.e., M = X.

De la definicién anterior, y teniendo en cuenta que M = M U{conjunto
de sus puntos limites}, se sigue que si M es denso X entonces cualquiera
sea la bola B(z,¢) (por pequefio que sea ¢ > 0) siempre contiene puntos
de M. En otras palabras, si M es denso en X entonces siempre hay un
elemento m de M tan cerca como se quiera a cualquier x € X, i.e., para
todo ¢ > 0 existe un m € M tal que p(x,m) < . Por el contrario, si para
todo = € X existe un elemento de M tan cerca como se quiera, entonces
o bien z € M (luego = € M), o bien z es punto limite de M, en cuyo caso
xr € M, luego X = M.

Por ejemplo, Q es denso en R pues, como ya hemos mencionado, para
todo = € R siempre existe un ¢ € Q tan cerca como se quiera de x, luego
Q=R

Recordemos (ver el apartado 1.5.1) que un conjunto M cualquiera se
denomina numerable si se puede poner en correspondencia biunivoca con
N ={1,2,3,...}. Es decir, existe una correspondencia biunivoca entre los
elementos de M y los numeros naturales. Por ejemplo, Q es numerable,
pero R no lo es.
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Definicidon 3.4.2 Un espacio métrico X es separable si contiene un subes-
pacio numerable M C X denso en X.

Asi pues, R es separable pues Q es numerable y denso en R.

Ejercicio 3.4.3 Prueba que C es separable.

Basta usar la separabilidad de R y tener en cuenta la Nota 1.1.6 de la
pagina 3. ]

Ejemplo 3.4.4 Estudia la separabilidad del espacio métrico trivial del Ejem-
plo 3.1.2.

Es evidente que por la naturaleza de la métrica del espacio del ejem-
plo 3.1.2 este espacio no puede ser separable pues no en cualquier en-
torno de = € X hay puntos de M (basta escoger ¢ = 1/2, por ejemplo),
a no ser que M sea el propio X. En otras palabras, el tinico posible sub-
conjunto denso de X es el propio X, asi que X es separable si y sélo si X
es numerable. [

Ejemplo 3.4.5 Prueba que (?, el espacio del Ejemplo 3.1.12 con p = 2, es
separable.

Sea (Q C (? el espacio de todas las sucesiones del tipo y = (q1, ¢,
.yqn,0,0,...), para todo n € N, donde para todo k, ¢, es racional.
Obviamente () es un subespacio numerable de ¢* (¢por qué?)®. Probemos
que @ es denso en (2. Sea (z,), € (* una sucesion cualquiera de ¢
Entonces para todo € > 0 existe ({por qué?) un N € N tal que el resto r,,
de la serie Y 7 | |zx|? satisface que

Ty = Z lzk|? < 5

k=n+1

Como Q es denso en R, entonces para todo x; existe un racional ¢, tan
cerca como se quiera, luego existe una sucesién ¢ € () tal que ({por

qué?)
i 2
€
Z |z — al® < -
k=1 2
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Entonces, para todo = € ¢* podemos encontrar un q € () tal que

pla,q)* = Z |z — qul® + Z |2k —
k=1

k=n+1

2 2
2 € € 2
< —+— =¢°
G <g+3
-0
i.e., para todo = € (?, existe un ¢ € Q tal que p(z,q) < ¢, luego Q es
denso en /2. n

2Ver Ejemplo 1.5.5.

Ejemplo 3.4.6 Prueba que (> (ver Ejemplo 3.1.11) no es separable.

Sea y = (y1,Y2,9s3,...) una sucesién de ceros y unos. Obviamente
y € (. Si a cada y le asociamos un numero real que en base dos tenga
la forma r = y1/2 + y2/2° + -+ + y,/2" + - - -, entonces acabamos de
establecer una relacién biunivoca entre los numeros reales del intervalo
[0,1] y el conjunto de Y de todas las sucesiones de ceros y unos. Como
[0,1] no es numerable, Y tampoco lo es. Dadas dos sucesiones y e ¥/
cualesquiera de Y, se tiene que p(y,y') = 1siy # ' y p(y,y') = 0 si
y =y (épor qué?). Sean y # y' los centros de sendas bolas de radio
1/3 cada una. Obviamente dichas bolas no tienen puntos en comun. Asi
pues, el conjunto de todas las bolas con centro en algin y € Y y radio
1/3 no tiene puntos en comun. Sea M cualquier conjunto denso en (.
Entonces, en cada una de las bolas anteriores debe haber al menos un
elemento de M, luego M no es numerable (el conjunto de las bolas no
lo es) y como M era arbitrario, entonces /> no tiene ningin conjunto
numerable denso, asi que /> no es separable. [

Ejercicio 3.4.7 Sea X un espacio métrico separable y sea M C X. Prueba
que M también es separable.

Como X es separable existe una sucesion (z,), € X densa en X. Para
cada n,m € N elegimos x € M tal que p(z,z,) < 1/m (si existe, si no, no
elegimos ninguno). Denotemos a estos elementos x;, ,, i.€., P(Tpnm, Tn) <
1/m. Esta claro que el conjunto de todos los z,,, es numerable. Sea un
y € M yun e > 0 cualquiera. Elijamos m € N tal que 1/m < ¢/2. Como
(xn)n es denso en X, entonces existe unn € Ntal que p(y, z,) < 1/m < ¢/2
(ndtese que de lo anterior se sigue que el conjunto de los z,, ,, €s no vacio).
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Ahora

1 1 2

7nm§ s bn ny Ln,m S_ — = —<E&.
P, Tm) < p(Y, @n) + p(T0, Tom) S — = <€

Entonces, para todo y € M existe un elemento z, ,, de un subconjunto
numerable de M que estd tan cerca como se quiera de él, luego M es
separable. [ ]

Antes de discutir el concepto de convergencia en espacios métricos
conviene hablar de otro tipo muy especial de conjuntos: los conjuntos raros
o densos en ninguna parte.

En la Definicién 3.4.1 vimos que un subconjunto M C X es denso (en
todas partes) en X si su clausura M = X. Esto implica que si M no es denso
en X, entonces M # X, por lo que M dejard sin rellenar algtin entorno® de
X. Sin embargo hay otros conjuntos que también es conveniente conocer.
Asi tenemos la siguiente:

Definicion 3.4.8 Un conjunto M C X es raro o denso en ninguna parte
si su clausura M no contiene ningun entorno, i.e., el interior de M es el
conjunto vacio ().

En otras palabras, un conjunto M es raro si su clausura M no contiene
puntos interiores. Ello implica que cualquier entorno de X contiene una
bola que es disjunta a M. A diferencia de los conjuntos no densos en
general, los no raros son tales que su clausura tiene que rellenar algin
entorno de X pero no necesariamente todo el espacio.

Un conjunto cerrado M que no contiene ningtin entorno es raro. Como
M es cerrado, M = M. Si M no fuese raro, entonces M contendria un
entorno, pero como M = M, M contendria un entorno lo que es una
contradiccion.

Proposicion 3.4.9 Sea M un abierto. Entonces M \ M es raro.

Demostracion: Como M es abierto, entonces no contiene sus puntos fron-
tera (ver Proposicién 3.2.5), luego todos los elementos de la frontera estan
en el cerrado M (ver Proposicién 3.2.6) y, por tanto, M \ M = OM. Pero
la frontera OM de M es un cerrado que no tiene ningtin entorno, luego
por lo anterior M \ M es raro. |

Ademas, se tiene la siguiente caracterizacion:

3Recuérdese que un entorno de un punto = € X es una bola centrada en z.
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Proposiciéon 3.4.10 Un conjunto M C X es raro si y solo si X\ M es denso
enX, ie, X\ M =X

Demostracion: (=) Supongamos que M es raro pero X \ M # X. Enton-
ces existen r € X tales que ni pertenecen a X \ M ni son puntos limites
de X'\ M ({por qué?), i.e., hay elementos = € X tales que existe una bola
(entorno) U = B(z,d) que no contiene elementos de X \ M y, por tanto,
dicho entorno esté contenido en M lo cual es una contradiccién. (<) Su-
pongamos ahora que X \ M = X pero que M no es raro. Entonces existe
un entorno (bola) U = B(x,§) C M, luego U (X \ M = (). Pero entonces
existen x € X para los cuales existe un entorno que no contiene elementos
de X\ M, es decir, existen z € X que no son puntos limites de X\ M, luego

X\ M # X, lo que es una contradiccion. |

Definicidon 3.4.11 Un conjunto formado por la union numerable de con-
juntos raros se denomina de primera categoria o magro. Si un conjunto no
es de primera categoria, entonces se dice que es de segunda categoria.

Por ejemplo, si X = R, cualquier conjunto finito de puntos es raro
(pues son cerrados que no contienen entornos) y, por tanto, de primera
categoria. El conjunto de los numeros racionales Q es de primera cate-
goria (es union numerable de conjuntos raros: U, = {¢.}, ¢, € Q). Es
conveniente aclarar que un conjunto o bien es de primera categoria o bien
es de segunda. Eso implica que si C' = AU B y A es de primera categoria
y C de segunda, entonces B tiene que ser de segunda pues claramente
la unién de dos conjuntos de primera categoria es de primera categoria.
Una cuestién que no suele ser trivial es saber cuando un conjunto es de
segunda categoria. Por ejemplo, ¢es R de segunda categoria? ¢y el conjun-
to (—1,2]? A esta cuestion regresaremos al final de este capitulo cuando
probemos el Teorema de Baire 3.6.1.

Probemos ahora que el conjunto vacio ) es denso en ninguna parte (la
palabra raro le viene muy bien), por tanto es de primera categoria. Para
ello usamos que () = () () es cerrado) por lo que X\ ) = X\ 0 = X, es

decir, X \ § = X, luego por la Proposicién 3.4.10, se sigue que () es raro.
Este resultado tiene una gran importancia pues de él se deduce que si
un conjunto es de segunda categoria, entonces tiene que tener elementos,
asi que si probamos que un conjunto es de segunda categoria entonces
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sabemos que dicho conjunto contiene elementos luego no puede ser el
conjunto vacio (.

Aunque no es nuestro objetivo tratar demasiado este tipo de cuestiones
topoldgicas conviene mostrar un ejemplo de lo sutil que puede llegar a ser
el concepto de conjuntos de primera y segunda categorias. Como mencio-
namos antes, un conjunto numerable de puntos de R (por ejemplo, los
numeros naturales) es de primera categoria. El siguiente ejemplo muestra
que no siempre es asi.

Ejemplo 3.4.12 Que un conjunto sea de primera o de segunda categoria
puede depender del propio espacio métrico.

Ante todo, recordemos que en R, con la métrica habitual, cualquier
conjunto numerable de puntos, en particular N, es de primera categoria.
Consideremos ahora el conjunto Q2 = {1,2,3,...} de los numeros natura-
les y elijamos en €2 la métrica habitual de R de forma que €) sea un espacio
métrico. Es sencillo comprobar que los entornos (bolas) en §) de radio me-
nor que 1 estdn constituidos por puntos tinicos. Sea M C €2 un subconjunto
cualquiera no vacio de ). Estd claro que M no tiene puntos limites (¢por
qué?), luego M = M. Andlogamente se tiene que X \ M = X\ M. Luego,
X\ M =X\ M =X\ M #X,y, por tanto, usando la Proposicién 3.4.10
se concluye que ningtin M no vacio es raro. Es decir, el tinico subconjunto de
Q2 que es denso en ninguna parte es el conjunto vacio y, por tanto, cualquier
subconjunto no vacio de ) es necesariamente de segunda categoria. ]

3.5. Convergencia en espacios métricos

En esta seccién estudiaremos el concepto de convergencia en espacios
métricos y alguna de sus consecuencias.

Definicion 3.5.1 Dada una sucesion (z,,),, de elementos de X, diremos que
(x,)n es acotada si existe un subconjunto M C X acotado tal que z,, € M
para todo n € N.

Lo anterior es equivalente a que exista un z € X y un numero K > 0
tal que p(x,x,) < K para todo n € N.
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Definicién 3.5.2 Una sucesion (x,,), de elementos de X es convergente, y
lo denotaremos por lim,, ., x,, = z, si existe un = € X tal que para todo
e > 0 existe un N € N tal que para todo n > N, p(x,z,) < e. En caso
contrario diremos que (z,,),, es divergente.

Notese que en la propia definicién de limite esta explicito que el limite
ha de ser un elemento de X. Por ejemplo, sea X el intervalo abierto (0, 1)
con la métrica habitual de R. La sucesién z,, = 1/(n + 1) no tiene limite
en X ya que claramente 1/(n + 1) "3 0 pero 0 ¢ (0, 1).

Una consecuencia de la propia definicion es que, si existe el limite, este
es unico (ver Problema 3.10).

Ejercicio 3.5.3 Da una interpretacion geométrica (topoldgica) del con-
cepto de limite en un espacio métrico cualquiera.

Gracias al concepto de convergencia podemos dar una caracterizacion
analitica muy elegante de los conjuntos cerrados.

Proposicidn 3.5.4 Sea M un subespacio no vacio de un espacio métrico
X, y sea M su clausura. Entonces

a) x € M siy sdlo si existe una sucesion (z,,),, de elementos de M tal
que lim,, o, T, = .

b) M es cerrado si y sélo si lim,,_,., z, = = implica que z € M.

Demostracion: Probemos a). Si x € M, tomamos la sucesién z,, = z. Si
x ¢ M, entonces es un punto de acumulacién de M y es fdcil construir la
sucesién z,, (¢por qué?). Por otro lado, si (z,), € M es tal que =, — x
entonces, o bien z € M o bien en todo entorno de x hay un z,, # z, i.e., x
es un punto de acumulacién, luego = € M. La propiedad b) se deduce de
a) teniendo en cuenta que un conjunto es cerrado siy solo si M = M (ver
Proposicién 3.2.12). [ ]

Definicion 3.5.5 Un espacio métrico X se denomina (secuencialmente)
compacto si cualquier sucesién (x,), de elementos de X tiene una subsu-
cesion convergente.

Entenderemos que M C X es compacto si M es compacto como subcon-
junto de X, i.e., cualquier sucesién (x,), de elementos de M tiene una
subsucesién convergente en M.
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Ejercicio 3.5.6 Prueba que el espacio métrico discreto del Ejemplo 3.1.2
constituido por infinitos puntos no es compacto. (Ayuda: Basta escoger
una sucesion de elementos distintos.)

Lema 3.5.7 Si M C X es compacto, entonces M es cerrado y acotado.

Demostracion: Sea M compacto y sea # € M cualquiera. Como x € M
entonces existe una sucesién (z,), en M tal que z, "% 2 € X. Como
M es compacto, entonces z € M (épor qué?), luego M = M por lo que
M es cerrado. Supongamos que M es compacto y no acotado. Entonces
existe al menos una sucesion (z,), de elementos de M tal que, fijado un
b € M arbitrario, se tiene que p(x,,b) > n ({por qué?). Dicha sucesién ob-
viamente no puede tener ninguna subsucesién convergente (pues en caso
que la tuviera ésta seria acotada), por tanto, M no puede ser compacto. m

El reciproco del resultado anterior es falso. Por ejemplo, consideremos
el espacio (2 (ver Ejemplo 3.1.12) y sea M el conjunto formado por las
sucesiones e, = 0, k = 1,2, ..., i.e., las sucesiones e;, cuyos términos son
todos cero excepto el k-ésimo que es 1. Estd claro que para todo k € N,
p(0,er) = 1,luego M es acotado. Ademads todos los puntos de M son aisla-
dos (¢{por qué?), por tanto M es cerrado. Ahora bien, como M solo tiene
puntos aislados, M no tiene ningun punto de acumulaciéon por lo tanto
ninguna sucesién que escojamos de elementos distintos de M contiene
una subsucesién convergente.

Recordemos que una aplicaciéon 7' : D(T) C X — Y es continua —ver
la Definicién 3.3.11-en zy € D(T) si para todo € > 0, existe un ¢ > 0 tal
que Vo € D(T) con p(x,xy) < 0 es tal que o(Tx,Txy) < . T es continua
en M C D(T) si es continua en todo x € M.

Ejercicio 3.5.8 Prueba que la Definicion 3.3.11 de continuidad en un pun-
to es equivalente a la siguiente definicion por sucesiones: ' es continua en
n o0

. : ./ n—o0 . —
Zo Sl para cualquler sucesion (SEn)n con x, — X, Se tiene que Tl'n —
TI'().

En efecto, supongamos 7' es continua segun la Definicion 3.3.11 pe-
ro no lo es segin la segunda. Entonces, ha de existir una sucesién (z,,),

n—0o0

tal que =, — z, pero Tz, —/ Txo, es decir, dada dicha sucesién z,,
existe un ¢ > 0 tal que cualquiera sea N € N, existe un n > N tal que
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o(Tz,,Try) > €. Ahora bien, como z, "% 1y, entonces cualquiera sea
d > 0 existe un N € N tal que para todon > N, p(z,,z¢) < 0. Uniendo las
dos condiciones anteriores deducimos que

de>0, V6>0, Jx=uz,, plr,,z)<d = o(Tz,, Txy) > e,

lo cual contradice nuestra hipdtesis.*

Supongamos ahora que 7" es continua segtn la definicién por sucesio-
nes pero no lo es segun la Definicién 3.3.11. Entonces existe un ¢ > 0 tal
que cualquiera sea § > 0 ha de existir un z tal que p(x, zy) < 6 que cumple
con o(Tx,Txz) > . Escojamos 6 = 1/n. Entonces, para cada n € N existe
un z,, tal que p(z,, z9) < 1/n, o sea, x, — z, pero o(T'z,, Txy) > . Luego
Tx, # Txg, lo cual es una contradiccién. [ ]

Teorema 3.5.9 Sea 7' : D(T') C X — Y continua en el compacto M C
D(T). Entonces la imagen de M, T'(M) también es un conjunto compacto.
O sea, las aplicaciones continuas transforman compactos en compactos.

Demostracidon: Sea una sucesion (y,), € T(M) C Y cualquiera. Probe-
mos que existe una subsucesioén (y,, ), convergente en Y. Para ello no-
temos que como para todo n € N, y, € T(M) C Y, entonces existe x,
tal que T'x,, = y,. Como M es compacto, entonces existe una subsuce-
sién (z,, ), convergente en M, pero entonces, por la continuidad de T,
Txy,, = Yn, — Tx € T(M) cuando k — oco. Luego toda sucesion de 7'(M)
tiene una subsucesién convergente y, por tanto, 7'(M) es compacto. ]

Corolario 3.5.10 Sea una aplicacién continua T': M C X — R de un
compacto M en los reales. Entonces 1" alcanza su mdximo y su minimo
absolutos.

Este corolario es una generalizacién del Teorema de Weierstrass para las
funciones continuas.

Demostracidn: Del teorema anterior se sigue que 7 (M) C R es compac-
to. Entonces, por el Lema 3.5.7, T (M) es cerrado y acotado y, por tanto,
inf(T(M)) y sup(T(M)) estan contenidos en T'(M), i.e., existen z; y x5 de
M tales que T'(z1) = inf(T(M)) y T(x2) = sup(T'(M)), de donde se sigue
el resultado. |

#Veamos una prueba directa de esta implicacién. Sea ¢ > 0, cualquiera. Como que
T es continua en x, existe § > 0 tal que si p(z,z9) < ¢ entonces, o(Tx,Txy) < e.
Sea (x, ), cualquiera tal que z,, — (. Entonces para todo § > 0 existe N € N tal que
para todo n > N, p(z,,z) < J, pero entonces, por la continuidad de T' se tiene que
o(Tx,,Txo) < €, de donde se sigue el resultado.
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3.5.1. Espacios métricos completos

Definicion 3.5.11 Una sucesion (z,,), de elementos de X se denomina de
Cauchy o fundamental si existe para todo ¢ > 0 existe un N € N tal que
paratodon > N ytodop € N, p(x,, Tpip) < €.

En R toda sucesion es convergente si y solo si es de Cauchy. Esta pro-
piedad fundamental de R no es cierta para cualquier espacio métrico X.
Por ejemplo, si escogemos nuevamente X como el intervalo abierto (0, 1)
con la métrica habitual de R, la sucesion x,, = 1/(n+1), que es de Cauchy
(épor qué?) no tiene limite en X.

Definicidon 3.5.12 Un espacio métrico X se denomina completo siy solo si
toda sucesion de Cauchy de elementos de X converge (a un elemento de X).

Por ejemplo, el espacio X = R con la métrica usual de R, es completo.
También lo es X = C con la métrica usual de C. Sin embargo Q, el con-
junto de los niimeros racionales, es incompleto ({por qué?), y el conjunto
X = (0,1) de antes también lo es.

Proposicién 3.5.13 Sea (x,), una sucesion convergente de elementos de
un espacio métrico X. Entonces (z,,),, es de Cauchy.

Demostracién: Como lim,,_,., =, = z, entonces, para todo ¢ > 0 existe un
N € N tal que para todon > N, p(x,z,) < /2. Luego, para todo p

P(@ns Tpap) < p(Tn, @) + p(T, Tpyp) <€/2+€/2=¢

con tal que n > N, i.e., (x,), es de Cauchy. []

Teorema 3.5.14 Un subespacio M de un espacio métrico completo X es
completo si y sdlo si es cerrado en X.

Demostracion: Sea M completo. Probaremos que M = M. Sea z € M
cualquiera, entonces existe una sucesion (ver Proposicién 3.5.4) de ele-
mentos de M que converge a x. Entonces (z,), es de Cauchy (pues es
convergente) pero M es completo, luego « € M, i.e., M = M.

Sea M cerrado (i.e., M = M) y (x,), una sucesién de Cauchy en M.
Entonces lim,, ,, x,, = x con x € X (X es completo). Pero entonces = € X
es un punto de acumulacién de M, i.e., x € M y como M es cerrado
x € M, i.e., toda sucesiéon de Cauchy en M tiene limite en M, i.e., M es
completo. ]
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Nota 3.5.15 Nétese que en la prueba de la primera parte no se usa la
completitud de X. Es decir, se tiene que si un subespacio M C X es completo,
entonces es cerrado en X.

Ejemplo 3.5.16 El espacio métrico ¢* del Ejemplo 3.1.12 (p = 2) es com-
pleto.

Sea 2™ := (2" a{ ... 2 .. ) el n-ésimo término de una suce-
sién (z(™),, de Cauchy de (2, i.e., 3°°, |2\"|2 < +o0. Entonces, para
todo e > 0

Z |xk n+p > < &2, Vp € N,

con tal que n sea lo suficientemente grande. Pero entonces, como todos
los sumandos son positivos, podemos asegurar que, para todo k£ € N,

z{™ — 2P| <, Vp € N,

y n suficientemente grande. Es decir, cada una de las sucesiones reales
(o complejas) (x,(g”))n, k =1,2,3,..., es de Cauchy. Pero R (o C) es un
espacio completo por lo que existe lim,, x,(cn) = x;, para cada k. Sea
x = (11,75,...,7,...). Probemos que = € (? y que 2™ converge a x en
la métrica de ¢2. Como (2™),,, de Cauchy, entonces para todo p sin es lo

suficientemente grande las sumas parciales satisfacen que
Z 1z — M2 o2 YN eN.

Como x,i") converge a xj, para cada k, tomando el limite cuando p — oo

tenemos que, para todo N,

N 0o
Z |x,(€") —* < = Z |x,(€n) — > < €?
k=1 k=1

o, equivalentemente, si n es suficientemente grande, p(z\"™, z) < . Lue-
go hemos probado que ™ converge a x en la métrica de ¢2. Finalmente,
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usando la desigualdad (0 = (0,0,0,...))
p(x,0) < p(z,z™) + p(z™,0),

y usando que ™ es de (2, se tiene que p(x,0) estd acotada, por lo que
x € (2. Al ser (" una sucesién fundamental arbitraria, se sigue que /2
es completo. [

De forma andloga se puede probar que /7, p > 1 es completo.

Ejemplo 3.5.17 El espacio C[me] del Ejemplo 3.1.10 no es completo.

Vamos a probar que existen sucesiones fundamentales de funciones
continuas cuyo limite no puede ser, en la métrica de O[i,b}, una funcién
continua. Por sencillez tomaremos [a,b] = [—1, 1], y construyamos la su-
cesién de funciones (f,), en [—1, 1] definida por ¢

-1, -1<z< -3,

3=

folx) =< nx, -— SZUS%

Para cada x € [—1, 1], f,, converge puntualmente a f definida por

-1, -1<z<0,

lim f,(z) = f(x) = 0, x =0,
e 1, O0<az<l.

Por otro lado, como para todo = € [—1,1], | f.(z) — fnsp(x)| < 1, tenemos
que |fn(z) = fuip(@)* < |fulx) = fuip(x)|. Vamos a estimar la distancia
entre dos funciones f,, y f,1,. El 4rea entre las funciones f, y f,., estd
representada en la grafica de la derecha de la figura 3.7. De dicha grafica
se deduce que dicha drea estd acotada por la de los cuadrados con vér-
tices (0,0), (0,1), (1/n,1), (1/n,0) y (0,0), (0,—1), (=1/n,—1), (=1/n,0)
que, junto con la desigualdad anterior, implica que

1 1 9
/;1 ’fn(x) - fn+p(x)‘2dx < /_1 ‘fn(m) - fn+p(l')’dl' < E =
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! 2 noseo
p(fnafn+p) = /_1 ‘fn(x) - fn+P<x)’2d‘x < \/; — 07 vp € N,

es decir, (f,,), es una sucesion fundamental. Ademds, se tiene que

plfas £) = \/ [ @) - s <20

Por otro lado, dada una funcién continua cualquiera g € Cﬁl’b} se cumple
la desigualdad ®

p(f,9) < p(g, fu) + p(fn, £)- (3.5.1)

Probemos que p(f,g) # 0. Como g es continua en [—1, 1] entonces

g — [ es continua en / = [—1,0) U (0,1] (pues f lo es I) y no puede
ser idénticamente nula en 7 pues si lo fuese entonces lim, .o g(z) = —1

y lim, 0+ g(x) = 1 lo cual es una contradiccién (g es continua en 0).
Entonces tiene que existir un entorno U C [ tal que |f(z) — g(z)| > 0,
y en dicho entorno [, |f(z) — g(x)|dz # 0, pues |f(z) — g(z)| es una
funcién continua positiva de donde se sigue que existe un d > 0 tal que
p(f,g) = d>0.

Por otro lado, dado que p(f,, f) se puede hacer tan pequefio como
se quiera, entonces de la desigualdad (3.5.1) se deduce que p(f,,g) >

p(f,g) > d > 0 por lo que no existe ninguna funcién g € C[fl’b] que sea
limite de (f,,), en la métrica de C[me]. Luego C[zmb] no es completo. ]

2Un ejemplo andlogo es el de la sucesién de funciones f, : R — R, f,(z) =
arctan nx. Otro mds sencillo es definir h,(x) = 0 para z € [—1,0] ¥y hn(z) = fu(x)
paraz € (1/n,1].

bAunque f ¢ C[2a,b}’ la desigualdad es cierta como consecuencia de la desigualdad
de Minkowski para integrales (3.1.4).

Ejemplo 3.5.18 Probar que el espacio métrico Cf;‘jb} del Ejemplo 3.1.9 es
completo.

Sea el espacio de las funciones continuas C([a,b]) con la métrica
p(f,9) = maxseap | f(x)—g(x)| y sea (f,(x)), una sucesion de cualquiera
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|
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o
g T
3
—c

Figura 3.7: La funcién f, : [-1,1] — [—1, 1], del Ejemplo 3.5.17 (izquier-
da) y el drea entre las funciones f,, y f,+, (derecha).

de Cauchy en dicho espacio. Entonces

Ve >0, INeN|Vn>N,VpeN, mix |f,(z)— forp(z)] <e/2,

z€[a,b]

Luego por el Corolario 1.4.11 f,, es uniformemente convergente. Como
fn = [ en [a,b], entonces, por el Teorema 1.4.22, f € C([a,b]). Asi,
tomando el limite p — oo en la expresion anterior tenemos

Ve >0, INeN|Vn>N, p(fn,f)=méx |f.(z)— f(x)| <e,

z€[a,b]

es decir, toda sucesion fundamental es convergente en C’ ¥, por tanto,
Chry €s completo. n

Definicién 3.5.19 La sucesion de esferas (bolas cerradas) (S,(xn,77))n,
Sp(zp, ) C X, tales que para todo n € N

S1(21,71) D S2(w2,72) D - -+ D SnlTny Tn) D Sny1(Tnt1, Tng1) D -+,

se denomina sucesion de esferas (cerradas) encajadas.

Teorema 3.5.20 (De las esferas encajadas) Sea X un espacio métrico.

Entonces, X es completo si y solo si, cualquier sucesion de esferas encajadas
. . — . . .7 Vg .

cuyos radios tiendan a cero (r, — 0) tiene interseccién no vacia, i.e.,

nzozl Sn(l‘na Tn) 7é @
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Demostracion: Sea X completo y sea S, (x,,r,), n = 1,2,3,..., una su-
cesién de esferas encajadas con r, "= 0. Entonces la sucesién (z,,), de
los centros de las esferas son una sucesion de Cauchy ({por qué?). Co-
mo X es completo, entonces existe lim, ,, x, = x € X. Probemos que
z € (), Sn(zy,1,). Como las esferas son encajadas, entonces cualquiera
sean € N, la esfera S, contiene los elementos z,,, T, 11, Tni2, ..., asi que
x es un punto limite de S,,, para todo n, pero como S,, es cerrada x € S,
para todo n, luego = € (02, Sn(zp, 7).

Probemos ahora la implicacién contraria. Sea (z,), una sucesion fun-
damental arbitraria de X i.e.,

Ve >0, ANeN, |Vn>m >N, p(z, x,) <Ec. ™

Sea ¢ = 1/2. Como (z,), es de Cauchy, existe n; € N tal que Vn > ny,
p(Tn, x,,) < 1/2 (tomamos N = n; — 1 en (¥)). Sea la esfera S; :=
S(xy,,1). Estd claro que z,, € S; para todos los n > n;.

Sea ahora ¢ = 1/22. Entonces existe n, > n; € N tal que Vn > na,
(2, 2,,) < 1/22. Ademds, como ny, > n, tenemos que p(x,,, T,,) < 1/2.
Sea la esfera Sy := S(z,,,1/2). Estd claro que, por un lado z,,, € S; y que
x, € Sy para todos los n > n,. Y asi sucesivamente. Esta construccién esta
representada en la figura 3.8.

De esta forma construimos una sucesién de esferas S := S(x,,, 1/2%71)
(representadas por los circulos rojos centrados en z,, de la figura 3.8)
cuyos centros son los elementos de la subsucesién (z,,); de (z,), que
cumplen que p(z,,,,,zn,,) < 1/2*. Notese que los centros z,,, con m > k
siempre estdn en el interior de las bolas abiertas B(z,,,1/2*) (representa-
das por los circulos azules con lineas discontinuas centrados en z,, de la
figura 3.8). Probemos que Sy, C Si. Para ello probaremos que para cual-
quiera sea x € Sy, 1, se tiene que = € Si. En efecto, si x € Si,1, entonces
p(x, &n,,,) < 1/2%, luego la distancia entre z y x,,, cumple con

1 1 1
p(xaxnk) < p(x7wnk+1) + p<xnk+17xnk) < @ + % = F = T € S,
i.e., Skr1 C Sk Y, por tanto, la sucesion (Si), es una sucesién de esferas
encajadas cuyos radios, por construccion, son tales que r, = 1/2¥1 — 0.
Pero como, por hipdtesis, cualquier sucesidon de esferas encajadas cuyos
radios tiendan a cero tiene intersecciéon no vacia, entonces existe x €
N, Sk, ¥ obviamente limy_,o x,, = = ({por qué?). Pero (z,), es una
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Sk

-
e Sa

Figura 3.8: Esquema de la construccidn de la sucesidn de esferas encajadas
S = S(a:nk, 1/2k_1)

sucesién fundamental y hemos probado que tiene una subsucesién con-
vergente, luego la propia sucesion converge a x (ver el apartado 2 del
Problema 3.13). Como (z,), era arbitraria, X es completo. n

Ejercicio 3.5.21 Prueba que si X es completo, entonces (., Sn(Zn,7n),
con r,, — 0, contiene un tnico punto. (Ayuda: Usa el teorema anterior y
reduccion al absurdo).

Basta notar que, si para todo n € N, los elementos x # y pertenecen
a todas las esferas S,,, entonces p(x,y) < 2r, — 0, lo que implica que
T =1y. |

Apliquemos el teorema anterior al espacio métrico R. Como sabemos
R es completo, luego toda sucesion de esferas encajadas, en este caso los
intervalos cerrados [z,, — 7y, T, + 15, tales que r, "% 0 tienen al menos
un punto en comun (|, [, — ryn, T, + ] # 0. De hecho tienen uno y sélo
uno. Lo anterior no es mas que el Teorema de los intervalos encajados de
Cantor en R.
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Nota 3.5.22 Para la prueba del Teorema de las esferas encajadas 3.5.20
ha sido esencial el hecho de que la interseccion infinita (., Sy(Tn,75)
sea no vacia, lo cual no es cierto en general. Por ejemplo, si tomamos los
conjuntos M,, = [n,o0) C R, entonces M, 1 C M, pero (\,—, M, = 0. En
este caso el Teorema de las esferas encajadas no es aplicable ({por qué?).

Veamos, sin embargo, que si los conjuntos encajados son conjuntos com-
pactos no vacios, entonces su interseccion infinita no es vacia. Ast, probemos
que una sucesion de conjuntos compactos no vacios (.S, ),, son tales que, pa-
ra todon € N, S,.; C S,, entonces ()—, S, # 0. Ademds, en el caso
de que los didmetros d(S,) — 0, entonces dicha interseccién consta de un
unico punto.

Para demostrarlo vamos a elegir de cada S,, un elemento x,, y vamos
construir con ellos la sucesion (x,,),. Estd claro que, por construccion, x,, €
Sk para todos m > k. Como S es compacto entonces existe una subsucesion
(2, )k de (x,)n que es convergente. Denotemos por x al limite de dicha
subsucesion. Estd claro que x € S;. Notemos ademds que, por construccion,
todos los términos de (x,, )i, excepto quizd el primero pertenecen a Sy (¢por
qué?), luego x es un punto limite de Ss, y como Sy es compacto, y por tanto
cerrado, = € S,. Pero todos los términos de (z,, ), excepto quizd los dos
primeros pertenecen a Ss, luego luego x es un punto limite de Ss, y por tanto
x € S3. Y ast sucesivamente. De esta forma tenemos que x es punto limite
de todas los S,, y por tanto x € S, para todo n. Luego = € (>~ S, lo que
prueba el resultado. Eso si, de la prueba se desprende que puede haber mds
elementos de X en la interseccion de todos los S,,. Para poder asegurar que
solo haya uno es necesario asumir que los didmetro d(S,) — 0, prueba que
dejamos al lector.

Para terminar este apartado vamos a discutir el concepto de comple-
tamiento de un espacio métrico. Para ello necesitamos la siguiente defini-
cién:

Definicion 3.5.23 Sea T : X — Y una aplicacién biyectiva del espacio
métrico (X, p) al espacio métrico (Y, o). Diremos que T es una isometria si

Vo, ze € X, p(x1,x9) = 0(Txy, Txs).

Dos espacios métricos (X, p) e (Y, o) son isométricos si existe una isometria
entre (X, p)e (Y, o).
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Esto tiene una implicacién muy importante: si dos espacios son isomé-
tricos, entonces las distancias de los elementos originales y de sus ima-
genes segun 7' son las mismas, es decir, los espacios so6lo difieren por la
naturaleza del conjunto X pero son idénticos segun la métrica. En particu-
lar los conceptos topoldgicos (entorno, cercania, etc) son equivalentes en
ambos espacios.

Definicidon 3.5.24 Sea X un conjunto cualquiera y sea p una funcion tal
que (X, p) sea un espacio métrico. Llamaremos completamiento de (X, p) al
espacio métrico completo (X*, o) tal que X C X* y X = X*.

Es decir, el conjunto X es un subconjunto denso de X* en el espacio mé-
trico (X*, o).
Por ejemplo, el conjunto de todos los reales R es el completamiento

del conjunto de los racionales Q usando en ambos casos la métrica de R
(ver Ejemplo 3.1.3).

Ejercicio 3.5.25 ¢Cudl es el completamiento del espacio (0, 1) discutido
anteriormente?

Teorema 3.5.26 Todo espacio métrico (X, p) tiene un completamiento. Di-
cho completamiento es tinico salvo isometrias. Es decir, si X* y X** son
dos completamientos de X, entonces existe una aplicacion T : X* — X**
x** = Tx* tal que Tx = x para todo x € Xy p*(z*,y*) = p™(Tx*, Ty").

La demostracién de este Teorema se puede encontrar, por ejemplo, en [9,
83.4 pag. 76] y [10, §1.6, pag. 411].

3.5.2. El Teorema del punto fijo

Definicion 3.5.27 Sea T : X — X una aplicacidn. Si existe un o € (0,1)
tal que
Ve,yeX = p(Tz,Ty) < ap(z,y),

diremos que T es una aplicacion de contraccion.




3.5. Convergencia en espacios métricos 103

Ejercicio 3.5.28 Prueba que toda aplicacidon de contraccion es continua.

Usando la definicion de continuidad mediante sucesiones (ver Ejercicio
3.5.8) tenemos que probar que si x,, — x, entonces T'x,, — Tx. Pero
como 7' es de contraccién p(T'z,, Tx) < ap(z,,z) — 0, de donde se tiene
el resultado. Nétese que no es necesario que o € (0,1) para probar el
resultado. ]

Definicidon 3.5.29 Sea T' : X — X una aplicacién. El punto z € X se
denomina punto fijo de T si Tx = x.

Teorema 3.5.30 (Del punto fijo) Sea X un espacio métrico completo y
T : X +— X una aplicacion de contraccion. Entonces T tiene un tinico punto

fijo.

Demostracion: Sea z, € X cualquiera. Construyamos la siguiente suce-
sion
rg, r1=Tx9, x29=T21, 2 =T200 1 = 2,=T"20.
Probemos que (z,), es fundamental. En efecto,
P(@n, Tnyp) = p(T" a0, T(TP0)) < ap(T" o, T (TPay)) <

< a”p(xo, T"x0) = " p(wo, )
S Ckn [p(x())xl) + p(xlwqj?) +-+ p(xp—la -,Ep)]
< a” [p(zo, x1) + p(Txo, Tay) + - -+ + p(TP ' wo, TP 2]

< o’ [p(.il?o, xl) + Ckp(.fo, 1171) + -+ Oép_lp(l’g, Qfl)}
— P n

= a"p(xo, x1) 11 _O; < 1Oi a,o(xo, x1).
Luego, cualquiera sea ¢ > 0, existe un N € N, tal que paratodon > Ny
todo p € N, p(zy,, Tnip) < € (Epor qué?), i.e., (z,), es fundamental. Como
X es completo entonces dicha sucesion tiene limite, i.e., lim, .., x, = .
Pero entonces, como 7' es continua lim,,_,., Tz, = Tx, pero Tz, = x,.1
y lim,, o0 Tpi1 = lim, o x, = z, asi que tomando limites en T'x,, = x,, 41
obtenemos z = T'z.

Para probar la unicidad asumamos que existen dos puntos fijos = e y
conz # y. Asi, Te = xy Ty =y, pero

plz,y) = p(Tx, Ty) < ap(x,y) = (1-a)p(z,y) <0 = p(z,y) =0,
que implica = = y, lo cual es una contradiccidn. ]
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Corolario 3.5.31 Sea X un espacio métrico completo y sea T : X — X
una aplicacion de contraccion. Entonces cualquiera sea el elemento xq € X
la sucesion xo, xt1 = Txq, ..., T, = Tx,_1, ..., tiene un unico punto limite

n

que coincide con el punto fijo de T. Ademds, p(z,,v) < *—p(xo, T1).

- (0%

Demostracion: La prueba es inmediata a partir de la desigualdad

P, Tutp) < 7

aﬂ(l’o,%),

tomando el limite cuando p — ~c. |

Ejemplo 3.5.32 Como ejemplo sencillo consideremos las funciones reales
en f : [a,b] — R tales que para todos x; e x5 de [a, b] se satisface la con-
dicion de Lipschitz con K € (0,1), i.e.,

[f(z1) = f22)] < Koy — a0, K €(0,1).

Entonces, f es una aplicacidn de contraccion y por el Teorema del punto
fijo la sucesion

ro, x1= f(x0), x2= f(x1), Xnt1= f(2n),

converge a un unico limite z tal que x = f(z). En particular, f satisface
la condicién de Lipschitz con K € (0,1) si f es diferenciable y | f'(x)| <
K < 1en [a,b. u

Definicion 3.5.33 Sea (T,,),, una sucesion® de aplicaciones T,, : X — Yy
sea M C D(T). Diremos que T,, converge puntualmenteen M aT : X — Y,
si para todo x € M la sucesion (T,,x), es convergente, i.e., para cada x € M
lim, soo Tnx =Txr =y €Y.

?Se asume que todos los operadores T, tienen el mismo dominio D(T},).

En otras palabras
Ve>0 y VeeM 3IN:=N(z)eN;, Vn>N = p(T,x,Tx) <e.

Esta claro de la definicion anterior que el nimero N depende no sélo del
valor de ¢ sino también del elemento z. Para diferentes x tendremos en
general diferentes N.
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Definicion 3.5.34 Sea (7,), una sucesion de aplicaciones T, : X — Y y
sea M C D(T). Diremos que T,, converge uniformemente en M a T : X
Y, si

Ve>0 AN:=N()eN;, Vn>NyVeeM = p(T,x,Tz) <e.

Es decir, fijado el £ > 0, podemos escoger un N tal que la desigualdad
p(T,z,Tx) < ¢ es cierta en todo el subconjunto M.

Este concepto es bastante delicado incluso en el caso de las funciones
reales como ya vimos en el capitulo 1 de estas notas.

Una aplicacion del Teorema del punto fijo

Apliquemos el Teorema del punto fijo vamos a probar el siguiente re-
sultado:

Teorema 3.5.35 (Picard) Sea f(z,y) una funcién continua en Q C R?,
Q= {(z,y)| lt—z0| < a, |y—1yo| < b}. Supongamos ademds que f satisface
la condicion de Lipschitz en y, en , i.e.,

3K > 0; Vo,y,9 € Q, |f(z,y) — f(z,9)] < Kly — gl
Entonces, existe un é-entorno de x,, donde el problema de valores iniciales

y/(ZL‘) = f(l',y), y(x()) = Yo,

tiene solucion inica.

Demostracidon: Ante todo notemos que el problema de valores iniciales
es equivalente a la siguiente ecuacion integral

y(z) =yo + /I f(t,y(t))dt.

La idea de la prueba es la siguiente. Vamos a probar que la aplicacién
TiC O 6=Ty ow)=w+ | SO
o

es una aplicacién de contraccion en cierto espacio completo C*.
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Como f es continua en (2 que es cerrado y acotado, entonces (por el
Teorema de Weierstrass para las funciones continuas) existe un M > 0 tal
que para todos (x,y) € Q, |f(x,y)| < M.Dado § > 0 tal que KJ < 1, sea
el conjunto cerrado y acotado ' C Q, Q' = {(z,y)| |z —xo| <6, |y —yo| <
M¢}. Esta claro que en ' también se tiene que |f(z,y)| < M.

Denotemos por C* el espacio de las funciones continuas y(x) en el
intervalo I definido por |z — 2| < § y tales que |y(z) — yo| < M4 (di-
cho intervalo / existe pues y(x) es continua). Definamos en C* la mé-
trica p(g,h) = max,er|g(z) — h(z)|. Probemos que C* es cerrado en el
espacio C7° de las funciones continuas en / y, por tanto, completo ({por
qué?)._l?ara ello tomemos una sucesion (y,(t)), € C* cualquiera tal que

yn(t) — y(t). Como (y,(t)), € C* entonces, para todo n y cualquiera sea
t € I se cumple que |y, (t) — yo| < M6, de donde se sigue

[9(2) = yol < [y(®) = ()] + [y (t) — yo| < méx[y(t) — ya(t)| + M.

Tomando el limite cuando n — oo en la expresién anterior y usando que
yn(t) =3 5(t), se tiene que |y(t) — yo| < MG, i.e., y(t) € C*, luego, por el
apartado b) de la Proposicion 3.5.4 C* es cerrado.

Definamos sobre C* la siguiente aplicacion 7°:
¢=Ty ¢(x)=yo+ / fty(t))dt.

Probemos que 7" transforma C* en C*. En efecto, si y(z) € C*, entonces
paratodot € I, |y(t) —yo| < Moy |f(t,y(t))| < M, luego

Ty =l = [6(0) | < [ |fty(e)lar < M5 =Ty e "
Ademas, cualesquiera sean y e j de C*, ¢ = Ty, ¢ = T,
6=d < [ 1) - Fe50)/dt < Komix]y g1,

de donde se sigue, tomando méx en I que p(¢, gﬁ) < Kdp(y,y), con Kb <
1. O sea, T es de contraccion luego, por el Teorema 3.5.30, T tiene un
unico punto fijo, y por tanto la ecuacion 7'y = y tiene solucién unica, i.e.,
el problema de valores iniciales tiene una tnica soluciéon en el espacio C*
de las funciones continuas en I = [z — 0, ¢ + J] tales que |y(x) — yo| <
M. ]
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Notese que del corolario 3.5.31 se sigue que la solucién del problema
de valores iniciales puede ser aproximada mediante la sucesion

Yo(r) =0, wy1(w) =yo + /x f(t yo(t))dt
@) =+ [ Ftga o)

conocida como sucesién de Picard.”

3.6. El Teorema de las categorias de Baire

Vamos a terminar este capitulo demostrando un teorema importante
relacionado con los espacios métricos completos que nos sera de utilidad
mas adelante.

Teorema 3.6.1 (Baire) Todo espacio métrico completo X # () es de segun-
da categoria.

Demostracion: Supongamos que X es magro (de primera categoria), en-
tonces

X = U My, M, C X conjuntos raros. (3.6.1)
k=1

Sea M, raro. Entonces M; no puede contener un entorno (abierto). Pero
X si que puede contener un abierto (el propio X), luego X # M, # (), de
donde se sigue que C(M;) := X\ M, es no vacio. Sea z; € C(M;). Como
x1 € M, z1 no puede ser ni punto de acumulacién ni punto frontera de M,
(¢épor qué?) y, por tanto, ha de haber una bola® B, := B(x,,¢,) C C(M,),
£1 < 1/2 (M; es cerrado, luego C(M,) es abierto y z; es un punto interior
de C(M,)). Nétese que B, (M, = 0.

Sea ahora M, que también es raro y, por tanto, M, no puede conte-
ner abiertos. Entonces M, no puede contener a la bola B(z,¢,/2), por
tanto C(M,) () B(w1,£1/2) # 0 es no vacio y abierto, luego podemos ele-
gir un x, y una bola By := B(w,¢3), &2 < £1/2 < 1/2%, tal que By, C
C(My) (N B(x1,21/2) C By (estd claro que B(x1,¢,/2) C B(x1,6,) = By)

>Compdrese con lo discutido en el apartado 2.2.
6Recuérdese que las bolas son conjuntos abiertos.
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con By (M, = () (B, estd en el complementario de M,). Y asi sucesiva-
mente.

De esta forma tendremos una sucesién de bolas abiertas’ (entornos)
Bi,Bs, ..., B,,...,cong, < 1/2F tales que By (M, =0,y
Bjt1 = B(@k+1,€41) C B(ak, ex/2) C Blay, ex) = By
Es mds, para todo n > m
B, = B(zp,en) C B(Zm,em/2) C B(xm,em) = B,

por tanto p(z,,x,) < 1/2™, lo que significa que la sucesion (z,), de los
centros de B,, es de Cauchy. Como X es completo, z, — z, z € X. Ademas,
de la inclusién anterior B,, C B(z,, £, /2) se tiene que z,, € B(xy,,m/2),
y, por tanto, de la desigualdad triangular se sigue que para todo n > m

Em Em
P(Tmy ) < (T Tn) + p(Tn, ) < o + p(zn, x) — o

cuando n — oo. Luego, &m,x) < en/2 < &n, e, x € B, para todo
m € N. Como B,, € C(M,,), entonces, para todo m, = ¢ M,,, lo cual
contradice (3.6.1). Luego X no puede ser de primera categoria lo cual

prueba el teorema. ]

Corolario 3.6.2 Sea un espacio métrico completo X # (). Supongamos que
X = U My, M, Cc X, M, conjuntos cerrados.
k=1

Entonces al menos un M, contiene un abierto no vacio (un entorno).

Demostracion: Si fuese falso todos los M serian conjuntos raros (pues
al ser cerrados M, = M,;) y X seria un conjunto de primera categoria
(magro) lo cual contradice el Teorema de Baire. [

Noétese que dado un espacio métrico X, si X es una uniéon numerable
de conjuntos My, donde los subconjuntos M, C X, k£ = 1,2,..., no son
necesariamente cerrados, entonces

X=J M= J M
k=1 k=1

’En la prueba se puede también razonar con cerrados y usar el Teorema de las esferas
encajadas (ver Problema 3.22).




3.6. El Teorema de las categorias de Baire 109

donde la dltima igualdad se sigue de que cambiar los M, por sus clausuras
no adiciona ningtin nuevo elemento a X. Si tenemos en cuenta el corolario
3.6.2 ello nos dice que si X es completo y es una unién numerable de
conjuntos M, entonces al menos uno de los M, es tal que su clausura M
tiene interior no vacio.

Otro corolario del Teorema de Baire es que todo espacio métrico com-
pleto X no constituido por puntos aislados es necesariamente no nume-
rable pues si lo fuese entonces X = |J;-,{xx}, pero cada conjunto {x}
constituido por un unico punto x; es raro y por tanto X seria de primera
categoria, lo cual contradice el Teorema de Baire. De lo anterior se sigue,
por ejemplo, que R no es numerable.

Dos aplicaciones “sencillas” al analisis clasico

El Teorema de Baire nos serd de gran utilidad para probar algunos
teoremas clasicos del andlisis funcional como veremos mds adelante. No
obstante, en este apartado veremos dos ejemplos “sencillos” de aplicacion
al analisis clasico.

Ejemplo 1. No es complicado probar que existen funciones continuas
en los irracionales y discontinuas en los racionales para distintos sub-
conjuntos de R (ver, por ejemplo, el Problema 3.21). ¢Y al contrario? Es
decir, ¢existen funciones continuas en los racionales y discontinuas en
los irracionales? La respuesta es no.

Vamos a probar que no existen funciones definidas en [0, 1] que sean
continuas en cada racional de (0, 1) y discontinuas en cada irracional de
(0, 1). Para ello necesitamos ciertas definiciones previas.

Seaa € I C R, I abierto, y sea I5(a) = (a — d,a + ¢) C I. Definamos
las cantidades

W, 1) = swp | (@) = F@)l, w(fr0) = lim (£, Is(@),

z,yel
conocidas como oscilaciones de f en el abierto  y el punto a € I, respec-
tivamente. Es claro de lo anterior que para todo abierto U C I, w(f,U) <
w(f, 1), luego w(f,a) < w(f,Is(a)) < w(f,I). Notese que si w(f,a) = 0,
entonces para todo £ > 0 existe un ¢ > 0 tal que w(f, I5(a))<e. Por tanto,

[f(x) = fla)| < sup |f(z) = f(y)| = w(f, Is(a) <e,

z,y€ls(a)
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de donde se sigue que f es continua en x = a. Ademas, de la definicion
de w(f,a) se deduce que si f es continua en a, w(f,a) = 0. Asi, tenemos
la siguiente propiedad:

Propiedad I: Una funcién f es continua en = = a si y solo si w(f,a) = 0.

Por otro lado, el conjunto U(x,¢) de las x € I tales que w(f,z) < ¢,
para todo € > 0 es abierto. Para ello tomemos ¢ > 0 ysea zy € U(z,¢). Sea
J C U(z,¢e) un abierto que contenga a z, tal que w(f,J) < . Entonces,
para todo y € J se tiene que w(f,y) < w(f,J) < ¢, ie., y € U(z,e)y por
tanto J C U(z,¢), luego U(z, ¢) es abierto.

Propiedad II: Para cada ¢ > 0, el conjunto U(z,¢) = {x € I |w(f,z) < &}
es abierto.

Supongamos que tenemos una funcion continua en cada racional de
(0,1) y discontinua en cada irracional de (0,1). Para ello usaremos que
X = (0,1) es un espacio métrico con la métrica habitual de R. Sean los
conjuntos

Up,={2€(0,1)|w(f,z)<1l/n}, n=12,....

De la Propiedad II se sigue que, para todo n € N, los U, son abiertos.
Como f es continua en los racionales r, € (0, 1), la Propiedad I implica
w(f,rn) =0, luego 2, U, = (0,1) (N Q, es decir, la interseccién de todos
los U,, solo pueden ser los racionales de (0,1) (pues f es discontinua en
los irracionales, luego w(f,7) > ¢ > 0 para todo i irracional). Como los
racionales son densos en (0, 1), entonces cada U, es denso en (0,1) (pues
la interseccién de todos los U,, son los racionales de (0,1)). Sean ahora
los conjuntos V,, = (0,1) \ U,, n = 1,2,..., que son cerrados (son los
complementarios de los U,, que eran abiertos). Como los U,, son densos en
(0, 1), entonces los V,, son raros en (0,1) pues (0,1) =X =U, = X\ V, =
X\ V, (ver la Proposicién 3.4.10). Ademds®, (0,1) \ Q = |2, V,,. Como
Q es numerable, y, por tanto, Q()(0,1) también, podemos construir una
sucesién (¢, ), que enumera a los racionales de (0, 1). Entonces

0,1) =i HaY Jve et U+

y, por tanto,

0.1 = o Ui et U Ulaod -+

8Ello se sigue de la ley de Morgan (X \ 4A) J(X\ B) =X\ (AN B).
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que es una unién numerable de conjuntos raros y, por tanto, de prime-
ra categoria. Pero [0, 1] es completo (es un cerrado de R), luego, por el
Teorema de Baire es de segunda categoria, lo cual es una contradiccién.m

Ejemplo 2. Sea Cj), el espacio métrico de las funciones continuas en
[0,1] con la métrica del p(f,g) = max,cpq|f(z) — g(z)|. Como ya vi-
mos en el Ejemplo 3.5.18, este espacio es completo. Sea A el espacio de
las funciones continuas que tienen al menos en un punto una derivada
lateral finita. Entonces A C C[%fl] es un conjunto de primera categoria.

Es decir, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.6.3 El conjunto de todas las funciones continuas que no tienen
ninguna derivada finita en ningtin punto del intervalo [0, 1] es de segunda
categoria.

Demostracidon: Para probar el teorema construiremos la siguiente familia
de subconjuntos £, de las funciones continuas f € C(]0, 1]) tales que para
cadan € N

B, = {W“" H;’l) f@ e (0,1/n), para algtn z € [0, 1—1/n]} .
Si una funcién continua es tal que en algin punto su derivada lateral
por la derecha existe, entonces el cociente w, h > 0, es acotado
(épor qué?), de donde se deduce que todo elemento de A, el espacio de
las funciones continuas que tienen al menos en un punto una derivada
lateral por la derecha finita, pertenece a algun E,, y, por tanto, las que
tienen derivada finita también. Estd claro que el conjunto de los FE, es
numerable.

Demostremos que £, es cerrado para todo n. Para ello probaremos que
si f € E,, entonces f € FE,. Como f € E,, entonces existe una sucesién
(fx)rx € E, tal que f, — f, con f continua (recordemos que en la métrica
de C[%fl] la convergencia es uniforme). Como f;, € F,, existe para cada k
un z € [0,1—1/n], que denotaremos por z, tal que

| fr(@r + 1) — f(a)]
h
Como z;, es una sucesidon acotada, podemos encontrar una subsucesion
convergente r;, — = € [0,1—1/n]. Para dicha subsucesién tenemos

| fr; (x; + ) — f(aw,)]|
h

<n, x €[0,1-1/n].

<n, a3 €[0,1-1/n].




112 Capitulo 3. Espacios métricos

Pero como f, — f, entonces f,, — f, luego, tomando limite cuando
J — oo tenemos que

fa+h) = f@)] _
A <
para cierto x € [0,1—1/n], i.e., f € E,,.
Nota: Existe otra forma de probar que f € E,, que es la siguiente. Como f € E,,,

entonces existe (fi)x € E, tal que fy — f, con f continua Ahora bien, como
fr — f tenemos que para todo € > 0, existe un NV € N, tal que paratodo k¥ > N,

) 1
o |f(x) = fu(z)| < he

Por otro lado,

[fleth) = fl@)| |fleth) =~ fulz+h)]  |fulz+h) = ful@)
h - h h
| ) —s@)|
h
Luego, luego para todo ¢ > 0 y todo k£ > N tenemos que el primer y ultimo
sumandos son menores o iguales que /2 y, por tanto,

[fle+h) = f@)] _|felz+h) - fi(2)]
h - h

+e.

Pero, para cada ¢ > 0 y cada k existe un z € [0,1—1/n] tal que

|fe(z +h) = fir(2)] <n
h f— )

pues fi. € E,, de donde se sigue que

fa+h) = f@)] _
h — )

y, por tanto, f € E,, luego F,, es cerrado.

Probemos ahora que C([0, 1]) \ E, = C([0, 1]), entonces por la Proposi-
cién 3.4.10, E,, es raroy, por tanto, la unién de todos los F,, es de primera

categoria, luego A también.

Notemos que D,, = C([0,1]) \ E, es el conjunto de las f € C([0,1])
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tales que para cadan € N

D, = { o+ f;)—f(x)\ > n, para algun h € (0,1/n), y Vx € [0, 1—1/n]} :

Para probar que D,, = C([0,1]) lo que haremos en demostrar que en
cualquier entorno de C([0, 1]) hay un elemento de D,, o lo que es lo mis-
mo, que para cualquiera sea ¢ € C([0, 1]) y cualquiera sea ¢ > 0, existe
una g € D, tal que p(¢, g) < ¢. Para ello necesitamos un teorema auxiliar
cuya prueba® omitiremos:

Teorema 3.6.4 (de aproximacion de Weierstrass) Sea [ un intervalo
cerrado y acotado de R y sea ¢(x) una funcién continua en I. Entonces,
para todo £ > 0 existe un polinomio p(x) definido en [ tal que

méx [p(x) — p(z)] <e.

Entonces, para toda funcién ¢ € C([0, 1]) existe un polinomio p(z) en
[0,1] tal que p(¢,p) < e/4. Para cada n € N construyamos una funcién
sierra (una recta creciente y una decreciente) s, (z) como la de la figura
3.9 cuya altura sea £/4 y cuya pendiente m sea mayor, en valor absoluto,
que max,epo,1) [p'(z)| + n, de forma que la funcién'® g(z) = p(z) + sn(z)
pertenece a cada D, y es tal que

|0(2) = g(2)] < |¢(x) = p(x)| + [sn(z) < 5 = pleg) <e

DN ™

Asi E, es raro pues su complementario es denso en C(]0,1]). Ahora
bien, como A C |J,_, E,, y los E, son raros, entonces A es de prime-
ra categoria, y como C/([0,1]) es completo (ver Ejemplo 3.5.18) enton-
ces, por el Teorema de Baire 3.6.1 es de segunda categoria. Ahora bien,
c([o,1)) = AU{C([0,1]) \ A}, de donde se sigue que C([0,1]) \ A es de
segunda categoria. ]

Asi pues, el conjunto de las funciones continuas en [0, 1] (que tienen
una derivada direccional por la derecha en al menos un punto es un con-
junto de primera categoria, y por tanto el conjunto de las que son deri-
vables también. Sin embargo, el conjunto de las funciones continuas que

Ver, e.g., [4, pag. 129-130].

ON6tese que para s, (z) se tiene que, para todo x € (0,1) siempre existe un h > 0 lo
suficientemente chico tal que |s,(z + h)—s,(z)|/h = m, siendo m la pendiente de los
dientes de s,,.




114 Capitulo 3. Espacios métricos

Figura 3.9: La funcién sierra s, (z) definida en cada E,,.

no tienen derivada direccional por la derecha (y, por tanto, no son de-
rivables) en ningtin punto es de segunda categoria. Es decir, el conjunto
de estas ultimas funciones monstruos son las mas comunes en el analisis,
mientras que las funciones con las que estamos acostumbrados a trabajar
constituyen un conjunto magro.

S © S

3.7. Problemas

Problema 3.1 Prueba la desigualdad de Young: dados dos numeros reales
a,b>0yp> 1, entonces,

1
-+ -=1 3.7.1)
p q p g

Ademas la igualdad sdlo tiene lugar si a = b. Ayuda: Encuentra los extremos
de la funcién f : [0,00) — R, f(z) = 2* —azx +a — 1, a € (0,1) y prueba que
f(z) < 0 para todo = > 0. Escogiendo = = a/b, a,b > 0y a = 1/p,p > 1 se
deduce el resultado.

Solucion: La funcién f es continua y derivable en (0, o).

fll@)=a@@'-1), = fQQ)=0.
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Ademds f”(z) = a(a — 1)z*~2 < 0 pues a € (0,1). Luego en x = 1 f tiene un
maximo local. Pero como el tinico extremo local que tiene la funcién es éste, y
ademds f(0) =a—1 < 0ylim, ,; f(z) = —oo, entonces en x = 1 f tiene un
mdximo absoluto. Ademds f(1) = 0, por tanto, f(x) < 0 para todo = > 0, ademds
la desigualdad es estricta para todo = > 0 distinto de 1.

Si elegimos x = a/b, a,b > 0y o = 1/p, p > 1, entonces, el resultado anterior
nos conduce a (3.7.1), ademas la igualdad soélo tiene lugar si z = 1, o sea, si
a=b. [ |

Problema 3.2 Prueba la desigualdad de Holder: Sean los nimeros z; e
¥i» © = 1,2...,n no negativos. Entonces, para todo p > 1y ¢ > 1, con
L+ 1=1,setiene

ixi?ﬁé (En:w”> (Xn:yq> 1+l=1, (3.7.2)
=1 i=1 i=1 p q

donde la igualdad sélo tiene lugar si z¥ = cy{ paratodoi =1,2,...,n (es
deci, si 2¥ y y! son proporcionales). Ayuda: Usa la desigualdad de Young.

Soluciéon: Si z; = y; = 0 para todo ¢ = 1,2,...,n, la desigualdad es trivial.
Supongamos entonces que al menos uno de los x; y de los y; son distintos de
cero. Sea

p q
Zi

n n
_ p _ q _Z _ Y
X—in>0, Y—Zyi>0, y a= X b—?, p>1,
entonces usando la desigualdad de Young (3.7.1) obtenemos

1 1
X Y) “pX qY’

sumando en 7 desde 7+ = 1 hasta ¢+ = n obtenemos

S iy, nyl = te=b

i1 XrYae Pi5

de donde se deduce la desigualdad. Finalmente, la igualdad se obtiene si y sélo
si a/b =1, de donde se deduce la proporcionalidad de los valores de z” y y!. =

Problema 3.3 Prueba la desigualdad de Minkowski (3.1.1) a partir de la
desigualdad de Holder (3.7.2).
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Solucién: Si x; = y; = 0 para todo i = 1,2,...,n, la desigualdad es trivial.
Supongamos entonces que al menos uno de los z; y de los y; son distintos de
cero. Tenemos

n n

D @ity = (i +yi) (@i + i) sz mi+y)P T+ Zyz i+ g

i=1 i=1

A continuacién aplicamos la desigualdad de Hoélder a ambos sumandos

sz zi )Pt < (Zx )p (Z(:I:Hryz’)(p_l)q) q ;

i=1

1 1
Zyz xz+yz p < (Z%)p (Z xz+yi)(p1)q>q s
=1

donde la igualdad tiene lugar si y sélo si 27 = ¢/(z; + y:)P Dy of = " (2; +
y;) P19, es decir, si #f = ¢//"yl, o sea si ; = cy;, para todo i = 1,2,...,n

Ahora bien, como % + % = 1, entonces (p — 1)q = p, asi pues,

Xn:(xﬁyz-)pg (znjxf);@nj(xﬁyl ) (Zy) <Z; xz+yi)p>é,

i=1 =1 =1

de donde, dividiendo por (}_;" , (z; + yi)p)% obtenemos el resultado. ]

Problema 3.4 Encontrar los extremos de la funcién f : [0,00) — R,
f(z) =2z —ar+a—1,cona > 10 a < 0y probar que f(z) > 0
para todo x > 0. Deduce a partir de este resultado las desigualdades ana-
logas a las desigualdades de Young (3.7.1), de Holder (3.7.2) y Minkowski
(3.1.1), respectivamente.

Solucién: Este problema es andlogo a los Problemas 3.1-3.3, simplemente las
desigualdades son las contrarias.

Problema 3.5 Extiende a las series infinitas las desigualdades de Holder

f:% Y < (i l’f) ” (i y?) q ; (3.7.3)
=1 i—1 i—1

y Minkowski (3.1.3), respectivamente, donde (x;); v (y;); son sucesiones
de numeros no-negativos. Se asume que las sucesiones son tales que las
correspondientes series son convergentes.
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Solucién: Silasseries Y ;2 ¥y >, y! convergen, entonces, de la desigualdad
(3.7.2) se tiene que las sumas parciales de la serie } .°, x; y; estan acotadas y, al
ser esta una serie de términos positivos, es convergente (Criterio de comparacién
de Weierstrass 1.2.8). Luego, tomando el limite cuando n — oo en (3.7.2) se
tiene (3.7.3). La desigualdad (3.1.3) se sigue de (3.1.1) tomando el limite cuando
n — oo. ]

Problema 3.6 Sean f y ¢g dos funciones continuas en [a,b]. Usando la
desigualdad de Young (3.7.1) prueba las desigualdades de Holder

/ | f@gl@lds < (/ b If(w)l”dxf (/ b |g<x>\qda:>’li po1. (374

donde g es tal que 3 + + =1, y Minkowski

</ |f(x) + g(x |de) (/ |f(x |pdﬂs>l+</ab]g(x)|pdaz);,p>1.

éSon ciertas estas igualdades si f y g son integrables?
Solucion: Sea
b b
X :/ |f(z)[Pdx >0, Y z/ lg(z)|%dx >0, a =

Aplicando la desigualdad de Young se sigue que
S@P\ (lg@lf\e 1 [f@)F 1 |g(@)
X Y 0 X q Yy o

Luego, por la monotonia de la integral, tenemos

/:(!J;i)! lg( ) /\f W e 1 /\g :1+2:1_

Multiplicando por X!/? e Y'1/4 obtenemos la desigualdad buscada.

|f () [”
X

Probemos ahora la desigualdad de Minkowski. Si f o g son idénticamente
nulas, entonces la desigualdad es inmediata asi que asumiremos que no lo son.
Notemos que, para p > 1,

b b
[ 1@+ g@lds = [ 15@) + g@)ll5@) + gla) o <
b
< [15@I+ lo@Dlrte) + gla)Pds =
CLb b
:/ |f($)||f($)+9($)|p_ldw+/ lg(2)||f (2)+g(z) P~ Ld.
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Aplicando la desigualdad de Holder (3.7.4) a los dos miembros de la ultima
igualdad obtenemos

b b
[ @I+ gp e+ [ @)1 + gl e <

< ([ / b ] ' | b o(oPds] ’1’) | " )+ gl Vs

1

Como - + % = 1, se tiene que (p — 1)¢ = p, entonces dividiendo la expresiéon

b 1
anterior por </ |f(z) + g(x) ]pdx> q, y usando que

= ([ sera) = ([ 150 orar)

se obtiene el resultado.

b
/ (@) + g(o)Pde

(21760 + atayvac)

Como se ve de la prueba la continuidad de f y g no es necesaria, lo que se
necesita es que las funciones f y g y sus correspondientes potencias sean integra-
bles. Esta claro que si f y ¢ son continuas son integrables. ]

Problema 3.7 Prueba que los espacios métricos definidos en los Ejemplos
3.1.5-3.1.7 y 3.1.12 son separables. Ayuda: Usa los subespacios definidos
mediante los vectores y = (q1,4¢2,---,qn), qx € Q, k = 1,2,...,n para los es-
pacios de los ejemplos 3.1.5-3.1.7 y los subespacios definidos por los vectores
y = (q1,92,--.,qn,0,0,...), para todo n € N, en el espacio del Ejemplo 3.1.12
(p > 1) y prueba que son numerables y densos en los correspondientes espacios
métricos.

Solucién: Como en el Problema 3.15 es suficiente con probarlo para R}, p > 1.
Sean los vectores y = (q1,4G2,.--,qn), qx € Q, k = 1,2, ...,n. Como la unién finita
de conjuntos numerables es numerable, y Q es numerable, el conjunto Y de todos
los y anteriores es numerable. Probemos que Y es denso en ). Puesto que Q es
denso en R, entonces, para todo x; € Ry e > 0, existe un ¢; € Q tal que

1/p

Ep

|z — qi] < <) .
n
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Por tanto, para todo r = (21, ...,z,) € R} existe un ¢ = (qi1,...,q) € Y tal que

n 1/27
o) = (Slmi-al) <@ <e
=1

Es decir, Y es denso en R}, luego R} es separable.

El caso de (P es totalmente andlogo al caso especial de ¢? discutido en el
Ejemplo 3.4.5. [ ]

Problema 3.8 Prueba que el espacio R con la métrica discreta (ver Ejem-
plo 3.1.2) no es separable.

Solucién: Supongamos que existe un conjunto M C R denso en R. Como M =
R, entonces todo = € R es punto limite de M, luego existe una sucesioén (z,,), €
M tal que x,, — x. Pero las tnicas sucesiones que convergen en nuestro espacio
son las que son constantes a partir de cierto N € N (pues estamos tomando la
métrica discreta), lo cual implica que = € M. Luego, si M es denso, M no puede
ser numerable y, por tanto, nuestro espacio no puede ser separable. [ ]

Problema 3.9 Sea B(a,b) el conjunto de todas las funciones acotadas (no
necesariamente continuas) en [a, b]. Prueba que B(a, b) es un espacio mé-
trico con la métrica p(f, g) = sup,e(qy |f(2) — g(z)|. Prueba que dicho es-
pacio no es separable. Ayuda: Sea el conjunto de todas las funciones f;(x) = 0
para0 <z <ty fi(zr) =1parat <z <b,t € [a,b]. Prueba que dicho conjunto
no es numerable. Calcula la distancia entre dos funciones cualesquiera de dicho
conjunto y razona como en el Ejemplo 3.4.6.

Solucién: Probar que el espacio B(a,b) es un espacio métrico es similar al caso
del Ejemplo 3.1.10. Sea A el conjunto de todas las funciones f;(x) = 0 para
0<z<tyfi(r)=1parat <z <b,t € [a,b]. Estd claro que hay una funcién
f+ para cada t € [a,b], luego A es no numerable pues [a,b] no es numerable.
Ademas, la distancia entre cualesquiera dos funciones distintas del conjunto A es
1, por tanto, razonando como en el Ejemplo 3.4.6 podemos construir un conjunto
de bolas centradas en cada f; y disjuntas entre si, siendo no numerable dicho
conjunto de bolas. Sea M cualquier conjunto denso en B(a, b). Entonces, en cada
una de las bolas anteriores debe haber al menos un elemento de M, luego M no
es numerable (el conjunto de las bolas no lo es) y como M era arbitrario, entonces
B(a,b) no tiene ningtin conjunto numerable denso, asi que B(a, b) tampoco lo es
y, por tanto, B(a,b) no puede ser separable. [ ]
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Problema 3.10 Sea X un espacio métrico y sea (z,), una sucesién con-
vergente. Prueba que

1. (z,), es acotada.
2. El limite de (z,), es unico.

3. Sz, =3 zey, = y, entonces lim, o p(xn,yn) = plz,y), €s
decir, la aplicacién p : X — R es continua. Ayuda: Usa que p(zy, yn) <

p(Tn, ) + p(x,y) + p(Y, Yn)-

Solucién: 1. Por la definicién de convergencia, sabemos que existe un N € N
talque p(z,, L) < 1 para todo n > N. Ademas, existe el min,—; _ n p(z,, L) = 6.
Por tanto, si elegimos » > max{1,d} < oo, tenemos que para todo n, =, €
B(L,r), i.e., esta contenida en la bola centrada en L de radio r, luego (z,), es
acotada.

2. Supongamos que la sucesiéon admite dos limites distintos /; # 2. Entonces,
por un lado, d = p(l1,1l2) > 0, y por otro, como z, — l; Y x, — l2, entonces
para todo € > 0 existe un N € N tal que, para todo n > N se cumple, al mismo
tiempo, que p(zy,l1) < 5y p(zn,l2) < §, por tanto,

plla, ) < p(la,zp) + p(an, 1) <e = L=l
También se puede razonar como sigue: como x,, — l1 y x,, — lo, para todo e > 0
existe ({por qué?) un N tal que, para todo n > N, x, € B(l1;5) y zn € B(l2; 5).

Como [; # 2 se puede siempre elegir ¢ > 0 tal que B(l1; 5) () B(l2; 5) = 0. Pero
entonces x, € B(l1; §) () B(l2; 5) = 0, lo cual es una contradiccién.

3. Usando la desigualdad triangular tenemos
P(@n;Yn) < p(an,y) + (Y, Yn) < plan, ) + p(x,y) + p(y, yn),
o sea, p(Tn,yn) — p(z,y) < p(zn, z) + p(y, yn). Andlogamente
p(x,y) — p(Tn,yn) < p(Tn, T) + p(Y, Yn)-
Combinando ambas desigualdades obtenemos
p(2, ) = p(@n, Yn)| < p(@n, 2) + p(y, Yn),

de donde se sigue el resultado pues p(zy,,z) — 0,y p(yn,y) — 0. [ ]
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Problema 3.11 Es conocido que en R de toda sucesién acotada se puede
construir (extraer) una subsucesion convergente (Teorema de Bolzano-
Weierstrass). Sea ahora X un espacio métrico arbitrario y sea (), una
sucesién acotada de X. ¢Se puede construir (extraer) de (z,), una subsu-
cesion convergente? Justifica la respuesta.

Solucion: No necesariamente. Por ejemplo, sea X = (0,1) con la métrica ha-
bitual. La sucesién z,, = 1/n es acotada pero no tiene limite en X y, por tanto,
tampoco tiene limite ninguna de sus subsucesiones. De hecho es suficiente cons-
truir una sucesion acotada en X cuyo limite no pertenezca a X (como el ejemplo
anterior). Puesto que todas las subsucesiones de una sucesion convergente tienen
el mismo limite que la propia sucesion, ninguna subsucesién serd convergente.
Por tanto, la completitud de X es una condicion necesaria. El proximo problema
nos muestra que no es suficiente. |

Problema 3.12 Sea X un espacio métrico completo. Sea (z,), una su-
cesién acotada en X. (Se puede extraer de (z,), una subsucesién con-
vergente (es decir, ées cierto el Teorema de Bolzano-Weierstrass para los
espacios métricos completos?). Justifica tu respuesta. ¢Qué ocurre si X no
es completo?

Soluciéon: Si X no es completo, ver Ejercicio 3.11, donde vimos que la comple-
titud era, en general, una condicién necesaria. Supongamos que X es completo.
Mostremos que tampoco es suficiente. Sea /> el espacio de las sucesiones acota-
das con la métrica del supremo (ver Ejemplo 3.1.11). Este espacio es completo
(ver Problema 3.16). Escojamos la sucesién z(*) = ¢, donde e, es la sucesién
cuyos términos son todos nulos excepto en k-ésimo que tomamos igual a 1. Esta
claro que la sucesién ||z(¥)|| = 1 para todo k, luego es acotada. Ademds, para
todos n # m € N, p(z®,z(™) = 1, por tanto de dicha sucesién no podemos
extraer ninguna subsucesion convergente. Este ejemplo también nos vale si en
vez de usar /> usamos /> como espacio métrico completo. ]

Problema 3.13 Sea (z,), una sucesién fundamental (de Cauchy) de ele-
mentos de un espacio métrico X.

1. Prueba que (z,), es acotada.

2. Sea (x,, ), una subsucesion de (z,),. Prueba que si (x,, ), converge
a x, entonces (x,), también converge y lim,, ., z, = .
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Solucidn: Sea una sucesiéon de Cauchy (x,), € X. Entonces,

Ve>0 INeN:Vnm>N, p(xn, ) <¢. (3.7.5)

1. Tomando ¢ = 1 en (3.7.5) se tiene que para todo n > N, p(zy,zn) < 1.
Razonando como en el punto uno del Problema 3.10 se tiene el resultado.

2. Sea (zy, ) la subsucesién convergente a « € X. Entonces, por un lado que
Zn, — x Si k — oo, luego existe N > 0 tal que p(zy,,z) < /2 sin; > N, y, por
el otro, como, para todo k£ € N, n; > k, tenemos por (3.7.5) que para k > N
(que podemos tomar sin pérdida de generalidad igual que el N anterior) que
p(x, zpn,) < €/2. Pero entonces, para k > N

p($k7x> < p(mk,xnk) + p(.’L’nk,l‘) <g,

de donde se sigue el resultado. ]

Problema 3.14 Prueba que el espacio métrico trivial del Ejemplo 3.1.2 es
completo.

Solucién: Sea (z,), C X una sucesion de Cauchy del espacio métrico trivial del
Ejemplo 3.1.2. Entonces se tiene (3.7.5). Eligiendo ¢ < 1 cualquiera tenemos,
por la definicién de la métrica trivial, que VYn,m > N, p(z,,x,) = 0, luego
Yn,m > N, x, = x,,. Es decir, las inicas sucesiones de Cauchy de X son las que
son constantes a partir de cierto N, es decir, x,, = zny4+1 Vn > N. Luego, todas
las sucesiones de Cauchy son convergentes y su limite es 1 € X de donde se
sigue la completitud del espacio métrico trivial. ]

Problema 3.15 Prueba que los espacios métricos de los ejemplos 3.1.5—
3.1.7 son completos. ¢Y el del Ejemplo 3.1.8?

Solucién: Vamos a probar que R}, p > 1 es completo de donde se sigue el
resultado para los ejemplos 3.1.5-3.1.6. La prueba es esencialmente la misma
que la del Ejemplo 3.5.16 asi que solo daremos un esbozo de la misma.

Sea (z(®)),, ) = (:pgk),:pék), e ,mﬁf)) una sucesién de Cauchy. Entonces,
cualquiera sea ¢ > 0,

S M < vmeN, (3.7.6)
=1

con tal que & sea lo suficientemente grande. Pero entonces como todos los suman-
dos son positivos, podemos asegurar que, para todo m € N, ]xgk) — xEHm)] < g,
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y k suficientemente grande. Es decir, cada una de las sucesiones reales xgk),
k =1,2,...,n, es de Cauchy. Pero R es un espacio completo por lo que existe
limy oo xgk) = x; para cada i. Sea x = (1, 2,...,x,). Como xz(k) converge a x;
para cada i, tomando el limite cuando m — oo en (3.7.6) tenemos

n
k
Z|az£ ) — ;P < €P,
=1

i.e, p(x®), ) < e, sin es suficientemente grande. Luego hemos probado que z(¥)
converge a x y como z*) era una sucesién fundamental arbitraria, se sigue que

R? es completo.

Para el Ejemplo 3.1.8, i.e., para R”. el razonamiento es similar. De hecho, la
completitud para todos estos espacios se sigue del Teorema 4.3.2 que probaremos
en el préximo capitulo. ]

Problema 3.16 Prueba que el espacio métrico ¢ del ejemplo 3.1.11 es
completo.

Solucién: z(*) .= (xgk),x;k), .. ,x%k), ...) una sucesion de Cauchy. Usamos (3.7.5)
que, en nuestro caso, implica que sup;cy |x§k) — x§k+m)| < g, luego Vi € N,
|x§k) — x§k+m)] < g, i.e., cada una de las sucesiones ngk)’ k=1,2,...,n,esde

Cauchy. Pero R es un espacio completo por lo que existe limy_, :cgk) = x; para

cadai. Sea x = (z1,z2,...,Ty,...). Probemos que = € ¢*°. Para ello notemos que
para todoi € N
k k
2l < Jas — 2] + |2,

pero para cada i € N, (x(k)

., /) es de Cauchy, luego es acotada, y si elegimos k su-

ficientemente grande, podemos hacer |z; — xgk)] suficientemente pequefio, luego
(z;); es una sucesion acotada, luego = € ¢°°. Finalmente, como para todo i € N,
|x; — xgk)| es suficientemente pequefio, entonces sup;cy |¢; — xgk) |, también lo es,
luego z(*) — x. Como z(¥) era una sucesién arbitraria de Cauchy, /> es comple-
to. [

Problema 3.17 Prueba que el espacio métrico definido en el Ejemplo
3.1.13 es completo y separable.

Solucion: Sea X el espacio de las sucesiones reales con la métrica

o

1z — )
= e 3.7.
p(z,y) ;1 IR r— (3.7.7)
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En primer lugar, como la funcién f(z) = z/(1 + z) < 1 para todo = > 0, tenemos
que

Lodmmwl Ly, ZM 1< oo.

Jo =

V14w -yl T2 =
Por tanto, por el criterio de comparacion de Weierstrass 1.2.8 tenemos que la
serie anterior es convergente cualquiera sea la sucesion (x,, ), que escojamos.

Esta claro que p(x,y) > 0y solo es cero si x = y. Ademads p(z,y) = p(y, ).

Ademds f(z) es creciente para x > 0, luego, f(Ja 4+ b|) < f(Ja| + |b]) ¥, por tanto,
tomando a = z; — y; y b = y; — z;, obtenemos

o0

p(mz):zi |z; — 2] :ii |z — yi + 5 — %]
B el R B 2 B ol C R Vo VR

<ii |z —yil +lys — 2zl
T 2+ oy =yl A+ Ly — 2l

o0 [e.9]

_Zl |z — vyl _|_Zi ly; — zj] <
j=1 2]1"“%_%‘4“%_%‘ 2J1+‘xj_yj|+‘yj_zj‘ N
1 |z —y — 1 |y — 2
Y i~ Zj
+ ———— = p(z,y) + p(y, 2).
22]1+|33J_3/J| ;2J1+|ZJJ—ZJ|

Luego la funcién (3.7.7) es efectivamente una métrica y nuestro espacio es un
espacio métrico.

Probemos que X es completo. Sea (z(™),, € X una sucesién de Cauchy. En-
tonces (3.7.5) implica que para todo ¢’ > 0 existe un NV € N tal que para todos

n,m> N,
(n)_x§m)’

<. (3.7.8)
Ahora bien, para cada k € N fijo y cualquiera sea ¢ > 0, tenemos'!, para todos
n,m> N,

< 1 =«
2j1+|x§n)_x§m)| 2614 ¢’

1
2k 1+6

para x > 0 lo anterior implica que para todo j € N, ]a:j — mj | < e. Es decir,

donde hemos elegido &’ = en (3.7.8). Como f es estrlctamente creciente

De hecho, de esta misma forma se puede probar que p(x,y) es suficientemente pe-
quefio si y solo si |z; — y;| es suficientemente pequefio para cada i, donde = = (x;); e

Y= (¥i)i-
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para cada j € N, las sucesiones (x(")

j
son convergentes. Sea xg.") — xj cuando n — oo. Estd claro que z € X. Tomando

el limite m — oo en (3.7.8) y usando que la métrica es una aplicaciéon continua
tenemos que p(z(™), z) < e sin es lo suficientemente grande, luego (™ — z € X,
y como (2(™),, era arbitraria, X es completo.

)n € R son de Cauchy y como R es completo,

Veamos ahora que es separable. Para ello definiremos el conjunto Q C X
de todas las sucesiones del tipo y = (q1,92, ---,¢n,0,0,...), para todo n € N,
donde para todo k, ¢, es racional (ver el Ejemplo 3.4.5)). Como ya vimos Q)
es un subespacio numerable. Probemos que () es denso en X. Sea una sucesion
cualquiera (z,,), € X. Entonces, para todo ¢ > 0 existe un N € N tal que

[e.e]

1 |l’]| 3
2. Tyl <7
j=N+1 i

Como Q es denso en R, entonces para todo xj, existe un racional g tan cerca
como se quiera, i.e., para todo ¢ > 0y todo k, |z — x| < /(2N). Luego existe
una sucesién q € @ tal que

N

3 1 |zj —yjl €

Y1tz —ul S

= Y1+ |xj -y

Entonces, para todo = € X podemos encontrar un ¢ € @ tal que

(2.9) il |z — gl ZN:1 [zj — yjl . i 1 |z <
plx,q) = — = —— — g,
= 2]1+|xj—qj| = 231—|—|xj—yj| j:N+12Jl+|xj|

i.e., para todo z € X, existe un g € @ tal que p(z,q) < ¢, luego @ es denso en X.
Como X contiene un subconjunto denso y numerable entonces es separable. m

Problema 3.18 Estudia bajo qué condiciones (sobre los «a; ;) la aplicacién
A : R" — R™ definida por el sistema de ecuaciones

yi:Zaijxj—Fbi, i:1,2,...,n,
7=1

es de contraccion en los siguientes casos

1. Si usamos la métrica del Ejemplo 3.1.5.

2. Si usamos la métrica del Ejemplo 3.1.6
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3. Si usamos la métrica del Ejemplo 3.1.8

Solucion: En el segundo caso tenemos R

n n n n
p(Ax, Ay) = > aija; +bi— > aiy; +bi| = Zam <
=1 [j=1 =1 =1 [j=1
Zn ‘?nl 7
<> lagtes—ul < 00" (i oot ) by - =
i=1 j=1 i=1 j=1

n

:ZJ max Iazjlzm — ] —azm — yj| = ap(z,y).

=1 7=1 7j=1

Luego A serd contractiva si o« = ) ;" | méx;—1,_n |a;| < 1.
Para el tercer caso

n

n n

Az. Ay) = ma b bl = mé A — )| <

p( &£, y) zgll,ax,n z;a2j$]+ i Z;aljyj—i_ i z:rrll,ax,n z;azj($] y]) =
j= — —

< Iax Z‘QUH% yjl < max Z max ’azJij yil =

= méax maX |am|]mj yjln =a max |z; —y;| = ap(z,y).
i=1,....,n j=1,.. j=1,...n

Luego, A serd contractiva si

1
a=n mix |a; ;| <1l mix |a;;| < —.
7.7_1 'I’L 7”.7 1» 7” n

Finalmente, en el primer caso, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz!?
en R"”, se puede comprobar que

n
Z laii*p(z,y),

ij=1

p(Az, Ay) = ZZGU (xj —y;)| <

=1 |j=1

, . n 2 . .y .

asi que si, \/> ;4 |aij|” < 1, nuestra aplicacion es contractiva. No obstante
debemos mencionar que si A es una matriz simétrica el resultado anterior se
puede mejorar usando el Teorema espectral para matrices simétricas. |

12‘22:1 arby| < \/22:1 ai \/22:1 bi
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Problema 3.19 Utiliza el Teorema del punto fijo para probar que el pro-
blema de valores iniciales asociado al sistema de ecuaciones diferenciales

y;(l‘) = fi(xayhy% S 7yn>’i = 17 -y N, yl(‘ro) = (yl)Ov s 7yn(x0) = (yn)07

tiene solucion tnica en cierto §-entorno de z,. Asumir que las funcio-
nes f; son continuas en cierta regién 2 de R"*! que contiene al punto
(o, (Y1)o, - - -5 (Yn)o), ¥ que se satisfacen una condicién de Lipschitz de la
forma

dK > 07 vxayiagi € Q7 |f(x7y17' e 7?Jn)_f(x7?]17 s 7?jn)| S Klirlléx |yl_g1’

..... n

Solucidn: La prueba consiste en adaptar la prueba del Teorema de Picard 3.5.35
para una ecuacidén a un sistema de ecuaciones.

Problema 3.20 Sea la ecuacién integral de Fredholm de 2° tipo

b
Flz) = A / K (2, 9)f(y)dy + hiz),

donde el niicleo K (x,y) de la ecuacién integral y 4 son funciones conocidas
y continuas en el cuadrado D = {(z,y) |z € [a,b], y € [a,b]}. Prueba que
en el espacio de las funciones continuas C([a, b]) con la métrica p(f,g) =
MéxXzelqp | f(2) — g(z)| (ver Ejemplo 3.1.9) la ecuacién anterior tiene una
tnica solucién si |A\| < (M (b—a))™!, donde M es el maximo de la funcién
|K(z,y)| en D. Ayuda: Utiliza el Teorema del punto fijo.

Solucidén: Sea el operador T : C([a, b)) — C([a,b]), definido por

b
Tf(z) = A / K(2,y)f(y)dy + h(z).

Tomemos en C([a, b]) la norma del maximo (supremo) de forma que tenemos el
espacio métrico completo C[%Ob}- Calculamos

b
Tf(2) — Ty(a)| = \A [ K~ )iy
b
<[ / K (2, 9)I1£ () — 9(9)ldy

b
<A / M- méx |f(y) — g(y)ldy
a yE[a,b}

= [A|M (b —a) méx |f(y) — g(y)I,
y€[a,b]
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donde M = méx, ,c(q | K (7,y)|- Luego

max |Tf(z) — Tg(z)| < [AM(b—a) max |f(y) — g(y)|

x€(a,b] y€la,b]

de donde se sigue que

p(Tf,Tg) < [AM(b—a)p(f,9) =ap(f,9), a=I|\NM(b-a).

Si |\ < (M(b— a))~!, entonces a € (0,1) y, por tanto, T' es un operador de
contracciéon en un espacio métrico completo, luego podemos aplicar el Teorema
de punto fijo de Banach 3.5.30 que nos asegura que existe una tnica funcién f*
tal que Tf* = f*, i.e.,

b
J (@) = A / K (2, 9)f* (4)dy + h(a),

por lo que existe una unica solucion a la ecuacion integral de Fredholm. ]

Problema 3.21 Prueba que la funcién f(x) definida sobre (0, 1) tal que
f(z) = 1/q si x = p/q (fraccién reducida) e igual a 0 si = es irracional
es continua en cada irracional de (0, 1) y discontinua en cada racional de
(0,1).

Solucion: La funcién propuesta se conoce como funcion de Thomae: f : R
[0, 1], definida como

1 .

- 511':86@, conp € Z,q € Nymed(p, q) =1,
fa) =11 !

0,

Estudiemos ahora su continuidad. Sea xy = g € Qconp € Z,q € N, coprimos.
Luego f(xg) = 1

Sea o € R\Q, arbitrario. Definimos z,, = x¢ + & € R\Q, n € N. Entonces
n

o0 —al = 5.y 1f@0) = ) = ¢

Luego x,, — xo pero f(x,) / f(zo), ¥, por tanto, f no es continua en ningun
racional.
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Veamos ahora la continuidad en los irracionales. Sea ¢ > 0 cualquiera, i € N
y 2o € [0,1]\Q, cualquiera. Por la propiedad arquimediana, existe » € N tal que
0 < 1/r <e,yexisten k; € N tales que

. k; k; +1
Vi=1,..,r setiene 0 < — < g < Z—,F )
2

Ahora definimos la minima distancia de xg a sus i-ésimas cotas como:

d; == ml’n{

Elijamos = € (xp — d,x0 + J). Si x es irracional, entonces f(z¢) = f(x) = 0. Si
x es racional con fraccion irreducible p/q, necesariamente ha de ser ¢ > r y, por
tanto:

k;
o — —
7

ki
xo — j '}, y sea 5:1ri1i1'2r{di}.

)

F(zo) — f(2)] = ; <lee

r

Asi concluimos que f es continua en los irracionales.

Problema 3.22 El Teorema de Baire 3.6.1 se puede probar a partir del
Teorema de las esferas encajadas 3.5.20 para ello hay que encontrar una
sucesion apropiada de esferas encajadas'®. Ello también se puede hacer
razonando de la misma forma que en la prueba presentada en el apartado
3.6 y mostrado que existe una esfera S; tal que S, C By pero que no
estd contenida en Bj.;. Usar esta idea para dar una prueba alternativa
del Teorema de Baire 3.6.1.

13Ver, e.g., G.E. Shilov, Elementary Real and Complex Analysis. Dover Publications, New
York, 1996.
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Capitulo 4

Espacios normados y espacios de
Banach

Man muss immer generalisieren (Uno debe siem-
pre generalizar).
Atribuida a Carl G.J. Jacobi

4.1. Espacios vectoriales

Definicidon 4.1.1 Sea V un conjunto de elementos cualesquiera y K el cuer-
po de los numeros reales R o complejos C. Definiremos en V las operaciones
suma “+” de dos elementos z, y de V y multiplicacién “-” de un elemento de
V por un niimero (real o complejo) o € K por un elemento de V. Diremos
que V es un espacio vectorial sobre K (real o complejo si K = R o K = C,
respectivamente), si se cumplen las siguientes propiedades (axiomas):

1. Para todos x e vy, vectores de V, el vector suma, w = x + y, también
es un vector de V y para todos x,y, z € V se cumple que:
azty=y+z
b) (z+y)+z=2+(y+2)
¢) Existe un elemento “nulo” de V, talque t + 0 =0+ =z

d) Cualquiera sea el vector = de V, existe el elemento (—z) “opues-
to” a z, tal que v + (—x) = (—z) + = = 0.

131
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2. Para todo z vector de V, el vector que se obtiene al multiplicar por un
escalar, w = « - x, también es un vector de V y para todos =,y € V,
a, B € K se cumple que:

a a-(zr4+y)=a-z+a-y
b) (a+8) - z=a-z+p-x
 a-(B-x)=(aB)

d 1l z=2x

Ejemplos.

1. El conjunto de los vectores de R" cuando la suma de dos vectores y
la multiplicacién por un escalar es la estandar.

2. El conjunto de las matrices m x n cuando la suma de dos matrices
y la multiplicaciéon por un escalar es la estdndar. Dicho espacio lo
denotaremos por R"™*",

3. El conjunto de los polinomios reales’ de grado a lo sumo n, que
denotaremos por PP, o sea,

P, ={pn(t)=ap+a1t+---+a,t", ao,..,a, nimeros reales.},

donde definiremos la suma de dos polinomios y la multiplicacién por
un escalar de la siguiente forma:

p(t)=as+art+---+ant”, qlx)=by+bit+---+b,t",
(p+q)(t) :==p(t) + q(t) = (ag + bo) + (a1 + by)t + -+ + (an + bp)t"™,
(a-p)(t) == ap(t) = (aag) + (aa)t + - - - + (ap)t"™.

Ademas, p, =0,siysélosiay=a; =---=a, =0.

4. El conjunto de las funciones continuas en el intervalo [a, b], que de-
notaremos por C(]a, b]), cuando la suma de dos funciones f y g y la
multiplicacién por un escalar « estan dadas por

(f+9)(t) = f(t) +9(), (- )(t):=a-[f().

IDe forma totalmente andloga se puede definir para el caso complejo.
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Definicidon 4.1.2 Sea V un espacio vectorial. Diremos que un subconjunto
H C V de elementos de V es un subespacio vectorial de V si H es a su
vez un espacio vectorial respecto a las mismas operaciones suma “+” y
multiplicacién “” que V.

Ejemplos.

1. Dado un espacio vectorial V, son subespacios vectoriales “triviales”
los subespacios H = {0} (conjunto que tiene como tnico elemento,
el nulo) y H =V (el mismo espacio vectorial).

2. ParaV = C([a,b]), H = P, es un subespacio vectorial, para cualquier
n =0, 1,2, ... entero no negativo.

3. ParaV =P,, H = P, es un subespacio vectorial para todo k < n.

Ejercicio 4.1.3 Prueba que los espacios (> y (* (p > 1) de los ejemplos
3.1.11 y 3.1.12, respectivamente, son espacios vectoriales.

Que la suma = + y € /> es inmediato. Para el caso de /P se sigue de la
desigualdad de Minkowski (3.1.3). Para la multiplicacién por un escalar es
inmediato. Finalmente, se puede comprobar mediante un célculo directo
que en cada caso se cumplen las propiedades de la Definicion 4.1.1. ]

Teorema 4.1.4 Un subconjunto H de elementos de V es un subespacio
vectorial de V si y solo si se cumple® que para todos x e y, vectores de H y
a, 8 € Kel vector w = ax + Py también es un vector de H.

2Usualmente se impone ademds que el elemento nulo de V pertenezca a H, pero
eso se deduce de la condicién w = ax + By € H tomando oo = 5 = 0.

La demostracion es inmediata de la definicidn de subespacio vectorial.

Definamos ahora la envoltura lineal span (vy, vy, ...,v,) de los vectores
U1, V3, ..., U, como el conjunto de todas las combinaciones lineales de dichos
vectores:

p
span (v, Vg, ..., Up) = Zakvk ar, €K, k=1,2,...,p
k=1

Usando el teorema anterior se deduce el siguiente
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Teorema 4.1.5 Dado un conjunto de vectores {vy, vs, ..., v, } de un espacio
vectorial V, el conjunto span (vq,vs, ..., v,) es un subespacio vectorial de V.
Dicho subespacio vectorial comunmente se denomina subespacio generado
por los vectores vy, vy, ..., Up.

Conjuntos linealmente independientes. Bases.

Un conjunto de vectores vy, vs, ...,v, de un espacio vectorial V se
denomina linealmente independiente si la ecuacién vectorial

2101 + Tav2 + - - + 2,0, = 0,

tiene como unica solucion la trivial z; = --- =z, = 0.

Un conjunto de vectores vy, v, ..., v, se denomina linealmente depen-
diente si existen los valores 1, x9, - - - , z,, no todos iguales a cero tales que
se verifique la ecuacién vectorial

T1U1 + Loy + - - - +3:pvp =0.

Se dice que un conjunto infinito de vectores es linealmente indepen-
diente si cualquier subsistema finito del mismo es linealmente indepen-
diente. En caso contrario se dice que el sistema es dependiente.

Las siguientes propiedades se pueden verificar facilmente:

1. Un conjunto S = {vy,vs,...,v,} de dos o mds vectores es linealmente
dependiente si y solo si al menos uno de los vectores del conjunto es
combinacion lineal de los demds.

2. Un conjunto S = {vy, va, ..., v, } de dos o mds vectores de V con alguno
de los vectores v; = 0 (1 < ¢ < p) es necesariamente un conjunto de
vectores linealmente dependientes, o sea si alguno de los vectores de
S es el vector nulo entonces S es un conjunto de vectores linealmente
dependientes.

3. Dos vectores vy, y vy de V son linealmente dependientes si y solo si
son proporcionales, es decir, si existe un escalar « tal que v; = avy 0
Vo = (XU1

Los vectores linealmente independientes de un espacio vectorial jue-
gan un papel fundamental en el estudio de los sistemas lineales gracias a
la siguiente definicion:
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Definicidon 4.1.6 Dado un subespacio vectorial H del espacio vectorial V
diremos que el conjunto de vectores B = {by, by, ...,b,} de V es una base de
H si

i) B es un conjunto de vectores linealmente independientes

ii) H = span (by,bo, ..., b,), 0 sea, B genera a todo H.

En particular si H coincide con V, entonces B es una base de todo el espacio
vectorial V.

Por ejemplo, si tomamos una matriz n x n invertible, entonces sus
columnas ay, ..., a,, son linealmente independientes y ademads se tiene que
R™ = span (ay,...,a,). Por tanto B = {ay,...,a,} es una base de R™. En
particular, si A = I,,, la matriz identidad n x n, las columnas ey, es, ..., €,
de la misma son una base de R" la cual se conoce como base candnica de
R™.

Otro ejemplo lo constituye el conjunto de vectores S = {1,¢,¢2,...,t"}
del espacio vectorial IP,,. Es facil comprobar que dichos vectores son lineal-
mente independientes y que span (1,¢,¢%,...,t") = P,. S se conoce como
la base canénica de P,,.

El siguiente teorema es de gran importancia en las aplicaciones.

Teorema 4.1.7 Si un espacio vectorial V tiene una base de n vectores B =
{b1,bs, ..., b, }, entonces cualquier conjunto con mds de n vectores de V es
linealmente dependiente. Mds aun, si un espacio vectorial V tiene una base
de n vectores B = {by, b, ..., b, }, entonces cualquier otra base de V tendrd
que tener n vectores de V.

Por tanto, el menor numero de vectores linealmente independientes
que generan un espacio vectorial es una propiedad intrinseca de dicho
espacio. Dicho niumero se denomina dimension del espacio vectorial.

Un espacio vectorial es de dimensién finita n si V estd generado por
una base de n elementos, es decir, si V = span (by,...,b,), donde B =
{b1,...,b,} es una base de V y lo escribiremos de la forma dim VV = n. En el
caso que V = {0} sea el espacio vectorial nulo, dim{0} = 0. Si V no puede
ser generado por una base finita de vectores, entonces diremos que V es
de dimension infinita y lo denotaremos por dim V' = oo.

Asi, dimR™ = n, dimP,, = n + 1, dim C'([a, b]) = 0o, y dim ¢ = oc.
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4.2. Espacios normados y de Banach

Definicidn 4.2.1 Un espacio vectorial X se denomina espacio normado si
para todo = € X existe un nimero real denominado norma, y que denota-
remos por ||z||, que cumple con las condiciones

1. Para todo x € X, ||z|| > 0y si ||z|| = 0 entonces = = 0.
2. Paratodo x € Xy A € R, || \z|| = |Al]|z|],

3. Para todos x,y € X se tiene la desigualdad triangular

lz +yll < [lzll + llyll- (4.2.1)

Es evidente que si en un espacio normado X definimos la funcién p(z,y) =
||z —y||, esta satisface los axiomas de la Definicién 3.1.1, i.e., todo espacio
normado es un espacio métrico. La funcién p anterior se denomina métrica
inducida por la norma.

Definicidon 4.2.2 Un espacio normado completo (en la métrica inducida
por la norma) se denomina espacio de Banach.

Ejemplo 4.2.3 X = R" (C") el espacio de las n-tuplas © = (x1, 23, ..., T,)
con la norma ||z|| = v/>_;_; |zx|? es un espacio de Banach.

Ejercicio 4.2.4 (Qué ocurre con X = R™ (C") si usamos las normas

,,,,,

En ambos casos los correspondientes espacios son de Banach. ]

Ejemplo 4.2.5 Sea X = C(]a, b)) el espacio de las funciones continuas de-

1/
finidas sobre el segmento |a, b] y definamos la norma || f||= (fab |f(x)|p> p,

p > 1. Este espacio es un espacio normado pero no de Banach (épor qué?).

Ejemplo 4.2.6 Sea X = C(]a, b)) el espacio de las funciones continuas de-
finidas sobre el segmento [a, b]. Definamos la norma | f|| =méx,cq4|f(2)|.
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Este espacio es un espacio de Banach.

Ejemplo 4.2.7 Sea X el espacio de las sucesiones x = (1, Ta, ..., Ty, ...)
tales que > ;- | |zx|P < 400 con la norma ||z|| = (3,0, |z, P)YP, p > 1.
Dicho espacio lo denotaremos por ? y es un espacio de Banach.

Ejemplo 4.2.8 El espacio X de las sucesiones x = (1, g, ..., %y, ...) Aco-

tadas con la métrica ||z|| = sup,ey |zk|, €s un espacio de Banach (ver el
Problema 3.16).

Esta claro que todo espacio normado es un espacio métrico con la mé-
trica inducida por la norma. Una pregunta inmediata es si el reciproco
es cierto, es decir, si todo espacio métrico es normado. Para responder a
esta pregunta consideremos el espacio X de todas las sucesiones reales

x = (x1,22,...,%y,,...) con la métrica (ver Ejemplo 3.1.13)
p(x y)zii |l'j—yj| '
=21+ | -yl

Esta métrica no puede ser inducida por ninguna norma ya que de ella
nunca podremos obtener la propiedad 2 de la Definicién 4.2.1. De hecho
una consecuencia inmediata de dicha definicion es el siguiente lema:

Lema 4.2.9 Sea X un espacio normado. Entonces, la métrica p inducida
por la norma satisface las siguientes condiciones:

p(x+2,y+2)=p(@,y),  pAz, \y) = |A|p(z,y).

Los espacios normados son espacios métricos con la métrica p inducida
por la norma p(z,y) = ||z —y|| y por tanto en ellos podemos definir la con-
vergencia de sucesiones, sucesiones de Cauchy, etc.. Ademas, al tener una
estructura algebraica podemos definir, entre otras cosas, las series.

Definicion 4.2.10 Dada una sucesion de elementos (x,), de un espacio
normado X definiremos la sucesion de sumas parciales (s,)n

n
sn:Zxk, Vn € N.
k=1
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Si s, converge (en norma) a cierto s € X, cuando n — oo, diremos que la
serie es convergente en X y s es su suma. Si converge la serie > ;_, ||z,
diremos que la serie converge absolutamente.

Teorema 4.2.11 Sea X un espacio de Banach (normado y completo). En-
tonces toda serie absolutamente convergente es convergente.

Demostracién: Sea (z,), absolutamente convergente, i.e., la serie numé-
. . —
rica ;7 ||z, converge. Entonces, obviamente Y ;% . [z, = 0, o

equivalentemente, su sucesién de sumas parciales ($,,),, es de Cauchy; i.e.,

Ve >0, N €N |Vn > N,Vp eN, [8,1p,— 5| = || Tns1ll+- -+ |znsp] <e.

Entonces, para todo ¢ > 0, existe un NV € N tal que, para todon > Ny
todo p € N,

n+p n—+p
lsn = swapll = | D @l < D Nl <,
k=n+1 k=n+1

es decir, la sucesién (s, ), de las sumas parciales es fundamental. Como X
es completo, entonces existe un s € X tal que lim,,_,., s, = s. [ ]

El teorema anterior no es cierto si X no es completo. Como ejercicio se
proponemos al lector que encuentre un contraejemplo.

Ejemplo 4.2.12 Prueba que si X es un espacio normado, entonces toda
serie absolutamente convergente es convergente si y solo si X es completo.

Si X es completo se sigue del teorema anterior que si la serie es abso-
lutamente convergente es convergente. Probemos el reciproco, i.e., asu-
mamos que toda serie absolutamente convergente es convergente. Sea
(x,)n una sucesion de Cauchy cualquiera, i.e.,

Ve >0, NN, Vn>N,V¥peN, |z, — oyl <e.

Entonces, existe (¢por qué?) una sucesion creciente de nimeros natura-
les (ny)x tales que ny < ny <mng < ---

1
|Zngss = Tne || < 7 k=1,2,3,....
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Ademas, la serie
(o.] o 1
Z Hxnk+1 - xnkH S Z 2_k < +00.
k=1 k=1

Entonces, la serie >/, (zn,,, — Zn,), converge a cierto = € X. Pero
esta serie es una serie telescopica, y sus sumas parciales son tales que

Z(ajﬂkﬂ - xnk) =Tpy —Tpy 7 X

N
k=1

y, por tanto,

I
NE

(x"k’-kl o xnk) = kh_)rgo(xnk - $n1) = klggo Tny =T + Ty,

B
Il

1

es decir, la sucesidn (z,, ), es convergente, pero entonces la sucesioén ori-
ginal (z,), también converge (ver el punto 2 del Problema 3.13). Como
(x,)n era una sucesion arbitraria de Cauchy, entonces X es completo. =

Definicidn 4.2.13 Sea X un espacio normado y sea M un subespacio vec-
torial de X. Si M es un espacio normado con la norma de X restringida a
M se dice que M es un subespacio de X. Si M es cerrado en X entonces se
dice que es un subespacio cerrado.

Definicion 4.2.14 Sea X un espacio normado. Sea (e,), una sucesion de
elementos de X tal que, para todo x € X, existe una tnica sucesion de
n—o0

escalares (o, ), tales que ||z — (one; + - - - + ayey,)|| — 0. Dicha sucesion
se denomina base de Schauder.

Ejemplo 4.2.15 Sea X el espacio (* de las sucesiones y sea (e,,), la sucesién
definida por ex = (0,1);, i.e., la sucesion de vectores de (P con 1 en la
posicion i = ky O en el resto es una base de Schauder.

En efecto, para todo x € (P tenemos x = (x1, %2, T3,..., Ty, .. ). Sea




140 Capitulo 4. Espacios normados y espacios de Banach

Sp = Y n_y Qr€r, CON oy = x), para todo k € N. Como = € (7, entonces

& 1/p
lim ||s, — s|| = lim Z |z |P 2 0.
n—oo n—oo
k=n-+1

Estd claro que la sucesién de escalares (), es Unica. Para ello basta
notar que, en general, la distancia

n o
s = sllP = low —2xlP + > |zl
k=1 k=n+1

solo se puede hacer tan pequefio como se quiera si «; = z; para todo
jeN. [

Proposicion 4.2.16 Si un espacio normado X tiene una base de Schauder;
entonces es separable.

Demostracion: Por simplicidad asumiremos el caso real. i.e., K = R (el
caso complejo se deja como ejercicio). Sea (e, ), una base de Schauder en
X y sea el conjunto

N
Y = ?/:Z@@jaNGN, G;eQ, 7=1,2,...,N »,

J=1

i.e., el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas con coeficientes
racionales de elementos de la base (e,),. Obviamente Y es numerable
(pues Q lo es). Sea = € X cualquiera y sea ¢ > 0. Como (e,),, es una base
de Schauder entonces existen ay, as,...,ay € R tales que

N

19

T — E a;e; <§.
i=1

Como QQ es denso en R, entonces existen 1, (s, .. ., Sy € Q tales que

£

= B < ==
|a] 5J| 2NH€]H
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Entonces, para todo z € X existe un y = Zjvz 1 Bjej € Y, tal que

N
le —yll = [z = Bey|| = x—zageﬁz
Ji=1 Ji=1

N N

<llr— Z aje;ll + Z
J;l . =1

<z =D aje Z — Billlesll < e
i=1 i=1

El reciproco no es cierto en general. P.H. Enflo en 1973 encontré un
espacio de Banach, separable que no tiene ninguna base de Schauder.

Finalmente debemos mencionar que todo espacio normado se puede
completar y convertirlo en un espacio de Banach. De hecho como conse-
cuencia directa del Teorema 3.5.26 se tiene el siguiente teorema:

Teorema 4.2.17 Sea (X, |[.||) un espacio normado. Entonces existe un es-

pacio de Banach X y una isometria Ade Xen W C X, tal que W es denso
en X. Ademds, X es tinico excepto isometrias.

4.3. Espacios normados de dimensidn finita

Comenzaremos con un lema técnico.

Lema 4.3.1 Sean n vectores cualesquiera z1, ..., x, linealmente indepen-
dientes de un espacio normado X. Entonces, existe un nuimero real ¢ > 0
tal que cualesquiera sean los escalares a, . ..,

larz: + -+ + anxn|| > c(laq] + - - + |aw)). (4.3.1)

Demostracion: Sea s = |ay| + - - - + |a,|. Si s = 0 el lema es trivial asi que
asumiremos s > 0. Dividiendo por s 4.3.1 se sigue que 4.3.1 es equivalente
a probar que si z4, ..., r, son linealmente independientes, entonces existe
un numero real ¢ > 0 tal que cuales quiera sean los los escalares f, ...,

By con 3k [Bel =1
[Brar + - -+ + Bazal| > c.
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Supongamos que la desigualdad anterior es falsa. Entonces ha de existir
(¢por qué?) una sucesién (y,,)., C X tal que

g = B B, Y IB =1y gl "0,
k=1

De la condicién ), _, | 51§m>| = 1 se sigue que las n sucesiones numéri-
cas ( ,gm))m, k =1,...,n, son acotadas. Sea la sucesion (5§m))m acotada,

entonces por el Teorema de Bolzano-Weierstrass de ella se puede extraer

.y ) J—oo .
una subsucesidén convergente ﬁfm]) X B,. Escojamos de cada una de las

sucesiones restantes ( ,im))m, k = 2,...,n, con las subsucesiones defini-

das por los indices m; de antes. Entonces la sucesién (Bémj )) ; es acotada
y por Bolzano-Weierstrass de ella se puede extraer una subsucesién con-

vergente /65]’) % B,. Ademas, si escogemos los indices j; definidos por

e .7 j l— s / .
esta sucesion, la subsucesion (BE“)) i = 31 (épor qué?). Continuando es-

te proceso n veces tenemos que existe una subsucesion de indices /; tales
que B,g )y Bk para todos los k = 1,2, ...,n. Ademads, dicha sucesién de
indices define una subsucesién (y;,); de (v, ) tal que

l; l;) i—o0
Y, = E 5;(6 Ja, 5;5 ) 2% 3,
=1

Luego
Zlilgloyzi = Zﬁkxk =Yy Z |Br| = 1.
k=1 k=1

De lo anterior se sigue que no todos los 3, pueden ser ceros al mismo
tiempo. Como los vectores z, ..., x, son linealmente independientes y
no todos los /i, ... 3, son cero, entonces y # 0 (épor qué?). Ahora bien,
como la norma es una aplicacién continua (ver Problema 4.2), entonces
se tiene

limy, =y = lim [y, ]| = [yl
71— 00 1—00
m—0o0 ,
pero como ||y,,|| — 0, entonces lim; , ||y, || = 0, luego |y|| = 0 de
donde se sigue que y = 0 lo cual es una contradiccion. ]

Como corolario tenemos el siguiente teorema de completitud:
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Teorema 4.3.2 Todo subespacio M de dimensiodn finita de un espacio nor-
mado es completo. En particular, todo espacio normado de dimension finita
es completo.

Demostracién: Sea (y,,),, una sucesién de Cauchy arbitraria de M. Sea
dim M = n. Entonces para todo y,, € M, existen los nimeros (tinicos)

m ok = 1,2,...,n, tales que y,, = > ,_ lozk Je,.. Como (Ym)m €s de
Cauchy, entonces, por un lado

Ve>0, AN eN, |Vm >N, VpeN, ||[Ym — Un+pll <&,

y por el otro, existe un ¢ > 0 (por el lema anterior) tal que

n

e> Y (=" | = > oy m”r:»Z\ak (") < =
k=1

)
C
k=1

, las sucesiones (a;’“)m son de Cauchy y, por tanto, convergen (los

a,(gm) son numeros reales o complejos), a ciertos ay, £k = 1,2,...,n. Sea

y =Y ,_, aje; € M. Entonces

n

lym = yll = | (0™ — an)ex <Z|a — aylex]] =30,

k=1

lo que implica que lim y,, =y € M, i.e., M es completo. ]
m—0o0

Corolario 4.3.3 Todo subespacio M de dimension finita de un espacio de
normado (en particular de Banach) X es cerrado en X.

Demostracion: M es en si mismo un espacio normado y por hipdtesis
es de dimensidn finita, luego, por el Teorema 4.3.2, es completo. Pero si
M c X es completo, entonces repitiendo la demostracién de la primera
implicacion del Teorema 3.5.14 se sigue que M es cerrado en X. Ver Nota
3.5.15. ]

El siguiente ejemplo muestra que la condiciéon de dimensién finita no
se puede eliminar.
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Ejemplo 4.3.4 Sean los vectores linealmente independientes x, ..., x, €
X, X espacio normado y sea M = span (zy,xs,- - ,x,). Dado que M C X
es de dimension finita, el corolario anterior 4.3.3 implica que M es cerrado.

Veamos que, efectivamente, la condicién de dimensién finita es esen-
cial. Para ello consideremos el espacio Cfy,, del Ejemplo 4.2.6 y sea
M = span (1, T2, To, - - ), donde z,, := x,(t) = t"!, i.e., M es el espa-
cio de todos los polinomios de cualquier grado. M no puede ser cerrado
pues hay infinidad de funciones continuas que son puntos de acumula-
cion de M pero no pertenecen a M. Por ejemplo, si elegimos f(t) = €,
entonces, usando el Teorema de Taylor tenemos que P,(t) = >°;_, L, es
tal que

egtn—i—l

(n+1)!

e
- = 0,£€(0,1),

L—P,(t)|| = méx |e'—Py(t i
le =P (t)]] = mdx |e'—P,(t)] = mdx CF)

t€0,1] - t€[0,1]

cuando n — oo, luego ¢’ es un punto de acumulacién de M pero obvia-
mente no es un polinomio, luego M no puede ser cerrado. [

Definicién 4.3.5 Una norma || - || en un espacio vectorial X es equivalente
a otra norma || - ||’ si existen dos niimeros reales a, b positivos (a > 0, b > 0)
tales que para todo x € X

allz|” < [lz] < bl

Ejercicio 4.3.6 Sea X un conjunto dado y sean || - || y || - ||" dos normas
equivalentes definidas en X. Prueba que toda sucesion de Cauchy en (X, ||-||)
siysolosiloesen (X, | -]|'). ¢Qué consecuencia tiene esta propiedad?

Esto es una consecuencia inmediata de la definicion anterior dado que
si dos normas son equivalentes entonces, si para todo ¢ > 0 tan pequefio
como se quiera se tiene ||z, — z,,,||" < €, entonces la distancia ||x,, — z,,|| <
be, seguira siendo tan pequefla como se quiera. En otras palabras, todas
las definiciones que involucran la norma no se ven afectadas si cambiamos
una norma por otra equivalente, por ejemplo no solo las sucesiones de
Cauchy seguiran siendo de Cauchy, sino que las propiedades topoldgicas
de los espacios y sus subespacios no cambian, etc. ]
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Teorema 4.3.7 Sea X un espacio vectorial de dimensidn finita. Entonces
cualquier norma || - || en X es equivalente a cualquier otra norma || - ||" en
X

Es decir, en cualquier espacio normado de dimensidn finita la convergen-
cia (o divergencia) de sucesiones es independiente de la norma.

Demostracion: Sea dimX = n y sea ey, ..., ¢, una base de X. Entonces

para todo z € X existen (y son unicos) los nimeros a, ..., «, tales que
n

x =) ., aje;. Entonces, por el Lema 4.3.1

lo] > ellon] + -+ lanl) = Jaa] 4+ + o] < .

Pero

=" = Z%eg =< ZI%HI%H < méx [|e;| ZI%I < - \xll

donde hemos denotado por £ al maéx; ||e;||. Intercambiando las normas
obtenemos ||z|| < ’Z—,'||x|\’, de donde se sigue el resultado. n

Ya vimos en el apartado 3.5 que en un espacio métrico todo subcon-
junto compacto (Definicion 3.5.5) era cerrado y acotado (Lema 3.5.7) y
también vimos que el reciproco no es cierto (ver también el Problema
4.18). Esta afirmacion obviamente es valida para los espacios normados
al ser estos espacios métricos con la métrica inducida por la norma. Sin
embargo, si el espacio normado es de dimensién finita, entonces todo ce-
rrado y acotado es necesariamente compacto. Asi tenemos el siguiente
teorema:

Teorema 4.3.8 En un espacio normado X de dimension finita, todo sub-
conjunto M C X es compacto siy solo si es cerrado y acotado.

Demostracion: Si M es compacto entonces, por el Lema 3.5.7, es cerrado
y acotado. Probemos el reciproco. Sea M cerrado y acotado. Probemos
que M es compacto. Sea n = dimX y sea ey, ..., e, una base. Sea (z,,),
una sucesién de elementos de M, entonces z,, = 37, a!™e, € X. Como
M es acotado, x,, también lo es, i.e., existe K > 0 tal que, para todo
m €N, ||z,|| < K, luego, por el Lema 4.3.1 tenemos que

K > ||zn] = Zak en|| > cZ\a,&m)
k=1
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Luego las sucesiones (a,&m))m son acotadas para cada k y, por tanto, existe

una subsucesién convergente (Lema de Bolzano-Weierstrass) a «y, para
todo k = 1,2,...,n —debemos hacer una construcciéon similar a la de la
prueba del lema 4.3.1-. Asi, existe una subsucesion (z,, ), que converge a
=) ,_, agex. Como M es cerrado = € M. Luego toda sucesién (z,,), de
m tiene una subsucesién convergente en M, i.e., M es compacto. [

4.4. Aplicaciones lineales

Gracias a la estructura algebraica de los espacios normados podemos
definir un caso particular de gran importancias de los operadores discuti-
das en el apartado 3.2: las aplicaciones lineales. Como alli D(7") denotard
el dominio (que asumiremos es un subespacio vectorial de X) de la apli-
cacion 7' e J(T') la imagen de 7. Asumiremos que los espacios X e Y son
espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K (R o C) y que tenemos el ope-
rador A: D(T) Cc X — Y.

Definicién 4.4.1 Una aplicacién (operador) A : D(T) C X +— Y es lineal
si para todos o, f € K, y todos z,y € D(T)

T(ax + By) = o1 (x) + BT (y).

Veamos algunos ejemplos de operadores lineales:

Ejemplo 4.4.2 El operador identidad [ : X — X, y = Ix = x para todo
r e X

Ejemplo 4.4.3 El operador nulo © : X — Y, y = Ox = 0 para todo
reX

Ejemplo 4.4.4 Sea P el espacio de los polinomios reales p(t) (o complejos)
de cualquier grado. Definamos el operador D : P — P, y(t) = Dp(t) = p'(t)
que denominaremos operador derivacion (o derivada).

Ejemplo 4.4.5 El operador T' : R" +— R™, y = Tx = A -z, donde A
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es una matriz n x m, = e y son los correspondientes vectores de R™ y R™
respectivamente, y “-” denota la multiplicacion usual de matrices.

Ejemplo 4.4.6 Sea C([a,b]) el espacio de las funciones continuas f(t). De-
finamos el operador M : C([a,b]) — C([a,b]), y(t) = M f(t) = tf(t) que
denominaremos operador multiplicacion por t.

Definicién 4.4.7 Llamaremos espacio nulo o niticleo de T al espacio N (T')
de todos los vectores x € D(T) tales que T'x = 0.

Teorema 4.4.8 Sea T : X — Y una aplicacion lineal. Entonces

1. J(T) es un subespacio vectorial de Y.
2. Sidim D(T) = n < oo, entonces dimJI(7T") < n.

3. N(T) es un subespacio vectorial de D(T).

Demostracién: 1. Sean yy,y> € J(T). Entonces existen z,, xo € D(T') tales
que y; = T'r1 e y, = Tx. Como T es lineal, entonces para todo «, 5 € K,

IT) > T(azy + Brg) = aTxy + BTxs = ays + Bya,
y obviamente 70 = 0. Luego por el Teorema 4.1.4, J(T") es un subespacio
vectorial de Y.

2. Sean y1,...,yns1 € I(T), n + 1 vectores. Existen n + 1 vectores
Z1,...,Tny1 de D(T) talesque Twy = yi, k = 1,...,n+1. Como dim D(T) =
n, existen n+1 numeros «q, . . . , &, +1 no todos nulos tales que ZZ:} ORTE =
0 (épor qué?). Pero T es lineal luego

n+1 n+1 n+1
T (Z Otwk) =Y aT(wy) = > oy =0,
h=1 k=1 k=1

i.e., los vectores y1,...,y,+1 € I(T) son linealmente dependientes, por
tanto dimJ(7T") < n.
3. Este apartado es similar al primero y se deja como ejercicio. ]

Una pregunta natural e importante que surge al estudiar los operado-
res lineales es saber cudndo existe el operador inverso. El siguiente resul-
tado responde a dicha cuestion:
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Teorema 4.4.9 Sea T : X — Y una aplicacién lineal con D(T) C Xy
J(T') C Y. Entonces

1. Existe la aplicacién inversa T~ de T, si y sélo si Tx = 0 implica
x = 0.

2. Siexiste T~!, entonces T~! es lineal.

3. SiT esinvertibley dim D(T') = n < oo, entonces dim J(7') =dim D(T)

= n.

Demostracion: Ante todo recordemos que para que una aplicacion tenga
inversa ha de ser inyectiva, i.e., z; # xo = Tz # Txs, 0, equivalentemen-
te, T, =Tx9 = 11 = 9.

Comenzaremos probando 2. Supongamos que existe 7 !. Probemos
que paratodos y1,y2 € J(T) vy, B € K, T~ ay,+Py2) = oT Ly + 8T Lys.
Como existe T~!, entonces, para todos y;,y, € J(T) existen 1, o € D(T)
tales que z; = T 'y, y 22T 1y, luego y; = Tx1 y y» = T'wo. Como T es
lineal

T(axy + Bxg) = aTxy + BTxs = ay; + Bys.

Si le aplicamos el operador T~! a la ecuacién anterior nos queda

T Yoy + Byz) = amy + Bas = oT 'y + BT 'y

Probemos ahora 1. Supongamos que 7'z = 0 implica z = 0. Entonces,
cualesquiera sean x; y x, tales que T'z; = Tz, tenemos

O0=Tx); —Try=T(xr1 —13) = x4 —22=0 = x1=uy,

i.e., T es inyectiva, luego existe su inversa 7. Por el contrario, si T' tiene
inversa entonces 7! es lineal (por el apartado 2.) asi que tomando 7!
en la ecuacién Tz = 0 obtenemos z = 710 = 0.

Probemos 3. Por el Teorema 4.4.8 dimJ(7") < dim D(T'). Si aplica-
mos el mismo teorema a la aplicacién lineal 7! obtenemos dim J(7 ') =
dim D(T) < dim D(T1) = dim I(T), i.e., dimJ(T) > dim D(T), de donde
se sigue el resultado. ]
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Ejemplo 4.4.10 Sea T : X — Y una aplicacion lineal y supongamos que
dim X = n < oco. Prueba que dim X = n = dim A[(T) + dim I(T").

Sea ey,...,er, k < n una base del nacleo A[(7') de T. Completemos
dichos vectores con los vectores linealmente independientes e, 1, ..., e,
de X tales que ep,e,,...¢, sean una base de X. Probemos que Te;, 1,

. Te, es una base de la imagen J(7") de 7. Ante todo notemos que
span (Texy1, ..., Te,) = I(T). En efecto, para todo y € J(T) existe un
reDT)cXtalquey =Tz,

y=Tx =T(r1e14 - Fxpept+rpi1epr1+Tnen) = 0+xp 1 Tepi1+. ..z, Tey,.

Probemos ahora que son linealmente independientes. Supongamos que
no lo son, entonces existe al menos un z; # 0, j =k +1,...,n, tal que

Tplepr+ -+ z,Te, =0 =  T(xpiiep1+ -+ xpe,) =0.

Pero entonces z = 16541 + -+ + zpe, € N(T), lo cual indica que
z = 0 (pues z es combinacidén lineal de vectores que no pertenecen al
nucleo). Pero entonces los vectores ¢, 1, ..., e, son linealmente depen-
dientes lo cual es una contradiccion, i.e., los vectores Te;,1,...Te, son
linealmente independientes y, por tanto, son una base de J(7"). Entonces
dim A(7T) = ky dimIJ(T) = n — k, de donde se deduce el resultado. m

Ejercicio 4.4.11 Sea T : X — Y una aplicacién lineal y supongamos que
dimX = dimY = n < oo. Prueba que J(T) = Y si y sdlo si T~ existe.
Ayuda: Usa el resultado del ejemplo anterior.

Este resultado no es cierto para dimension infinita. En efecto, sea X el
conjunto de las funciones infinitamente derivables en R. Sea D : X — X
y(t) = Dz(t) = 2/(t) (derivada). Para cada y(¢) € X podemos definir
a(t) = [ y(r)dr, de forma que 2'(t) = y(¢) en R, i.e, J(D) = X. Pero
Dz = 0 no implica x = 0, ya que z/(t) = 0 para toda funcién constante,
no necesariamente nula, es decir, no existe el inverso de D (ver el punto
1 del Teorema 4.4.9).

Definicidon 4.4.12 Sean X e Y dos espacios normados y sea el operador




150 Capitulo 4. Espacios normados y espacios de Banach

T:D(T) C X+ Y lineal. T es acotado si existe ¢ > 0 tal que

ITz| < cl|zll, V€ D). (4.4.1)

Nota 4.4.13 En la definicidn anterior se sobrentiende que ||x|| es la norma
en Xy ||Tz|| esen Y.

De la definicién anterior se sigue que si 1" es acotado, entonces para

todo = # 0,
T2 _

[

Vo € D(T), x #0. (4.4.2)

El menor valor de ¢ para el cual (4.4.1) se cumple lo denotaremos por || 7’|
y se denomina norma del operador lineal T. Tomando supremos en z # 0
en (4.4.2) e infimos en ¢ tenemos

| Tz
= < T
zeX\{0} ]|

Por otro lado, para todo y # 0

Izl 1Tl
zeX\{0} [Eal

?

[yl

luego || Ty|| < ¢|ly|| por lo tanto

T
1T = fuf{e - Tyl < clloll, VyeX}<d= sup L2l
zex\foy [|2]
de donde se sigue que
Tx
im) = s s 7y = sup ) (4.4.3)
vex\(o} |zl 2{=1

SiT = 0 obviamente ||7’|| = 0. Ademds de (4.4.1), tomando infimos en
c se tiene

1Tyl
VweX, T—=<|Tl <= Tyl <7yl

Y|
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Ejercicio 4.4.14 Prueba que la cantidad ||T'|| definida en (4.4.3) es una
norma, es decir, se cumplen los axiomas de la definicion 4.2.1.

Usando (4.4.3) se sigue que ||T'|| > 0y solo vale cero si sup,_; [|Tz[| =
0, i.e., Tx = 0 para todo = € D(T), luego T = 0. Ademds, como (AT )z =
AMT'z) se sigue que sup,—; [[(AT)z|| = |A|sup = [|Tz]| = [A[|T]|. Final-
mente, como |[(T' + U)zx| < ||Tz| + ||Ux| para todo z € X, se tiene,
tomando supremos en ||z|| =1 que || T+ U|| < ||T|| + [|U]|. u

Ejemplo 4.4.15 El operador I del Ejemplo 4.4.2 es acotado y ||I|| =

El operador © del Ejemplo 4.4.3 es acotado y ||©| = 0. El operador D
del Ejemplo 4.4.4 es no acotado. En efecto, escojamos el espacio P en J =
[0, 1] e introduzcamos la norma ||p|| = méxc; |p(t)|. Como Dp(t) = p'(t),
entonces si escogemos la sucesion p,(t) = t", ||p.|| = 1, tenemos || Dp,|| =
n, luego ||Dpyl||/|lpnll = n, que obviamente no es acotada. Finalmente,
para el Ejemplo 4.4.5 de las matrices si usamos, por ejemplo, la norma

|| = (ZZ:1 |$k|2)1/2, entonces

[Tz < ell=]], = [I7°ll

donde ay; son los elementos de la matriz A.

Ejercicio 4.4.16 Sea el espacio Cian de las funciones continuas con la nor-
ma del mdximo del Ejemplo 4.2.6. Sea x(t) € Cgy y sean los los puntos
t; <ty < --- < t, pertenecientes [a, b]. Definamos el funcional

[ Cpy — R, f(z chxtk Cly...,Cn €R.
Prueba que f es lineal y acotado y que || f|| =1, :== > ;_, |cxl-

La linealidad se sigue facilmente de la definicién de f. Como R es un
espacio normado con la norma del valor absoluto, entonces

D < lenlle)] < max (0] lal =bllell = IF] < b
k=1 ’ k=1
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Dividamos el intervalo [a, b] en los subintervalos [a, t1], . . ., [t,, b]. Cons-
truyamos ahora una funcién z(t) de forma que Z(t;) = signo(cx), y sea
lineal entre los puntos (0, 0), (t1,signo (¢1)), ..., (tn,signo (¢,)) y (b,0) (ver
figura 4.1).

Obviamente ||Z(¢)|| = 1. Ademas

3

n

Z Ckf(tk)

k=1

ekl = Il = In,
k=1

11l = Sup [f(@)| = |f(2)] =

z||=1

de donde se deduce || f|| = l,.- n

>

#(t) 4
1

—1
Figura 4.1: La funcién Z(¢) con n = 6.

Teorema 4.4.17 Toda aplicacion lineal T : X — Y de un espacio normado
de dimension finita X en otro espacio normado cualquiera Y es acotada.

Demostracién: Sea dim X = n y sea (ey, ..., e,) una base de X. Para todo
reX,z =73 ,_, xxe,. Entonces

n
T E LK€
k=1

Por otro lado, usando el Lema 4.3.1 tenemos que existe un ¢ > 0 tal que

n n
Zxkek 202|ku.
k=1 k=1

[Tz =

n n
< > lwelliTer]l < masc || Tegl| Y lal-
k=1 k=1

] =




4.4. Aplicaciones lineales 153

Combinando ambas tenemos
. |||
|Tz]| < mgXHTekll—c = |[|Tz] <Az,

con vy = maxy ||Texl||/c. n

Para terminar este apartado probemos el siguiente teorema sobre apli-
caciones lineales continuas.

Teorema 4.4.18 Sea T' : D(T) C X +— Y una aplicacién lineal de un
espacio normado X a otro espacio normado Y. Entonces

1. T es continuo si y solo si T es acotado.

2. Si T es continuo en algiin xy € D(T), T es continuo en D(T).

Demostracion: Asumiremos que 7" no es el operador nulo.

1. Sea T acotado y sea z € D(T') cualquiera. Como 7T es lineal y acotado,
entonces
[Tz — To| = |T(z — xo) || < [| T[] — zol|

Entonces, para todo £ > 0, existe un § = ¢/||T|| > 0 tal que, para todo =
con ||z — xo|| <9, [|[Tx — Txol|| < ¢, i.e., T es continuo en D(T).

Sea T lineal y continuo en z, € D(T') cualquiera. Entonces para todo ¢ >
0, existe un § > 0, tal que, para todo = con ||z — zg|| < 6, ||Tx — Txo|| < e.
Sea y # 0 en D(T) cualquiera. Escojamos x tal que

J
x:x0+my:>x—xo y = ||z —x0|| < = [Tz — T <e.
)

2|y

Ademas, para dichos = tenemos, usando la linealidad de T, que

) ) 2e
HTa:—Ton=||T<a:—xo>||=HT sz Tyl <= = 179l < Eyll,
2[ly|l 2|yl d

luego T es acotado.

2. Noétese que en la segunda parte de la prueba anterior se probd que si T’
era continuo en un punto z, € D(7"), entonces era acotado en D(T"). Pero
entonces por la primera parte, al ser 7' acotado en D(7'), es continuo en
D(T). |
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Nota 4.4.19 El teorema anterior nos indica que la acotacién y continuidad
para las aplicaciones lineales son conceptos equivalentes.

Sea L(X,Y) el espacio de todas las aplicaciones lineales de X en Y,
X e Y espacios vectoriales. Definamos en dicho espacio la suma de dos
aplicaciones A+ B y la multiplicacidn por un escalar A de la forma habitual

VeeX, (A4 B)x=Az+ By, (M)x = \(Ax).
Con esta definicién es facil ver que £(X,Y) es un espacio vectorial (el
elemento nulo de £(XY) es el operador nulo).

Supongamos ahora que X e Y son espacios normados. Definamos el
subespacio B(X,Y) C £L(X,Y) de todas las aplicaciones lineales acotadas
(v, por tanto, segtn el Teorema 4.4.18, continuas). Entonces, como conse-
cuencia del Ejercicio 4.4.14 se sigue que B(X,Y) es un espacio normado.
De hecho, como veremos a continuacién, es un espacio de Banach.

Ejercicio 4.4.20 Prueba que si X es un espacio normado e Y es un espacio
de Banach, entonces ‘B(X,Y) es un espacio de Banach. (ver Teorema 6.3.6).

Sea (Uy,), € B(X,Y) una sucesion de Cauchy. Entonces
Ve >0, IN €N, talqueVn,m > N, ||U,—U,l <e¢,
Y, por tanto, para cada x € X
[(Un = Un)z|| = [|[Unz = Unz|| < ef|], (4.4.4)

i.e., la sucesion (||U,z||), € Y es de Cauchy, y como Y es completo en-
tonces lim,, U,z = y. Definamos el operador U tal que, para cada = € X,
Uz = lim,, U,z. Tomando limite n — oo en

Uplax + Py) = aUpx + Uy =  Ulax+ py) = aUx + Uy,
luego U es lineal. Tomando el limite m — oo en (4.4.4) tenemos
|Upz — Ux|| <¢ljz|| = U - U, es acotado.

Como U, € BX,Y)yU —-U, € BX)Y),susuma U, +U - U, = U
es acotada. Ademads, de la desigualdad anterior se sigue que, para todo
x #0,

U, = Dall o U= a]

<e=|U,-Ul —0.
| lelzo ]
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Luego U € B(X,Y), de donde se sigue que el espacio de las aplicaciones
lineales acotadas B(X, Y) cuando Y es de Banach, es completo y, por tanto,
de Banach. n

4.5. El Teorema de Banach-Steinhaus

Para terminar este capitulo dedicado a los espacios normados vamos a
demostrar un resultado muy ttil para una sucesién de operadores lineales
y acotados: el Teorema de Banach-Steinhaus.

Teorema 4.5.1 (Banach-Steinhaus) Sea (T,), una sucesion® de opera-
dores lineales acotados T, : X — Y de un espacio de Banach X a otro
normado cualquiera Y tales que la sucesion (||T,,z||), es acotada para ca-
da © € X, o sea, para cada r € X existe un ¢, € R tal que, para todo
n=1,2,... setiene

| Tnz|| < co. (4.5.1)

Entonces, la sucesion de normas (||71,,||). es acotada, es decir; existe un ¢ > 0
tal que, para todon = 1,2,... se cumple

Tl < e. (4.5.2)

?Se asume nuevamente que todos los 7;, tienen el mismo dominio D(7;,).

Nota 4.5.2 Este teorema se puede generalizar a una familia de operadores
T;, i € I, no teniendo que ser el conjunto de indices I numerable. Se deja
como ejercicio al lector que modifique la prueba para este caso.

Demostracion: Comenzaremos construyendo una familias de subconjun-
tos M, C X, k=1,2,..., de todos los = € X tales que para todon € N

I Tz| < k.

Probemos que los M), son cerrados. Para ello probemos que cualquiera sea
x € M, entonces z € M, (ver Proposicién 3.5.4). Como z € M, existe
una sucesion (z,,),, € M, tal que z,, — z, pero entonces, para todo m y
todo n, como x,, € M, usando la continuidad de la norma y que 7,, son
acotados, luego continuos, obtenemos

| Thzm|| <k = m—oo, ||Th]|<k = z¢&M.
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Por la condicién (4.5.1) esta claro que para cada x € X existe un entero
k. = [cx] + 1, tal que

|Thxl| < cp < ea] + 1= kg,

luego cada z € X pertenece a algin My, o sea,

X:OMk.
k=1

Pero entonces el Corolario del Teorema de Baire 3.6.2 (X es completo)
nos asegura que al menos uno de los conjuntos M, contiene un abierto.
Supongamos que M, es dicho conjunto, i.e., entonces existe una bola
B(zo,7) C My, tal que para todo z € B(xo, ) se tiene ||T,,z|| < k. Elijamos
ahora z

z2=x9+yx, >0,

de forma que z € B(xg,r) para todo x € X, x # 0. Para ello basta que
v|lz|| < r, para todo z. Tomemos por ejemplo v = r/(2||z||). Entonces,

para todo n = 1,2,..., ||T,z|| < ko. Luego, para todo = € X, y todo
n=12,..., tenemos
2 — 1 1 2k
Tl = |7 (3520 | = 2173 = Tusoll < 20730 + Tl < 22
gl v gl g
Usando que v = r/(2||z||) tenemos
[Toz]| _ 4ko [Toz]] _ 4ko _
<— = sup —— < — =g,
[l r faf=1 [l] r
de donde se sigue que, para todon = 1,2,..., ||T,|| < ¢, como se queria
probar. ]

Notese que la hipdtesis (4.5.1) y la consecuencia (4.5.2) del Teorema
de Banach-Steinhaus se pueden cambiar por

sup || Thz|| < 0o, Vo € X, y sup ||T,] < oo,

neN neN
respectivamente, lo que explica por qué a este teorema se le suela deno-
minar Principio de acotacién uniforme, pues se obtiene una cota uniforme
para la sucesién de normas ||7,,|| a partir de las cotas puntuales ||7,,z||.

Asi, una formulacién equivalente del Teorema de Banach-Steinhaus es
la siguiente:
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Principio de acotacién uniforme: Sea (7},),, una sucesiéon de operado-
res lineales acotados 7,, : X +— Y de un espacio de Banach X a otro
normado cualquiera Y tales que

sup || Thz|| < 00, Vo € X = sup||T,| < oco. (4.5.3)
N N

ne ne

Notese que la prueba que U es acotado en el Ejercicio 4.4.20 se pue-
de simplificar notablemente si usamos el Teorema de Banach-Steinhaus
4.5.1. En efecto, como existe el limite U,z cuando n tiende a infinito para
todo x € X, entonces la sucesién (U, ), es acotada, i.e., existe ¢, > 0 tal
que ||U,z| < ¢, pero entonces existe un ¢ > 0 tal que ||U,|| < c. Usando
entonces que ||U,z| < ||Un|l||z|| < ¢||x|| y tomando el limite n — oo, se
tiene que ||Uz|| < c||z]|, i.e., U es acotado.

Ejercicio 4.5.3 Sea (7)), una sucesion de operadores lineales acotados
T, : X = Y con X espacio de Banach. Prueba que si T,, es puntualmen-
te convergente a un operador T (véase la Definicion 3.5.33) entonces la
sucesion (T,,), estd uniformemente acotada, i.e.,

de>0talqueVn € N, || T,] < ¢, (4.5.4)

y el operador T es lineal y acotado (continuo).

Efectivamente, al ser ||T,,x|| convergente para cada z, es acotada, lue-
go se tiene (4.5.1), por tanto podemos aplicar el Teorema de Banach-
Steinhaus 4.5.1 de donde se sigue (4.5.4).

La linealidad sale de tomar limites n — oo en
T((X?L’n + ﬁyn> = CVT‘n‘T + BTny

Por otro lado, como para todo n, ||T,|| < ¢, se sigue que existe un ¢ > 0 tal
que
VeeX VneN, [Tuz| <clz.

Tomando el limite cuando n — oo, y usando la continuidad de la norma,
tenemos entonces que existe ¢ > 0 tal que

veeX, ||Tz| <c|z|,

luego T es acotado (continuo). [
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4.5.1. Aplicacion a las series de Fourier

Una aplicacién interesante del Teorema de Banach-Steinhaus tiene que
que ver con las series de Fourier. Dada una funcién f(z) periddica de
periodo 27 definiremos la serie trigonométrica de Fourier por

Sf(x) = 204 Z an, cos(nz) + b, sin(nz), (4.5.5)
2 =1
donde los coeficientes vienen dados por las expresiones
1 2w 1 2m
ap, = — f(z)cos(nz)dzx, b, =— f(z) sin(nx)dzx, (4.5.6)
T™Jo T Jo
n=20,1,2,...,asumiendo que las integrales existen. Una pregunta natural
es cuando, para cada® x € [0, 2), las sumas parciales de la serie de Fourier
Snf(x) = % + Z ay, cos(kx) + by sin(kx), (4.5.7)
k=1

convergen, y, en ese caso, si S, f(x) — f(z) en cada z, es decir, si hay
convergencia puntual. Nosotros nos ocuparemos de la primera cuestion.
Para la segunda el lector puede consultar, por ejemplo, [25, §18.2].

Por ejemplo, encontremos la serie de Fourier la funcién f(x) = 1 si
0<z<wmy0Osin <z < 2w Un cdlculo directo nos da ag = 1,

1 21 1 T 1 1 (1)
Qp = 07 bn - - f($) sinnx dx = —/ sinnxdr = — <_( ) ) )
T Jo

T Jo U n

Luego la serie de Fourier de f es

sin(2k + 1)z
=+ — . 5.8
S =5+ Z T (45.8)

Usando el criterio de Abel-Dirichlet para series numéricas® se puede com-
probar que la serie anterior converge en todo punto de [0, 27) (de hecho
en todo R), incluido el punto de discontinuidad = = 1/2 donde toma el
valor 1/2 (ver figura 4.2). Es decir, para la convergencia de la serie de Fou-
rier, aunque esta no converja a la funcién en todo punto, no es necesaria
la continuidad de f. Resulta que tampoco es suficiente. Es decir, se tiene
el siguiente teorema:

2Por la periodicidad de f, y S, f(z), eso equivale a preguntarnos por la convergencia
en todo R
3Ver, por ejemplo, [25, Proposicién 3 §16.2.3, pag. 376].
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Figura 4.2: La funcidén discontinua f y las sumas parciales de su serie de
Fourier paran =1,5y 9.

Teorema 4.5.4 Existen funciones 2m-periddicas continuas cuyas series de
Fourier divergen en un punto x, dado.

Para probar el teorema anterior conviene recordar algunas de las pro-
piedades de las series de Fourier.

Sustituyendo las expresiones (4.5.6) de los coeficientes a, y b, de la
serie de Fourier en (4.5.7) obtenemos

1 2

Suf(x) = [ F)Du(t — 2)dt, D) = % 3 cos(hz),  (45.9)
k=1

T™Jo
donde D,,(z) es el ntcleo de Dirichlet. Usando la identidad
2cos(kz)sinz/2 = sin(k + 1/2)z —sin(k — 1/2)z,

y sumando de k£ = 1 hasta n obtenemos la siguiente expresidn alternativa
para el nucleo de Dirichlet:

sin(n + 1/2)z

Dn = :
(2) 2sin z/2

2#£0, Du(0)=n+ % (4.5.10)

Nétese que | D, (z)| < n+1/2.
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Definamos el espacio C' de las funciones continuas en [0, 27] tales que
f(0) = f(2m) dotado con la norma del supremo: || f|| = max,cp2- | f ()]
Dicho espacio es un subespacio cerrado en el espacio Cloan (Epor qué?),
luego es completo.

Sin pérdida de generalidad podemos elegir como punto de divergencia
al punto = = 0.

Definamos la sucesion (T},),, de funcionales lineales* sobre C'

T — % " 0Dt

0
Nétese que 7,,f = S,,f(0). Ademas

Tl <+ [ UOIDaola < mix 5012 [ o).

z€[0,27]

-~

=,

Luego, [|T,.f]| < L.||f|l, luego T,, es acotado para cada n y tomando el
supremo para todas las f con ||f|| = 1, obtenemos ||T,,|| < [,.

Demostremos ahora que ||7},|| = [,. Para ello vamos a encontrar una
sucesion ( f;)x de funciones continuas en [0, 27| con norma 1 tal que para
todo n, T, fx — [, cuando k — oo, de donde, por la continuidad de la
norma (en este caso el valor absoluto) se deduce que ||7,,| = l,-

Para ello notemos que, para cada n € N, D,(x) = 0 en los puntos

a; = 2%’:1, i=1,2,...,2n+1, esno negativa en [0, a1}, . .. [agn, a2,+1], cuya
unién llamaremos ¥, y no positiva en [ay, as], ... [a2,_1, az,], cuya unién

llamaremos ¥._. Para cada n € N definamos la funcién g, igual a 1 en
Y, eigual a —1 en X_ (ver la gréfica de la izquierda en la figura 4.3).
Nétese que g, (t)D,(t) = |D,(t)| y que el numero de intervalos donde g,
es negativo es exactamente igual a n.

Vamos a construir para cada n € N una sucesion de funciones conti-
nuas en (fx), en [0,27] que valga 1 en [0,a; — 8] ¥ [a2nt1 + O, 27| ¥ es
lineal entre a; — d; y a; + d; (ver detalle en la grédfica de la derecha de la
figura 4.3 para cada uno de los intervalos donde g,, es negativo) donde d;
es lo suficientemente pequefio y lo escogeremos convenientemente como
veremos mds adelante. Es obvio que |fx(z)| < |gn(2)| < 1, luego || fx|| = 1.
Ademds, se puede comprobar® que para cada n € N las funciones f; y g,

4Un funcional lineal T no es més que una aplicacién lineal T : X ~— R, de un espacio
normado X en R (o C) donde R se entiende como un espacio normado con la norma del
valor absoluto.
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Figura 4.3: Las funciones D,(z) y g4(x) (izquierda) y detalle de g; v f
(derecha).

asi construidas son tales que

/ ' | fe(t) — gn(t)|dt = 2ndy.

0

Ahora bien, para cadan € N, como,, = < 02” 1D, (t)|dt = L [ g,(t) D, (t)dt,
tenemos
1 2m
i =l < - [ 15:0) = 91D

0

< (L 1Da01) £ [ 1) - o < B,

xz€(0,27]

donde hemos usado que méx|D,(x)] = n + 1/2 para todo = € [0, 27].
Luego si, para cada n € N tomamos en la definicién de nuestra funcion
frs O < m tenemos

1
]Tnfk—ln|§E—>0, k—=oo = Tyfe—ly,

y como || fi|| = 1, entonces ||T,,|| = L,.-
Probemos ahora que la sucesion (,,),, es no acotada.

1 [ 1 (2 |sin(n + L)t 1 (% |sin(n+ )t
l, = _/ | D, (t)|dt = — Isin(n + 3)¢] ’dt > —/ [sin(n + 5)t| ‘dt.
0 0

m 21 Jo | sin £ T t

°Dicha integral es el 4rea de la regién definida por la diferencia de ambas funciones
que como se ve en la grafica derecha de la figura 4.3 es igual a 20;, en cada uno de los n
intervalos (a; — 0, a;+1 + %), 1 = 1,3,5,...,2n — 1.
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Hagamos el cambio z = (n + 1/2)t

2n

1 @7 gin 2| 1 (mH+D™ | gin 2|
l, > — dz = — d
o 7T/0 z : T Z/ z -

m=0"Y M7

2n 2n

1 (m+1)7w : 1 1 (m+1)w
> — E / Mdz: — / | sin z|dz
T 2= Jonm (m+ 1)w ‘¢ m -+ m+1

23N

== —— S 00Sin — oo.
e e=m A1

Por tanto, la sucesion de normas ||7,,|| no estd acotada, es decir, (4.5.2)
no se cumple, por tanto, el Teorema de Banach-Steinhaus nos asegura que
tiene que existir una funcién f € C (recordemos que C es completo) tal
que || T, f|| — oo (T,,f es no acotada para alguna f, o si no se cumpliria
(4.5.1)), pero como T,,f = S,,f(0), eso significa que tiene que existir una
funcién f tal que su serie de Fourier en cero es divergente. |

T NN N —

4.6. Problemas

Problema 4.1 Prueba que los espacios R”, R"*™, P,, y C([a, b]) son espa-
cios vectoriales.

Solucién: Simplemente hay que comprobar que en cada caso se cumplen las
propiedades de la Definicién 4.1.1.

Problema 4.2 Prueba que para todos z, y de un espacio normado X se
cumple la desigualdad |||z| — [|y||| < ||z — y||. Deduce de este resultado
que la norma || - || : X+ [0, 00) es una aplicacién continua.

Solucion: Tenemos que
Iz <llz =yl +lyll, Nyl <llz—yll+lzl =

[zl =Nyl < llz =yl Nyl =Nzl < lle =yl = [llzll =yl < ==yl

Esta claro que si ||z, — z|| — 0, entonces ||z,|| — ||z|, de donde se sigue el
resultado. u
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Problema 4.3 Prueba que el espacio (> de las sucesiones acotadas (z,),
con la norma ||z|| = sup,ey |zx| €s un espacio normado. Demuestra que
en este espacio el subespacio Y de las sucesiones con un numero finito
de términos no nulos no es cerrado (y, por tanto, no es completo) en
(. Ayuda: Usa la sucesién s, = (1,1/2,...,1/n,0,0,...) € Y y la sucesién
r=(1,1/2,...,1/n,1/(n+1),...) €Y.

Solucidon: Probar que dicho espacio es normado es similar a la prueba de que
£>° es métrico (ver Ejemplo 3.1.11). Probemos que Y C ¢*° no es cerrado. Sea

la sucesién s, = (1,1/2,...,1/n,0,0,...) € Y. Estd claro que para cada n, s,
coincide con la sucesiéon z = (1,1/2,...,1/n,1/(n + 1),...) hasta el término n.
Ademas )

s = 2] = sup o) — 2 = 2t 50 ns o0

Pero z ¢ Y y, por tanto, Y no es cerrado pues no contiene a todos sus puntos
limites. u

Problema 4.4 Prueba que los operadores de los ejemplos 4.4.2-4.4.6 son
operadores lineales. Decide, usando distintas normas, si el operador del
Ejemplo 4.4.6 es acotado.

Solucién: Los ejemplos 4.4.2-4.4.5 son inmediatos. Veamos el operador del
Ejemplo 4.4.6. En este caso tenemos

S(af(t) + Bg(t)) = tlaf () + Bg(t)) = atf(t) + Btg(t) = aSf(t) + £Sg(1),

luego es lineal. Veamos si el operador multiplicaciéon por t es acotado o no de-
pendiendo de la norma.

IMf@)N = lltf @I = [tll[f ()] < max{lal, [b]} - L ()] = cllf ()]

Luego hemos probado que M es acotado en C([a, b]) cualquiera sea la norma que
usemos. ]

Problema 4.5 Prueba que el operador T : Coy — Cpycony = Tx
definido por

y(t) = /01 k(t, )x(T)dT, (4.6.1)

con k(t, ) continua en el cuadrado [0, 1] x [0, 1] es lineal y acotado y que

te0,1

17|l = K —max/ (7| dr
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Soluciéon: De la desigualdad

1 1
e /0 k(t, ) 2(r)ldr < ] /0 Ik(t, 7)\dr,

se sigue, tomando el supremo en ¢ € [0, 1], que ||Tz|| < K||z]||, con

—max/ |k(t, T)|dT.
t€0,1]

Luego ||T'|| < K. Definamos ahora la funcién

-1 t<-1/n,
up(t) =< nt, —1/n<t<1/n
1, t>1/n.

Sea la sucesion z,,(t, 7) = u,(k(t,7)). Notese que ||z,| = 1, y que
k(t, T)un(k(t,7)) > 0, eigual a |k(t, )| cuando |k(t,7)| > 1/n.

Denotemos por I,, el conjunto de puntos (subintervalos de [0, 1]) donde se cumple
la desigualdad anterior. Se tiene entonces

/In /01\1J /In k(t, 7)an(t, 7)dr.

1
T (t, 7)) :/ k(t, 7)zn(t7)
0

Pero como
1
/ k(t, P (1, 7)dr = / o(t, 7 [dr = / e(t, 7 dr —/ e(t, 7)dr,
yen [0,1]\ I, |k(t,7)| < 1/n, entonces
1 1
| Tz (t, )] 2/ |k(t, 7)|dT 2/ |k(t, T)|dT — —.
In 0 n
6

Tomando supremos en n obtenemos

1
sup [T (t, )] 2/ e(t, 7).
n 0

®Ello se debe a la siguiente propiedad del supremo: si Vz € M C Ry para todo € > 0,
x > a—e¢, entonces sup,,, & > a. En efecto, si no fuese cierto entonces, sisup,c,; < a,
entonces Vx € M, x < ay, por tanto, existird un ¢ > 0 tal que z + ¢ < a ({por qué?), lo
cual es una contradiccién.
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Tomando en la desigualdad anterior maximo en ¢ tenemos

max [bup|Tmn(t T } > max/ |k(t,7)|dT = K
tel0,1] | n te(0,1]

Pero, como ||z, (t,7)| = 1, entonces’

|T|| = sup ||Tx| > méx [sup\Txn(t T ] > max/ |k(t,7)|dr = K
[|z]|=1 te[0,1] t€(0,1]

de donde se sigue que ||T'|| =
Noétese que como corolario de lo anterior se tiene que el funcional f : CEBOH >

R con f(z fo T)dr, con k() continua en [0, 1] es acotado y ||f|| =
fo |k(T |dT. ]

Problema 4.6 Prueba que el operador 7' : L'[0,1] = Ly cony = Tx
definido por (4.6.1) es lineal y acotado y que

T = max/ |k(t, 7)|dt,
[0,1]

donde por L'[0, 1] denotamos el completamiento del conjunto de las fun-

ciones integrables en [0, 1], i.e., x € L0, 1] si fo |z (t)|dt < +o0.

Soluciéon: Tenemos que

o= [ o= | as [ [ weoletiar ) a
= [ ([ werae) wtoiar < ms ([t o) = sl =

HTH < K. Sea 19 € [0,1] el valor donde se alcanza el méximo® anterior, K =
fo |k(t,70)|dt. Como k(t,7) es continua en un cerrado y acotado, entonces es
uniformemente continua en dicho cerrado y acotado. Es decir, para todo ¢ > 0
existeund > Otalque,si|t—t/| <oy |r—7'| <9, |k(t,7)—k(t',7")] < e. Elijamos
ahora un intervalo I C [0,1] = [r, o], talque 1y < 79 < mconTe — 73 <Oy
definamos la funcién

1
k(t, T)x(T)dT

1
) t e T 77— Y 7 ~
Z(r) =K -7 71,72 ademds ||z|| = 1.

0, en otro caso,

’Los z,, son un subconjunto de las x con norma 1.
8La funcién g(1 fo |k(t, 7)|dt es continua en [0, 1] (ver Teorema de la pagina 56).
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dt

1 1
IT) = sup [Tzl > T3] = /0 /0 K(t, 7)(r)dr

zll=1
2]
/ k(t,T)dT
31

1 1
oyt /0

to
/ k(t, 7)dr| +
t1

to to
/ k(t,T)dr +/ |k(t,70) — k(t,7)|dT <
t1 t1
to to
/ k(t,T)dT| > / k(t, mo)dT
t1

t1
y, por tanto,
1 1
to—11 /0

to
/ k(t,T)dr
t1

Es decir, para todo € > 0, ||T|| > K — ¢, luego si tomamos el limite ¢ — 0, i.e.,
|T|| > Ky, por tanto, ||T|| = K. -

dt

Pero

to
/ k(t,mo)dr| <

t1

/ * k(1) — k(t.7)dr

t1

<

to
/ k(t,7)dr|+¢€
t1

—e = (ta — t1)|k(t,70)| — ¢, (4.6.2)

luego

1
dt > / |k(t, m0)|dt —e = K —e.
0

Problema 4.7 Prueba que el operador T : Lj,,, = Cf5, cony = Tx
definido por (4.6.1) es lineal y acotado y que

1T = méx |k(t, 7).

7,t€[0,1]

Solucién: De la desigualdad

|Tz(t)| < m[ax] |k(t, T |/ |z(7)|dT, tomando max ent € [0,1] = ||[Tz| < K|z,
0,1

con K = méx; (o1 |k(t, 7)|. De forma andloga al ejemplo anterior existen to, 7o €
[0, 1] tales que |k(to,70)| = K

Ahora construimos la misma funcién auxiliar del Problema 4.6 y tenemos,

/1k(t 7)E(r)dr| = /: ];(t_’;)df

> max |k(t,70)] —e=||T|| > K — ¢,
t€[0,1]

= méx
te[0,1]

IT|| = sup ||Tz|| > ||TZ| = max
Jl]|=1 te(0.1]

Usando (4.6.2) se sigue que, para todo ¢ > 0,

t2 k(t,T)
~ Zdr
/t1 ta—ty

i.e., tomando ¢ — 0, ||T'|| > K de donde se sigue el resultado. |

max
t€[0,1]
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Problema 4.8 Prueba que el operador T' : Cf )y = Cfj, cony = Tx
definido por (4.6.1) es lineal y acotado y que

1 1
|\T||§\// / e(t, 7 [2dtdr
0 0

En este caso no es sencillo encontrar la norma del operador en el caso
general.

Solucion: Ello se sigue de las siguientes desigualdades:

dt<\// / Ik (t, 7) |dr> dt <
Hddeéng \//0 /0 |k:(t,7)|2d7> </0 yg;(T)PdT)dt:
_ \//01 /01 (2, T)\Qdet\//ol j2(r)[2dr = \//01 /01 k(t, 7)|2drdt 2.

Problema 4.9 Demuestra que el operador 7" del Ejemplo 4.4.5 T : R" —
R", y = Ax, A € R™" es acotado en los siguientes casos:

ITz| = k(t,7)x(T)dr

1. T : RY — RZ (ver Ejemplo 3.1.8). Prueba que en este caso

.....

e
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Soluciéon: Tenemos que y = Tx = Ax. Comencemos probando 1.

Z Qif Tk

k=1

Tl = méx

< [ max Zazk] ]l = Kllz| = T < K.
7 7 k 1

Sea ip el indice donde se alcanza el valor de K, i.e., K = ,_; |a;,x|, y sea Z, tal
que Zj, = signo (a;,%). Entonces

Z azkxk

17| = HmIaX 1Tz]| = [T2]| = méx

n
= Z |ai0]€‘ =K
k=1

de donde se sigue el resultado.

2. En este caso tenemos

Tl =31 anan| <303 el = 3 [Z \am] 2

=1 |k=1 =1 k=1 k=1 L:=1
n

<> [ méx me] || = [max Z\am\] lz|| = K|z|| = |T| < K.
£ |k=1.m oo

Sea ko el indice donde se alcanza el valor de K, i.e., K = ", |aik,|, ¥ sea
T = Ok, 1.€., tal que Ty, vale cero para todo k # ko y uno si k = ky. Entonces

Zazkwk = Z | @ik | =

k=1
3. En este caso, usando la desigualdad de Holder (3.7.2), obtenemos

e =5 S ar] <32 haelonl]| <3 [Z |aik|2] [Z W] ,

i=1 k=1 i=1 k=1 i=1 Lk=1 k=1

1T = Hr;l”é_ﬁ [Tx]| > || T = Z
- =1

luego ||Tx||* <[>0, Yr_q lai|?] ||z]|?, de donde se sigue el resultado. En este
caso, a diferencia de los anteriores no es sencillo encontrar la norma del operador
T. En el caso cuando A es una matriz simétrica, se puede probar que ||T’|| = |)|,
siendo A el mayor autovalor en valor absoluto de A. ]

Problema 4.10 Decide si el operador del Ejemplo 4.4.5 es acotado si es-

cogemos la norma ||z|| = (3°,_, ]xk|p)1/p, p > 1. En caso de que sea acota-
do da una estimacién de su norma.

Solucidn: Este problema es similar al apartado 3 del Problema 4.9.
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Problema 4.11 Sean A, B dos operadores lineales y biyectivos A : X —
Y,y B:Y~— Z,X,Y,Z espacios vectoriales. Entonces existe el operador 7'
inverso del operador BA: X — Z, T = (BA)™':Z— Xy T = (BA)™ =
A71B7L,

Solucién: En efecto, como A y B son biyectivos, ambos poseen inversos A~! y
B~ y los inversos de operadores lineales son lineales (ver Teorema 4.4.9). La
composicion de operadores lineales también es lineal, por tanto, la aplicaciéon
T = A~'B7! : Z — X existe, estd bien definida, es biyectiva y lineal. Ademas,
paratodo z € Z, BA(A"'B71)(z) = z, por tanto, T = (BA)"! = A"'B~!. =

Problema 4.12 Sean dos operadores A, B de X — X, X espacio norma-
do, lineales y acotados. Prueba que ||[AB| < ||A]|||B||- Notese que de lo
anterior se sigue que, en particular, para todo n € N, ||A™|| < ||A]|".

Solucion: De las condiciones del problema se tiene que para todo = € X
[Az|| < [[All[|]
En particular, para y = Bz € X,
[Ayll = [[A(Bz)|| < [[All|Bz|| < Al B]|[|]-

Luego, para todo z # 0,

| ABz|| | ABz||
< [lAllBll = [lAB]/ = sup

< [|A[llIB]]-
[Eal Izl0 11zl

Problema 4.13 Sea B(X) el espacio de todas las aplicaciones lineales y
acotadas A : X — X, X espacio de Banach. Dadas dos aplicaciones lineales
A, B € B(X), definamos la aplicacién 7' : B(X) — B(X) por TX = AXB,
X € B(X). Prueba que el operador T es lineal y acotado (respecto a la
norma de operadores) y que ||T|| < || All|| B||-

Solucién: Ante todo, recordemos que B(X) es el espacio de las aplicaciones
lineales y acotadas A : X — X con la suma definida por (X + Y)z = (Xz) +
(Yz) y el producto por un escalar por (AX)x = A(Xz). Probemos que 7" es una
aplicacién lineal.
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En primer lugar, tenemos que para todo x € X

(T(X+Y)r=(AX+Y)B)z = (AX+Y))(Bzx)=A(X +Y)(Bx))
—A[(X(Bx)) + (Y (Bx))] * 2 A[(X (Bx)) + (Y (Bx))]
—AXBr+ AYBr =TXz+TYz = T(X+Y)=TX +TY.

Por otro lado, para todo z € X se tiene que

(T(AX))z = (ANXB)z = ((AMX)(Bz) = A((A\X)(Bz))

= A(\(X(Bz))) Al \A(X (Ba))
= MAXB)z = ATz = T(AX) = AT(X).

Que T es acotado es una consecuencia del Problema 4.12 pues
17X

|7 X]]
17X < [[ANBINXI = =~ < IAllIB|| = sup
[ X]] Ix(zo [1X1l

< [lAfBI,
luego ||| < [|A[l[|B]- m

Problema 4.14 Sean X,Y espacios normados y 7' : D(T) C X — Y un
operador lineal y acotado. Prueba que si (z,), € D(T)y z, — = € D(T),
entonces Tz, — Tz. Prueba ademds que el espacio nulo A((T") es cerrado
en PD(T). Ayuda: Usa el Teorema 4.4.18 y la Proposicién 3.5.4.

Solucion: La primera parte se deduce del Teorema 4.4.18 pues como 7' es acota-
do es continuo. Para la segunda, tomemos = € A (T) cualquiera. Entonces existe
una sucesion (z,), € AN(7T) tal que z,, — z. Pero como z,, € A(T), enton-
ces Tx, = 0, de donde se deduce, por la continuidad de 7" que Tx = 0, luego

x € N(T'). Como z era arbitrario A[(T') = N(T'), luego A(T") es cerrado. ]

Problema 4.15 Demuestra que no se puede prescindir de la condiciéon
de completitud de X en el Teorema de Banach-Steinhaus 4.5.1. Para ello
considera el subespacio X C (> de todos los © = (21, 22,...,zj,...) tales
que z; = 0 para todo j > J € N, es decir, cada « tiene a lo mds las
primeras J coordenadas no nulas (la J puede depender de cada z). Sea
el operador (funcional) 7,,x = f,(x) = nz,. Probar que X no es completo
(ver Problema 4.3), que |f,,(z)| estd acotado para cada n y todo z € X, y
que (||75||)» es no acotada.
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Solucién: Usando la sucesion del Problema 4.3 podemos comprobar que X no es
cerrado, luego lo es completo. Ahora bien, por la definicién de X esta claro que
para cadan € N, ||T,,z|| = sup,cx |nzy| es acotado pues, para cada n solo hay un
numero finito de coordenadas de = que son no nulas, luego existe un ¢, tal que
|Tz|| < c,. Por otro lado, esté claro que para cada n podemos elegir un z € X

tal que ||Z|| = 1 (por ejemplo, que solo tenga como coordenadas ceros y unos) y
tal que 7,7 = nxy, = n, entonces |1, = sup| ;=1 [|Tnz| > | T5Z[ = n, luego la
sucesion (|7, ||)» no es acotada, luego no se tiene (4.5.2). ]

Problema 4.16 Usando el Teorema de Banach-Steinhaus prueba que si X
es un espacio de Banach, Y uno normado, 7,, € B(X,Y) y sup,, || T.] = oo,
entonces existe un z, € X tal que sup, ||T,xo|| = oo. Dicho z, se suele
denominar como punto o vector de resonancia.

Solucién: Supongamos que es falso, entonces, para todo x € X, sup,, [|T,z| <
00, luego la sucesidn ||T,,z|| es acotada para cada x. Pero entonces por el Teorema
de Banach-Steinhaus existe un ¢ > 0 tal que, para todo n, ||T,| < ¢, lo cual
contradice que sup,, |1,/ = oc. ]

Problema 4.17 Sea un espacio normado X y sea M C X un subespacio
cerrado de X distinto de X. Prueba que existe un vector y € X tal que,
paratodox € M, |ly|| =1y ||y — z|| > 1/2.

Soluciéon: El resultado de este problema nos indica que si tenemos un subes-
pacio cerrado M de un espacio normado siempre podemos encontrar elemen-
tos del espacio que estdn lejos del subespacio M. Elijamos yp € X\ M y sea
d = infyenr ||lyo — x||. Probemos que d > 0. En efecto, si d = 0 entonces existiria
una sucesion (z,,), € M tal que x,, — yo. Pero entonces yy € M, pues M es ce-
rrado, lo cual es una contradiccion. Elijamos ahora =y € M tal que ||yo— x| < 2d
(estd claro que ||y — x| ha de ser mayor que d) y definamos y = ”zgiig”. Es ob-
vio que ||y|| = 1. Sea x € M, entonces, como xy € M, zy = xo + x||yo — xo|| € M.
Entonces

ly — || = HyO _ ZUH > fyem HyO - ZH _ d > i _ 1
lyo —zoll = llyo — ol lyo —xol ~ 24 2
de donde se sigue el resultado. |

Problema 4.18 Sea un espacio normado X de dimensién infinita. Prueba
que la esfera unidad 5, i.e. el conjunto de los = € X tales que ||z|| < 1noes
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un compacto’. Una consecuencia de este resultado es que si en un espacio
normado X la esfera unidad es compacta, entonces X es de dimension
finita. Ayuda: Usando el resultado del Problema 4.17 construir una sucesién de
elementos (z,), € S tal que, para todos n # m € N, |z, — x| > 1/2.

Solucién: La idea es encontrar una sucesién de elementos (z,), € S tal que,
para todos n # m € N, ||z, — x,,|| > 1/2. Estd claro de que de dicha sucesién es
imposible construir una subsucesion convergente.

Elegimos z; € S tal que ||x;|| = 1. Sea M; = span (x;). M; es un subespacio
cerrado de X, luego el Problema 4.17 nos asegura que existe un zg € X con
|zo|| = 1, ie., o € S, xo & M, tal que ||x2 — z|| > 1/2, para todo = € M;,
y, en particular ||za — z1|| > 1/2. Sea My = span (x1,z2). Como My es cerrado
en X, el Problema 4.17 nos asegura que existe un x3 € S, ||z3|| = 1, 3 & Mo,
tal que |jz3 — x| > 1/2, para todo x € Mp, y, en particular ||z3 — 21| > 1/2,
|lxs — x2|| > 1/2, y asi sucesivamente. Notese que de la construccion anterior
tenemos una sucesion infinita de términos distintos tales que para todo n € N,
|zn|| = 1, i.e., z, € S. Es decir, tenemos una sucesion infinita de subconjuntos
cerrados My, k € Ny una sucesion (x,), € S tal que, para todos n # m € N,
|z, — xm|| > 1/2. Luego la esfera S, i.e., el conjunto de los x € X tales que
lz|| < 1 no es un compacto. El resultado que acabamos de probar fue demostrado
por F. Riesz. Notese que la demostracion ha consistido en probar que en la esfera
de radio unidad de un espacio de dimensién infinita existen sucesiones que no
contienen sucesiones de Cauchy. Los espacios (conjuntos) tales que toda sucesion
contiene una sucesién de Cauchy se conocen como conjuntos precompactos, por
lo que el resultado probado se puede reescribir diciendo: en dimensidn infinita la
esfera unidad no es precompacta. [ ]

°En dimensién finita como la esfera unidad es cerrada y acotada, entonces es un
compacto.




Capitulo 5

Espacios de Hilbert

Un viejo matematico francés dijo: “Una teoria
matemdtica no se considerard completa hasta que
la hayas dejado tan clara que puedas explicdrsela
al primer hombre que encuentres en la calle”

David Hilbert
De su conferencia en el ICM de 1900 en Paris

5.1. Espacios euclideos y espacios de Hilbert

En adelante asumiremos que E es un espacio vectorial complejo, y por
z denotaremos al complejo conjugado del nimero complejo z.

Definicidon 5.1.1 Se dice que un espacio vectorial E sobre el cuerpo C es
un espacio euclideo o prehilbertiano, si dados dos elementos cualesquiera
x,y € E existe un niimero denominado producto escalar y que denotare-
mos por (z,y) tal que

1. Para todo x,y € E, (x,y) = (y, ).
2. Paratodo x,y,z € B, (x +y,2) = (z,2) + (y, 2).
3. Paratodo z,y e Ey A € C, (A\x,y) = \x,y)

4. Para todo x € E, x #0, (z,z) > 0y si (z,z) = 0, entonces x = 0.

173
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La propiedad 1. se conoce como propiedad de simetria del producto escalar,
mientras que la 2. y 3. implican la linealidad del mismo respecto al primer
argumento (de la izquierda).

Ejercicio 5.1.2 Prueba que, de la definicidn anterior, se tiene que

1. Para todos x,y,z € E, (x,y + 2) = (x,y) + (z, 2).
2. Para todos v,y € Ey A € C, (z, \y) = Mz, y).
3. Para todo x € E, (x,0) = (0,z) = 0.

4. Si{x,z) = (y, z) para todos los z € E, entonces x = y.

Para probar 1. combinamos los puntos 1. y 2. de la definicién. Para
2. combinamos los puntos 1. y 3. de la definicidn. Para 3. basta elegir
A = 0 en el punto 3 de la definicién. Finalmente, para probar 4. usamos
los puntos 2. y 3. de la definicién que nos da (x — y,z) = 0 para todo
z € K. Eligiendo ahora z = x — y y usando el punto 4. de la definicién de
espacio euclideo obtenemos el resultado. ]

Ejemplo 5.1.3 El ejemplo mds sencillo de espacio euclideo es el espacio C™
con el producto escalar estdndar: dados © = (z1,...,2,), ey = (Y1, .-, Yn)

k=1

Ejemplo 5.1.4 Otro ejemplo importante es ¢, el espacio de las sucesio-
nes (), tales que > 7~ |zg|* < oo, donde dadas dos sucesiones x =
(X1, %9, Tpy o)y €Y = (Y1, Y2, - - - s Yn, - - -) el producto escalar viene dado
por

k=1

Nétese que de la desigualdad de Holder 3.7.3 se sigue que dicho produc-
to escalar esta bien definido.

Una prueba directa de dicha afirmacién es como sigue. Para todos a,b > 0
se tiene ab < (a? + b%)/2. Tomemos a = |x;|/||z||, b = |v:|/||y||, donde la norma
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| - || es la norma de ¢2. Entonces

|$zyz| 1 < ’xZ‘Q |yz|2 ) - ‘Izyz ’xz‘ ’yz
< — + = P = =1,
lzllyl = 2 \llzlI* [yl 2 Z =1 Z Iyl?

P Talllol =

de donde se deduce el resultado pues | > 72, zxUk| < > poy |TEYK]-

Ejemplo 5.1.5 Nuestro tercer ejemplo es el espacio C([a,b]) de las funcio-
nes continuas en [a, b] cerrado y acotado con el siguiente producto escalar

b
(f.g) = / f(2)7@)de. (5.1.1)

Una propiedad importante de los espacios euclideos es la desigualdad
de Cauchy-Schwarz!

Teorema 5.1.6 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea E un espacio eu-
clideo. Entonces para todos f, g € E,

()P < (f. )9, 9)- (5.1.2)

Demostracion: Para demostrarla basta usar que paratodo A € Cy f,g €
E, (A\f +g,\f + g) > 0, o equivalentemente,

AP ) + M 9) + Mg, f) + (9.9) = AP F) +2R(A(f. 9) + (9. 9) > 0.
Usando que R(A(f,g)) < |X(f,9))|

0 < IAP(S )+ 2RN(f,9) + (g, 9) < IAP(F ) + 2. 9)] + (g, 9)-

De la desigualdad |\*(f, f) + 2|\[{f, 9)| + (g,9) > 0, se sigue que el dis-
criminante de la ecuacién cuadratica en ||,

IAPCF )+ 21, 9)] + (g, 9) =0,

ha de ser negativo o nulo (¢por qué?). Luego |(f, g)|> — (f, f){g,9) <0, de
donde se deduce (5.1.2). n

Para los casos de C", /2 y C([a,b]) discutidos antes esta desigualdad no es més que
la desigualdad de Holder.
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Teorema 5.1.7 Todo espacio euclideo E es normado si en él definimos la

norma mediante la férmula || f|| = /{F. ). Ademds, |(f,q)| < ] - llg]-

Demostracion: Los dos primeros axiomas de la definicién de norma 4.2.1
son inmediatos. Para probar el tercero nétese que

If+ 9> =(f+g.f+a9) = {f.F)+2R(f,9)+ (9,9)
< (L0 2609+ (g, 9) < )+ 2V g, 9) +(9,9)

= (VLN + Vg9,
donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz (5.1.2). Tomando
ahora raices cuadradas se sigue el resultado. ]

De lo anterior se sigue que todo espacio euclideo E es un espacio mé-
trico con la métrica inducida por el producto escalar mediante la férmula

p(z,y) =z —yll = V{z—y,z—y).

Asi, por ejemplo, en C" tenemos que la norma inducida es

n
Izl = | > lzal?,
k=1

en (?,

o0
Izl = | D a2,
k=1

yen C([a,b]) es
1l = / () Pdz.

Ademas, en cada caso la métrica inducida es la correspondiente a los
ejemplos 3.1.5, 3.1.12 (p = 2) y 3.1.10 (p = 2) del capitulo 3, respectiva-
mente.

Ejercicio 5.1.8 Prueba que, en la norma inducida por el producto escalar;
las operaciones adicion de vectores, multiplicacion por un escalar y produc-
. . . n—o0 n—oo n—oo
to escalar de vectores son continuas, i.e., St &, — T, Yp — YY Qp —> Q,
n—oo n—oo n—oo
entonces T, + Yp — T + Y, 0Ty — AL, Y (Tp, Yn) — (T, Y).
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La primera parte es consecuencia de la continuidad de la norma. Para
la segunda usamos que (z,y) = (¥ — T, y) + (T, ¥ — Yn) + (1, yu), luego

(@, y) = (T Yn) | < K2 Y — 9| + (20 — 2, 9n)|
< zlllym = yll + |20 — 2||||lyall = 0,

de donde, usando nuevamente de la continuidad de la norma, se sigue el
resultado. [ ]
Es facil probar (ver Ejercicio 5.1) que para todos z,y € E, la norma

inducida por el producto escalar cumple con la ley del paralelogramo:
la+ )1 + lla = b]I* = 2(||all* + [[0]*). (5.1.3)

De hecho se tiene la siguiente

Proposicidn 5.1.9 Un espacio normado X real es euclideo si y sélo si para
todos x,y € E, se cumple la ley del paralelogramo (5.1.3).

Demostracion: Sea la funcién f(z,z) == (z,z) = (||lz+2|*—||z—=2]]%), 2 €
X, y asumamos que se cumple la ley del paralelogramo (5.1.3). Probemos
que se cumplen las cuatro propiedades de la Definicién 5.1.1.

Estd claro de la definicién de f que (z,z) = (z,z), luego se tiene el
punto 1 de la Definicién 5.1.1.

Calculemos ahora la cantidad

flety,2)+ flz—y,2) =

1
1 Iz +y+ 2P+ e —y+ 207 = (lety =2l +lo =y — 2]°)
en (5.1.3) a=x+2,b=1y. en(S.l.B)alx—z,b:y.

1
= 5z +2[” = e = 2I") = 2/ (=, 2),
ie.,

flz+y, z) =2f(z,2)— f(x—y,2) = (z+y, 2) +{x—y,2) = 2(x, z). (5.1.4)

Probemos ahora que (\z, z) = A(x, z). Primero lo probamos para A = n €
N. Esta claro que se cumple para n = 1. Para n = 2 se sigue de (5.1.4) apli-
candola con x = y y teniendo en cuenta que f(0, z) = 0. Asumamos que la
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igualdad f(kz,z) = kf(z,z) es cierta para k = 1,2,...,n y demostremos
que es cierta para k = n + 1. En efecto,
=2nf(z,z) — (n—1)f(z,2) = (n+ 1) f(z, 2).
Probemos ahora que (\z,z) = A(x,z) es cierto para A € Q. Como

f(=z,2) = —f(z, 2) por definicién, basta probarlo para A = n/m, n,m €
N. Ahora bien, de la identidad f(nz, z) = nf(z,2), n € N implica

|nz + z||*> = ||nz — 2| = n(||lz + 2||* — | — 2||*), Vr,zeX. (5.1.5)

Luego
n 1/n 2 In 2 Inz + mz|]? — ||nz — mz|?
() = (fe -2 ) - |
m 4 \llm m 4m?

de donde usando (5.1.5) dos veces (la segunda intercambiando en (5.1.5)
x 'y z) tenemos

f(o2.2) =g (lle +mzl? = o = mz|®) = 2 (llz + 2] = 1 = 2/

:%f(xvz)'

Finalmente, usamos que la norma es una funcién continua y que Q es den-
so en R, luego para todo numero real ), existe una sucesién de numeros
racionales )\, tal que A = lim,,_,, \,,, entonces

FO,2) = f (h'm )\n:L‘,z) — lim [z, 2) = lm A f(z, 2) = Af(z, 2),
n—o0 n—oo n—oo

que era lo que se pretendia probar. Asi, f cumple con el punto 3 de la

Definicién 5.1.1.

Probemos que f(z, z) es lineal en su primera variable, i.e., f(z+y, 2) =
f(z,z) + f(y, z). Para ello reescribimos (5.1.4) como f(u + v,2) + f(u —
v,2) = 2f(u,z) y hacemos v + v =2z y u — v = 2y, luego u = = + y y, por
tanto, f(2x,z) + f(2y,z) = 2f(x + vy, z), de donde, usando la linealidad
de la multiplicacién por un escalar, se tiene la linealidad de la suma de
vectores, i.e., se tiene el punto 2 de la Definicién 5.1.1.

Finalmente, por la propia definicién de f y de las propiedades de la
norma se sigue que y solo es cero si z = 0, luego se cumple el punto 4 de
la Definicion 5.1.1. ]
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La proposicion anterior nos dice que la ley del paralelogramo (5.1.3)
caracteriza los espacios euclideos. El caso complejo es algo mas compli-
cado de probar. La demostracién original se debe a P. Jordan y J. von
Neuman (Annals of Math. 36, (1935) pags. 719-723)? y se basa en probar
que la cantidad

1 : : : :
(w.y) = (e + ol = llz = yl* + ille + iyl* — ile = iy[)

define un producto escalar en X complejo, lo cual dejamos como ejercicio
al lector.

Definicion 5.1.10 Un espacio euclideo E completo® se denomina espacio
de Hilbert y lo denotaremos por H.

%Es decir, un espacio E donde cualquier sucesién de Cauchy converge a un vector
de E (en la métrica inducida por el producto escalar).

Definicion 5.1.11 Sea el sistema de vectores (¢,,), (finito o infinito) de
un espacio euclideo E. Diremos que (¢,,)°, es un sistema ortogonal dos a
dos si para todos n, m

Si ademds ||¢,|| = 1 para todo n, se dice que el sistema es ortonormal.

Por ejemplo, el sistema de los vectores canonicos de C" (e)}_,, defini-
do por
er = (1,0,0,...,0,0),

e =(0,1,0,...,0,0), (5.1.7)

en = (0,0,0,...,0,1).
es un sistema ortonormal. Andlogamente, el sistema (e;)}_,, definido por
er = (1,0,0,0,...),

es = (0,1,0,0,...),

e, = (0,0,1,0...), (5.1.8)

2Ver, por ejemplo, el Teorema 11.1 pag. 244 de [19].
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es un sistema ortonormal de /2. Finalmente, el sistema de funciones {1} U
{sinnz, cosnx}5°, es un sistema ortogonal dos a dos de C’[{W x> 1-€., del
espacio euclideo de las funciones continuas en [—m, 7|, con el producto
escalar

(f,9)= ' f(x)g(z)dz.

Ejercicio 5.1.12 Prueba que si los vectores (no nulos) ¢1,...,¢, de un
espacio euclideo son ortogonales, entonces son linealmente independientes.

Supongamos que son linealmente dependientes. Entonces existe al me-

nos un escalar oy, 20, k =1,...,ntal que ¢ := a1¢1 + - - - @, ¢, = 0. Usan-
do la linealidad del producto escalar asi como que los vectores ¢4, ..., ¢,
son ortogonales obtenemos 0 = (¢, ¢y) = ax, k = 1,...,n, lo cual es una
contradiccion. [ ]

Teorema 5.1.13 (Gram-Schmidt) En un espacio de Hilbert H de cual-
quier conjunto de vectores linealmente independiente se puede construir un
conjunto de vectores ortonormales (ortogonales).

Demostracidon: Para probar el teorema tomamos un sistema de vectores
linealmente independiente (¢, ), de H cualquiera y definimos un nuevo
sistema de vectores (¢,,)° ; de la siguiente forma:

1. Tomamos 1 = ¢1/||¢1]|.

2. A continuacion escogemos 1, de la forma

122 = ¢ + 9191,

donde a»; es tal que 1/?2 sea ortogonal al vector ¢y, i.e. (@, ) = 0, de
donde se deduce que as; = —(¢2, ). Entonces 1, = 1)5/||1)2|| es ortonor-
mal a ¢;.

3. Paso n. Escogemos Uy, k > 3, de la forma
~ n—1
¢n = ¢n + Z O-/n,kqvbka
k=1

donde los coeficientes o, 4, n € N, & = 1,...,n — 1 son tales que Un
sea ortogonal a todos los vectores ¢y, k = 1,2,...,n — 1, anteriores, i.e.,
(Yn,¥x) = 0. Usando la ortogonalidad es facil comprobar que «,; =




5.1. Espacios euclideos y espacios de Hilbert 181

—(¢n, i), k = 1,2,...,n — 1. Finalmente definimos v, = v,,/||¢n|| que
es ortonormal a todos los vectores anteriores ¢y, k = 1,2,...,n — 1. Y asi
sucesivamente. ]

El proceso anterior se denomina proceso de ortogonalizacion de Gram-
Schmidt. De lo anterior se sigue que, para cada n > 2 (11 = ¢1),

n—1 n—1
'&n = ¢n + Z Oén,k'&k = ¢n = an + Z ﬂn,k’@zka
k=1 k=1

de donde se deduce que los subespacios generados por los vectores (¢, ),

Y (¢n), coinciden, i.e.. span (¢1,...,1,) = span(¢y,...,¢,) para todo p.
Ademds, se tiene la propiedad

() =0, Vk=1,..n—1 <= (P, ¢p)=0, Vk=1...n—1

De hecho, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 5.1.14 Los vectores ortonormales 1,, n > 1, se pueden calcular
mediante la siguiente expresion explicita:

<¢17¢1> <¢17¢2> e <¢17¢n—1> ¢1
(P2, P1) (P2, 2) -+ (D2, Pn1) 2

det : : .
wn _ <¢m ¢1> <¢na ¢2> T <¢na ¢n—1> an ’ (5-1.9)
V An—lAn
donde A, := A, (¢1,...,¢,) para n > 1 denota al determinante de Gram
de los vectores ¢1, . .., ¢,, definido por (se asume que Ay := 1)

<¢17¢1> <¢17¢2> o <¢17¢n71> <¢1a¢n>

<¢27¢1> <¢27¢2> o <¢27¢n71> <¢27¢n>

A, = det (5.1.10)

Do d) (Bmrds) o (Gufus) (B n)

Nétese que A, es real, pues, si denotamos por GG a la matriz con en-
tradas g;; = (¢:, ¢;), entonces G coincide con la matriz transpuesta G7,
luego A, = detG = det G = det GT = det G = A,,.

Demostracion: En efecto, si denotamos por ¥, al numerador de (5.1.9),
tenemos que el producto escalar (¢, ¢x) =0, k = 1,2,...,n — 1, ya que
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el determinante resultante de calcular dicho producto escalar tiene dos
columnas iguales. Ademas, (v, ®,) = A,. Por otro lado, de (5.1.9) se
sigue que

n—1

@n = Anfl¢n + Z Oén,k(bka

=1

luego, usando que A, es real tenemos

<77Z~Jn7 &n) = An—1<¢na 77Z~Jn> - An—lAn, (5111)

de donde se sigue (5.1.9). [

Nétese que de (5.1.11) y teniendo en cuenta que Ay = (¢, ¢1) > 0 se
sigue que A,, > 0, para todon > 1.

Ejercicio 5.1.15 Prueba que un conjunto de vectores ¢; € H de un espa-
cio euclideo, i = 1,...,p, son linealmente independientes si y solo si su
determinante de Gram

(P1,01) (P1,92) - (¢1,0p)

(P2, 01) (P2, 02) -+ (b2, dp)

det # 0.

(G0 6) (B9 02) -+ (B9 00)

es distinto de cero.

Probaremos, por contraposicion, que los vectores son dependientes si
y solo si el determinante de Gram es cero.

Si los vectores son dependientes, existen unos escalares ay, no todos
nulos, tales que > 7 _, ¢y, = 0, pero entonces

p
Zak<¢ka¢j>zoa j:17"'7p7
k=1

luego las filas del determinante de Gram son dependientes y, por tanto,
el determinante es cero —por ejemplo, si «; # 0, entonces escribiendo
(b1, 0;) = > r_o(ow/a1)(¢dx, ¢;), obtenemos que la primera fila es com-
binacion lineal de las restantes—. Por el contrario, si el determinante de
Gram es cero, entonces las filas tienen que ser linealmente dependientes,
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luego existiran los escalares o, £ = 1,...,p, no todos nulos, tales que,
paraj=1,...,p

> oo d) =0 = <Zak¢ka¢j> =0 = a_j<zak¢k,¢j> =0
k=1 P

k=1

y, por tanto,

2
p p p p p
OZZa_j<Zak¢k,¢j> = <Zak¢k,zaj¢j> =D || =0,
j=1 k=1 k=1 j=1 k=1
es decir, Y 7_, ay¢, = 0, luego los vectores ¢1,...,¢, son linealmente
dependientes. ]

Teorema 5.1.16 Si el espacio euclideo E es separable, entonces cualquier
sistema ortogonal (ortonormal) de E es numerable.

Demostracién: Asumamos sin pérdida de generalidad que el sistema (¢,),,
es ortonormal. Entonces |4, — ¥,,|| = v/2 si n # m. Sea el conjunto de
las bolas de radio 1/2 y centro en cada v, B(1,,1/2). Estas bolas no se
interceptan, luego en cada bola hay un tnico vector v,, de nuestro sistema
ortonormal. Sea ahora (¢y); un conjunto numerable denso en E (pues és-
te es separable). Entonces, en cada bola B(1,,,1/2) habrd al menos un ¢,
luego el numero de bolas y, por tanto, el de elementos v,, es numerable.m

En adelante estudiaremos las propiedades de los espacios de Hilbert H
separables. Ndtese que, en virtud del teorema anterior, en estos espacios
los sistemas ortogonales son numerables.

5.2. Ortogonalidad y Teorema de Riesz

En este apartado, a no ser que se especifique lo contrario, asumiremos
que el espacio de Hilbert H es separable.

Definicion 5.2.1 Dado un vector x € H definiremos la serie de Fourier
respecto al sistema ortonormal (¢,,)22 ; a la serie

S = chqﬁn, (5.2.1)
n=1
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donde los coeficientes vienen dados por las expresiones

Cn = (x,0n), Yn>1. (5.2.2)

Teorema 5.2.2 Sea H el subespacio vectorial de H generado por los vecto-

res ortonormales ¢1, ¢ ..., ¢n, n € N, i.e., H = span (¢1,Ps ..., ¢,). Sea
x € H. Entonces,

n
. o2 2 2
min ||x = ||T C
ufylle = alf = ol = 3 e

donde c;, son los coeficientes definidos en (5.2.2) y se alcanza cuando q es
la suma parcial de la serie de Fourier (5.2.1)

q=sn= Y Cdr
k=1

Demostracion: Sea g, = >, _, ax¢;. Calculamos

_— :<x—zak¢k,x— zam¢m>
k=1 m=1

=[] = > @k + @) + > > b (Gr b)) (5.2.3)

k=1 k=1 m=1
n n

2 =S e+ 3 o — el
k=1 k=1

donde hemos usado que

(Ok, Om) = Okm ¥V |ag — Ck|2 = \%’2 + |Ck’2 — QpC — akCk.

Obviamente la expresion anterior (5.2.3) es minima si y solo si a;, = ¢
para todo k € N, i.e., g, = sp. ]

Como corolario de lo anterior tenemos que para todo n € N

n

lz = sall? = 2l =Dl =0 = Y lal <P, (524
k=1 k=1
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por lo que la serie ) ",° | |cx|? converge (¢por qué?) v, por tanto,

lim |¢,| =0 = lim (z,¢,) = lim (¢,,z) = 0. (5.2.5)
n—oo n—oo n—oo

La desigualdad (5.2.4) se conoce como desigualdad de Bessel. Note-
se que una condicion necesaria y suficiente para que la serie de Fourier
(5.2.1) converja a x (en norma) es que

o0 oo
le—sul 20 = el =3 lal =3 ...
k=1 k=1

Esta igualdad se conoce como igualdad de Parseval y es, en general, muy
complicada de comprobar.

Definicion 5.2.3 Se dice que un sistema de vectores linealmente indepen-
dientes (¢,,), es completo® en X C H si para todo vector x € X C Hy
cualquiera sea € > 0 existe una combinacion lineal

ln:Zakgbk tal que ||z —1,| <e.

k=1

2También se suele denominar sistema total.

En otras palabras cualquier vector z € X C H se puede aproximar en nor-
ma tanto como se quiera mediante alguna combinacion finita de vectores
del sistema (¢,),. O, equivalentemente, sea span (¢1,¢s...) el conjunto
de todas las combinaciones lineales finitas de (¢,),, entonces (¢,), €s
completo en X C H si el conjunto span (¢1, ¢9,...) C X es denso en X. La
definicién anterior 5.2.3 es equivalente a decir que X es el menor subes-
pacio vectorial cerrado que contiene al conjunto ¢y, ¢o,... ((¢n), genera
a todo X).

Definicidon 5.2.4 Un sistema ortogonal (ortonormal) completo de X C H

se denomina base ortogonal (ortonormal) de X C H.

Por ejemplo, los sistemas (e ), definidos por (5.1.7) y (5.1.8) son bases
ortogonales completas de C" y /2, respectivamente.
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Teorema 5.2.5 (De los sistemas completos) Sea H un espacio de Hil-
bert y sea un sistema ortonormal de vectores (¢,)>>, de H. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. (¢n)n es completo en H.

o0

2. Paratodo x € H, x = Z(x, k) Pk

k=1

3. Para todo x € H, se cumple la igualdad de Parseval
Izl = > Kz, éx)I> (5.2.6)
k=1

4. Si (x,¢r) = 0 para todo k € N entonces x = 0.

Demostracion: 1) < 2) Cualquiera sea x € H construimos la serie de
Fourier (5.2.1) y sean s,, = Y ,_, ¢k¢x, ¢ = (x, %), sus sumas parciales.

1) = 2) Usando 1) tenemos que Ve > 0 existe una combinacién lineal [y
de vectores de (¢, ), tales que ||z — Iy|| < e (ver Definicién 5.2.3). Pero el
Teorema 5.2.2 nos dice que el menor de todos los valores de ||z — I|| se
alcanza cuando Iy = sy, siendo sy la N-ésima suma parcial de Fourier,
ie., ||r — syl < ||z — ly]|. Luego,

Ve >0, dIN eN talque |z — syl <e.
Pero para todo n > N, ||z — s,|| < ||z — sy||. En efecto, de la igualdad de

la izquierda en (5.2.4) tenemos

n

N
= Sn||2 _ ”tz _ i |Ck|2 - H$H2 _ Z \%]2 — Z \Ck|2
k=1 k=1 k=N+1
n

=[lz —snl® = > lal”

k=N+1

Entonces, para todo n > N, ||z — s,|| < e, es decir, lim,, .o 5, = z, de
donde se sigue 2). Obviamente 2) implica 1) ({por qué?).

2)=-3) Tomando el limite n — oo en la igualdad de la izquierda en (5.2.4),
ie., en |z —s,|* = |lz||* = > p_, || y usando 2) (im,, o ||z — sp|| = 0),
se sigue 3).
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3)=4) Si para todo k£ € N, (z,¢,) = 0, entonces de 3) se deduce que
|z|| = 0, luego = = 0.

4)=-2) Recordemos que el sistema (¢,,),, es ortonormal. Sea y,, = > ;_, k@,
cx = (x, ¢x). Usando la desigualdad de Bessel (5.2.4) se sigue que la serie
S>> | |em|? €s una serie convergente y, por tanto, la cantidad

n-+p

lyn = sl = 3 leul?,

k=n+1

se puede hacer tan pequefia como se quiera, i.e., la sucesién y, es de
Cauchy, luego es convergente (X es completo). Sea y su limite. Probemos
que y = .

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (5.1.2)

[, Dx) — Wns D)l = (Y — Y, D) | < Ny — yllll @kl = llwm — yll,

deducimos que lim,, oo (yn, ox) = (y, ¢x) para todo k € N. Pero

yna¢k <ch¢j7¢k‘> = Z<x:¢j><¢p¢k> = <x7¢k>7 Vk S n,

7=1

luego (v — y,,¢x) = 0 para todo k& < n de donde, tomando n — oo
deducimos que (z — y, ¢) = 0 para todo k € N, luegopor4) z —y =0. m

Nota 5.2.6 La equivalencia entre 1 y 2, asi como las implicaciones 2 —
3 — 4, son también ciertas para espacios euclideos cualesquiera (no nece-
sariamente completos). Solo 4 — 2 requiere la completitud del espacio.

Del apartado 4 del Teorema 5.2.5 se sigue el siguiente corolario:
Corolario 5.2.7 Sea el sistema ortonormal completo (¢,,), y sean z,y €

X C H tales que {(x, ¢r) = (y, ¢x) para todo k € N, entonces x = y.

En otras palabras, dos elementos de H con iguales coeficientes de Fou-
rier son iguales, por tanto cualquier vector de H queda biunivocamente
determinado por sus coeficientes de Fourier.
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Definicion 5.2.8 Se dice que un sistema ortonormal (¢, ), es cerrado en
un espacio euclideo E si para todo vector x € E se cumple la igualdad de
Parseval (5.2.6) Y12, |[(z, éx)|* = |||

De la definicién anterior y el Teorema 5.2.5 se tiene que un un sistema
ortonormal (¢, ), es completo en un espacio de Hilbert separable H si y
solo si (¢,), es cerrado en H. De hecho, de la férmula (5.2.4), se dedu-
ce que la afirmacién anterior también es vdlida en espacios euclideos no
necesariamente completos.

Teorema 5.2.9 Todo espacio de Hilbert H separable tiene una base orto-
normal.

Demostracion: Como H es separable, existe un conjunto numerable de
vectores (¢,), denso en H. Como (¢, ), es denso en H, entonces obvia-
mente span (¢1, ¢o,...) es denso en H (recordemos que span (¢, ¢ .. .)
es el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de los (¢,,),). Si
de dicho conjunto (¢,), eliminamos aquellos vectores ¢, que se pueden
obtener como combinacién lineal de los anteriores ¢;, j < k, obtenemos
un nuevo sistema sistema (¢,, )r (n1 < ng < ---) de vectores que clara-
mente cumplen que span (¢, ¢o,...) = span(¢n,, Pn,,--.) V, POr tanto,
dicho conjunto también es denso en H, luego (¢, )r €s un sistema com-
pleto de vectores linealmente independientes de H ({por qué?). La base
ortonormal (1)), se obtiene al aplicar a dicho sistema completo de vecto-
res linealmente independientes (¢,, )i el proceso de ortogonalizacién de
Gram-Schmidt pues span (11,19, ...) = span (¢n,, Pny, - - - )- ]

El teorema anterior 5.2.9 se puede generalizar a cualquier espacio eu-
clideo separable (no necesariamente completo).

Como hemos visto, dado un = € H y un sistema ortonormal (¢,,),, € H
existen los coeficientes de Fourier de x en dicho sistema ortonormal y
estos definen una sucesién de ¢2. El siguiente resultado es el reciproco de
lo anterior.

Teorema 5.2.10 (Riesz-Fischer) Sea (¢, ), un sistema ortonormal en un
espacio de Hilbert H separable y sean los niimeros ci, ¢, ..., Cp, ...tales

que
o
Z |cn]? < +oo0.
n=1
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Entonces, existe un elemento x € H cuyos coeficientes de Fourier son preci-
samente los niimeros cy, ¢, ..., Cy, ..., y ademds

o0
Yleal = l2l?, e = (z, 6n).
n=1

Demostraciéon: Sea =, = > ,_, cx¢,. Como en la prueba del Teorema
5.2.5 tenemos ||z, — Tnipl|> = Sopol., |cxl?, luego la sucesién (z,), es

de Cauchy y como H es completo entonces z,, "~ = € H, x = 312, cxy.

Probemos que si z,, — x, entonces para todo k € N, ¢, = (x, ¢x). Por
un lado tenemos que para todo k < n, (T, ¢r) = (37, ¢jj, ) = Ch-
Luego, usando la continuidad del producto escalar, obtenemos que ¢, =
m,, oo (T, &1) = (¥, d1), para todo k € N.> Ademds, como z,, =X g, de
(5.2.3), se obtiene que

n
Izl =Y el = [lo — 2> =5 0,
k=1

de donde se sigue el teorema. ]

De los teoremas 5.2.5, 5.2.9 y 5.2.10 se deduce que en un espacio de
Hilbert separable H a cada = € H le corresponde una serie de Fourier
cuyos coeficientes de Fourier estan biunivocamente determinados por = y
que ademads se corresponden con un tnico vector de /2. Eso nos conduce
a un resultado muy interesante pero para ello necesitamos de la siguiente
definicion previa:

Definicion 5.2.11 Una aplicacion U entre dos espacios de Hilbert H y H*
se denomina unitaria si es lineal, biyectiva y preserva el producto escalar,
ie.% (z,y) = (Ux,Uy). = (x*, y*)..

Dos espacios H y H* son isomorfos si existe una aplicacion unitaria
U:Hw— H* tal que z* = Uz, donde v € Hy x* € H*.

?Se entiende que (-, -), denota el producto escalar en H* que no tiene por que ser el
mismo que en H.

3Una prueba directa es como sigue. En primer lugar usamos que (x, 1) = (2, 1) +
(x — x,, ¢r). Entonces, como = — z,, = Z;O:nﬂ cr bk, se sigue que (x — x,, dr) = 0,
para todo k& < n. Luego, para k < n, se tiene que (x, ¢) = (X, ). Pero (z,,dr) =
(3271 ¢i9j, dr) = cx, luego para todo k = 1,2,3, ..., (z, ¢x) = ct.
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Teorema 5.2.12 (del isomorfismo) Cualquier espacio de Hilbert separa-
ble H es isomorfo a C" o a (>

Demostracion: Como H es separable, en H existe una base ortonormal
numerable (ver Teorema 5.2.9) que denotaremos por (¢, ),cs, donde I es
un conjunto numerable (finito o infinito). Asumiremos que I es infinito,
(I = N) i.e., probaremos el caso cuando H es isomorfo a ¢* (el caso finito
es totalmente andlogo).

Sea z € H y sea la aplicacién U : H s ¢? definida por*

v =Uzx = Z(x, Or)er = Zxkek e’

kel kel

donde (e, ), denota la base ortonormal canénica de ¢? que ya hemos visto
antes. Como el producto escalar (x,y) es lineal respecto al elemento de
la izquierda (i.e., =), esta claro que U es lineal (probarlo como ejercicio).
Para probar que U es unitario usamos, por un lado, que

(,y) = <Z $k¢k,zym¢m> = T,

kel mel kel

y, por el otro, que el producto escalar en ¢* viene dado por (z*,y*), =
> rer T1Ur, de donde se sigue que (z,y) = (z*,y)e.

Pero si U preserva el producto escalar, y por tanto, la norma (¢{por
qué?), entonces U es inyectiva. En efecto, si Tz = T'y, obtenemos

Hx - ?JH = ||T($ - y)H* = HTJC — TyH* =0 = z=y.

Probemos ahora que es sobreyectiva (y por tanto, biyectiva). Sea x* cual-
quier sucesién (z,),, de ¢%. Entonces, por el Teorema de Riesz-Fischer exis-
te un x € H cuyos coeficientes de Fourier coinciden con dichos valores
x, y por el Corolario 5.2.7 dicho elemento es unico. Es decir, la ecuacion
x* = Ux siempre tiene solucién. ]

5.2.1. El Teorema de la proyeccion ortogonal

“De la desigualdad de Bessel se sigue que el vector z* asi definido es de /2.
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Definicion 5.2.13 Sea M C H un subconjunto del espacio de Hilbert H.
Denominaremos complemento ortogonal de M, y lo denotaremos por M=,

al conjunto
M+ ={zx cH; (z,y) =0, Yy € M}.

De la definicién anterior se sigue que si elegimos M = H, entonces
H* = {0}, pues el dnico elemento ortogonal a todos los vectores de H
es el vector nulo. Nétese ademas que en la Definiciéon 5.2.13 M no tiene
que ser necesariamente un subespacio vectorial de H. En el caso especial
cuando M sea un subespacio vectorial de H se tiene que M (| M+ = {0}.

Ejercicio 5.2.14 Sea M C H un subconjunto (no necesariamente un subes-
pacio vectorial) de un espacio de Hilbert H. Entonces:

1. M+ es un subespacio vectorial cerrado de H.

2. Si M C N, entonces N* C M=,

L

3. MLt=Mt="M"

1. Probemos que M~ es un espacio lineal. Sean x,,z, € M~ cualesquiera,
i.e., para todo y € M, (x1,y) = (x9,y) = 0. Entonces, para todo y € M
usando la linealidad del producto escalar tenemos que (az; + fxs,y) =
a(x1,y) + B{zs,y) = 0, luego axy + Bzy € M. Probemos ahora que M~
es cerrado. Para ello probaremos que ML = M~ (ver Proposicién 3.2.12),
i.e., M+ contiene a todos sus puntos limites. Sea 2’ un punto limite de
M+. Entonces, existe una sucesion de elementos de M+, (a/),, tal que

n

lim,,,~ 2!, = 2’ € H (ver Proposicién 3.5.4). Por tanto, para todo y € M,

(' y) = <lim x;“y> =lim (#/,y)=lim 0=0 = 2 €M™

n—oo n—oo n—oo

Como 2’ era arbitrario, se sigue que M+ = M-+,

2. Sea v € N+ cualquiera. Entonces, (z,y) = 0 para todo y € N, pero
como M C N, (z,y) = 0 para todo y € M, luego x € M*. Como z era
arbitrario se sigue que N+ C M*.

3. Que M+ = M+~ se sigue de 1 y la Proposicién 3.2.12. Probemos que
MY = M. Como M c MM, el punto anterior implica que M~ C M* .
Probemos ahora que M- C M. Sea y € M cualquiera. Entonces,
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(x,y) = 0 para todo x € M. Sea z € M cualquiera, entonces por la
Proposiciéon 3.5.4, existe una sucesién de elementos de M, (x,),, tal que
lfim,, 00 ¥, = ¥ € M. Como (z,,y) = 0 para todo n, entonces tomando el
limite cuando n — oo se obtiene, por la continuidad del producto escalar,
que (z,y) = 0 cualquiera sea = € M, es decit, y € M, luego M+ c A"
y, por tanto, M+ = M. n

Notese que al ser M+ cerrado, es completo (pues H es completo, ver
Teorema 3.5.14).

El siguiente teorema es de especial importancia.

Teorema 5.2.15 (de la proyeccion ortogonal) Sea H un espacio de Hil-
bert y sea M C H un espacio generado por ciertos vectores linealmente
independientes de H, i.e., M = span(ey,...,ep), y sea x un vector de H
dado. Entonces existe un tnico y € M tal que ||z —y|| < ||z —m|| para todo
m € M. Ademds existe dicho y € M siy sdlo si (x — y,m) = 0, para todo
m € M.

Demostracion: Si z € M tomamos y = z y el teorema es trivial. Asi que
asumiremos que x ¢ M. Sea § = inf,,cp ||x — m||. Entonces existe una
sucesion (y,), € M tal que |z — y,|| — J. Probemos que (y,), es de
Cauchy. Para ello usamos la regla del paralelogramo (5.1.3)

1y — ) + (= yo) I + (v — 2) = (x — ) |I?
=2[(yn — )P +2[(z —w)* =
Yn | Yk 2

lvm = ol = 20 (o — )P + 20w — )| 4[| L+ 2 — s
Pero )
Yn Yk Yn Yk 2
LU LS VN ‘— Y _ ol > 52,
5 + 5 S 9 + 5 Tl =2
luego,

1y = will® < 20/ (yn = 2)I* + 2] (2 — yu) I - 407,
de donde, usando ||(y, — x)|| — J y tomando limites n,k — oo, se tiene
que ||y, — yx[* — 0.
Por el corolario 4.3.3, M es cerrado® y, por tanto, es completo (ver
Teorema 3.5.14) entonces y,, — y € M. Luego existe un y € M tal que

d=lly—=z|| = rrlLI€1£4 |z —m||. (5.2.7)

Sver Ejemplo 4.3.4.




5.2. Ortogonalidad y Teorema de Riesz 193

Probemos que y es Unico. Asumamos que existe un z # y tal que § =
|z — z||. Entonces

y  z 2
ly = 212 = 21y — DI + 2l — ) - 4[5 +5 -2

2 y  z 2 2 2
— 45 —4H§+§—xH < 46% —45% =0,

pues |4+ 2 —xH2 > 6% yaque £+ 2 € M. Luego = = y lo que es una
contradiccidn.

Probemos ahora que (z —y,m) = 0, paratodo m € M, i.e., (x —y)LM.
Para ello supongamos que existe un m € M que no es ortogonal a = — y.
Asumiremos que ||m| = 1. Sea el vector m; = y+Am, con A = (z—y, m) #
0, y siendo y es vector de antes que minimiza el error ||z — m||. Entonces

lz = mal* = llz —y — Am||* = |lz — ylI* = (z =y, Am) — (Am, 2z — ) + [\
= llo =yl = AP < [z — g,

i.e., y no es el vector que minimiza el error, lo cual es una contradiccidn.

Finalmente, notemos que cualquiera sea m € M, si x — y ortogonal
a todos los m € M, como m —y € M, entonces usando el Teorema de
Pitagoras (ver el Problema 5.4)

lz = ml* = l[(z —y) = (m = I* =z = yl* + ly = m|* = |z — y||*.

Es decir, ||z — m|| > || — y|| para todo m # y, i.e., y es un vector 6ptimo,
que como ya vimos, es tinico. ]

Notese que en la demostracidon de este teorema podemos cambiar la
condicién M = span (ey,...,e,) por la condiciéon de M C H cerrado y el
resultado sigue siendo cierto. Mds atn, de (5.2.7) se deduce que dicho
Teorema 5.2.15 se puede reescribir de la siguiente forma:

Teorema 5.2.15 (de la proyeccion ortogonal) Sea H un espacio de Hil-
bert (no necesariamente separable), sea M C H un espacio cerrado de H,
y sea x un vector de H dado. Entonces existe un unico y € M tal que se
cumple ||y — x|| = inf,,cpr ||x — m||. Ademds, existe dicho y € M siy solo si
(x —y,m) =0, para todo m € M.

Una consecuencia del Teorema de la proyeccién ortogonal en la forma
equivalente anterior es el siguiente teorema usualmente conocido como el
Teorema de la suma directa:
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Teorema 5.2.16 Sea M C H un subespacio cerrado del espacio de Hil-
bert (no necesariamente separable) H y M~ su complemento ortogonal.
Entonces, todo vector x € H admite una tnica representacion de la forma
r=y+y-dondey € Mey-ec M=

Antes de probar el teorema notemos que si todo elemento de H se
puede escribir en la forma x = y + y*= donde y € M, M cerrado, e y*- €
M+, entonces M es suma directa de M y M+ lo se escribe como

H=Ma®M-=. (5.2.8)

Lo anterior nos permite reescribir el Teorema 5.2.16 de la siguiente
forma equivalente:

Teorema de la suma directa Sea un espacio de Hilbert (no necesaria-
mente separable) H y sea M C H un subespacio cerrado del espacio de H.
Entonces H se puede escribir como suma directa de M y M*, i.e., se tiene
(5.2.8).

Demostremos el Teorema 5.2.16.

Demostracidon: En primer lugar, si x € M, entonces basta tomar y = x y
y+ = 0y se tiene el resultado. Supongamos ahora que x ¢ M yseay € M
el vector que cumple que ||y —z|| = inf,,cpr ||x—m|| (que por el Teorema de
la proyeccién ortogonal 5.2.15 anterior sabemos que es tnico). Entonces,
por la segunda parte del Teorema de la proyeccidon ortogonal 5.2.15, el
vector y- = z—y es ortogonal a todos los u € M, i.e., (y*,u) = 0 para todo
u € M. Como y es tnico, y* también lo es. De lo anterior se sigue que dado
un subespacio cerrado M C H, H espacio de Hilbert no necesariamente
separable, para todo x € H, existe unos unicos y € M e y= € M* tales
que

r=y+y, yeM, yteM- (5.2.9)

Es decir, se tiene la descomposicion (5.2.8) cualquiera sea H. [

Por completitud probemos directamente que y = (z—y)_L M. Para ello tome-
mos u € M cualquiera y o un escalar cualquiera. Entonces, para z = y* (luego
y = 0), y cualquiera sea u € M, tenemos (tomando m = —au)

52 — ¢ f _ 2 — ¢ f 1 _ 2 < i 2
Jnf |z —ml| nigMHy m|* < ||y~ + oul|

= [yt 1 + o ul® + 2R(y™, o).
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Si elegimos ahora o = — (y, u)/||u|?, teniendo en cuenta que ||y || =

m| = § (recuérdese que = = y*, luego y — = = y), obtenemos

fﬂfmeM ||$—

52 < g2 Mol L <0, VueM=yt1lM
= - ||U||2 = |<y ’u>| = UAS =Y .

Nota 5.2.17 Es fdcil ver que la nocion de suma directa (5.2.8) se puede
extender al caso de un nuimero finito o contable de subespacios M, M, etc.
Esto serd de de interés cuando veamos mds adelante el Teorema espectral
para operadores autoadjuntos y compactos (ver, por ejemplo, Teorema de
Hilbert-Schmidt 6.5.15).

Notese que si en (5.2.8) elegimos M = H obtenemos que H = H &
H+ = H ¢ {0}. Esta claro ademéds que si x € M C H, entonces x| M=,
luego = € (M+)* y, por tanto, M C (M*)+.

Una consecuencia de la descomposicion (5.2.9) para espacios de Hil-
bert (no necesariamente separables) es la siguiente propiedad:

Ejercicio 5.2.18 Probar que si M es un subespacio cerrado de H, entonces
(MYt = M.

Como ya vimos cualquiera sea M C H, M C (M*)*. Seaz € (M*)*
cualquiera. Como M es cerrado entonces, por (5.2.9) se tiene que = =
y+ytcony € M C (Mt yyt € M*. Pero, por otro lado, y*+ =
r—y € (MHt (y € M c (M*)*) de donde se sigue que y* 1M+, o
sea, (y*,y) = 0 (recuérdese que y+ € M1), ie., y* =0, luegoz =y €
M. Como x era arbitrario, se tiene (M+)L C M, de donde se sigue el
resultado. ]

Una aplicacion interesante

El Teorema 5.2.15 nos dice que dado un vector = € H, siempre siempre

existe un nico vector y € M = span (y1,...,Y,), Y = 2 1, QkYx, que es el
vector de M mds cercano a dicho z. Ademas, el min,,c ||z —m/|| se alcanza
cuando x — y es ortogonal a cada uno de los y;, j = 1,..., p. Luego

p
<x—2akyk,yj>20, ijl,...,p.
k=1
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Eso nos conduce al siguiente sistema de n ecuaciones con n incégnitas:

p

j=1

La matriz de este sistema coincide con la matriz de Gram de los vecto-
res yi,...,Yy, (ver el Teorema 5.1.13 y la discusién posterior). El sistema
anterior (5.2.10) se conoce como sistema normal. Nétese que el sistema
(5.2.10) tiene solucion (podemos encontrar los «;, t = 1, ..., p) si el deter-
minante de la matriz de Gram es distinto de cero. Pero dicho determinante
es distinto de cero si y solo si los vectores y;, i = 1, ..., p, son linealmente
independientes (ver Ejercicio 5.1.15).

Tomemos ahora un = € H dado y sea § = min,,ep ||z — m|| = ||z — y||
Entonces

P =lr—ylP=@—yr—y) = {x—y,z),

0, equivalentemente,
p
> iy a) +0° = (z,2).
j=1

Juntando esta ultima ecuacidn con sistema normal (5.2.10) obtenemos el
siguiente sistema lineal de p 4+ 1 ecuaciones con p + 1 incognitas:

(yl,y1> <yp>y1> 0 Qaq <5U>y1>
<y1:yp> e <yp>‘ Yp) 0 a-p - <$7.yp>
(yr,z) - (yp,x) 1 52 (x, )

Resolviendo el sistema anterior podemos encontrar no solo los coeficientes
ay, y, por tanto, el vector y, donde se alcanza el minimo min,,cy/ ||z — m/|,
sino también el valor  del mismo. De hecho usando la regla de Cramer,
usando que los determinantes de una matriz y su transpuesta coinciden,
obtenemos
52 — Ap-l—l(yla cee 7yp>'r)
Ap(Yrs-- - Yp)

donde A, (vy,...,v;) es el determinante de Gram de los vectores vy, . .., vg
(5.1.10).

Como aplicacién de lo anterior veamos el siguiente ejercicio:

I
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Ejercicio 5.2.19 Sean m ntimeros reales z1, ..., x,, y sea una matriz m x
n, W con n < m cuyas columnas son linealmente independientes. Encon-
trar el vector z € R" tal que la norma euclidea ||x — W z|| sea minima, i.e.,
queremos encontrar el mejor estimador lineal de x € R™.

Como R” es un espacio de Hilbert podemos usar el Teorema de las
proyecciones 5.2.15. Sean wy, = (wy g, ..., wni)’, k = 1,...,n las colum-
nas de W que son Li., y sea M = span (wy,...,w,). Entonces, existe un
y = Wz Unico tal que ||z — y|| es minimo. Para encontrar z = (zy,..., z,)
Para encontrarlo basta usar el sistema de ecuaciones normal (5.2.10).

Un célculo directo nos da que la matriz de dicho sistema es W1/ y
que el vector correspondiente al término independiente es W7z, donde
W7 es la matriz traspuesta de W. Asi que nuestro sistema se escribe como

WIWz=W'z =z=WW)'W'hg,

pues al ser las columnas de W linealmente independientes, existe la in-
versa de WTW. ]

Otras aplicaciones interesantes se pueden encontrar en [11].

5.2.2. El Teorema de representacion de Riesz

Para terminar este capitulo demostraremos un teorema sobre funcio-
nales lineales acotados de gran importancia en la teoria de operadores en
espacios de Hilbert tal y como veremos en el préximo capitulo.

Definicidon 5.2.20 Un funcional lineal es una aplicacion lineal f : H — K
siendo K el conjunto C o R dependiendo si H es un espacio de Hilbert real
o complejo, respectivamente.

Teorema 5.2.21 (de representacion de Riesz) Cualquier funcional lineal,
f : H — K, acotado sobre un espacio de Hilbert H (no necesariamente se-
parable), se puede representar en términos de un producto escalar; i.e.,

f(z) = (z, 2), (5.2.11)

donde z esta univocamente determinado por f, i.e., a cada f le corresponde
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uno y solo un vector z € H. Ademds, se tiene que

[zl = [I£]]- (5.2.12)

Demostracion: Si f = 0 el teorema es trivial tomando z = 0. Supongamos
que f no es 0, en cuyo caso obviamente z # 0. Estd claro que si (5.2.11)
es cierta, entonces f(z) = 0 para todo = tal que (z, z) = 0, o sea para todo
x perteneciente al espacio nulo de f (que denotaremos por ) se tiene
que zL z, i.e., z € A*+. Dado que f es no nula, entonces A # H (¢{por
qué?). Pero A/ es un subespacio vectorial cerrado® de H (ver Problema
4.14) luego es valida la descomposicion (5.2.9) y, por tanto, se tiene que
H = N BN+, luego N+ # (), por tanto existe un zy € N+, 2y # 0y que, sin
pérdida de generalidad, tomaremos normalizado a la unidad (2, z9) = 1.
Construyamos un vector v tal que Vax € H

v=f(x)zo — f(z0)xr = f(v)=0 = wveA.

Pero entonces, z,Lv, pues z, € NA* y, por tanto,

0=(v,20) = f(2) = f(20){®,20) = [fl(z)= (=, [(20)z0),

luego existe un z € H tal que se tiene (5.2.11) para todo z € H.

Demostremos que dicho z es unico. Sean y # z tal que, para todo
x € H, f(z) = (z,z) = (z,y). Por el punto 4 del Ejercicio 5.1.2 tenemos
que z = y lo que es una contradiccién.

Probemos ahora (5.2.12). En primer lugar sabemos que f es acotada
y se cumple (5.2.11). Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (5.1.2)

tenemos, efectivamente, |f(z)| = [(z, 2)| < ||z||||=||, luego tomando el su-
premo en los x € H con ||z|| = 1 tenemos
|/ ()]
11l := sup === <],
fel=1 (1]

de donde ademds se deduce que, para todo = € H, |f(x)| < || f|llz]-
Si en esta ultima desigualdad tomamos = = z (recordemos que z # 0)
obtenemos

121 = (=, 2) = IF @ < M fMl=l = Hl=l < 1A

%Sea x € (. Existe una (z,), € A tal que x,, — =. Pero f(z,) — f(z), pues f es
acotado. Como f(z,) =0, f(z) =0, de donde se sigue que = € A.
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de donde se sigue que || f|| = ||z]|. |

Conviene hacer notar que en la prueba del Teorema de representacién
de Riesz 5.2.21 es vdlida para cualquier espacio de Hilbert H, no necesa-
riamente separable. Esto serd importante a la hora de probar el Teorema
de Hahn-Banach 7.2.6 como veremos en el capitulo 7.

5.3. Problemas

Problema 5.1 Sea E un espacio euclideo y || - || la norma inducida por el
producto escalar. Prueba que para todos z,y € E,

lz+ylI* + llz = yl* = 2(ll=]* + lly]1*).

Esta igualdad se suele denominar ley del paralelogramo.

Solucién: Basta usar que ||z||> = (z,z) y usar las propiedades del producto
escalar 5.1.1 como en el caso del Problema 5.4. |

Problema 5.2 Prueba que en el caso complejo un espacio normado es
euclideo si se tiene la ley del paralelogramo (5.1). Para ello hay que probar
que la cantidad

1 : : : :
(w.y) = 7 (e + ol = llz = yl* + ille + iyl* — ile = iy[)

define un producto escalar en X complejo.

Soluciéon: La prueba es similar al caso real (ver la Proposicion 5.1.9). Ver e.g.
[19, Teorema 11.1, pag. 244] . ]

Problema 5.3 Usando el Ejercicio 5.1 prueba que los espacios normados
RY, 7'y Cf; B correspondientes al ejercicio 4.2.4 y los ejemplos 4.2.7 y
4.2.5 no son espacios euclideos salvo para p = 2.
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Figura 5.1: Las funciones f(z)y g(z) del Problema 5.3.

Solucion: Para ver que no son euclideos usaremos la Proposicién 5.1.9, es decir,
mostraremos que no se cumple la ley del paralelogramo.

Comenzamos con R}. Sean los vectores » = (1,0, ...,0),y = (0, 1,...,0) € R™.
Tenemos por un lado que

2|2+ [lyll2) = 2((17)7 + (17)7) = 4,

y por el otro,

9 9 2 2 1
o+ yl2+ e — ]2 = 27 +25 = 245,

Luego, usando (5.1.3) tenemos que 4 = 2 - 4 lo cual es falso si p # 2.

Para (P, podemos las sucesiones = = (1,0,0,...),y = (0,1,0,...) € Py
obtenemos el mismo resultado.

Veamos ahora el espacio Cﬁl - Lo que haremos es encontrar dos funciones
continuas con soporte compacto disjunto y con la misma norma, asi su suma y
su diferencia también tendran la misma norma. De esta forma consideramos las

siguientes funciones (ver la figura 5.1):

T, T [a’ aT—H))’ 07 x € [av aTb)u
f(z) = ‘17“’—3:, :L‘e[aTb,“Tb), y g(z) = ;U_a%—b’ we[aTb’?)(aZrb))’
0’ LS [Lbab]v b— x, x € [3(a+b)’b]
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Usando las simetrias de f y g para calcular las normas tenemos:

2
P

2(071E + 1) = 40713 = o /ﬂﬂ@PMQ§:4@ZTﬁﬂ¢Q _

a+b

=4 4P / acpda:
2
£+ g2+ 07 - gl2 =205+ g2 =2( [ 1£(2) + g(o)P da)” =
e e Y
:2<4/ xpdx) :2-49(/ :Updzn)p.

Luego, como 4 - A #*2. A para todo p # 2, tenemos que

21F115 + gllp) # ILf +glly + 1f = gll3, Vo #2.

SIS

Finalmente, notemos que para p = 2 los espacios R, /¥ y C[ ) S€ corresponden
con los ejemplos 5.1.3-5.1.5, respectivamente, donde se cumple la ley del para-
lelogramo pues en este caso si que son espacios euclideos. |

Problema 5.4 Prueba que si dos elementos z e y de un espacio euclideo
son ortogonales, entonces

lz + 11 = [ll* + llyl*

La igualdad anterior es una generalizacién del Teorema de Pitagoras.

Soluciéon: Como x e y son ortogonales (z,y) = (y,z) = 0, luego

lz+ylP =(@+y,z+y)=(wz+y)+yr+y) =
= (z,2) + (x,y) + (v, @) + (v, 9) = (@, 2) + (y,y) = [|z|> + [y/|*. =

Problema 5.5 Sea H un espacio de Hilbert separable. Prueba que cual-
quier subespacio cerrado M C H es a su vez un espacio de Hilbert. Ade-
mas, M tiene una base ortonormal.

Solucién: Como H es completo y M C H es cerrado entonces por el Teorema
3.5.14 M es completo. Pero como H es separable, entonces por el Ejercicio 3.4.7
M es separable. Entonces, por el Teorema 5.2.9, M tiene una base ortonormal.m
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Problema 5.6 Dar una demostracion alternativa del Teorema 5.2.16 su-
poniendo que H es un espacio de Hilbert separable. Es decir, prueba que
si M C H es un subespacio cerrado del espacio de Hilbert separable H y
M+ su complemento ortogonal, entonces, todo vector x € H admite una
Unica representacién de la forma z = y + y- donde y € M e y* € M= .

Solucion: Como H es separable y M C H es cerrado en H, entonces M es com-
pleto (ver Teorema 3.5.14) y separable (ver el Ejercicio 3.4.7), i.e., M es a su vez
un espacio de Hilbert separable por lo que existe una base ortonormal comple-
ta (¢n)n de M (ver Teorema 5.2.9). Definamos y = ) (z, $n)¢,. Obviamente
y € M. Definamos y = = — y. Entonces, para todo n, (y, ¢,,) = 0. Ahora bien,
cualquieraseaj € M, j =", andn, luego (y+,7) = 0, es decir, y- € M. Luego
cualquiera sea = € H, existen y € M y y- € M+ tales que = = 5 + y. Probemos
que esta descomposicién es Unica. Para ello supongamos que no, i.e., suponga-
mos que existen uny’ € M,y # ytalque z =y +y'~, y'* € ML (y obviamente
distinta de ). Entonces, para todo n € N,

W dn) = (& =y 0n) = (@, 0n) = W+ y n) = W, 60) = ¥ =9,

(ver el punto 4 del Teorema 5.2.5) lo que es una contradiccion. ]

Problema 5.7 A partir del Teorema 5.2.16 (o del Problema 5.6), prueba
que todo sistema ortogonal (¢,))_, en un espacio de Hilbert H separable
se puede completar hasta obtener una base ortogonal de H.

Solucién: Del Teorema 5.2.9 se sigue que H tiene una base ortonormal, no
obstante el objetivo de este problema no es probar que existe dicha base (eso
ya lo afirma el teorema) sino mostrar como, dado un conjunto finito de vectores
ortonormales completarlos hasta obtener dicha base. Existen varias formas de
probar este resultado. Una de ellas, efectivamente, es usar el Teorema 5.2.16.

Sea M el espacio generado por el sistema ortogonal (¢,)Y_;. M es cerrado.
Por el Teorema 5.2.16, tenemos que todo vector x € H se expresa de forma tnica
como una suma de un vector y € M y un vector y= € M=*. Al ser H separable y
M+ un subconjunto suyo, tenemos que M es separable (por el Ejercicio 3.4.7)
y cerrado (por el Ejercicio 5.2.14), por tanto M es un espacio de Hilbert que ad-
mite una base ortogonal numerable (Teorema 5.2.9) que denotaremos por (¢;" ).
Dado que todo = € H se expresa de forma tnica como z = y + y*, y se expresa
de forma tnica en la base (¢,))_; y y* en la base (¢;")s, entonces estd claro que
z se puede escribir de forma tnica en la base (¢,)_; (¢7)x. En otras palabras,
(én)n U(¢7 )k €s una base de M & M+ = H, luego hemos completado la base
(#n))_, hasta obtener una base del espacio entero H. ]
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Problema 5.8 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea (¢, ),, una base
ortonormal completa de H. Prueba que para todos x,y € H, se tiene la
igualdad, también denominada igualdad de Parseval

o0

<x7 y) = Z<xa ¢n><ya ¢n>

n=1

Soluciéon: Primero probemos que la serie converge. Para ello notamos que, usan-
do la desigualdad de Holder (3.7.2) con p = 2 (o la desigualdad de Cauchy-
Schwarz (5.1.2) en CM)

N 2 N N
(zm,wy,w) <3l o) S A
n=1 n=1

n=1

pero como los coeficientes de Fourier son una sucesién de /2 (ver la desigualdad
de Bessel (5.2.4)), las sumas de la derecha estan acotadas para todo N, luego
tomando el limite N — oo tenemos que la serie es absolutamente convergente,
luego es convergente. Por otro lado, sea

N N
N = Z<x’ ¢n>¢n Yy yn = Z(ya ¢n>¢na
n=1 n=1

entonces, como (¢,,), es una base ortonormal completa de H,

N r =Y (,00)0n Y YN = Y= DY bn)n,
n=1 n=1

cuando N — oo (ver Teorema 5.2.5). Un calculo directo, usando la ortonormali-
dad de los (¢, )n, nos da

N

<$N7 yN> = Z<$7 ¢n><y7 ¢n>a

n=1

de donde, tomando el limite N — oo, y usando la continuidad del producto
escalar obtenemos el resultado. ]

Problema 5.9 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea (¢, ),, una base
ortonormal completa de H. Prueba, sin usar el Teorema 5.2.5, que para
todo x € H, la serie

y= {r.6,)6,

n=1

converge, y que el vector x — y es ortogonal a cada ¢,,, n > 1.
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Solucidn: Si usamos el Teorema 5.2.5 el problema es trivial, pues de 2. se sigue
que la serie es convergente y que su suma es z, luego x = y y, por tanto,  —
y = 0 que es ortogonal a todos los ¢,. Demos una prueba directa sin usar el
teorema. Sean yy = Zf:f:l(y, ®n)¢n las sumas parciales de nuestra serie. Usando
la ortonormalidad de (¢, ), tenemos que

=

lyn I = (yn, yn) Z (@, ¢n)|?

Como los coeficientes de Fourier son una sucesién de ¢ (desigualdad de Bessel
(5.2.4)), las sumas de la derecha estan acotadas para todo NV, luego nuestra serie
es absolutamente convergente y, por tanto, convergente (ver 4.2.11).

Probemos ahora que para todo n, (zr—y)L¢,. Sean < N cualquiera, entonces

2

(& —yn, én) = )= (@, k) By Dn) = (T, bn) — (x, ¢n) = 0.

k=1

Tomando en la expresion anterior el limite N — oo y usando la continuidad del
producto escalar obtenemos el resultado. ]

Problema 5.10 Sea H un espacio de Hilbert y sea M C H. Definiremos
como span (M) al conjunto de todas las combinaciones lineales de vecto-
res de M. Prueba que para todo M # (), V = span (M) es denso en H siy
solo si M+ = {0}.

Solucién: Probemos que si V = H, entonces M+ = {0}. Sea 2 € M~ cualquiera
y supongamos que V = H. Entonces x € H =V, i.e., x es un punto de acumula-
cién de V, luego existe (z,,), € V tal que x,, — 2. Como 2 € M, entonces x| M
y, por tanto, x LV, luego para todo z € N, (x,, ) = 0. Tomando el limite cuando
n — oo en la igualdad anterior y usando la continuidad del producto escalar,
tenemos 0 = (x,,x) — {r,z), luego x = 0. Como z era cualquiera, M+ = {0}.
Supongamos ahora que M+ = {0}. Sea 2LV cualquiera. Entonces x_L M, i.e.,
x € M+, pero como M+ = {0} se tiene que = = 0, luego V' = {0}. Ahora bien,
como V C H es un cerrado, el Teorema de la suma directa 5 2.16,yque vyt

(ver Ejercicio 5.2.14, punto 3), obtenemos que H = VoV =~ = VoVt = Va {0}
y, por tanto, V = H. [

Problema 5.11 Sea H un espacio de Hilbert y sea M C H. Prueba que M
es cerrado siy solo si M = (M*)*.




5.3. Problemas 205

Solucién: Si M = (M1)!, entonces por el ejercicio 5.2.14, M es cerrado. Si M
es cerrado por el ejercicio 5.2.18, M = (M*)*. Luego M es cerrado si y sélo si
M = (M*4)* ]

Problema 5.12 Sea H un espacio de Hilbert y sea M C H un subespacio
cerrado de H. En este caso sabemos (ver (5.2.8)) que para todo x € H
existen unos tinicos y € M y y*+ € M~ tales que z = y + y*. Definamos el
operador P : H — M mediante la formula = — y = Px. P se denomina
operador de proyeccién (o proyector ortogonal) de H sobre M. Prueba
que

1. P eslineal, acotado y si M # {0}, || P| = 1.
2. P(M*) =0.
3. P2 = P. P = P (es idempotente).

Solucién: 1. Sea x1,7o € M. Entonces como 1 = y1 + yi ¥ T2 = y2 + Y3,
tenemos Pry = y; y Pxo = y2. Entonces, como x1 + 22 = (y1 + v2) + (yi + v ),
y Az = Ay + Ay, tenemos

P(x1 +x2) = y1 + y2 = Pxy + Pra, P(Ax) = Ay = APx,

luego P es lineal. Ademads, usando el Teorema de Pitdgoras (ver Problema 5.4)
tenemos que, para todo = € H,

1 1
l1* = lly + 317 = lyl* + g™ 1 > llyl® = 1P2l* = ||Pz] < ],

luego P es acotado y ||P| < 1.Si M = {0} es obvio que Px = 0 para todo = € H
(¢por qué?), pero si M # {0}, entonces tomando x = y € M se tiene Py = y,
luego sup, ey |jz)=1 [1PZ|| > supyen |y =1 | Pyll = 1, luego || P|| > 1, de donde se
sigue el resultado.

2. Esté claro que de la definiciéon de P, Px = x para todo = € M, ademds Pz = 0
para todo x € M+, luego P(M*) = 0.

3. Finalmente, para todo = € H, P>z = P(Px) = Py =y = Pz, luego P> = P.m
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Capitulo 6

Operadores en espacios de
Hilbert

Hay partes importantes de las matemadticas que
no se pueden entender en profundidad sin la
ayuda de la teoria de operadores.

Stefan Banach
En “Théorie des Opérations Linéaires” (1932)

En este capitulo estudiaremos algunas propiedades de los operadores
lineales definidos en espacios de Hilbert separables sobre C.

6.1. Definiciones

Definicion 6.1.1 Sea la aplicacion (operador) lineal y acotada A : E
E, E, E’ espacios euclideos. Si existe el operador lineal A* : E' — E tal que
paratodox c Eey e E

(Az,y) = (z, Ay), (x€eE, yeE) (6.1.1)

lo denominaremos adjunto de A.

En general, por sencillez, asumiremos E' = E.

Por ejemplo, sea el operador S : (2 — (2

S(l’l,l'Q,iL'g,...) = (O,xl,fﬂg,...), (612)

207
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comtinmente denominado operador desplazamiento (shift). Entonces su
adjunto S* es el operador S : (? — (>

S*(ZL‘l,IQ,[Eg,...) = (CI)Q,ZL‘g,...), (613)

Ejercicio 6.1.2 Sea el operador multiplicacion M : C[Qa,b] — C@bl definido
por
Ma(t) = f(t)=(t), f(t) € O([a,b]), Va(t) € Chy-

Prueba que M* existe y es el operador multiplicacién por la funcién com-
plejo conjugada f(t). Prueba que este operador es acotado y que | M| <
SUDye(qap) | f()|- Notese que si f(t) es real entonces M* = M.

La existencia y forma de M* se sigue de la igualdad

b b
(M) = [ s -0t = [ o) FOy(O

Para probar la segunda afirmacion notemos que

b 2
Iataf? = ([ F0PIaPdt) < sup 0Pl = (tg[u;] \f(t>!> o

Luego, || M| = SUD)z[|=1 [Mz|| < SUDP¢e|a,b] | £(2)]- u

Para los espacios euclideos la existencia del operador adjunto no esta
garantizada en general, no obstante si que lo estd en el caso de los espacios
de Hilbert. De hecho, como consecuencia del Teorema de representacion
de Riesz 5.2.21 se tiene el siguiente resultado:

Teorema 6.1.3 (Existencia del operador adjunto) Sea la aplicacion (ope-
rador) lineal y acotada A : H — H’, H, H' espacios de Hilbert. Entonces
existe un unico operador A* : H' — H adjunto a A. Ademds, A* es lineal y

JA°1 = 1Al (6.1.4)
Demostracion: Definimos el funcional 7,z : H — K, T,z = (Az,y)".
Obviamente, para cada y fijo

Ty < | Azlllyll < Allllyll < Kllll, Vy € H,
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i.e., T, es un funcional acotado, asi que el Teorema de Riesz 5.2.21 nos
asegura que existe un unico vector y* € H tal que T,z = (x,y*), para todo
x € H. Asi, el operador A : H — H' induce un operador A* : H' — H que a
cada y € H' le hace corresponder un unico y* € H, tal que A*y = y*, pues
(Az,y) = (x,y*) = (x, A*y). La linealidad de A* se sigue de la linealidad
de A. En efecto, para todos x € He y,z € H/, se tiene
(x, A*(ay + B2)) = (Az,ay + B2) = a(Ax,y) + B({Ax, 2)
= a(zx, A*y) + Blx, A*2) = (x,aA*y + BA*2).

Luego A*(ay + fz) = aA*y + SA*z.

Probemos ahora que ||A*|| = ||A||. De la igualdad (Az,y) = (z, A*y) y
usando que A es acotado tenemos

(2, A"y)| = [(Az,y)’| < [|A[l]lz[|]ly]-
Escogiendo » = A*y obtenemos, asumiendo! ||A*y|| # 0, v |ly|| # 0.
A"yl
Iyl

De lo anterior se sigue que A* es acotado. Pero entonces podemos aplicar
el mismo razonamiento intercambiando A y A* lo que nos conduce a la
desigualdad contraria ||A|] < ||A*||. En efecto, asumiendo ||Az| # 0, y
|z|| # 0, tenemos
[(Az,y)'| = [{z, Ay)| < [A"[[[z]llyll, y=Az =

Az|]? < ||A*|||A M<A* Al < ||A*

[Az|[” < A" Az[[[l«]| = e AT} = [[A]] < [|A™]]
Por tanto || Al = ||A¥||. |

Veamos algunas propiedades de los operadores adjuntos.

1A yII* < AN A Il =

< [lA[l = [lA™]] < [lA]}

Proposicidn 6.1.4 Sean las aplicaciones lineales acotadas A : H — H,
B : H w— H', H, H' espacios de Hilbert. Entonces se cumple que

1. (A*y,z) = (y,Ax), x e Hey € H.
2. (A+ B)* = A*+ B*.
3. (aA)* = @A

IN6tese que si || A*y|| = 0, entonces obtendriamos || A|| > 0, lo cual es evidente.
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4. (A*)* = A
5. | A*A| = |AA*|| = ||A]l*.
6. A*A=0siysolosi A=0.

7. Si H = H, entonces (AB)* = B*A*.

Demostracién: Para probar 1. usamos que (A*y, z) = (x, A*y) = (Az,y)’
(x, Ay)'. Para 2. tenemos

(x, (A4 B)y) = ((A+ B)x,y) = (Az,y)' + (Ba,y) = (x, A"y) + (v, B"y)
= (z,(A* + B*)y) = (A+ B)* = A"+ B".

El punto 3. se sigue de
(z, (ad)"y) = ((ad)z,y)" = oAz, y)" = alz, Ay) = (z,aAy).

Veamos 4. Notese que A* : H' +— H es acotado, luego existe su adjunto
(A*)* : H — H'.

(Az,y)" = (2, (A)y) = (A")"z,y) = (A7) = A
Antes de probar 5. nétese que A*A : H — Hy AA* : H — H'. Por otro

lado, como A y A* son acotados su producto A*A también lo es (ver Pro-
blema 4.12) y ||A*A|| < || A*||||A]| = || A]|?. Por otro lado, usando (||z|| # 0)

|Az|]* = (Az, Az)’ = (A" Az, ) < ||A"Az|||z]| < [|A"A]l]]z]* =

2
Az||\? A
IAIN" < paeag = [ sup 1220} < paeay = page < acay,
[Edl lel20 Nzl

que juntado con lo anterior nos da ||A*A|| = ||A||?. Finalmente, intercam-
biando A y A* tenemos ||(A*)*A*|| = ||A*||*. Usando 4 y que || A*|| = ||A]|
se sigue el resultado. La propiedad 6. es consecuencia de 5. y de las pro-
piedades de la norma. Finalmente, para probar 7. usamos

(x,(AB)"y) = (ABz,y) = (Bx, A'y) = (z, B*A*y) = (AB)" = B*A".
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Definicidon 6.1.5 Sea A : H — H. Si A = A*, se dice que el operador es
hermditico o autoadjunto.

Lo anterior implica que A es autoadjunto si y solo si para todos x,y € H,

(Az,y) = (v, A%y) = (x, Ay).

Definicién 6.1.6 Sea U : H +— H biyectivo. Si U~! = U*, se dice que el
operador es unitario.

Noétese que lo anterior es equivalente a decir que U*U = UU* = I. Ademas
de la definicion de adjunto se sigue que

(Uz,Uy) = (z,U"Uy) = (z,y),

i.e., los operadores unitarios preservan el producto escalar (ver la Defini-
cion 5.2.11).

Definicidon 6.1.7 Sea A : H — H. Si AA* = A*A, se dice que el operador
es normal.

Obviamente tanto los operadores autoadjuntos como los unitarios son nor-
males, pero no al contrario. Témese como ejemplo el operador 7" : H — H,
T = 2il, donde I es el operador identidad (ver Ejemplo 4.4.2). Esta cla-
ro que TT* = T*T = 41, luego es normal, pero no es autoadjunto pues
T* = —T y claramente no es unitario.

Antes de continuar vamos a hacer una breve incursién por el dlgebra
lineal. En adelante asumiremos que H = H’'. Supongamos que H es un
espacio de Hilbert de dimensidén finita. Entonces como ya hemos visto, H
es isomorfo a C". Definamos el operador 7" : H ~ H, lineal.

Sea (ex), una base de H. Entonces para todo = € H

n n
T = Zxkek = y="Tr = kaTek.
k=1 k=1

n n n n
Te, = Zai,k@i = y = Z (Z ai,kxk) e; = Zyiei =
i=1 i=1

i=1 k=1
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n

Yi = E @; kT, 1=1,2,...n.
k=1

Es decir, si consideramos los vectores x,y € C" con coordenadas z;, y;, i =
1,...,n, respectivamente, entonces el operador 7' se puede representar
usando una matriz (a;;);;—;, i.€., tenemos la aplicacién 7' : C" — C",
y = Ax, donde A es la matriz n x n

11 QAir2 apsz --° QAin

Q21 Qg2 G23 -+ d2pn
A= (Te;Tey---Te,)=| @31 a32 az3 -+ a3n |

Gp1 Ap2 Anp3 - Gpn

obtenida a partir de la transformaciones de los elementos de la base (e
de H.

Nota 6.1.8 Notese que la equivalencia de un operador lineal A : H — H
definido sobre un espacio de dimension finita, dim H = n < +oo, discutida
aqui es extensible a cualquier espacio normado (no necesariamente un es-
pacio de Hilbert) de dimension finita, pues la construccion que se ha hecho
solo hace uso de las propiedades de los espacios vectoriales y las aplicaciones
lineales y no de las del producto escalar.

Si tenemos un espacio de Hilbert de dimensidn finita hemos visto que
es isomorfo a C" (ver Teorema 5.2.12). Tomemos en C" la base candnica
er = ik, kyi = 1,...,n. Dados z = (z1,...,2,) ey = (Y1,...,Yn), €l
producto escalar viene dado por

<$7y> = Zxk% = wT 'ya
k=1

donde por 2T entendemos el vector traspuesto de x. Luego

(Ta,y) = (Ax)" -5 =2 - (ATg) =T - (A y) = (x,T"y).

Es decir, si al operador T le corresponde la matriz A a su adjunto 7" le
. —T
corresponde la matriz A* = A" .

Asi, tenemos en dimension finita que
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1. Un operador T es autoadjunto si su correspondiente matriz A en
sy . —T
hermitica, i.e., A= A".

2. Un operador 7" es unitario si su correspondiente matriz A es unitaria,
. —T —T —T
ie,Al=A4 << A- A=A - A=1

3. Un operador T' es normal si su correspondiente matriz A satisface
—T  —T
que A-A =A - A

Ejercicio 6.1.9 Prueba que la matriz del operador identidad es la matriz
identidad. ¢Cudl es la matriz del operador A : R™ — R" tal que Ae; = e,
Aey = ey, Aey = ex, k= 3,...,n, donde (e;)}_, es la base candnica de R™?

Nétese que lo anterior se puede generalizar al caso de dimensién infi-
nita, s6lo que en este caso la matriz seria una matriz infinita

11 Ai2 AaAisz - Q1pn

G21 dg22 G23 - d2n

az1 azz AaAszsz - A3n
A=

Ap1 Ap2 Anp3 - Apn

Ejercicio 6.1.10 Usando la base de Schauder de ¢* (ver Ejemplo 4.2.15)
encuentra las matrices del operador S y S* definidos en (6.1.2) y (6.1.3),
respectivamente.

Ejercicio 6.1.11 ¢Cudl es la matriz del operador A : (* — (? tal que
Ae; = eq, Aeg = €1, Aex, = e, k = 3,4,..., (er)r en la base de Schauder
definida en el Ejemplo 4.2.15? ¢Es dicho operador acotado?

6.2. Operadores autoadjuntos

Veamos algunas propiedades de los operadores autoadjuntos.
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Lema 6.2.1 Sea A : E — E, con E un espacio euclideo complejo. Entonces,
si (Az,x) = 0 para todo x € E, A es el operador nulo A = ©.

Demostracion: Sean z,y € E cualesquiera y sea v = ax + y. Por hipdtesis
(Av,v) = 0, luego

0 = (Av,v) = (A(az +y), az +y) = |a*(Az, z) + (Ay,y)
+ a(Azx,y) + a(Ay, z) = a(Azx,y) + a(Ay, z).

Para o = 1 tenemos (Az,y) + (Ay,x) = 0,y para o = i, (Azx,y) — (Ay, x) =
0. Sumando ambas obtenemos (Ax,y) = 0 para todos z,y € E. Entonces,
el punto 4. del Ejercicio 5.1.2 implica que Ax = 0 para todo x € E, luego
A=0. |

Teorema 6.2.2 Sea A : H — H, un operador lineal y acotado en H espacio
de Hilbert. Entonces

1. Si A es autoadjunto, entonces para todo = € H, (Az,z) € R.

2. Si H es complejo y para todo x € H, (Az,z) € R, entonces A es
autoadjunto.

Demostracidn: Para el primero tenemos

(Az,x) = (x, Ax) = (Az,x) = (Az,z) € R,

donde la primera igualdad es por la propiedad de simetria del producto
escalar y la segunda por ser A autoadjunto. Para la segunda usamos que
para todo x € H, (Az,x) € R, entonces, para todo x € H,

(Az,z) = (Az,x) = (z, Az) = (A"z,z) = ((A— A"z, x) =0,

pero, por el lema anterior, A — A* = 0, luego A = A*. |

El teorema anterior caracteriza los operadores autoadjuntos en espa-
cios de Hilbert complejos.

Ejercicio 6.2.3 Probar las siguientes afirmaciones:

1. Sean Ay B operadores autoadjuntos de H en H, y sea « € R. Enton-
ces A+ By aA también son autoadjuntos.
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2. Sea A : H — H un operador y A* su adjunto. Entonces A+ A*y A*A
son autoadjuntos

Proposicion 6.2.4 El producto AB de dos operadores autoadjuntos A y
B es autoadjunto si y solo si Ay B conmutan, i.e, AB = BA. Si Aes
autoadjunto A", n = 2,3, ... también lo es.

Demostracién: Del punto 7. de la Proposicién 6.1.4 se sigue que (AB)* =
B*A* = BA, luego (AB)* = (AB) siy solo si AB = BA. La segunda parte
es inmediata usando induccion. ]

Teorema 6.2.5 Sea (7),), una sucesion de operadores lineales acotados y
autoadjuntos T,, : H — H, H espacio de Hilbert. Si T,, — T cuando n — oo,
entonces 1" es un operador lineal acotado y autoadjunto en H.

Demostracion: Como 7T es el limite de la sucesiéon 7,,, T es lineal y aco-
tado. Aunque ello se sigue de que el espacio B(H, H) es un espacio de
Banach (ver Ejercicio 4.4.20) vamos a dar una prueba directa de la acota-
cién. Como (7},),, es convergente, entonces es acotada, luego existe M > 0
tal que para todo n € N, ||T,,|| < M. Luego, ||T,z|| < M||z|, para todo
x € H. Entonces ||Tz| = lim,_, ||Thz| < M]||z|, de donde se sigue la
acotacion de 7. La linealidad se sigue de la linealidad de 7}, tomando li-
mites cuando n — oo (ver Ejercicio 4.4.20). Como 7 es lineal y acotado en
un espacio de Hilbert, el Teorema 6.1.3 nos asegura que existe su adjunto
T*. Probemos ahora que 7' es autoadjunto, i.e., que 7" = 7. Comencemos
notando que
|75 =T = (T = 7)) = 1T - 7.

La primera igualdad es consecuencia del punto 2 de la Proposicién 6.1.4y
la segunda de (6.1.4). En particular lo anterior nos indica que si 7,, — T,
entonces 7" — T*. Usando la desigualdad triangular?

1T =T < T =Tall + || T = TN +I1T = T7[) = 2T = Tall = 0,
=0

luego ||T" — T™|| = 0 de donde se sigue que 7" = T™. n

2Nétese que si consideramos T, como elementos del espacio de Banach B(H, H), en-
tonces 7,, — T implica que T es tnico (ver Problema 3.10), luego como 7} = T,, y
Tr — T*, se sigue que T" = T™*. Otra forma de probarlo es usar que para todo n € N,
(Thx,y) = (x,T,y) y tomar limites cuando n — occ.
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Teorema 6.2.6 Sea A : H — H un operador acotado y autoadjunto en un
espacio de Hilbert H. Entonces || A| = sup,=; [(Az, 7).

Demostracion: Sea M = sup,_; |(Ar,x)|. Tomemos = # 0, |[z|| = 1.
Entonces

[(Az, 2)| < [|[Az][l]| < [All=]* = |Al = M <|A],

donde la implicacion se sigue al tomar el supremos sobre todos los = € H,
con ||z|| = 1. Nétese que

A
sup [(Az,2)| = sup LADIL o jap g < Ml va A0
=1 lelzo |l

Sea z € H tal que ||z|| = 1 y tomemos y = Az/|Az|| (Az # 0). Clara-
mente ||Az|| = |(Az,y)|. Con esta eleccién tenemos que || Az|| = (Az,y) =
R((Ax,y)). Por otro lado tenemos la identidad

R((Ax,y)) = i((A(a:+y),x—iry)—(A(x—y),x—y)), Vr,y € H. (6.2.1)

Luego

[Az]| = [(Az, )| < < ({A(z +y),z +y)| + (Ale — ),z = y)]).

N

Ahora bien, de la desigualdad anterior, usando que [{Az,z)| < M|z,
Vx # 0y la igualdad del paralelogramo (5.1.3) se tiene (recuérdese que
[zl = {lyll = 1

[Az]| = |(Az, y)| <

1 M
7 Mz +yl* + Mlle = yl?) = = (l=1° + llyI°) = M.
Luego ||Az|| < M|z|| para todo = con ||z|| = 1, i.e., ||A]| < M, por tanto
[A[l = M. u

Corolario 6.2.7 Sean A y B dos operadores autoadjuntos en un espacio
de Hilbert H. Si (Ax,z) = (Bx,z) para todo = € H, entonces A = B. En
particular, si (Ax,x) = 0 para todo = € H, entonces A es el operador nulo.
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Demostracion: Si H es un espacio de Hilbert complejo podemos usar el

Lema 6.2.1. Probémoslo usando en Teorema 6.2.6 valido para cualquier

espacio de Hilbert. Asi

A= B = Sup (A= B)z, )| = sup (Az, ) — (Bz, z)| = sup 0] =0,
x||=1 x||=1 z||=1

luego A = B. Si (Az,x) = 0 para todo = € H, entonces sup,; [{(Az,z)| =

0, luego ||A|| =0, i.e., A es el operador nulo del Ejemplo 4.4.3. |

Ejercicio 6.2.8 Sea A : H — H un operador acotado y autoadjunto. Prue-
ba que || A%|| = [|All*.

Usando la propiedad ||A*A|| = ||A||*> (ver punto 5. de la Proposicién
6.1.4) y que A es autoadjunto, A = A*,y, por tanto A*A = A? se sigue el
resultado. |

Para terminar este apartado veamos un ejemplo muy util a la hora de
construir distintos tipos de operadores lineales y acotados en un espacio
de Hilbert H.

Ejemplo 6.2.9 Sea (¢,), una base ortonormal completa de un espacio de
Hilbert separable H. Sea (i), € C una sucesion (finita o infinita) acotada,
sea m = sup, |u,|- Entonces existe un tinico operador lineal y acotado
T : H — H, tal que, para todo n,

Vamos a probarlo para el caso de dimension infinita puesto que el de
dimensién finita se puede considerar un caso particular de este cuando
i, = 0 para todosn > N € N.

Por el Teorema 5.2.5 sabemos que todo x € H admite una tnica
representacion en serie de Fourier en la base (¢,),, tal que

T = chgbk, cx = (T, Pr), Z len|? < +o0. (6.2.3)
k=1 n=1

Para cada x € H definamos la serie

S= Z Mk Ck Dk -
=1
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Probemos que dicha serie converge para cada x € H. Sean S,, las sumas
parciales de S

Sn =D 1kCPr,

k=1
y sea j > n. Entonces,

J J
1S =S5l = D lwallenl <m® Y lal?,

k=n+1 k=n+1

que se puede hacer tan pequefio como se quiera si elegimos j > n >
N € N, con N suficientemente grande. Luego S, es de Cauchy y como H
es completo, Sy — S. Por tanto podemos definir el operador

T:H—H, talque VzeH, Tr=5=) ucds (6.2.4)

k=1

Ademads, podemos definir para cada n € N la sucesién de operadores
T, :Hw— H, T,x = S,. Esta claro que T, es lineal ({por qué?). Probemos
que T,, es acotado para cada n. En efecto,

n

1Tzl = > lerl?lul? < m2 > Jexl? = m?|z))> (6.2.5)
k=1 k=1

Ademads, para cada = € H, T, — Tx. Probemos que el operador T, es
lineal y es acotado. La linealidad de T se sigue de la continuidad de la
norma y la linealidad de los 7,,. La acotacién de 7' se sigue de tomar el
limite cuando n — oo en (6.2.5)

o
ITz|? < m? Y lewl® = m?||] .
k=1

Nota: Otra forma de probar la acotacién es usando el Teorema de Banach-
Steinhaus pues como la sucesién ||7},z|| es acotada para cada x, entonces existe
un c tal que para todo n, ||T,|| < c¢. Tomando n — oo, se tiene que ||T| < ¢,
pues, por el Ejercicio 4.4.20, B(H, H) es un espacio de Banach.
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De la desigualdad anterior se sigue ademds que ||7'|| < m. Ahora bien

1T = P 1Tzl 2 [ Tonll = llndnll = lunl = Yr [T = |pn]

Tomando supremos en n se deduce que ||T'|| > m, luego |T|| = m =
supy, |-
Notese que como caso particular de (6.2.4) se tiene (6.2.2) y ademas

k=1

k=1

Ademads, como T es acotado, existe T*. Usando que, para todo = € H,
tenemos, por un lado,

T"r = y* - Z qubk = <T*x7¢n> = VUn,
k=1
y, por el otro,
<T*x7¢n> - <$7T¢n> = <ch¢k’ﬂn¢n> = [UpnCn = Vp = [nCn,
k=1

de donde se sigue que

Iz =T" (Z Ck¢k> = Zm@bk, (6.2.7)
=1

k=1
y que, para todo n, T*¢, = M,¢,. Ademds, del Teorema 6.1.3, T* es
acotado y ||T*|| = ||T|-

Finalmente, como T*T'¢,, = |un|*¢, = TT*,, entonces, por el pro-
blema“ 6.2 se sigue que 7*T = TT*, luego nuestro operador 7' es nor-
mal.

Obviamente si la sucesién (u,), es real, entonces 7" es autoadjunto.m

?Se puede comprobar directamente, usando (6.2.6) y (6.2.7), que para todo = € H
T*Txz = TT*z, con z definido mediante la serie (6.2.3).
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6.3. Inverso de un operador

Veamos a continuacién el problema de invertir un operador lineal A
en un espacio normado en general y en un espacio euclideo en particular.
En el caso de dimensidn finita este problema es relativamente sencillo. De
hecho que exista el inverso A~! de A es equivalente a que A sea inyectivo,
sobreyectivo, que exista un B tal que AB = I, o que BA = I, donde
I denota al operador identidad (ver Ejemplo 4.4.2). Ademas, como ya
vimos en el punto 4 del Teorema 4.4.9, en el caso de dimensidn finita
existira el inverso de A si dimX = dim Y. Ademas, si nos restringimos a
espacios normados de dimensién finita, A es acotado y si es invertible su
inversa también es acotada.

En dimensién infinita la situacién es mucho mas complicada. Los si-
guientes ejemplos muestran una variedad de casos.

Ejemplo 1. El operador operador desplazamiento S definido por (6.1.2)
es acotado e inyectivo (la ecuaciéon Sz = y tiene una tnica solucién, o
bien no tiene), luego tiene inversa segtin la Definicién 3.3.7, sin embar-
go no es sobreyectivo (la ecuacidon Sz = y no tiene solucion, e.g. elegir
vy = (y1,y2,.-.), 1 # 0). Por otro lado, el operador S* definido en (6.1.2)
es sobreyectivo pero no inyectivo (luego no tiene inverso segun la De-
finicién 3.3.7). Ademas, es facil comprobar que S*S = [ mientras que
SS* £ I.

Ejemplo 2. Sea el operador multiplicacién por ¢ del Ejemplo 4.4.6, M :
L?([0,1]) — L2([0,1]) (que es un caso particular del operador M del
Ejemplo 6.1.2). Este operador es acotado y ademads inyectivo. En efecto,
Mz(t) = 0 siy solo si z(t) = 0 en casi todo punto, sin embargo no es
sobreyectivo pues, por ejemplo, Mx(t) = 1 implica que x(t) = 1/t que
no es de L?([0, 1]).

Ejemplo 3. Sea el operador de Volterra V' : C;; — C([0, 1]),

V.= Vz)(t) = /Otl’(T)dT, t e (0,1). (6.3.1)

Este operador es acotado y tiene inverso (ver Teorema 4.4.9) pues V& =
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0 implica z(t) = 0. Ademds estd claro que la ecuacién (Vz)(t) = y(¢)
siempre tiene solucién z(t) = y/(t), luego el inverso de V" es el operador
derivada D que sabemos que no es acotado. Nétese que J(V') # C([0, 1])
pues siy € C([0, 1]) tal que y(0) # 0 entonces y ¢ I(V').
Ejemplo 4. Sea el operador A : (? — (2,

A1,y o Xy o) = (X1, 22/2, .. /0. L), (6.3.2)

Estd claro que A es acotado pues

Azl < - ’xk|2 < - 2 2
lAz|* <) 12 < ol = ||zl
k=1 k=1

Por otro lado, se puede comprobar directamente que el siguiente opera-
dor B definido sobre las sucesiones de (>

B(zy,x9, ..., Tp,...) = (21,229, ..., NTp ... ),

es tal que ABx = BAx = z para todo = € (2. Luego B = A~!, pero estd
claro que B no es acotado (basta tomar como sucesion (z,),, la base
de Schauder definida en el Ejemplo 4.2.15). Por otro lado, estd claro
también que I(A) # (2, pues si elegimos y = (1/n%/?),, € (2, entonces
Az = y para z = (1/n'/?),, que no es de (2. Asi A es acotado e invertible
pero su inverso no es acotado.

Los ejemplos anteriores nos llevan a la siguiente pregunta: équé defi-
nicion de inverso de un operador adoptar?

Una opcidén es usar la propia Definicion 3.3.7 que ya vimos en el con-
texto de los espacios métricos, pero es poco practica. Es mucho mas comun
una definicién inspirada en la propiedad discutida en la Nota 3.3.9. Asi,
podriamos utilizar la siguiente definicion:

Definicion: Sea el operador lineal A : X — Y, X e Y espacios de Banach.
Diremos que A es invertible si existe un operador B, A : Y — X tal que
AB = Iy, BA = Ix.

Nétese que segun esta definicidn el operador desplazamiento S, que es
invertible segtin la Definicion 3.3.7 cumple con S*S = [ pero SS* # I, por
tanto no tendria inversa. Por otro lado, el operador del Ejemplo 4 cumple
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con la definicién anterior, pero como ya vimos su inverso es un operador
no acotado.

Sin embargo hay un resultado muy importante cuya prueba por el mo-
mento omitiremos® conocido como el Teorema de Banach de las aplicacio-
nes inversas acotadas que establece lo siguiente:

Teorema: Sea A € B(X,Y), con X, Y espacios de Banach, tal que el nticleo
de A, N(A) = {0}, y la imagen de A, J(A) =Y, entonces A~ € B(Y,X).

Dado que estamos interesados en los operadores lineales y acotados,
lo anterior nos conduce a redefinir la inversa de un operador A € B(X,Y)
de la siguiente forma:

Definicién 6.3.1 Sea el operador A € B(X,Y), X e Y espacios de Banach.
Diremos que A es invertible si existe un operador B € B(Y,X), tal que
AB = Iy, BA = Ix.

Notese que segun esta definicién el operador (6.3.2) del Ejemplo 4 no
es invertible.

En adelante entenderemos que un operador acotado es invertible si
existe su inversa y esta es acotada. Veamos a continuacion varias propie-
dades de los operadores invertibles.

Teorema 6.3.2 (Existencia del operador inverso) Sea el operador lineal
A : X — X, X espacio de Banach. Si ||A|| < 1, entonces I — A es invertible
y se tiene la igualdad (serie de Neumann)

1

(I—-A)'=)"A* donde A°:=1I y |(I-A)7"|< T=TAT
k=0

Demostracién: Sea la sucesién de operadores (A, ),, definida por A,z :=
(I+A+A*+-- -+ A"z, x € X (cualquiera). Obviamente A,, es un operador
acotado (probarlo como ejercicio). Probemos que (A4,x), es una sucesion

3Ver el Teorema 7.3.4 de la pdgina 281. Como veremos dicho teorema es una con-
secuencia del Teorema de Banach de la aplicaciéon abierta, que a su vez se sigue del
Teorema de Baire 3.6.1 que ya vimos al final del capitulo 3.
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de Cauchy. Para ello calculamos

| Antpr—Apz||= | A g4 AP < || A" |4 - || AP
< ([ + o Al < (LA AL ]

LA™
2] —0.
1 — [l Al

< (A -+ AP 4 )] <
Como X es completo (es de Banach) entonces, para cada = € X la sucesion
A,z converge a un y € X que denotaremos por y = T'z. Asi, tendremos
el operador 7' : X — X bien definido. Como A es lineal, A, lo serd y, por
tanto, 7' también. Para ello basta tomar el limite cuando n — oc en la
igualdad A, (az + By) = aA,x + Ay, o, € Ky z,y € X.

Probemos ahora que T es acotado. Si tomamos ahora el limite p — oo
en la desigualdad de antes y usamos que A,,,,x — Tz, obtenemos

LA™

[Tz = Apz]| < |2l =777
1 —[]Al

(6.3.3)

de donde se sigue, tomando el supremo cuando ||z|| = 1, que

[ X0 = lim A, =T.
1—[|Al n—00

1T — Anll <

Nétese que de la desigualdad anterior se tiene que 7' — A,, es un operador
lineal acotado, luego 7' lo sera (¢{por qué?). Probemos ahora que 7' =
(I — A)~!. Ante todo notemos que I — A es un operador lineal y acotado
(por tanto continuo, ver Teorema 4.4.18). Calculemos el producto

(I —A)Tx=(I—-A) lim Ay,x=lim (/ — A)A,z=lim (A, x — A- A,x)

n—oo n—oo n—o0

= lim (z — A"™2).
n—oo

n—o0

Teniendo en cuenta que ||A]| < 1y que ||[A""z| < [JA||"H|z|| = 0, se
sigue que A"tz "3 0y, por tanto, (I — A)Tz = z para todo x. La prueba
de que 7'(/ — A)z = x para todo z es andloga y la omitiremos. Finalmente,
para la cota de ||(/ — A)~!|| usamos que A4, — (I—A)~yque || A% < || 4]
(ver Problema 4.12), luego

[Anll = 11 + A+ A" < L4 [JA] + [[A7] + - + (|47
1

S TH[AN+ AP+ + A" < —
1—[lA]
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de donde, tomando el limite cuando n — oo, se tiene el resultado. []

Nota: Usando el Ejercicio 4.4.20 se puede simplificar la demostracién. En primer
lugar, A es acotado, luego todas sus potencias lo son (ver Problema 4.12), y por
tanto A, lo es para todo n. Como ||A,4,z — Apz|/||z|| = 0 cuando n — oo,
se tiene que ||A,+p — A,| es de Cauchy, luego como B(X,X) es un espacio de
Banach, entonces 4, — T = > 7, Ak T € B(X,X), i.e., T es lineal y acotado.
Las demostraciones de que 7' = (1 — A)~!, asi como la estimacién de la norma
son idénticas.

El teorema anterior admite una generalizaciéon que nos sera de gran
utilidad mds adelante.

Teorema 6.3.3 Sea el operador lineal y acotado A : X — X, X espacio de
Banach. Si ||A]| < |A|, A € C, entonces el operador (A — A) es invertible y

AF 1
Ay = (A — A)” Z T Y se cumple que || Ax|| < 7 I= Al

Demostracion: Asumimos que A # 0. Entonces, como [[A[| < [A], el ope-
rador A = A/) es tal que ||[A|| < 1, y por el Teorema 6.3.2, 1 — A es
invertible. Ademads, claramente el operador AI es invertible y, por tanto,
se tiene

2] o) ) o

Luego,

Ay = (M= Ayt =y (-4 R (1 Z)l
A= - = 3 = - :
Como ||A|| < |A|, entonces ||A|| < 1. Aplicando el Teorema 6.3.2 a A
obtenemos la expresién para A,
A’g = AF
Tk _ _
k=0 k=0
Para probar la de31gualdad restante usamos que

0= 13 5

1AM _ 1 1
MIZ A = Wl—HAH/W

de donde se sigue el resultado. ]
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Ejercicio 6.3.4 Modifica la demostracion del Teorema 6.3.2 para probar
directamente el teorema anterior.

Definicion 6.3.5 Sea A : X — X un operador de X en X, siendo X un
espacio normado. El conjunto de de todos los operadores lineales A lo deno-
taremos por L(X) y al conjunto de todos los operadores lineales y acotados
A lo denotaremos por B(X).

Un corolario trivial del resultado probado en el Ejercicio 4.4.20 es el
siguiente teorema:

Teorema 6.3.6 El espacio B(X), X espacio de Banach, es un espacio de
Banach respecto a la norma de los operadores.

Ejercicio 6.3.7 Adapta la prueba del Teorema 6.3.2 para probar que toda
sucesion de Cauchy de operadores T,, € B(X), X espacio de Banach, es
convergente, i.e., se tiene el Teorema 6.3.6.

En efecto, si T,, es de Cauchy entonces Ve > 0, existe un N € N tal que
VneN,n>NyVpeN, |, —T,|| <e.Luego la sucesién X,, := T,,x es
de Cauchy

n—oo

HTn-&-px — Tzl < HTn—HD = Tullllz| < ellz| = ||Tn+px — Tzl — 0.

Como X es completo T,z tendrd un limite y para cada z, i.e., podemos
definir el operador 7' : X — X por Tz = y. De la misma forma que en
la prueba del Teorema 6.3.2 se sigue que 7T es lineal. Para probar que es
acotado usamos la desigualdad anterior:

[Top =Tz [T =T,

T p = Tol| < (T p=Tullllzll =

]

donde hemos tomando el limite p — oo y usado la continuidad de la
norma. Luego, T' — T,, es acotado y, por tanto, 7" lo es (7,, es acotado).
Ademas, de lo anterior se sigue también, tomando el supremo en x, que

|T — T,|| < e paratodon > N, ie., T, =3 T. n

Una aplicacion directa del Teorema 6.3.2 es el siguiente resultado:
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Teorema 6.3.8 Sea X un espacio de Banach. El conjunto E C B(X) de los
operadores invertibles en X es abierto en B(X).

Demostracion: Sea A € B(X) un operador invertible. Definamos la bola
B(A,1/||A7Y|). Cualquiera sea B € B(A,1/||A7!||) tendremos que

1 _ _
1B = Al < A I(B =A™ < 1B - A[A7Y]| < 1,
luego el operador I — (A — B)A~! = BA™! es invertible, por tanto el ope-
rador B = (BA~')Alo serd?, i.e., todo operador B € B(A,1/||A7!|) es in-
vertible, por tanto para cualquiera sea A € E existe una bola B(A,1/||A7Y|)
C E centrada en A, luego F es abierto. ]

6.4. Operadores compactos

Definicidon 6.4.1 Un operador lineal A : X — Y, X e Y espacios de Banach
es compacto si para toda sucesion acotada (z,), de X, la sucesion (Ax,),
de Y tiene una subsucesion convergente.

Notese que si A es compacto, A es acotado pues en caso contrario
. . 7 .7 n—oo
existiria una sucesién acotada (z,), tal que ||Az,|| — oo y entonces la
sucesién (Az,), no tendria una subsucesién convergente. Asi pues, tene-
mos el siguiente teorema:

Teorema 6.4.2 Todo operador compacto es acotado.

El reciproco no es cierto.

Ejercicio 6.4.3 Prueba que el operador identidad I : H — H, H espacio
de Hilbert de dimension infinita no es compacto.

Escojamos una sucesién ortonormal cualquiera (¢,,),, en H. Como ||¢,—
ém|* = 2 para todos n,m € N, entonces la sucesién I¢, = ¢, no contiene
subsucesiones de Cauchy y, por tanto, no tiene subsucesiones convergen-
tes, de donde se sigue el resultado. ]

“En efecto, si A y B son invertibles, entonces AB es invertible y (AB)~! = B~1A71,
como se puede comprobar directamente de la Definicién 6.3.1.
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Teorema 6.4.4 Sea A un operador lineal A : X — Y, X e Y espacios
normados de dimension finita. Entonces A es compacto.

Demostracion: En efecto, como X es de dimensién finita, entonces A
es acotado (ver Teorema 4.4.17), luego dada cualquier sucesion acotada
(n)n, la sucesién (Ax, ), es acotada. Sea el conjunto Cy = {Ax, : n € N}.
C 4 es acotado, luego su clausura C4 es un subconjunto de Y que es cerra-
do y acotado, luego por el Teorema 4.3.8, es compacto. Luego, toda suce-
sién (y,), € Ca, tiene una subsucesion convergente (4, )k, Yn, — ¥ € Ca,
o sea, y € Y. Por tanto, existe una subsucesién convergente (Ax,, )x, luego
A es compacto. ]

Notese que si en el Teorema 6.4.4 el operador lineal A, es acotado, i.e.,
A e B(X,Y),ysuimagen J(A) es de dimensiodn finita, entonces, si (), es
acotada, (Ax,), lo serd y razonando como en la prueba de dicho teorema,
se deduce que A es compacto (independientemente de la dimensién de
X), es decir, la hipétesis de que X sea de dimensidn finita en el Teorema
6.4.4 no es necesaria si el operador es acotado.

Ejemplo 6.4.5 Se puede probar directamente, sin usar el teorema anterior;
que cualquier operador lineal A : H +— H, con H espacio de Hilbert de
dimension finita es compacto.

En efecto, del Teorema 4.4.17 sabemos que el operador A es acotado,
y del Teorema del isomorfismo 5.2.12 que H es equivalente (isomorfo)
a C", con N la dimensién de H. Entonces, dada cualquier sucesién aco-
tada (x,),, la sucesién (Ax,) es acotada y por el Teorema de Bolzano-
Weierstrass (en C) dicha sucesién contiene al menos una subsucesién
convergente, luego A es compacto. [

Teorema 6.4.6 El conjunto de todos los operadores compactos A : H — H,
es un espacio vectorial.

Demostraciéon: Sea (x,), € H una sucesién acotada. Sean A y B, dos
operadores compactos. Como A es compacto, existe una subsucesion (yx)x
de (z,)n (yr = z,,) tal que Ay, es convergente. Luego, también lo es la
sucesion (AA)yy, y por tanto el operador A\A es compacto. Por otro lado,
como B es compacto, entonces existe una subsucesion (z;); de (yx)r (¥,
por tanto, de (z,),) tal que (Bz;), es convergente. Pero entonces (Az;); es
convergente ({por qué?). Luego, dada cualquier sucesion acotada (z,,),,
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existe una subsucesién (z;); de (x,), tal que ([A + B]z;); es convergente.
Luego A + B es compacto. ]

Proposicidn 6.4.7 Sea H un espacio de Hilbert y sean yy z dos elementos
dados de H. Sea el operador lineal T': H +— H definido por Tx = (z,y)z.
Entonces T es compacto.

Demostracidn: Sea (z,), una sucesion acotada de H, i.e., ||z,| < M pa-
ra todo n € Ny cierto M > 0. Sea la sucesién compleja a,, = (z,,y).
Probemos que es acotada

|an] = [{zn, 9] < llallllyll < Mllyll.

Entonces, por el Teorema de Bolzano-Weierstrass a,, tiene una subsuce-
siéon convergente ay, = (xx,,y). Sea a su limite. Entonces, utilizando la
continuidad del producto escalar,

Txk’n = <xk5n7y>z rH_O}O az,

es decir, la sucesién Tz, contiene una subsucesién convergente. Luego T’
es compacto. |

Ejercicio 6.4.8 Sea A : H — H un operador acotado de rango finito en
un espacio de Hilbert H, i.e., la imagen de A, J(A), es de dimensidn finita
(dimJ(A) = n < +00). Prueba, usando la proposicion anterior, que A es
compacto.

Vamos a probarlo directamente usando la Proposicidn 6.4.7. Sea ey,
.., €, una base ortogonal de J(A) C X. Sea y € J(A), cualquiera. En-
tonces, para cada y existe al menos un x tal que y = Az, y ademas
y = > »_,(Azx, e;)e;. Denotemos por A al operador A, : H — H, A, =
(Azx,eg)ey, para cada k = 1,...,n. Entonces A = > | A;. Como A es
acotado existe su adjunto A* (Teorema 6.1.3), luego Ayz = (Ax, e)e, =
(x, A*er)er. Entonces, por la Proposicion 6.4.7 deducimos que los A,
k = 1,...,n son compactos y como A = Y ,_, A, del Teorema 6.4.6
se deduce que A es compacto. ]

Nota 6.4.9 Notese que como A es acotado, entonces si (x,), es acotada,
(Az,), lo serd, por tanto siguiendo el razonamiento de la segunda parte
de la demostracion del Teorema 6.4.4 se sigue directamente el resultado del
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Ejercicio 6.4.8.

Teorema 6.4.10 Sea (T,,), una sucesion de operadores compactos T,
H s H, H espacio de Hilbert, tal que T, — T. Entonces T es compacto.

Demostraciéon: Sea (r,), € H una sucesién acotada cualquiera y sea S =
sup,,cy ||n |- Asumiremos que S > 0, pues en caso contrario (), seria la
sucesion nula (0),,. Vamos a probar que, como para todo m, 7,, es compac-
to, entonces existe una sucesion (z;); de (z,), tal que lim;_,o 75,2, = Ym
para m = 1,2,3,..., i.e, la sucesién (7,,2;); es convergente para cada
m € N. La forma de construir dicha sucesion recuerda a la que se usé en
la prueba del técnico 4.3.1, y se conoce como construccion diagonal®, y es
como sigue:

Sea n = 1. Como 77 es compacto entonces existe una subsucesion
(x1;),; tal que (Tix,;),; es convergente. Como 75 es compacto entonces
existe una subsucesion (z,;); de (xy;); tal que (Tz,;); es convergente,
y asi sucesivamente. De esta forma obtenemos que, para cada m € N,
existe una subsucesion (z,,;); de (z;); tal que lim;_,o T}, 2 j — ym, para

=1,2,3,..., y ademas, por construccion, (z, ;); es una subsucesion de
las anteriores (zy j) ;» k=1,2,...,n— 1. El siguiente diagrama muestra la
construccién anterior:

(x] )J xl ZQ 1'3 DRI xm DY x] ‘
J
(551,3)3 C (z ) r11 12 213 0 Tim 1,5 = Tiz1; =0
J
(z2,5); C (w1,5); T 22 23 ccc Tam ccc Xog oo = Thxa Sy
J
(953 ) ( 2,j)j 31 X32 X33 0 X3m T3, " = TSxS,j — Y3
T J
(:L"m,j)j C (Im—l,j)j Tm,1 Tm,2 Tm,3 e Tm,m T Tm,g = mTm,j = Ym

Sea ahora la sucesién de las “diagonales” (z; ;),. Para cada m fijo la suce-
sién ()%, = (Tmms Tmt1,m+1, - - - ) €5 una subsucesion de (z,, ;);, luego

Jj=m

lim T,,x;; = ym, para m=1,23,....
‘]*)

Eso implica que la sucesién (7),z;;); es de Cauchy. Probemos ahora que
la sucesién (T'z; ;); es de Cauchy.

SEste tipo de razonamiento fue utilizado por primera vez por Cantor para probar que
el conjunto de los reales no es numerable.
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Como T}, =3 T, eso significa que para todo ¢ > 0 existe un N; € N tal
que, para todo M > Ny,

T —Tyll < —
1 M| 35

Pero como ya vimos, la sucesion (75,2, ;); es de Cauchy para todo m € N,
luego lo sera para m = M. Luego, para todo ¢ > 0 existe un No > M € N
tal que, para todos m > n > N,

g
||T]V[xn,n - TMIm,mH S o

3
Pero entonces, si elegimos m > n > N, > M, obtenemos

HTmn,n - Txm,m” é HTxn,n - TMxn,nH + HTan,n - TMxm,mH
+ ||TMxm,m - Txm,m||

3
ST = Dullllznnll + 5+ 1Ty = Tlllzmmll <,

e., (T'z;;); es de Cauchy y como H es completo, entonces (7'z;;); es
convergente, luego 7" es compacto. n

El Teorema 6.4.10 se puede parafrasear diciendo que el subespacio de
los operadores compactos es cerrado® en B(H).

Teorema 6.4.11 Sea T : H — H, un operador compacto, H espacio de
Hilbert. Entonces su adjunto T* es compacto.

Demostracion: Sea (x,), una sucesion acotada cualquiera no nula, y sea
S = sup,ey ||||- Definamos la sucesién (y,), € H, v, = T*z,. Como T’
es compacto, T es acotado y, por tanto, 7™ es acotado, asi que la suce-
sion (y,), es acotada. Como 7' es compacto, entonces existe una subsuce-
sién (yn, )r de (yn), tal que (T'y,,)r € H es convergente y, por tanto, de
Cauchy (pues H es completo). Pero entonces tomando ny, n,, suficiente-
mente grandes la cantidad ||T"y,, — T'yy,, || l1a podemos hacer tan pequefia
como se quiera (por ejemplo menor que £%/(25)). Entonces,

Y, = Y1 = (1T @0y, = T, |I> = (T (20, — Tn,0), T (T, — T,))
<TT*(xnk :Bnm)’ (xnk - xnm»
[T (%0, — Ty )| 1 20) — T

2

Ty, — Ty, 2 = g2

IN

IA
)

®Recuérdese que el espacio B(H) es completo.
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Luego, (yn,)r es de Cauchy, y como H es completo, es convergente, i.e.,
(T™*x,, )i, €s convergente y, por tanto, 7* es compacto. [ ]

6.5. Teorema espectral

En este apartado estudiaremos la teoria espectral de operadores auto-
adjuntos y compactos en espacios de Hilbert. Dicha teoria es la extension
del conocido problema de autovalores para matrices n x n al caso infinito.
Comenzaremos, por tanto, con la definiciéon de autovalores y autovecto-
res’

Definicion 6.5.1 Sea A : X — X un operador en un espacio normado X.
Los nuimeros complejos ) tales que

Ar=Xdzx, z€X, z#0, (6.5.1)

se denominan autovalores de Ay los correspondientes x, autovectores de A
asociados al autovalor M.

En un espacio de dimensién finita podemos definir el espectro de un
operador como el conjunto de los autovalores de su correspondiente ma-
triz (en alguna base®). Puesto que para cualquier matriz n x n existen n
autovalores (pudiendo estar repetidos como ocurre, por ejemplo, con la
matriz identidad), en el caso finito es relativamente simple de estudiar
(ver Ejercicio 6.5.3). No ocurre lo mismo en el caso infinito.

Por ejemplo, el operador desplazamiento ya visto antes S : ¢2 — (2,
S(x1,x9,x3,...) = (0,21,29,...), no tiene autovalores pues la igualdad
Sz = Az implica x = 0.

Asi pues se precisa de una definicion mas general

Definicidon 6.5.2 Sea X un espacio de Banach y A una aplicacion lineal
A : X+ X El espectro de A, que denotaremos por o(A), es el conjunto de
numeros complejos tales que el operador (Al — A) es no invertible, i.e., no
existe Ay == (AN — A)~L.

’También denominados valores propios y vectores propios, respectivamente.
8Es un hecho conocido del 4lgebra lineal que los autovalores de un operador no de-
penden de la base escogida.
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El operador Ay := (M — A)~! se denomina resolvente de A. El conjunto
de todos los A € C para los cuales el operador A, estd bien definido se
denomina conjunto resolvente de Ay se suele denotar por p(A). Obviamente
el espectro de A, o(A), es el complementario del conjunto resolvente, p(A),

ie,o0(A)=C\ p(A).
La cantidad r(A) = sup{|A| | A € 0(A)} se denomina radio espectral de A.

Ejercicio 6.5.3 Sea A : X — X, A € B(X). Prueba que en dimension
finita, dim X < 400, o(A) es el conjunto de todos los autovalores de A.

Ante todo notemos que si dim X = n < 400, entonces como vimos en
la Nota 6.1.8, cada operador A : H — H se puede representar mediante
una matriz n x n. Luego, la ecuacién (6.5.1) se trasforma en el sistema
lineal

Ar =X <= (A—-X)z=0, x#0,

donde I es la matriz identidad n x n. Para que este sistema tenga solu-
cién no trivial det(A — AI) = 0, lo cual implica que el operador A — A/
no puede ser invertible, luego A € o(A). Ndtese ademds que det(A — \I),
es un polinomio de grado n en \, luego la ecuacién det(A — A\I) = 0 tie-
ne al menos una solucién y como mucho n soluciones distintas. Conviene
recordar que si usamos dos bases distintas para representar la matriz del
operador A, lo que obtenemos son dos matrices semejantes y es un re-
sultado conocido del édlgebra lineal que las matrices semejantes tienen los
mismos autovalores, i.e., los autovalores de un operador en dimension fi-
nita son independientes de la base usada para representar la matriz de
dicho operador. |

De la Definicion 6.5.2 se sigue que todo autovalor de A pertenece al
espectro de A, pero no a la inversa. De hecho existen operadores cuyo
espectro no contiene autovalores.

Ejemplo 6.5.4 Sea el espacio de las funciones continuas C};, (i.e., el con-
junto de las funciones continuas en [a,b] con la la norma uniforme, ver
Ejemplo 4.2.6). Sea u € C([a,b]) y sea el operador multiplicacion (ver
Ejemplo 6.1.2) M : C([a,b]) — C([a,b]), Mz(t) = f(t)z(t), que esta bien
definido para todo x € C([a, b]). Este operador no tiene autovalores.
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Obviamente (M — \I)z(t) = (f(t) — N)x(t), luego

1
-1
(M — M)~ z(t) = = )\x(t).
El espectro de M es el conjunto de todos los A tales que f(t) = A\ para
algin t € [a,b], 0 sea, o(M) es la imagen de la funcién f(¢), i.e., el rango
J(M). Sila funcién f(t) = c es constante, entonces A = ¢ es un autovalor
de M (pues Mx(t) = cxz(t)) que obviamente estd en o(U), pero si, por
ejemplo, f(t) es una funcién estrictamente monoétona en [a, b], entonces
o(M) = [f(a), f(b)], pero la ecuacién Mxz(t) = f(t)z(t) no tiene ninguna
solucién no nula, i.e., M no tiene ningtin autovalor. []

Ejercicio 6.5.5 Sea A: X +— X, A € B(X). Prueba que r(A) < ||A]|.

Supongamos que existe un A € o(A) tal que |A\| > ||A||. Entonces por
el Teorema 6.3.3 el operador A, := (A — A)~! estd bien definido lo cual
es una contradiccién. Luego si A € o(A), |A| < ||A]| v, por tanto, sup{|}| :
A€ a(A)} <|A||, de donde se sigue el resultado. n

Del resultado anterior se sigue que o(A) estd contenido en el disco
cerrado D = {z; |z| < ||A||}. De hecho se tiene el siguiente:

Teorema 6.5.6 Sea A € B(X). Entonces o(A) es un compacto de C (ce-
rrado y acotado de C) contenido en el disco cerrado D = {z; |z| < ||A]|}.

Demostracion: Definamos el operador F' : C — L(X), FI(\) = A — A.
Entonces, para todo u, A € C,

[E (1) = F) = [ = Al

luego, F es continuo ({por qué?). Sea £ C B(X) el espacio de las apli-
caciones invertibles. Si A € o(A), entonces A\ — A no es invertible, luego
para A € o(A) no existe el inverso de F'(\), i.e., 0(A) es la imagen inversa
de B(X)\ E, 0(A) = F7}(B(X) \ E). Como E es abierto (Teorema 6.3.8)
entonces B(X) \ E es cerrado, y como F' es continua entonces por la Pro-
posicion 3.3.12, F~1(B(X)\ E) es cerrado, luego o(A) lo serd. Para probar
que o(A) es acotado® basta usar el resultado del ejercicio 6.5.5. Es decir,

?Por completitud daremos una prueba alternativa de la acotacién. Escojamos A tal
que |\| > ||A||, entonces |[A\71A|| < 1 asi que (I — A~!A) es invertible y, por tanto, A\] — A
lo sera. Entonces para dichos A tendremos que A € o(A), i.e., o(A4) C B(0, || 4]))-
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o(A) es cerrado y acotado, por lo tanto es un compacto (Teorema 4.3.8)
contenido en la bola cerrada del plano complejo B(0, || A]|). |

Teorema 6.5.7 Sea H un espacio de Hilbert y A : H — H, un operador
lineal autoadjunto. Entonces todos los autovalores de A (si los tiene) son
reales. Ademds los autovectores correspondientes a autovalores distintos
son ortogonales.

Demostracidon: Sea A un autovalor de A y x su correspondiente autovec-
tor, que sin pérdida de generalidad asumiremos normalizado ||z| = 1.
Entonces, usando que Ax = Az y que A es hermitico, tenemos

(Az,z) = (z,Az) = M|z|| = Mz = A= = A €R.
Sea Ax; = \x1 ¥ Are = Ax5. Entonces como A es hermitico
(Axy, 29) = (21, Axa) = M (@1, T2) = Ao(@1, T2) = (A1 — A2)(21,22) =0,

de donde se sigue que si \; # A\, entonces x; y x5 son ortogonales. ]

Teorema 6.5.8 Sea A : H — H, un operador lineal acotado y autoadjun-
to, H espacio de Hilbert. Entonces r(A) = || A||.

Demostracion: Para A = © (operador nulo) el resultado es trivial asi que
asumiremos que A # O. Del Ejercicio 6.5.5 (véase también el Teorema
6.5.6) sabemos que r(A) < ||AJ|, asi que bastard probar que existe un
A€ o(A)tal que [N = [|A]],i.e., A= ||A]| o A = —]||A]|.

Por el Teorema 6.2.6 sabemos que || A = sup,—; [(Az, z)], luego exis-

n—oo

te una sucesioén (x,,), de H, ||z,|| = 1 para todo n y tal que |(Az,, z,)| —
1Al iee., (Azy, 2a) =3 [|All, 0 = —[|A]l.
Sea A = ||A]| (o —||A]]). Probemos que A € o(A). Ante todo notemos
que, como \? = ||A||*> = A\? y ||z,|| = 1, obtenemos
0 < [|Az, — Az |* =||Azn||* — 2M(Azy, 2,) + NP2,
<||A|? = 2XM Az, 20) + A2 = 20\ — (Azp, 2,)) =30,

n—oo

es decir, nuestra sucesion (z,), es tal que ||Az,, — Az, || — 0. Asumamos
que A = ||A|| (o, en su caso, —||A||) no estd en o(A), i.e., A € p(A). Como
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\ estd en la resolvente de A entonces para dicho ) el operador (A — \I)~!
estd bien definido y es acotado. Pero entonces

1= ]l = (A = AD)7HA = AD)aal] < 1A = AL II(A = ATz | =5 0,
lo cual es una contradiccion. Luego A = ||A|| € o(A) (o —[|A|| € 0(A)). m

Nota: El teorema anterior afirma que para los operadores autoadjuntos y acota-
dos siempre ||Al| € 0(A) o —||A|| € o(A), sin embargo, como hemos visto antes,
en dimension infinita un operador lineal A en general puede no tener autova-
lores, es decir, los valores A € o(A) no tienen que ser necesariamente solucién
de la ecuacion (6.5.1). No ocurre asi con los operadores compactos y autoadjun-
tos.

Teorema 6.5.9 Sea H un espacio de Hilbert y A : H +— H, un operador
lineal autoadjunto y compacto. Entonces A\ = ||A]| o A = —||A|| es un
autovalor de A.

Demostracion: Para A = © (operador nulo) el resultado es trivial asi que

asumiremos que A # O. Escojamos \ = || A|| (el caso A = —|| A|| es andlogo

y lo omitiremos). De la prueba del teorema anterior sabemos que si A es

un operador autoadjunto y acotado entonces existe una sucesién (x,,),
n o

de H tal que ||z,|| = 1 para todo n y que Az, — A\z,, — 0. Como A es
compacto, entonces existe una subsucesion (x,, ) de (z,), tal que (Az,, )k

’ k— / — .
es convergente, as{ Ar,, — u. Ademds, como Ax,, —\z,, —> 0, se tiene

k— .
que A\, —> u. Como A es compacto, A es acotado y, por tanto, continuo
asi que por un lado tendremos

ANz, = A(A\zy,) "Z% Au y por otro ANAzy,) ¥ A = Au = .

Finalmente, notemos que

Jull = Hm [[Azy, [| = [A] Hm [z, || = [A] dm 1= [A] #0,
k—o00 k—o00 k—o00
luego ) es, efectivamente un autovalor. [ ]

Teorema 6.5.10 Sea A un operador compacto en un espacio de Hilbert y
(¢n)n una sucesion ortonormal de H. Entonces lim,,_,, A¢,, = 0.

Demostracidon: Supongamos que el teorema es falso, entonces para algin
e > 0 ha de existir una subsucesion (¢, )r de(¢n), tal que ||Ap,, || > &,
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para todo £ € N. Como A es compacto y la sucesién (¢,, )r es acotada
(¢por qué?), entonces existe al menos una subsucesion (v¢;); de (¢n, )k
convergente, tal que lim; ., AY; = ¢ # 0. Entonces, por la continuidad
del producto escalar,

0 Il = (¥, ) = lim (b, Ady) = lim (A", 35) =0,

pues A*p € Hy (A%, 9;) es el j-ésimo coeficiente de Fourier ¢; de A*y
el cual sabemos, por (5.2.5), que tiende a cero si j — oo, lo cual es una
contradiccion. [

Teorema 6.5.11 Sea H un espacio de Hilbert y A un operador lineal A :
H — H autoadjunto y compacto. Entonces A tiene o bien un numero finito
de autovalores ), reales distintos o, si el niimero de autovalores es infinito,

n—o0

entonces, si los ordenamos en valor absoluto de mayor a menor |\,| — 0.

Demostracidon: Asumiremos que A # © no es el operador nulo. Del Teo-
rema 6.5.9 se sigue que el conjunto de autovalores no es vacio, luego esta
compuesto por un numero finito o infinito de elementos (que son nuime-
ros reales por el Teorema 6.5.7). Sea A; tal que |\| = ||A| y sea z; el
correspondiente autovector’® (normalizado a la unidad, i.e. ||z;]| = 1).
Sea H; = H y definamos H el espacio de todos los vectores ortogonales a
x1, i.e.,
Hy = {zx € H|(z,z1) = 0},

es el complemento ortogonal de x;. Notese que por el Ejercicio 5.2.14, H,
es cerrado, luego es un espacio de Hilbert (¢épor qué?). Ademas, para todo
x € Ho,

(Az, 1) = (x, Axy) = M\ (2, 21) = 0,

es decir, H, es invariante respecto a la accién de A.

Sea Ay, la restriccién de A al espacio H. Si A|g, = O, entonces ten-
dremos un dnico autovalor \; y el teorema es cierto. En caso contrario,
como Aly, es autoadjunto y compacto!! (pues coincide con A en H,, y A

10En ]a presente prueba hemos asumido, por simplicidad, que existe un solo autovector
asociado a cada ). En general puede que haya mds de uno, digamos z;, ;, para ciertos
j. En ese caso se define el espacio Hj; como el espacio de todos los = € Hj, tales que
sean ortogonales a los zj, ;, y se razona de la misma manera.

HCualquiera sea la sucesion acotada (y,,), € Ha, (Ay,), contiene una subsucesién
convergente, pues A es compacto en Hy Hy C H.
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lo es) podemos aplicar el mismo razonamiento de antes, por lo que exis-
tird Ay y xo tales que || = ||Alm,||, Az2 = g2y, donde ademds, por la
definicién de norma, |\2| < |A;|. Ahora construimos el espacio

H; = {x € Hy | (x,22) =0} = {z € H| (z,21) = (x,29) = 0},

que es invariante respecto a A, y asi sucesivamente.

Ese decir, podemos continuar el proceso anterior a no ser que para
cierto n > 2, Alu,,, = ©. En ese caso tendremos una sucesion finita de
autovalores ()\;,)7_, con sus correspondientes autovectores normalizados'?
y ortogonales entre si, (z3);_,, tales que

Ail = [[Ale | = Aol = Al = -+ = [l = [[ Al | # 0, Alm,,, = 0.

n—+1
Si Alg, # 0 para todo k € N, entonces existen infinitos autovalores dis-
tintos \,, con sus correspondientes autovectores z,, ortonormalizados (que
pueden ser mas de uno). Ahora bien, por el Teorema 6.5.10 tenemos

0= lim ||Az,|]* = lim (Az,, Az,) = lim |\, |,

n—oo

de donde se sigue que |\,| — 0. u

Nota 6.5.12 Existe otra forma de probar que |\,| == 0. En efecto, supon-

n—oo

gamos que hay infinitos A, distintos pero que |\,| —~ 0. Entonces existe
un € > 0 tal que infinitos \,, son tales que |\, | > . Construyamos con
dichos elementos una sucesién que denotaremos por (\x),. Como todos los
elementos de () son distintos, el Teorema 6.5.7 garantiza que sus corres-
pondientes autovectores son ortogonales xy, i.e., (zy,, Tx,) = 05i ky # k.
Si calculamos ahora la norma

| AZsrp— Azi]® = [ MtpTarp—Meail* = i+ [Mel* > 2%, Vk,p €N,

es decir, la sucesion (Axy ), no contiene ninguna subsucesion de Cauchy y,
por tanto, no contiene ninguna sucesion convergente (épor qué?) lo que
contradice que A sea un operador compacto.

12Es importante destacar que para cada A\, k = 1,2,3,... puede haber mds de un
autovector. Si los correspondientes autovectores asociados cada A\, no son ortogonales
usamos Gram-Schmidt.
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Teorema 6.5.13 (Teorema espectral) Sea H un espacio de Hilbert y A
un operador lineal A : H — H autoadjunto y compacto. Existe una sucesion
numerable (finita o infinita) de autovectores ortonormales (x,,),, de A cuya
correspondiente sucesion de autovalores denotaremos por (), tales que,

Az =) A(z,T)Tn, Vo €H, (6.5.2)

donde n recorre todos los autovalores no nulos, incluida su multiplicidad®.
Ademds, se tiene que:

1. En (6.5.2) aparecen todos los autovalores de A.

2. Si la sucesion de autovalores ()\,), es infinita se puede reordenar de
forma que |\,| =3 0 (supondremos, sin pérdida de generalidad, que
A # 0, para todo n).

3. Los correspondientes espacios vectoriales’® ker(\,I — A), para todo
n = 1,2,3,... son de dimension finita, siendo la dimension de estos
el nimero de veces que aparece un mismo A\ en la formula (6.5.2).

9Es decir, si el autovalor A\, # 0 tiene asociado p; autovectores, en (6.5.2) habra un
sumando para cada uno de los autovectores. Ver la formula equivalente (6.5.4).

bEl espacio ker(A,I — A) no es mas que el nucleo del operador A — A\, 1, i.e., el
conjunto de = € H tales que (A — A\, I)z = 0, i.e., el subespacio vectorial asociado al
autovalor \,,.

Demostracion: Utilizando la misma construccidén que usamos en la prue-
ba del Teorema 6.5.11 obtenemos una sucesiéon de autovalores (\;)7_,
con sus correspondientes autovectores normalizados (xj);_, (para cada
A, puede haber mas de un autovector, en funcién de la multiplicidad del
mismo que escogeremos ortonormales) tales que

Ml = [Aof = - = Al

Durante el proceso hemos construido ademads la cadena de subespacios
invariantes respecto a A

H=H, DH,D---DH,

donde Hyy = {z € Hy | (z,2;) =0, j=1,2,...,k}.
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Supongamos que Aly,,, = 0, entonces el proceso acaba (caso fini-
to). Sea, en este caso, y, = x — y_,_,(z,x;)x,. Entonces, para todos
17=1,2,...,n,

n
(Yo, 25) = (w,25) = > (@, we) (g, 25) = (w,25) — (w,25) a]|* = 0.
~—— ~——

k=1 DA ~

Luego, y,, € H, 1 ¥, por tanto, Ay, =0, i.e.,

n

0= Ay, = Ax — Z(x,xk>z4xk = Ar = Z Al xp) T,

k=1 k=1
como se queria probar.

El caso infinito es similar. Ante todo notemos que en este caso tene-
mos una sucesion )\, tal que |\, | "% () (ver Teorema 6.5.11). Definamos
nuevamente el vector y, = = — Y ,_,(z, z;)x;. Usando (5.2.4) se sigue
que ||y,||? < ||z]|*>. Ademds, como ya vimos y,, € H,,, luego, usando que
Ay, = A|Hn+1ym y ’|A|Hn+l ” = |)‘n+1| obtenemos

n—oo

1Ayl < P lllz] "5 0 =l Ay, =0,

de donde, como A es acotado (luego continuo) se sigue la igualdad bus-
cada (6.5.2), pues

n

0= lim Ay, = Ax — lim Z(m,m}/ﬁk = Ax — Z A, o) .

n—oo n—oo
k=1 k=1

Comprobemos ahora que todos los autovalores de A estan presentes en
la férmula (6.5.2). Esta cuestién es de suma importancia pues en la prueba
hemos usado los autovalores obtenidos gracias al Teorema 6.5.9 por lo que
procede preguntarse si existen otros autovalores de A no nulos distintos
a los anteriores. Comprobemos que eso es imposible. Supongamos que
existe un autovalor A\ # 0 distinto de los autovalores )\, que aparecen en
la suma (6.5.2), i.e., A # A\, para todo k, y sea x # 0 su correspondiente
autovector normalizado a la unidad. Por el Teorema 6.5.7, x es ortogonal
a todos los zy, i.e., (x,z;) = 0 para todo k. Pero entonces, aplicando la
féormula (6.5.2) a dicho autovector x tenemos

A\ = Az = i)\n(x,xnmn = i)\n()xn =0,
n=1

n=1
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i.e., 0\ =00z = 0, lo que es una contradicciéon. Que en la férmula (6.5.2)
aparezcan todos los autovalores no nulos de A tiene una implicacién muy
importante y es que, formalmente, el proceso de encontrar los autovalores
no nulos de A basado en el Teorema 6.5.9 permite encontrarlos todos.

Probemos ahora que los autoespacios X; = ker(\,/ —A), para ca-
da A\, # 0, k = 1,2,3,..., son de dimensién finita. Supongamos que
dim X, = oo para algun k, con )\, # 0. Entonces, existe una sucesion de
autovectores linealmente independiente z, s, . .., x,, ... que, sin pérdida
de generalidad asumiremos ortonormales (¢por qué?), tal que Ax; = Ay,
j =1,2,3,....Pero entonces, por el Teorema 6.5.10, Az, — 0, de donde
se sigue \,x,, —> 0, lo cual implica que A, = 0 (pues ||z, || = 1 para todo
n), que es una contradiccion.

Probemos finalmente que, en caso de que A\, # 0, k = 1,2,3, ..., la di-
mension de ker(\./ —A) = pi, donde p;, es el numero de veces que aparece
A, en la féormula (6.5.2) (es decir, la multiplicidad del autovalor \;). Por
simplicidad denotemos por x,(j), cee, x,(f ’“), los p;, autovectores linealmente
independientes asociados a \;. Supongamos que dimker(A,/ — A) > pg,
entonces existe al menos un = € ker(\;/ — A) que es linealmente inde-
pendiente de los vectores x,&l), cee, x,(f’“) y que asumiremos, sin pérdida
de generalidad, ortogonal a ellos ({por qué?). Entonces esta claro que di-
cho = es ortogonal a todos los vectores z,, que aparecen en la férmula
(6.5.2) (ya sea porque los x,, corresponden a autovalores distintos a \; o
bien sean los :c,(:), cees a:,(f’“) de antes), i.e., (x,x,) = 0 para todo n, luego
usando (6.5.2) obtenemos

0# Mz = Ax = Z/\n<x,xn>mn = Z)\n()mn =0,

lo cual es una contradiccidn. n

Como hemos visto en el teorema anterior, cuando A\, # 0,k =1,2,3,...,
la dimensién de ker(A\./ — A) = pi, donde pj es el ndmero de veces que
aparece )\ en la férmula (6.5.2). Sea Hy, = span (14, - , Zp, ) €l subes-
pacio generado por los autovectores asociados a cada autovalor \; (que
sabemos que son finito-dimensionales) y que tomaremos ortonormales en-
tre si (si no, aplicamos Gram-Schmidt). Sea el operador P, : H — H defi-
nido, para cada k£ € N como

Pk Pk

Py = Z(x, Ti k) Tijp = Z Ci kTi k- (6.5.3)

i=1 =1
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Es sencillo comprobar que P, es un operador de proyeccién®® (ver Proble-
ma 6.27), pues es autoadjunto e idempotente. Para probarlo ndtese que
P, es suma finita de operadores de rango 1 del tipo P, = (x, x; )%, que,
como hemos visto en la Proposiciéon 6.4.7, son compactos, y por el Teo-
rema 6.4.6 los P, son compactos, luego acotados y, por tanto, existen sus
correspondientes adjuntos P;. Por otro lado, para todos z,y € H,

(Pra,y) = (z, Py) = (x, (g, x)w:) = (. 25) (@, 25) = (@i, y){w, 25)
= ((z, z)z1,y) = (P, y),

i.e., P, es autoadjunto, luego P, lo es.

Que P, es idempotente es sencillo de comprobar pues

Pk Pk Pk Pk
2
Pz = Py E CikTik | = E CikPriy = E Cik E (@i
1 -1 =1

i=1 i=

s Tjk) Tk
55

Pk
= E Ci ki = PkZI}
=1

De hecho, J(P;) = ker(A\I — A).

Usando los operadores P, el Teorema espectral 6.5.13 se puede rees-
cribir como

Pk
VeeH,  Ax=) X\ (Z@, xk>xk> , (6.5.4)
k =1

donde, k recorre todos los autovalores )\, # 0. La expresidon anterior se
puede escribir como sigue:

Az =) APz, (6.5.5)

donde, n recorre todos los autovalores )\, # 0 siendo P, los operadores de
proyeccién sobre los subespacios ker(\,, I — A) definidos por (6.5.3).

De hecho se tiene el siguiente resultado:

13Para la definicién de operador de proyeccién ver el Problema 5.12.
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Teorema 6.5.14 Todo operador autoadjunto y compacto se puede escribir
de la forma

A=> NP, (6.5.6)

donde n recorre todos los autovalores A, # 0 siendo P, los operadores de
proyeccion sobre los subespacios ker(\,I — A) definidos por (6.5.3).

Demostracion: Vamos a probarlo en el caso cuando hay infinitos autova-
lores pues en caso contrario es trivial. Para probar que la serie converge
en la norma de operadores basta probar que la sucesién de sus sumas par-
ciales A, = Zﬁ:l AP, es de Cauchy, pues el espacio B(H) es de Banach
(ver Teorema 6.3.6). Para ello usamos que'* P, = (x, z,)z,, luego

2

k k k k
Do MBa| = D MPar, Y NPx )= Y Xz, @))

n=m+1 n=m-+1 i=m+1 n=m-+1
<Azl

Como ),, — 0, entonces, cualquiera sea ¢ > 0, si tomamos m suficiente-

mente grande podemos hacer \?, < 2. Luego sz APl < e, e,

n=m-1
Ay es de Cauchy, luego es convergente en la norma de operadores. Para
probar la féormula (6.5.6) calculamos

2

Aﬂf—iAnan = i )\npnxu i Anpnx = i /\i’<$,£€n>|2
n=1

n=m-+1 n=m+1 n=m-+1

00
<X lzlP <2el? = | S0 AP <,
n=m-+1

pues, A\,, — 0. Luego A, — A en la norma de operadores. ]

Conviene hacer notar que el conjunto de autovectores (z, ), de un ope-
rador autoadjunto y compacto en un espacio de Hilbert H cualquiera men-
cionada en el Teorema espectral 6.5.13 no tiene por que constituir una
base ortonormal completa de H. No obstante, si H es separable se tiene el
siguiente importante resultado:

14Recordemos que en la suma hay que tener en cuenta la multiplicidad de los A,, y que
A2 son una sucesién mondtona decreciente que tiende a cero (ver Teorema 6.5.11).
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Corolario 6.5.15 (Hilbert-Schmidt) Sea H un espacio de Hilbert separa-
ble y A un operador lineal A : H — H autoadjunto y compacto. Entonces
existe un sistema ortogonal completo (base ortonormal) de vectores orto-
normales (e,), de H consistente en los correspondientes autovectores de A,
incluido los asociados al autovalor A = 0, caso que lo tuviera.

Demostracion: Del Teorema espectral 6.5.13 se sigue que existe un con-
junto de autovectores (finito o infinito) (¢, ), tal que

Az = M(x,¢n)¢n,  VzeH (6.5.7)

Asumamos que A, # 0 (si hay algun A\, = 0 este se puede omitir de la
suma). Como el ntcleo de A, ker A C H (que coincide con el subespacio
vectorial generado por los autovectores correspondientes a A = 0) es a su
vez un espacio de Hilbert separable (es un cerrado) existira un sistema
(numerable) ortogonal completo que denotaremos por (1),,),. Dicho siste-
ma de vectores estard constituido por los autovectores correspondientes
al autovalor 0. Sea ahora un autovector cualquiera ¢,, correspondiente al
autovalor )\, # 0. Entonces ¢,, serd ortogonal a todos los 1, y el sistema
(¢m)m serd ortogonal a (v,),. Ademds de (6.5.7) se tiene que para todo

reH
A <SL‘ - Z<x> ¢m>¢m> = Az — Z<‘T7 ¢m>‘4¢m = 07

ie,x— > (%, 0m)¢m € ker A, luego podemos desarrollarlo en serie de
Fourier en la base de ker A (¢,,),, de forma que obtenemos para todo = € H,

T — Z<w>¢m>¢m = Z(%%Wn = r= Z<x7¢m>¢m + Z<$7¢n>¢n,

m n m

i.e., el sistema (¢ )m J(¢n), s completo (Teorema 5.2.5) que podemos
ortogonalizar utilizando el método de Gram-Schmidt obteniendo el sis-
tema ortonormal (numerable) (e,), (recordemos que para autovectores
correspondientes a autovalores distintos ya teniamos la ortogonalidad, asi
que solo es necesario aplicarlo a los autovectores correspondientes a un
mismo autovalor), luego tendremos x = > (x, e,,)e,, de donde se sigue el
teorema. |

Nétese que si denotamos por (¢, ), a la sucesion de autovectores orto-
normales (incluyendo la multiplicidad) de A, y por (¢,,)., la base ortonor-
mal del nticleo de A, que coincide con el autoespacio asociado al autovalor
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0, entonces el corolario anterior nos dice que cualquier x € H se puede
escribir como combinacion lineal del sistema ortonormal (¢,,), J(¢¥m)m ¥
por tanto, existe un tnico y € A[(A) tal que

T=y+ Y (#,0n)bn, (Y, 0n) =0, Vn. (6.5.8)

Si denotamos por Hj, el subespacio vectorial correspondiente al autovalor
cero (o sea, el nucleo del operador) y por Hj, los correspondientes autoes-
pacios asociados a cada autovalor A\, (o sea los subespacios ker(\, I — A)),
entonces el Teorema de Hilbert-Schmidt se puede reescribir como la suma
directa'®

H:Ho@Hl@HQ@'“Hk@"' ,

siendo la suma finita o infinita en funcién de si hay un namero finito o
infinito de autovalores distintos.

Otra consecuencia del Teorema de Hilbert-Schmidt 6.5.15 es que todo
operador lineal A : H +— H autoadjunto y compacto en H, espacio de
Hilbert separable, se le puede hacer corresponder una matriz (finita o
infinita) que ademas es diagonalizable y en cuya diagonal aparecen los
correspondientes autovalores.

Supongamos ahora que dos operadores lineales acotados comparten
un sistema comun de autovectores y que dicho sistema es completo. Es
decir que A¢, = a,0, v Bp, = 5.¢n, vy para todo x € H se tiene que
r = ), c;¢;. Entonces es sencillo comprobar que (AB — BA)z = 0, para
todo x € H, i.e., Ay B conmutan. Una consecuencia del corolario anterior
6.5.15 es el reciproco de dicho resultado:

Teorema 6.5.16 Sean Ay B dos operadores autoadjuntos y compactos en
un espacio de Hilbert separable. Si Ay B conmutan, entonces ambos tienen
un sistema comun completo de autovectores.

Demostracion: Sea \ un autovalor de A y sea S el correspondiente subes-
pacio vectorial generado por los autovectores de A. Para todo = € S te-
nemos ABx = BAxz = \Buz, i.e., Bx es también es un autovector de A
correspondiente a A\, Bx € S, asi que el espacio S es un subespacio vecto-
rial de H invariante respecto a B y es a su vez un espacio de Hilbert. Como
B es autoadjunto y compacto, el Teorema de Hilbert-Schmidt (Corolario

15Véase la Nota 5.2.17 tras la prueba del Teorema 5.2.16 en la p4gina 195.
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6.5.15) nos asegura que S tiene una base ortonormal de autovectores de
B, que ademas son autovectores de A pues estan en S. Repitiendo en pro-
ceso para cada uno de los subespacios S de A obtenemos para cada uno
de dichos subespacios la correspondiente base de autovectores. La unién
de todas ellas es la base comun buscada. ]

Antes de terminar este apartado conviene hacer una aclaracién. El lec-
tor avispado recordard el Ejemplo 6.2.9, donde estudiamos el operador
definido por (6.2.4). Si comparamos (6.2.4) con (6.5.2) podemos descu-
brir que efectivamente existen operadores no necesariamente autoadjun-
tos y compactos que admiten una representacioén del tipo (6.2.4). En el
caso del Ejemplo 6.2.9 basta que u, # 0 cuando n — oo para que no
sea compacto, o que alguno de los u, no sea real para que no sea auto-
adjunto. De hecho, se puede probar una representacién similar a (6.2.4)
para operadores autoadjuntos acotados (no necesariamente compactos)
e incluso no acotados. El lector interesado puede consultar, por ejemplo,
[10, Capitulos 9 y 10] o [19, Capitulo 13].

Finalmente, queremos hacer notar que los problemas 6.30 y 6.31 mues-
tran dos aplicaciones interesantes de la formula (6.5.5), asi como del Teo-
rema espectral 6.5.13. De hecho, como se ve en el Problema 6.31, es su-
ficiente con saber que existe una descomposicién del tipo (6.5.5) para
poder resolver un sinntimero de problemas interesantes.

—_— e e——————

6.6. Problemas

Problema 6.1 Sea T, T : L*(|0,1]) — L*([0,1]), el operador integral del
problema'® 4.8:

1
y="Tr, y(t) = / k(t, 7)x(T)dr, (6.6.1)
0

con k(t, 7) continua en el cuadrado [0, 1] x [0, 1]. Demuestra que el adjunto
de dicho operador es el operador 7% : C([0, 1]) — C([0,1]), z = Tz

2(t) = /01 k(r,t)x(T)dr. (6.6.2)

16Recordemos que por L2([0, 1]) denotamos el completamiento del espacio 0[2071].
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Luego T = T siy solo si k(7,t) = k(t, 7).

Solucidon: Usando el Teorema de Fubini tenemos

<T:E,y>:/01</01k:(t,7'):z:( > t)dt = // (t, T)z(r)y()drdt

_ /0 1m(7’)< /0 1 k(t,7)y(t)dt>dT:<x,T*y> ~ setiene (6.6.2). m

Problema 6.2 Sea (¢, ), una base completa del espacio de Hilbert H y
sean dos operadores lineales y acotados A, B definidos sobre H. Prueba
que si A¢,, = B¢, para todo n, entonces A = B.

Solucién: Sea z € H cualquiera y sea (¢,,),, una base completa de H. Definamos
el operador C' = A — B, que es lineal y acotado (luego continuo). Ademads C' es
tal que C'¢,, = 0 para todo n. Pero entonces, cualquieraseaz € H, x = ) ©,,¢n,
luego Cx = C) ., xnpp = >, 2nCoyp = >, xn - 0 = 0 (donde hemos usado la
continuidad de C). Luego C = 0y, por tanto, A = B. ]

Problema 6.3 Sean (e,), y (f.). bases ortonormales de los espacios de
Hilbert H y H’, respectivamente y sea A : H — H' lineal y acotado.
Prueba que la serie > >° || Ae,||* converge si y solo si lo hace la serie
> A% f,]]%, en cuyo caso se tiene que

Z 1 Aea|l* = Z 1A fon 2.

Deduce, de lo anterior, que la cantidad 7 | || Ae,||? es independiente de
la base ortogonal (e,,), escogida.

Solucién: Como A € B(H,H'), entonces existe el operador adjunto, A* €
B(H',H) y se tiene (6.1.1), para todo = € H ey € H'. Usando la identidad de Par-
seval (5.2.6) en H con x = A*f,, Y ¢, = ey, tenemos, paratodom =1,2,3,---,

|A*me2 Z| A*fﬂ”wek :Z fm,Aek Z‘ Aekvfm )
k=1
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donde en la ultima igualdad hemos usado la propiedad de simetria del producto
escalar. Andlogamente, la identidad de Parseval en H' nos da

1Aeal? = 3" |(Aen, £3)'|
j=

Luego, juntando las dos ultimas expresiones, obtenemos

N 0o 00 00
Z HA*mez ZZ‘ Aekafm ZZ‘ Aekafm _ZHAenH2
m=1 m=1 k=1 m=1 k=1 n=1

De lo anterior se sigue que si, Y oo [[Ae, || < oo, entonces Y oo, [|A* fin|]? < oo,
también lo es. Por otro lado,

N
S [ Aen|? = ZZ! Aew 1Y < 303 (e £ ZHA*Jm||2
n=1 n=1 j=1 n=1j=1

Luego, si >°°_, || A* fm||? < oo, entonces 3o | || Ae,||? < oo. Tomando N — oo
en las dos desigualdades anteriores obtenemos

Z HA*me2 ZZ} Aek‘afm ZZ | Aekafm :Z||AenH2
m=1 m=1 k=1 k=1m=1 n=1

Probemos ahora que la suma )" | || Ae,||* no depende de la base escogida. Sea
(en)n otra base ortonormal de H distinta de (e,,),,. Entonces, si aplicamos la igual-
dad anterior primero a las bases (€,,), ¥ (fn)n, ¥ luego a las bases (f,)n vV (€n)n,
deducimos que

Dol =D A full? =D 1 Aenl?
n=1 m=1 n=1

luego, la cantidad > >, || Ae,||* es independiente de la base ortonormal (e;,),
escogida. [ |

Problema 6.4 Sea A : H — H’ un operador lineal y acotado, H y H' espa-
cios de Hilbert. Se dice que A es un operador del tipo Hilbert-Schmidt!” si
existe una base ortonormal completa (¢,), en H tal que > >, [[A¢,||* <
+00. Prueba que:

17Como hemos visto en el problema anterior 6.3 la suma > -, || A¢,||? es indepen-
diente de la base.
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1. El espacio de todos los operadores del tipo Hilbert-Schmidt son un
subespacio vectorial del espacio B(H, H') de los operadores lineales
y acotados, i.e, prueba que si A y B son del tipo Hilbert-Schmidt,
entonces A + B y \A también lo son.

2. A es del tipo Hilbert-Schmidt si y solo si A* lo es.

Solucién: 1. Para probar que la suma A + B es del tipo Hilbert-Schmidt usamos
que
I(A+ B)oul* = [[Adn + Boul? < 2(| Adnl| + | Bonl?),

que se sigue directamente de la desigualdad del paralelogramo (5.1.3) tomando
x = A¢p e y = Boy, ¥, por tanto, la serie > °° | [|(A + B),||* converge. Que A
es del tipo Hilbert-Schmidt es inmediato ya que ||[(AA)¢,| = |A|||Adn]|-

2. Basta usar el resultado del Problema 6.3. ]

Problema 6.5 Prueba que el operador integral 7" del Problema 6.1, cuan-
do k(t, ) satisface la condicién

/1 /1 k(t,7)]2dtdT < 400, (6.6.3)
0o Jo
es un operador del tipo Hilbert-Schmidt (ver Problema 6.4).
Solucién: Sea (¢,,), una base ortonormal de L2([0, 1]).

Ton0) = [ bt 710071 = (50,
donde k(1) := k(t,7), es decir, consideramos ¢ como un pardmetro y 7 es la
variable. Ahora bien, (¢,,), es a su vez una base completa'® de L?([0, 1]), asi que

usando la identidad de Parseval (5.2.6) para la funcion k;, como funcién de 7,
tenemos

= 2 = ! T \|2 _ ! = T \|2 _ ! 2
> 176l —2/0 \<kt,¢n>rdt—/0 31k ) dt—/0 el

:/01 (/01 kt(T)PdT) dt — /01 /01 ey (7) Pt < +oc.

Nétese que en la secuencia de igualdades hemos intercambiado la serie con la
integral, lo cual no es obvio en general, no obstante si k(¢,7) es una funcién

18Esto es consecuencia, por ejemplo, de la propiedad 4. del Teorema 5.2.5.
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continua en un compacto (como es el caso) es cierto, o si k(¢,7) es integrable
podemos usar el Teorema de la convergencia dominada. Finalmente, para la ulti-
ma igualdad podemos usar el Teorema de Fubini que nos asegura que si se tiene
(6.6.3), entonces k; € L?([0,1]) y ademds se tiene la tltima igualdad de la expre-
sion anterior. |

Problema 6.6 Sea un operador lineal y acotado 7" : H — H, H un espacio
de Hilbert. Entonces existen dos unicos operadores autoadjuntos!® A, B
de H en H tales que

T+T T-Tr

T—A+iB. A
M 9 2%

(6.6.4)
Solucién: Como 7' es un operador lineal y acotado en un espacio de Hilbert,
existe su adjunto 7*. Un calculo directo usando la Proposicion 6.1.4 se tiene que
los operadores A y B definidos mediante la formula anterior son efectivamente
autoadjuntos. Probemos que la descomposicién 7' = A + iB es tnica. Para ello
supongamos que existen otros operadores autoadjuntos A # Ay B # B tales que
T = A+iB. Entonces T* = A*—iB* = A—iB, luego T+T* = 2Ay T—T* = 2iB,
de donde se sigue que A = Ay B = B, lo cual es una contradiccién. ]

Problema 6.7 Sea un operador lineal y acotado 7" : H — H, H un es-
pacio de Hilbert y sea A un operador autoadjunto. Prueba que T*AT es
autoadjunto.

Solucidn: Es inmediato de la definicion de operador autoadjunto y la propiedad
7 de la Proposicion 6.1.4. [ ]

Problema 6.8 Prueba que si A es autoadjunto, entonces cualquier poli-
nomio con coeficientes reales de A, i.e., P,(A) = apl + ;1A + -+ + a, A",
aop, ..., a, € R, también es autoadjunto.

Solucion: Es inmediato del Ejercicio 6.2.3. ]

Problema 6.9 Prueba que si A € B(H), H espacio de Hilbert, entonces
N (A) = (J(A*))*. Es decir, el (espacio) niicleo de un operador lineal acotado
coincide con el complemento ortogonal de la imagen (rango) de su adjunto
A,

19A 1a descomposicién (6.6.4) se denomina descomposicién cartesiana de un operador.
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Solucién: Como A € B(H), entonces existe el adjunto A* de A. Sea = € A[(A),
i.e., Ax = 0. por tanto,
(x, A%y) = (Az,y) = 0,

i.e., siz € N\(A), entonces x1 A*y para todo y € Hy, por tanto, z € (J(A4*))*,
luego, A[(A) C (J(A*))*. Por otro lado, si x L J(A*), entonces

VyeH, 0= (z,A%y) = (Az,y) = (punto 4. del Ejercicio 5.1.2) Az =0,

i.e., z € N(A), luego (J(A*))+ C A (A), de donde se sigue el resultado. ]

Problema 6.10 Sea un operador lineal y acotado A : H — H, H un espa-
cio de Hilbert. Se dice que A es antihermitico si A* = —A. Prueba que A es
antihermitico si y solo si el operador B = iA es hermitico (autoadjunto).

Soluciéon: Si A* = —A, entonces multiplicando por i y usando la Proposicion
6.1.4 tenemos (iA)* = iA, luego B es autoadjunto. Que B autoadjunto implica
que A es antihermitico es inmediato. ]

Problema 6.11 Un operador lineal y acotado A : H — H, H espacio de
Hilbert sobre C, se dice que es positivo si (Az, z) > 0 para todo z € H y se
denota por A > 0. Prueba las siguientes afirmaciones:

1. Si A > 0 entonces A es autoadjunto (ver Teorema 6.2.2).
2.81A>0,B>0,ya>0,entonces A+ B>0yaA>0.
3.SiA>0yT:H+~ H, lineal y acotado, entonces 7*AT > 0.
4. Cualquiera sea A : H — Hi, lineal y acotado, A*A > 0.

5.SA>0,B>0yA+B = 0, entonces A = B = 0O (O es el operador
nulo del Ejemplo 4.4.3).

6. Si A > 0 entonces, para todos z,y € H se cumple

[(Az, y)* < (Az, 2)(Ay, ).

7. Si A > 0, entonces Az = 0 siy solo si (Az,z) = 0 (usa el punto
anterior).
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Ayuda para probar 6: Usa que A > 0, i.e., (Av,v) > 0, para todo v € H. Elige
v =2+ A(Az,y)y, con A\ € Ry razona como en la prueba del Teorema 5.1.6.

Solucién: 1. Si A es positivo, entonces (Ax,z) > 0, o sea (Az,x) € R. Enton-
ces el Teorema 6.2.2 nos asegura que A es autoadjunto. No obstante daremos

una prueba general que no necesita del Teorema 6.2.2. Por un lado tenemos la
identidad?°

o) = 1 (146 + )2+ 9) = (Al =)o)
+i[(A(z + iy), z + iy) — (A(z — iy),z — iy)]),

y, por el otro, intercambiando x e y, obtenemos
1
() = 1 (Al +2) -+ ) — Aty — )y~ )
+i(A(y + ix),y +ix) — i(A(y —iz),y — zx))

- i([(A(x +y)r+y) — (Alx —y), 2 —y)]

—i[(AGe + i)+ i) — (Al = i)~ )] ) = TAzeo).

La ultima igualdad se sigue de comparar el valor obtenido de (Ay, z) con en valor
de (Az,y) obtenido antes pues, por hipdtesis, las expresiones entre corchetes, son
reales (recuérdese que (Az, z) > 0 para todo z € H, en particular para z = = + iy
y z = x £ y). Luego tenemos,

(Az,y) = (Ay, z) = (z, Ay),
de donde se sigue que A = A*.
2. ((A+ B)x,z) = (Az,x) + (Bz,z) > 0, ((ald)z,z) = a(Az,z) > 0.
3. (I"ATz,x) = (ATx,Tz) = (A(Tx), (Tz)) = (Az,z) > 0.
4. (A*Azx,x) = (Azx, Az) > 0.
5. Se sigue de

0={(O)x,z){(A+ B)x,x) = (Azx,x) + (Bx,z) > 0,

20Cuya comprobacién, que es directa usando las propiedades del producto escalar,
dejamos al lector como ejercicio.
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pues, por hipétesis, para todo x € H, (Az,x) > 0y (Bx,z) > 0, luego (Az,z) =0
y (Bz,x) = 0 para todo = € H, y del corolario 6.2.7 (por 1. A y B son autoad-
juntos) se sigue que Ay B son el operador nulo.

6. Efectivamente, calculamos (Av,v) > 0, con v = = + A(Azx,y)y, y A € R
0 < (Av,v) = (Az,z) + N[(Az,9)[*(Ay, y) + A((Az, y)(Ay, z) + (Az,y)(Az,y)).

Como A es positivo, entonces es autoadjunto (ver punto 1), luego (Ax, y)(Ay, z) =
(Az,y)(z, Ay) = (Azx,y)(Az,y), de donde tenemos

N (Az, y) [P (Ay, y) + 2M\[(Az,y)|* + (Az,z) > 0.

El miembro derecho de la desigualdad anterior es un polinomio en \ de grado 2,
asi que su discriminante ha de ser menor o igual a cero, luego

Al(Az, )" < 4|(Az, y)[*(Ay, y)(Az, z),

de donde se sigue el resultado?!.

7. Si Ax = 0 es obvio que (Ax,z) = 0. Si (Az,z) = 0, entonces el punto 6
anterior nos dice que, para todo y € H, (Az,y) = 0, luego el punto cuatro del
Ejercicio 5.1.2 implica que Az = 0. |

Problema 6.12 Prueba que el operador 7" definido en el Ejemplo 6.2.9 es
positivo si y solo si para todo n, ju, > 0. Otro ejemplo de operador positivo
es el operador multiplicacién (ver Ejemplo 6.1.2) cuando f(¢) > 0 en [a, b].

Solucion: Usando las expresiones (6.2.3) y (6.2.6) obtenemos que, para todo
r € H,

00
<T$7 LU> = Z )uk|ck|27
k=1

de donde se sigue que, si u;, > 0 para todo k, T es positivo. Por otro lado, usando
(6.2.2), y teniendo en cuenta que 7' > 0, tenemos que, para todo n € N,

0< <T¢na ¢n> = HUn,

de donde se sigue el resultado. Para el caso del operador de multiplicacién

b
(Tz,z) = / FOla(t)2dr > 0,

si f(t) > 0en [a,b]. |

21Se asume que A # O.
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Problema 6.13 Sean U,V : H — H, dos operador unitarios en un espacio
de Hilbert H # {0}. Prueba que

1. U es una isometria, i.e., ||[Uz| = ||z|| para todo z € H.
2. |U|| =1.

3. Suinverso U™ es unitario.

4. UV es unitario

5. U es normal.

Solucién: Recordemos que U es unitario si U* = U~!. Para probar 1. tenemos
lUz||? = (Uz,Uz) = (z,U"Uz) = (2,UUz) = (z,z) = |z,

2. Se sigue de lo anterior pues |Uz||/|z|| = 1, para todo z € H \ {0}. Veamos 3.
Como U es biyectivo U~! lo es, ademds, como U es unitario

U—l —U* = (U—l)* _ (U*)* —U = (U—l)—l = (U_l)_l —_ (U_l)*.

4. (UV*(UV) = (V*U(UV) = V¥(U*U)V = V*V = I. 5. Como Ul =yu~,
entonces U*U = UU* = 1. ]

Problema 6.14 Sea A € B(H) un operador lineal compacto y B € B(H)
uno acotado, H espacio de Hilbert. Entonces los operadores AB 'y BA son
compactos.

Solucién: Sea (z,), una sucesion acotada de H. Como B es acotado, entonces
la sucesién (Bx,), es acotada y como A es compacto, de la sucesién (ABxy,), se
puede extraer una subsucesion convergente, luego AB es compacto. Sea ahora
(zn,)n una sucesién acotada de H. Como A es compacto, existe una subsucesién
(Azp, ), de (Azy), que converge. Ahora bien, B es acotado, luego es continuo
(ver Teorema 4.4.18), por lo que la subsucesién (BAz,, ), converge, luego BA
es compacto. [ |

Problema 6.15 Sea A € B(H), H espacio de Hilbert, y J(A) = H. Prueba
que si A tiene inverso, y dicho inverso es acotado, entonces el adjunto A*
es invertible y (4*)~! = (A~1)*. Si ademds, A es autoadjunto, entonces
A~! también lo es.




254 Capitulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

Solucién: Probaremos que (A~1)*A*z = A*(A~!)*zx para todo = € H de donde
se deduce el resultado. Sea y € H cualquiera, entonces, como A~! es acotado,
existe (A~1)*, y, por tanto

(y, (A7) A%a) = (A7ly, A"x) = (AA7 Yy, 2) = (y, )
= (A7 Ay, x) = (Ay, (A71)"z) = (y, A"(A7")"x),

de donde, usando la propiedad 4. del Ejercicio 5.1.2 se sigue que (A~1)*A*z =
A*(A~1)*x. Si A es autoadjunto, entonces A = A*, luego (A~1)* = (A"~ =
A~' luego A~ es autoadjunto. n

Problema 6.16 Prueba que si A € B(H) es compacto y H es de dimensién
infinita, entonces, si existe el inverso de A, A~! no puede ser acotado.

Solucién: Supongamos que A es invertible y su inversa A~!, es acotada. Enton-
ces, AA~' = A=1 A = I. Pero por el Ejercicio 6.14 sabemos que si A es compacto
entonces AA~!y A~ A tienen que ser compactos, pero I, no es compacto cuando
H es de dimensién infinita (ver Ejercicio 6.4.3). n

Problema 6.17 Sea H un espacio de Hilbert y sea A : H — H un operador
lineal en H. Prueba que

1. 0(A) = o(A*).
2. c(AH)y={\1:0£ N e0(A)}
Solucién: Para el primero usamos que (A — \I)* = A* — I, de donde se sigue
el resultado. Para la segunda implicacién tenemos que, si existe A~!, entonces
(AP = M) = - A 1A -1,
luego A € o(A~Y siysolosi A~! € o(A). m

Problema 6.18 Prueba que A : H — H, H espacio de Hilbert, es compacto
siy solo si A*A es compacto.

Solucién: Si A es compacto, A* es compacto (por el Teorema 6.4.11) luego su
producto es compacto (basta con que A* sea acotado, ver ejercicio 6.14). Supon-
gamos que A*A es compacto y sea (z,), una sucesién acotada. Entonces existe
una subsucesion (yx); de (z,), tal que (A*Ayy), es convergente y, por tanto,
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de Cauchy, i.e., si n,m, son lo suficientemente grandes, ||A*Ay, — A* Ay, || <
e/(2M), donde M = supy, ||yk||. Entonces, si n, m son lo suficientemente grandes,

1 Ayn — Aym|* = (AWn = Ym)s AYn — Ym)) = (A*A(Yn — Ym ) Yn — Ym)
< HA*A(yn - ym)H”yn - ymH < 2MHA*A(yn - ym)H <g,

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. O sea, (Ayy)r es de
Cauchy, luego es convergente pues H es completo. ]

Problema 6.19 Prueba que si A es un operador del tipo Hilbert-Schmidst,
entonces es compacto. El reciproco no es cierto. Encuentra un ejemplo de
operador compacto que no sea de Hilbert-Schmidt.

Solucidon: Sea A un operador de tipo Hilbert-Schmidt (ver Problema 6.3) y sea

(én)n una base ortonormal de H. Entonces, z = Y .~ (z,ey)e,. Definamos la
sucesion de operadores Ay : H — H

00 k
Agxr = Ay (Z(m, en)en> = Z(a:, en)Aey,.

n=1 n=1
Nétese que Ay es tal que Az = Az sinosrestringimos alas x € span (Aey, ..., Aeg),
es decir, Ayz = 0 para todo = ¢ span (Aey, ..., Aex). Luego los operadores Ay

son de rango finito pues dimJ(Ay) < k, para cada k € N. Probemos que 4, — A
cuando k£ — oo en la norma de operadores, luego por el teorema 6.4.10, A es
compacto. Tenemos que

Az —Apz= > (z.en)en = [[(A— Azl < D [z, en)|[Aenl.
n=k+1 n=k+1

Usando la desigualdad de Holder (3.7.3) con p = 2,

(A = Ag)z|| < ( > !<x,en>!2> < > HAen!2>

n=k+1 n=k+1
1 1 1
oo 2 00 2 e 2
< <Z|<x,en>l2> ( > \A6n||2> = \|33||2< > HA€n||2> ;
n=1 n=k+1 n=k+1

donde, para la tltima desigualdad hemos usado la identidad de Parseval (5.2.6).
Luego, tomado el supremo en ||z|| = 1 obtenemos

1
[e’e) 2
|A— Azl < ( > ||Aen\2> =0, k— o0,

n=k+1
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pues > >° . [|Ae,||? es la cola de la serie convergente " >° | || Aey||* ya que A es
un operador de tipo Hilbert-Schmidt.

Sea el operador T : /% — ¢? definido en el 6.2.9. Si y,, — 0, T' es compacto
(véase el Problema 6.20). Sea la sucesién (uy)n, pn = 1/4/n — 0. Dado que
S0 1T énll? = D-0° , 1/n diverge, T no puede ser de tipo Hilbert-Schmidt. m

Problema 6.20 Prueba que el operador 7" definido en el Ejemplo 6.2.9 es
compacto si y solo si i, — 0.

Solucidn: Sea (¢, ), una base ortonormal de H completa de H. Si 7" es compacto,
entonces por el Teorema 6.5.10, T'¢,, — 0, luego, como T'¢,, = pinPn, b — 0.

Supongamos ahora que p,, — 0 cuando n — oo. Entonces, podemos definir
una sucesion Ty de operadores de rango finito y, por tanto, compactos (véase
Ejercicio 6.4.8), similar a la usada en el Ejemplo 6.19, i.e.,

0o k k
Tipx =Ty <Z<x’ ¢n>¢n> = Z<x7 ¢n>T¢n = Z Mn<x7 ¢n>¢n
n=1

n=1 n=1

Entonces

T -ToelP < S lPlle o) < (SUI;WnQ)ZKiUCf))Q

n=k+1 n> n=1
< 2 2 T Tyl < 2
< (sup|pnl” ) lzlI* = | kll < ( sup|pnl” ) -
n>k n>k

Pero como /i, — 0, entonces sup,,~, |4n|? — 0, de donde, por el Teorema 6.4.10,
se deduce el resultado. |

Problema 6.21 Prueba que el operador T : L%([0,1]) — L?([0,1]), defi-
nido en el Problema 6.1, es compacto si se cumple la condiciéon (6.6.3).
Ayuda: Usa los Problemas 6.5 y 6.19.

Problema 6.22 Sea A : H — H, H, espacio de Hilbert real, un operador
autoadjunto. Prueba, sin usar el Corolario 6.2.7, que si (Az,z) = 0, para
todo x € H, entonces A = O, i.e, A es el operador nulo.

Solucién: En general, el resultado se sigue del Corolario 6.2.7. Si H es un espacio
de Hilbert complejo, entonces podemos usar el Lema 6.2.1. Hagamos una prueba
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directa cuando H es real. Notemos que, para todos z,y € H, tenemos, definiendo
el vector v = = + y, que

0= (Av,v) = (A(z +vy),z +y) = (Ax,x) + (Ay,y) + (Az,y) + (Ay, x)
= (Az,y) + (Ay, z) = (Az,y) + (z, Ay) = (Az,y) + (472, y) = 2(Az, y).

Luego, por la propiedad 4. del Ejercicio 5.1.2 tenemos que Ax = 0 para todo
x € H, luego A es el operador nulo A = O. ]

Problema 6.23 Prueba que un operador acotado 7" : H — H, H, espacio
de Hilbert es normal si y solo si ||Tz|| = ||T*z|| para todo = € H.
Solucion: En efecto, si T es normal TT* = T*T, luego, para todo = € H,

TT*=T*T
=

|Tz||? = (Tx, Tz) = (T*Tz, z) TT*z,z) = (T*z, T*z) = | T*z|°.

De lo anterior se sigue que si ||Tz|| = |7%*z|| para todo = € H, entonces
(T*Tx,z) = (TT*z,z) = (T*T —TT*)z,2) =0, VaeH.

Pero el operador A = (T*T — T'T*) es autoadjunto pues A* = (T*T)* — (TT*)* =
T*T — TT* = A, luego el Corolario 6.2.7 implica A = ©, de donde se sigue que
T*T =TT*, i.e., T es normal. [

Problema 6.24 Prueba que un operador acotado 7' : H — H, H, espacio
de Hilbert, es normal si y solo si los operadores autoadjuntos A y B de su
forma cartesiana (6.6.4) conmutan, i.e., AB = BA.

Solucion: Usando (6.6.4) tenemos
TT* = A2+ B? +i(BA— AB), T'T = A>+ B> —i(BA— AB) =
TT* — T*T = 2i(BA — AB).
Luego, si T' es normal T7* = T*T por tanto AB = BA, y si AB = BA, entonces

TT* =T*T. ]

Problema 6.25 Prueba que si 7' : H — H, 7" € B(H), H espacio de Hil-
bert, es normal, entonces ||7"| = ||T||", n € N.
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Solucién: Esté claro que ||[T"|| < ||T|| (ver Problema 4.12). Probemos que
|T"|| > |IT||"*, de donde se seguiria el resultado. Para ello probaremos que
|T™z| > ||Tx|", para todo x € H con ||z|| = 1. Como el operador T" es aco-
tado, 7™ lo es y, por tanto, 7*7 también. Notese que

|IT2||® = (T2, Tx) = (T*Tx,2) < |T*Tall|z]| = |T*(T2)|| = |T%],

donde hemos usado que ||z|| = 1 y ademds que como 7' es normal, entonces
|Ty|| = ||T*y|| para todo y (ver Problema 6.23). Estd claro de lo anterior que
|T™z|| > ||Tx|™ para n = 1,2. Supongamos que es cierto para n = m, i.e.,
|T™x|| > || Tz||™, y probémoslo para n = m + 1. Supongamos que Tz # 0, pues
en caso contrario seria trivial (I" = ©). Para todo = € H, Tz # 0, definamos el
vector y = Tx/||Tx| € H, ||y| = 1. Tenemos, usando la hipdtesis de induccién
|7y > |Ty[™, que

1T el = | Tl T™y | > T2 || Tyl™ = | T2l T?™ > | Tl | Ta|*™

= |||,

de donde se sigue, pues ||z|| = 1, que ||T"x| > ||Tx|", ¥, por tanto ||[T"x| =
| Tx||™. [

Problema 6.26 Sea A : H — H, H, espacio de Hilbert, y sea A un auto-
valor del mismo. Prueba que si A es positivo, entonces A > 0y si A es
unitario entonces |\| = 1.

Solucidn: Si A es positivo, entonces 0 < (Az,z) = A||z||, luego A > 0. Si U es
unitario, ||z]|? = ||Ux||? = |A\|?||z||?, de donde se sigue el resultado. ]

Problema 6.27 Prueba que un operador lineal acotado es de proyeccion
(ver Problema 5.12) si y solo si es autoadjunto e idempotente.

Solucidn: Si P es de proyeccion sobre un cerrado M C H, P es lineal, acotado
e idempotente (ver Problema 5.12). Probemos que P es autoadjunto. Para ello
notemos que por definicién, si z € H entonces, z = y+y*, cony € M, y- € M+,
Pr=vy,ysiz€e€H, z=w+w", we M, w- € M+, Pz = w. Entonces, para
todos z, z € H,

(Pz,z — Pz) = (y,w") =0, puesyc M, w" e M=,
Probemos que P = P*. Para ello notamos que

(Px,z) = (Px,Pz) + (Px,z — Pz) = (Px, Pz) + (v — Pz, Pz) = (x, Pz).
=0 =0
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Supongamos que P : H — H es autoadjunto e idempotente. Definamos el con-
junto M = {x € H: Px = z}. Estd claro que M es no vacio (x = 0 € M). Como
P es acotado, entonces P es continuo, asi que si ©,, — z, se tiene Pz, — Px.
Sean (z,,), € M. Entonces x,, = Pz, — Pz = z, luego x € M, luego M es
cerrado. Ahora bien, Pz € M, pues P’z = P(Pz) = Pz (es idempotente), luego
Py =y, y = Pz € M. Probemos que x — Pz € M*, luego para todo x € H
tendremos que z = y +y*, y = Pxr € M y y+ € M*, ie., P es de proyeccién
sobre el espacio M. Sea z € M cualquiera. Entonces

(x — Px,z) = (x,2) — (Px,2) = (x,2) — (z, Pz) = (x,2) — (z,2) =0,

pues P es autoadjunto y Pz = z, por construccion. |

Problema 6.28 Sea A : H — H, H espacio de Hilbert, un operador lineal
autoadjunto y compacto y sea P, el operador de proyeccion al subespacio
de los autovectores asociados al autovalor \,. Prueba que para todo n,
AP, = M\, P,. Usando lo anterior prueba que para k = 1,2,..., Az =
>, AFP,x para todo = € H. De hecho se tiene que A* =" A\ P,.

Solucion: Que AP,r = \,P,z, para todo x € H, se sigue directamente de
(6.5.3). Luego, para todo = € H, ||[(AP, — A\, P,)z|| = 0, lo que significa que
AP, — An Pl = supyz=1 (AP, — A Po)z|| = 0, luego AP, — A\, P, = 0, en la
norma de operadores. Para la segunda parte, basta notar que,

A’z = A(Az) = A (Z /\n<x,a:n>xn> = Z An{x, xn) Azy, = Z Mz, 20) 2,

donde hemos usado la férmula (6.5.2), la continuidad de A y que Az, = A\, zy,.
Para el resto de las potencias A* se procede de forma analoga mediante induc-
cién. La convergencia en norma de operadores de que A* = Y~ A\ P, se demues-
tra de forma analoga a como se hizo para demostrar (6.5.6) (el caso infinito, pues
en el caso de una suma finita es similar al primer apartado del problema). Esta
claro ademds que todos los operadores A* son autoadjuntos y compactos (épor
qué?). ]

Problema 6.29 Sea A : H — H, H espacio de Hilbert, un operador li-
neal autoadjunto y compacto. Prueba que si para cierto k € N, A* = ©
(operador nulo), entonces A es el operador nulo. Ayuda: Prueba que A es
autoadjunto y compacto y usa el Teorema espectral 6.5.13 para probar que todos
autovalores de A* son cero, de donde se deduce, de nuevo usando el Teorema
espectral que A = O.
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Solucién: Que AF es autoadjunto se deduce de la Proposicién 6.2.4 y que es
compacto del Problema 6.14. Como A¥ = ©, entonces los autovalores j,, de A*
son los mismos de O, pero para © obviamente la ecuacién Oz = 0 = p,z tiene
como Unica solucién pu,, = 0 para todo x # 0 de H. Pero entonces, usando (6.5.2),
y razonando como en el problema anterior

Az = Z Anlx, xp)Ty = Akg = ZAZ(z,mnmn,

donde )\, son los autovalores de A, entonces 0 = j,, = A\*, luego los autovalores
de A son todos nulos y usando nuevamente (6.5.2) obtenemos que A = 0. [

Problema 6.30 Sea A : H — H, H espacio de Hilbert, un operador lineal
autoadjunto y compacto y sea f : R — R una funcidn real tal que f(\) — 0
si A — 0, f(0) = 0. En estas condiciones definiremos la funcién f(A) de la
siguiente forma

n=1 n=1

donde P, son los operadores de proyeccion ortogonal definidos en (6.5.3).
Prueba que el operador f(A) estd bien definido y que es lineal, autoadjun-
to y compacto. Como aplicacién encuentra el operador v/A de un operador
compacto y definido positivo A.

Solucién: Probar que f(A) estd bien definido es casi igual que la prueba de la
férmula (6.5.6), i.e., hay que probar que la sucesién de sumas parciales f;(A4) =
v _1 f(An)Py es de Cauchy. Asi, para todos k > m,

2

k
1 fe(A) (@) = (D @) = || D fOn) Pz
n=m+1
k +k
n=m-+1 i:m—l—l n=m+1

Como A, — 0,y f(A,) — 0 entonces si tomamos n suficientemente grande
podemos hacer |f(\,)| < e, cualquiera sea ¢ > 0. Luego, para todo n > N,
f(An)? < €2, cualquiera sea £ > 0. Asi, para todo n > N,

1fu(A) () = fm(A)(2)|* = Z FOw)?l(z, zn)? < &%),

n=m-1
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Luego || fx(A)(z) — fm(A)(2)|], ie., fi(A) = 22:1 f(An) P, es de Cauchy, luego
es convergente, por tanto

en la norma de operadores. La linealidad se sigue de la linealidad de los opera-
dores fi(A).

Que f(A) es autoadjunto se deduce directamente del Teorema 6.2.5. Una
prueba directa usando la continuidad del producto escalar es como sigue:

(f(A)z,y) = (f(An) Paz,y) = Zf ) (P, y) = Zf )@, Pay)

n=

8

1
(x, f(An) Pry) = (z, [(A)y).

n=1

Como los P, son compactos (ver Ejemplo 6.4.7), entonces los operadores fi(A) =
Zn 1 f(An) Py, son compactos para cada k (ver el Teorema 6.4.6), y como vimos
fx(A) — f(A), luego el Teorema 6.4.10 implica que f(A) es compacto.

Sea ahora A positivo. Entonces (Ax, z) > 0 para todo = € H. Entonces, por el
Teorema espectral (ver formula (6.5.2)) tenemos que, para todo m € N,

<Az, Ty) = Z)\|wm,xn =Am == A >0,VneN.

Nétese que de lo anterior y usando el Teorema de Hilbert-Schmidt (ver expresion
(6.5.8)) se tiene que, para todo x € H,

(Az,2) =Y Ml zn)P >0 < X\ >0, VneN.

n=1

Sea ahora f : [0,00) — [0,00), f(A) = A%, a > 0. Entonces f(A\) — 0si A — 0,
f(0) = 0, luego podemos definir la funcién A%, para todo a > 0,

oo
> R
n=1
Si elegimos o = 1/2 tenemos,

A2 =N/ AP VA ER (6.6.6)
n=1
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Entonces, usando los resultados del Problema 6.28, A% = >~ A2 P,, luego

(VA =Y (AP, =) \Py = 4,
n=1 n=1

es decir, la serie (6.6.6) es la raiz cuadrada del operador A definido positivo. m

Problema 6.31 Sea A : H — H, H espacio de Hilbert, un operador lineal
tal que se tiene una descomposicion espectral de la forma (6.5.2)

Ar = Z AT, )T,

donde (zx,), es una sucesion ortonormal de vectores de H, (\,), es una
sucesién numérica (no necesariamente real) acotada. Si y pertenece a la
imagen de A, J(A), entonces una solucién de la ecuaciéon Az = y es x =

ZZO 1A <y7xn>xn

Solucién: Como y € J(A), existe z € H tal que y = Az. Entonces

(y, xn) = (Az,xy,) = <Z )\j<z,x]~>$j7xn> = M\ (2, ) =

J

laseriex =Y 22, A 1y, 33n>$n es convergente. En efecto, las sumas parciales de

dicha serie X} = 2’; 1 Ay Yy, )z, son de Cauchy, pues si elegimos j suficien-
temente grande

1Xm = X512 = S A2 = S [z

n=j+1 n=7+1

pues la sucesion (z, x,,) es de £2 (¢por qué). Como H es completo entonces X, es
convergente. Como (), ), es acotada, entonces A es acotado, por tanto continuo.
Entonces, como Ax, = A\,xp,

[o.¢] o
Ax—zx\ y,anarn—Zy,xn Tn Z)\nzxnaﬁn—Az—y,
n=1

n=1

de donde se deduce el resultado. ]




Capitulo 7

Otros resultados fundamentales
del Analisis Funcional

La ciencia se construye a base de hechos, de la
misma manera que una casa se construye con
piedras. Pero igual que un montén de piedras
no hace una casa, tampoco una acumulacién de
hechos es una ciencia.

Henri Poincaré
En “La Science et ’hypothése” (1902)

En este capitulo incluiremos varios teoremas sobre espacios normados
que, junto al Teorema de Banach-Steinhaus 4.5.1, constituyen resultados
clasicos del andlisis funcional.

7.1. Funcionales en dimension finita

Como vimos en el apartado 4.4 (ver la discusién tras la Nota 4.4.19), el
espacio de los funcionales lineales £(X, C), X espacio vectorial, es un es-
pacio lineal. Este espacio se suele denotar como X* y se denomina espacio
dual algebraico de X. Si X es ademds normado, entonces el Ejercicio 4.4.14
implica que el espacio de los funcionales lineales y acotados B(X, C) es un
espacio normado (ademas completo por el Ejercicio 4.4.20). Este espacio
se suele denotar como X’ y se denomina espacio dual de X o dual conju-
gado de X.

263
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Sea X un espacio normado de dimension finita. Sea £ = (e;);_, una
base del mismo, i.e., para todo = € X, z = > __, zxe;. Sea f un funcional
lineal f : X +— C cualquiera. Entonces

flx) = Zxkf(ek) = Zxkck, e = flex), k=1,...,n. (7.1.1)
k=1 k=1

Estd claro que dicha representacién es unica y que, dados los numeros
¢t = f(ex), k =1,...,n, estos definen biunivocamente a f. De esta forma
podemos definir n funcionales f tomando las n-tuplas siguientes

a1:517j:(1,0,...,0,0), ...,anzén,j:(0,0,...,O,l), j:1,2,...,n,

que nos conducen, cada una de ellas, a los funcionales f;, k = 1,...,n,
tales que

fk(ej) = 0j k, ],k: 1,...,71, (712)
donde §; ;; es el simbolo de Kronecker, i.e., d,, = 1 si j = k y cero en otro
caso. De hecho se tiene que fi(v) = fi(3_)_, 7;¢;) = 21, k = 1,...,n. Mos-

tremos que dichos funcionales f; son una base de X*. Para ello notamos
que, para todo = € X la ecuacion

E &kfk(x) - 07
k=1
tiene como tunica solucién a; = 0, j = 1,...,n, luego los funcionales

fr son linealmente independientes. Efectivamente, si tomamos = = e;,
entonces tenemos

OZZakfk(ej) =qo;, Vj=1,...,n.
k=1

Sea ahora f € X* cualquiera. Entonces por (7.1.1)

n

fla) = mer =Y cufulx),

k=1

donde hemos usado que fi(z) = z. O sea, cualquiera sea f € X*

f= Z Cr fre-
k=1
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Notese que de lo anterior se sigue que dim X* = dim X.

La discusion anterior nos dice que, en general, en cualquier espacio
de dimension finita podemos construir un funcional lineal y este siempre
serd acotado independientemente de norma de X que elijamos, aunque
la propia norma del operador si que puede depender (como de hecho
ocurre en muchos casos) de la norma de X. Veamos ahora dos ejemplos
reveladores.

Ejemplo 7.1.1 Sea f : RZ — R, ie, ||z]| = ||7]lw = méxp—_1__n |zk,
definido en (7.1.1). Calcular la norma de f.

Usando (7.1.1) tenemos que

n n n n
1f(@)] < lawllen] < Ax [z D el =D lerlllzll = 11 <D lexl-
k=1 T k=1 k=1 k=1

Sea ahora # = (signo(c;),--- ,signo(c,). Claramente ||Z|| = 1, f(Z) =
2221 signo (c)cx, = Zzzl lck| v, por tanto,

Il = sup |f(@)] 2 1f@)] =D lel = Ifl =) leal:
[lz]l=1 k=1 k=1
Nétese que si consideramos ¢ = (cy,...,c,) € R”, entonces » ;_, |cx| =
llc||1, es la norma 1 definida en el Ejemplo 4.2.4. |

El ejemplo anterior nos lleva a preguntarnos si se puede considerar
que X' = (R", || - ||1) es el espacio dual de X = (R",| - ||). Para ello
necesitaremos el concepto de isomorfismo entre espacios normados.

Definicidon 7.1.2 Diremos que dos espacios normados X; y X, sobre un
mismo cuerpo (R o C) son isomorfos si existe un operador T : X; — X,
lineal y biyectivo que preserve la norma i.e., |Tx||; = ||z|1 para todos
T € Xl-

Notese que dado que T preserva la norma, entonces también preserva la
distancia distancia entre los elementos, o sea, 7" es una isometria —ver
Definicién 3.5.23-. Sin embargo, dado que ambos espacios X; y X, son
normados, no nos basta con que exista una isometria entre ellos (como
ocurre con los espacios métricos), sino que necesitamos que dicha iso-
metria preserve la estructura de espacio vectorial —para eso necesitamos
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la linealidad de la isometria 7-. Notese ademds que, como consecuencia
del Problema 6.13, los operadores unitarios (ver Definicién 5.2.11) son
isometrias, luego la definiciéon de espacios isomorfos en el contexto de es-
pacios de Hilbert (Definicion 5.2.11) es un caso particular de la Definicion
7.1.2 para los espacios normados.

Con la definicién de isomorfismo anterior 7.1.2 podemos responder a
la siguiente pregunta:

Ejemplo 7.1.3 ¢Cudl es el espacio dual de X = (R™, || - ||o0)?

El Ejemplo 7.1.1 nos indica que podemos identificar el espacio dual
de X = (R™, ||+ ||c) con X’ = (R", || - ||1). Para ello definamos la aplicacién
T :X — X, f € X' definido por f(z) = >} zkek, Tf = ¢, f(x) =
Sor_ixkck, ¢ = (c1,...,¢,) € R™ T es lineal y es biyectiva. Ademds,
como hemos visto en el ejemplo anterior 7.1.1, || Tf]| = |lc|i = |If]l,
es decir, 7' es una isometria, luego el espacio dual X = (R™,|| - ||) €s
isomorfo con X' = (R™, || - ||1), i.e., X = (R", || - ||») se puede identificar
con X' = (R™, || - ||1). |

De manera andloga al caso considerado en el Ejemplo 7.1.3 anterior se
puede comprobar que (R3) = R3, es decir, el dual de R" con la norma
euclidea es el propio R". De hecho, esto tltimo es un caso particular del
siguiente resultado mucho mas general:

Ejemplo 7.1.4 Si H un espacio de Hilbert real H' = H.
Sea la aplicacién 7" : H — B(H, C) = H' definida por

Ty:fya fy:H'_)(Cv fy($):<$,y>-

El Teorema de representacién de Riesz implica que 7" es biyectiva, pues
para cada f € H/, existe un tnico y € H tal que f(z) = (z,y). Ademads,
T es lineal

T(oy + Bz) = (z, 0y + Bz) = az,y) + f(z,z) = aTy + T
Sea y # 0, x € H. Se tiene

I(Ty) (@) = [fy(@)] = [z, )] < ll=llllyll = 1Tyl <yl
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Pero

1Tyl = sup 1ED@I_ )l S w0l
lalizo ]l a0 N1 T

= [lyll

de donde se sigue que ||Ty|| > ||ly|| ¥, por tanto, T' es una isometria asi
que el espacio H' es isomorfo con H. [

Consideremos ahora el problema de extender! el funcional del Ejem-
plo 7.1.1 a un espacio R™ de dimensién m mayor que n. Estd claro que
cualquiera sea m finito el razonamiento anterior se puede repetir y las
conclusiones seran las mismas: dim X = dim X* = dim X’ = m, ademas, f
sera acotado. ¢Que ocurre si queremos extender f a dimension infinita?
En ese caso podria ocurrir perfectamente que la sucesién de sumas parcia-
les, >~7'_, |ck|, sean no acotadas. En otras palabras, a la hora de extender
un funcional lineal hay que tener cuidado si nos interesa que la extension
no solo sea lineal, sino también acotada. En el préximo apartado tratare-
mos con cierto detalle el problema de la extension de un funcional lineal
acotado definido sobre espacios normados.

7.2. El Teorema de Hahn-Banach

Comenzaremos recordando la definiciéon de extension de un operador
(ver la Definicién 3.3.10) en el contexto de espacios normados.

Definicidon 7.2.1 Sean XY, espacios normados. La extension de una apli-
cacion T : D(T) C X — Y, a un subconjunto M O D(T) es la aplicacién
T tal que T'|p¢ry =T, i.e., Tx = Tx para todo x € D(T).

Imaginemos que tenemos un operador lineal operador y acotado 7 :
D(T) ¢ X — Y. Esta claro que hay muchas formas de extender 7" al
subconjunto M D D(T), sin embargo la idea no es solo extender 7" a un
conjunto mas grande, sino también que se mantengan ciertas propiedades
como, por ejemplo, la linealidad y la acotacién. En este apartado discuti-
remos esa posibilidad. Comenzaremos con el siguiente teorema:

1Recuérdese la Definicién 3.3.10.
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Teorema 7.2.2 Sea T': D(T') C X — Y un operador lineal y acotado, X
un espacio normado, Y de Banach. Entonces T se puede extender a D(T),
la clausura de D(T), i.e., existe un operador acotado T' : D(T) + Y tal
que T(z) = T(z) para z € D(T) y |T|| = |T.

Demostracion: Sea x € D(7T) cualquiera. Entonces existe (z,), tal que
x, — x. Como (z,), es convergente, es de Cauchy. Entonces, para todos
n,m suficientemente grandes

| Txy, — Tan| < ||T|||zn — 2m| =0 = (Tx,), esde Cauchy.

Como Y es completo, Tz, — y € Y. Definamos la aplicacion T que a
cada x € D(T) le hace corresponder el valor y = Tx anterior. Probemos
que dicha definicién de T es independiente de la sucesién (x,)n elegida.
Para ello elijamos una sucesién distinta (z,),, 2z, — = y supongamos que
Tz, —vy, Tz, — v,y #y. Entonces,

ly =¥l = lim [Tz, — Tz,| = lim ||T(z, — z,)|| =0,
n—oo n—oo
pues x, — z, — 0y T es acotado (por tanto continuo), de donde se sigue

que y = ¥/ lo cual es una contradiccién?

Demostremos que 1" es lineal. Tomamos z, — « y 2, — z, entonces
para todos «, 8 € C, az, + [z, — ax + Bz, y T(ax, + Bz,) — y" €Y,
y" = T(ozx + B2). Luego

T(ax, + Bz,) = oTx,+ Tz,
\J A
T(ax+Bz)= olz+ Tz

Finalmente, veamos que es acotado. Por un lado, como 7" es acotado,

[Tn]l < (1T l2nll, 2 = 00 = llyll = ([T < [Tl = T < 7]
Por el otro,
T/ = sup |Tz|> sup |[Tz||=  sup ||Tz||=|T],
zeD(T) : ||z]|=1 z€D(T): ||z]|=1 z€D(T): ||z||=1

2Se puede probar también de la siguiente forma: a partir las sucesiones (z,,), V (21)n,
construimos la sucesiéon w,, = (x1,21,%2,29,..., Ty, Wy, ...). Estd claro que w, — x
(¢épor qué?), luego, como T es acotado, Tw,, — Tz = y, pero entonces las subsucesiones
(Tzp)n v (Tzy)n de (Twy,), tienen que tener el mismo limite, luego Tz, — v, i.e., el
limite de T'z,, es independiente de la sucesion elegida.
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luego |IT| = |IT. m

Es decir, en general siempre podremos extender un operador lineal de-
finido sobre un subconjunto M € X a su clausura M de forma que la
extension siga siendo lineal y acotada (y, por tanto, continua). En particu-
lar, todo funcional lineal acotado f : M C X — C admite una extension
F : M C X ~ C que seguird siendo lineal y acotada y cumplird que

LFIF= T£1l-

Imaginemos ahora el siguiente problema. Sea f : M C X — C un
funcional lineal definido sobre un subespacio vectorial de dimensidn finita
M de un espacio normado X (ver la seccién anterior). Dicho funcional es
acotado pues M es de dimensién finita ése puede extender a todo X? Si
X es de dimensién finita esta claro que si existe una extensiéon que sea
lineal, entonces serd acotada (toda aplicacién lineal sobre un espacio de
dimensidn finita es acotada), pero ¢y si X es de dimensidn infinita?

Para responder a las cuestiones anteriores necesitaremos el Teorema de
Hahn-Banach que responde afirmativamente a todas ellas. La forma mas
general del teorema precisa del concepto de funcional convexo y funcional
sublineal:

Definicion 7.2.3 Sea V un espacio vectorial complejo. Se dice que el fun-
cional p : V — R es un funcional sublineal si se cumple

Vz,y €V, plz+y) <p(z)+py), (7.2.1)
Ve,y eV, plaz)=ap(z), sia>0. (7.2.2)

Sip:Vi=C, p(x) >0, para todo x € V y en vez de (7.2.2) se cumple
Ve,y €V, plazx) = |alp(z), VaeC, (7.2.3)

se dice que p es un funcional convexo.

Por ejemplo, si X es un espacio normado, p(r) = allz|, a > 0, es un
funcional sublineal y convexo.

Nétese que de (7.2.2) y (7.2.3) se sigue que p(0) = 0. Ademds, en
el caso de un funcional convexo de (7.2.1) se tiene que p(x) > 0, pues

0=p(z— ) < p(x) +p(-2) = 2p(z).

El Teorema de Hahn-Banach establece lo siguiente:
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Teorema 7.2.4 (Hahn-Banach para un espacio vectorial) Sea V un es-
pacio vectorial real o complejo y sea p un funcional convexo definido sobre
V. Sea M C V, M # {0}, un subespacio vectorial y sea f : M +— C un
funcional lineal tal que

|f(@)] <p(z), VzeM. (7.2.4)
Entonces, existe un funcional lineal F : V — C tal que

Vee M, F(x)=f(z) ¥y VYeeV, |F(x) <pz). (7.2.5)
Un corolario del teorema anterior es el siguiente resultado fundamen-
tal para espacios normados:

Teorema 7.2.5 (Hahn-Banach) Sea X un espacio normado, M # {0} un
subespacio de X y sea f : M — C, un funcional lineal acotado. Entonces,
existe un funcional lineal F : X — C tal que

Vee M, F(x)=fx) y |FI=If (7.2.6)

Es decir, f se puede extender a todo X de forma que la norma de F coincida
con la de f.

Demostracion: Definamos el funcional p : X — R, p(z) = || f]|||=]. Estd
claro que p es un funcional convexo, y que

Vee M, |fx)] <[ flllz] = p(z).

Luego se cumplen las condiciones del Teorema de Hahn-Banach 7.2.4, asi
que existe un funcional lineal F' tal que

veeX, [F2)] <p(z)=[flllz] = IF] <[l

o sea I es acotado. Por otro lado,

|Fll= sup [F(z)|= sup [F(z)]= sup [f(z)] =[],
zeX: ||z||=1 €M : ||z||=1 zeM : ||z||=1
de donde se sigue el resultado. ]

El resultado anterior nos resuelve el problema planteado al inicio de
este apartado pues nos asegura que siempre es posible extender un fun-
cional lineal definido sobre un subespacio a todo el espacio normado man-
teniendo invariante la norma del mismo. De hecho el resultado es mucho
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mas relevante de lo que a primera vista puede parecer pues nos basta con
que un espacio normado tenga al menos un elemento no nulo para que
exista un subespacio del mismo que admita un funcional lineal acotado no
nulo, es decir, en cualquier espacio normado que tenga elementos distin-
tos del vector cero se pueden definir funcionales lineales no nulos, luego
todo espacio normado no nulo X tiene asociado un espacio dual X’ no nu-
lo. Ademas, dichos funcionales se pueden extender a espacios normados
mads grandes que contengan al espacio original.

Para mostrar lo anterior tomemos un espacio normado X # {0}, luego
existe 0 # zy € X. Definamos M = span (), i.e., z = axg, a € C.
Entonces el funcional f : M — C, f(z) = f(azg) = « es un funcional
lineal y acotado. La linealidad es inmediata ya que para todos a,b € C, y
T = axg ey = [fxy tenemos

flax + by) = fl(aa 4+ bB)xo] = ac + b5 = af(z) + bf(y).
Para la acotacién tomamos 0 £ x € M

]l lezoll  [edllzoll ol ~ [lzoll

Para probar el Teorema de Hahn-Banach en un espacio vectorial real
general se precisa del Lema de Zorn (equivalente al Axioma de eleccion
de la Teoria de Conjuntos) que no vamos a discutir en este curso. En vez
de ello lo demostraremos para algunos casos de especial importancia. La
prueba general se puede consultar, por ejemplo, en [1, §11.1, pag. 176—
182] o en [10, pag. 219, Teorema 4.3-1].

Teorema 7.2.6 (Hahn-Banach para un espacio vectorial real) Sea V
un espacio vectorial real y sea p un funcional sublineal definido sobre V.
Sea M C V, M # {0}, un subespacio vectorial y sea f : M +— R un
funcional lineal tal que

f(z) < p(x), Ve e M. (7.2.7)
Entonces, existe un funcional lineal F' : V — R tal que
Vee M, F(x)=f(z) ¥y VYexeV, F(z)<p(z). (7.2.8)

Demostracion: Asumiremos que® M # {0} y que M # V. Entonces existe

3En el primer caso f = 0y su extension trivialmente es F = 0, y en el segundo no
tiene sentido hablar de la extension de f.
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un z; € V, x; # 0, que no pertenece a M. Definamos el subespacio
My={z=x+ax, : YV € M, o € R}.

Notese que cualquiera sea » € M, la representacion z = x +«x, es tnica.*

Vamos a probar que [ se puede extender a un funcional F definido en
M, tal que se tenga (7.2.8). Vamos a suponer que dicha extensién existe.
Entonces ha de cumplir que

Fi(z) = Fi(z + ar) = Fi(x) + aFi(z1) = f(x) + aFi ().

Nétese al ser la representacién z = = + ax; Unica para cada z € M, el
funcional F}, caso de que existiese, quedaria determinado por el valor de
Fi(z1). Ademads, F) seria tal que, para todo z € M, Fi(z) < p(z), luego se
tiene que cumplir que

Fi(x+ax)) = f(z) + aFi(x;) < plx +azxy), Yre M, VaeR. (7.2.9)

Si o > 0, entonces

Fi(z) <

Q| m

[p(z+ azy) — f(z)] =p <§ +x1> —f <f> =
Fiar) S pla+6 = (), §==

Sia <0, @ = —|a|, entonces

Fio) 2 [0 = st~ lalen] = £ () = (1 - 1) =

|af
Fi(21) > f(&) = p§ — 21), ¢ =""=¢eM.
Juntando ambas

fE&) —p€ —x1) < Fi(z) <p€+ ) — f(6), V& E € M. (7.2.10)

Estd claro que si existe Fi(x;) tal que (7.2.10) se cumpla, entonces (7.2.9)
se cumple y, por tanto, Fi(z) < p(z), para todo z € M;. Luego basta

#Supongamos que no lo es. Entonces existes 2’ € M y o/ € R, tales que z = 2’ + o2y,
luego M D> = — 2’ = (¢/ — a)z1 C span(z1), lo cual es una contradiccién a no ser que
r=2'ya=d
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con demostrar que siempre se puede elegir un F} tal que F)(z;) cumpla
(7.2.10). Para ello es necesario que para todos &, € M

f(E€) = p — 1) <plr+€) = f(E), (7.2.11)

0, equivalentemente,

fE) + (&) < plar + &) +p(E — 21).

Usando que f es lineal, que satisface (7.2.7) y que se tiene (7.2.1) obte-
nemos

FEO+f(E) =fe+&) <pE+&) =pl+a1+ — )
< p(€+z1) +p(€ = 21),

luego se cumple (7.2.11). Si ahora tomamos infimosen £ € M en (7.2.11)
y a continuacién supremos en ' € M obtenemos

c=sup[f({) —p(f —z)] < gg]\f;[[p(xl +8) - fO=C.

geM

Luego, si elegimos Fj(z;) tal que ¢ < Fj(z;) < C, entonces podemos
construir el funcional lineal F; que extiende f a todo M; y que cumple
con Fi(z) < p(z) en M.

Si V = M, el teorema queda demostrado. Si no, entonces existe un
x9 # 0 en V que no estd en M; y podemos construir el conjunto

My ={z=x+azxy : Yx € M;, a € R},

y repitiendo el mismo razonamiento obtenemos un funcional F, que ex-
tiende F; a Ms, luego extiende f a M,. Si V = M, el teorema quedaria
probado. Y asi sucesivamente.

De esta forma tendremos una sucesiéon de funcionales F}, definidos so-
bre los subespacios

My={z=x+4axy : Ve € M1, a € R}, k=1,...,n,

que extienden a f a cada uno de los subespacios M. Si para algian n € N
se tiene que V = M,,, el teorema queda probado. Incluso en el caso V =
U, M podemos construir el funcional F' por induccién pues cualquiera
seax € V, x € M, para algun k € N. En efecto, sea = € V cualquiera, y
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sea n el menor £ tal que = € M. Definamos F'(z) = F,(z). Nétese ademads
que si m > n, F(x) = F,(x) pues F,, es una extensién de F,, si m > n.
Entonces, para todo = € V tenemos |F(z)| = |F,(z)| < p(z), como se
queria demostrar.

» V es un espacio normado separable. ¢Qué ocurre si V # J,_, M;?
En este caso asumiremos que V = X es un espacio normado separable
y f es un funcional acotado en M. Como X es separable, entonces X \
M es separable, asi que existe un subconjunto denso y numerable V' =
{r1,75,...} talque V = X\ M. Notemos que®* X = MUV = MUV =
M UV. Por otro lado, usando la construccién anterior, tomando p(z) =
Il f|ll|z||, podemos construir la secuencia de subespacios M, M, ..., My,
..., y construir un funcional F' que extiende f a | J,-, M} = M UV. Pero
entonces, como F' es acotado en M UV podemos razonar como en el caso
del Teorema 7.2.2 y construir su extensién en M U V' = X. En efecto, siz €
U existe (2,), € U tal que 2, — z. Definimos F(z) = w = lim,,_, F(2,),
que siempre existe pues F(z,) es de Cauchy (¢{por qué?), y no depende
de la sucesiéon (z,), elegida (ver el Teorema 7.2.2). Ademds, dado que
elegimos p(z) = || f]|||x|| como en la prueba del Teorema de Hahn-Banach
7.2.5, tenemos

F(z0)l < plza) = I flllzall =% |E@)] < Ifll2l = p(2), VeeX

» V es un espacio de Hilbert cualquiera. ¢Y si X no es separable? En-
tonces podemos restringirnos a un espacio de Hilbert. En este caso po-
demos usar el Teorema de representacién de Riesz para funcionales aco-
tados 5.2.21 vdlido para cualquier espacio de Hilbert H (no necesaria-
mente separable). Para ello razonamos como sigue. Primero extendemos
f:M+— RaM C Husando en Teorema 7.2.2 y obtenemos el funcional
f. Pero como M es cerrado, entonces es un espacio de Hilbert, luego f
admite una tnica representacién como f(z) = (z,y), para todo = € M,
donde y € M es tnico. La extensién de fa todo H la hacemos definien-
do F(x) = (z,y), para todo = € H, e y el mismo de antes. En este caso
podemos tomar de nuevo p(x) = || f]|||=]|. n

Veamos a continuacién una serie de consecuencias importantes del
Teorema de Hahn-Banach 7.2.5. En adelante por comodidad denotare-
mos por K al conjunto C o R y por X’ el espacio de todos los funcionales
lineales y acotados definidos sobre X i.e., X' = B(X, K).

>Recordemos que, como M UV es todo el espacio X, la unién de la clausura de M
con V no adiciona ningtin nuevo elemento a Xy, por tanto, M UV = M U V.
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Corolario 7.2.7 Sea X # {0} un espacio normado y sea 0 # z, € X. En-
tonces, existe un funcional lineal F en X tal que F(xy) = ||zo|| ¥ ||F|| = 1.

Demostracion: Sea M = {z = azy : o € K} C X. Definamos en fun-
cional f : M — K, f(z) = f(azy) = aljzo||. Claramente f es lineal y
ademas

[f(@)] = lalllzoll = =]l = (I} = 1.

Entonces, por el Teorema de Hahn-Banach 7.2.5 existe un funcional F :
X+ Ktal que F(azg) = allzg|| en My |F|| = || f] = 1. n

Una consecuencia de este corolario es que todo espacio normado X #
{0} tiene asociado un espacio dual no nulo.

Corolario 7.2.8 Sea X # {0} un espacio normado y sean x, # x5 € X.

Entonces, existe un funcional lineal F' en X tal que F(x1) # F(x3).

Demostracion: Se sigue del corolario 7.2.7 tomando =y = z; — xs. [

Es decir, en el dual de X siempre hay funcionales que permiten distin-
guir (separar) los elementos de X.

Corolario 7.2.9 Sea z, € X # {0}, X espacio normado tal que f(xy) =0
para todo f € X'. Entonces xy = 0.

Demostracion: Supongamos que z, # 0. Por el corolario 7.2.7 existe un

F € X’ de norma ||F|| = 1, tal que F(xy) = ||xo||, pero como para todo
f € X' se tiene f(xy) = 0, entonces F(zy) = 0, lo que implica ||z¢|| = 0, lo
cual es una contradiccién, luego x, = 0. [ ]

Nétese que de lo anterior se sigue que si f(z;) = f(z2) para todo
f € X/, entonces x; = xs.

Como ya hemos visto, dado un funcional f : X — K,

[/l =" sup [f(x)].

zeX: ||lz||=1

El siguiente corolario es, de alguna forma, el reciproco de lo anterior.
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Corolario 7.2.10 Sea z, € X # {0}, X espacio normado. Entonces,

H%”: sup |f($0)|7
feX’ || fl=1

y dicho supremo es alcanzable.

Demostracion: Si 2, = 0 el resultado es inmediato. Sea =, # 0. Para
cualquiera sea f € X' tal que || f|| = 1, se tiene que |f(zo)| < || f|l||lzol] =
[zol|- Luego sup seser . =1 |.f (x0)| < [|70o||- Pero por el corolario 7.2.7 existe
un F' € X' de norma ||F|| = 1, tal que F(z() = ||zo||, i-e., el supremo es
alcanzable. n

Nota: Otra consecuencia inmediata del Teorema de Hahn-Banach es la
extension de la férmula (7.1.2), vdlida para espacios de dimensidn finita,
a cualquier espacio normado X. En efecto, si fijamos el subespacio lineal

W = span(zy,...,7,) C X, X un espacio normado y =i, ...z, vectores
linealmente independientes, como W es de dimensidn finita, existen los
funcionales lineales fi, ..., f, tales que fi(z;) = 0k, j, k = 1,...,n. Pero

entonces, por el Teorema de Hahn-Banach 7.2.5 existen los funcionales
Fi : X'— K tales que Fy(z;) =, j,k=1,...,n.

Veamos una ultima consecuencia del Teorema de Hahn-Banach.

Teorema 7.2.11 Sea M C X # {0}, M # Xy sea xy € X tal que

d = p(xe, M) = in]\f4 |lxo — x| > 0. (7.2.12)
TE

Entonces, existe un funcional lineal F : X — R, tal que |F| = 1, F(xg) =
d,y F(z) =0, para todo © € M.

Demostracion: Sea
My={z=x+axy: Y € M, o € R}.

Nétese que como d > 0, eso implica que zo ¢ M, xy # 0. Ademds, como
ya vimos en la prueba del Teorema de Hahn Banach (ver la nota al pie de
pagina 4 de la pagina 272) esta descomposicién es tnica, luego podemos
definir el funcional f : M; — R, f(z) = ad, que es lineal

flaz +b2") = f(ax + acxg + bx' + ba'xg) = (aa + ba')d = af(z) + bf (),
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que se anula en M, f(z) = 0 paratodo x € M y tal que f(z() = d. Ademas,
<

como para todo & € M, d < ||y — Z||, tomando & = —z/«, con a # 0,
obtenemos
|f(2)] = [f(z+axo)| = |ald < |a||zo—Z| = |af||lzotz/al| = |z+az|| = ||=].

luego ||f|| < 1. Por la definicién de infimo tenemos que, cualquiera sea
e > 0, existe un =’ € M tal que ||zo — 2/|| < d + e. Asi, usando que
f(zo — 2’) = d, tenemos que, para todo ¢ > 0,

|f(zo — 2)]| > d € |f(zo — ')

=1- =1—¢ = su
oo — /|| ~ d+te d+e s A Pe—

>1

— ?

donde la implicacién es consecuencia de las propiedades del supremo®.
Luego, usando que

feo=2)l o W@o=a)l

Il =" sup

seMi\zo} |To— 2] T wem |[zo — ||

se sigue que || f|| > 1y, por tanto, || f|| = 1 en M;. Luego, por el Teorema de
Hahn-Banach 7.2.5, existe un funcional F' : X — R, tal que F(z) = f(x)
en M1,y ||F|| = ||f|| = 1, de donde se sigue el resultado. n

Nota 7.2.12 El Teorema 7.2.11 se puede considerar como la generaliza-
cion a espacios normados del Teorema de la proyeccion ortogonal 5.2.15
para espacios de Hilbert.

7.3. El Teorema de la aplicacion abierta

Como hemos visto en la seccién 3.3 una aplicacién es continua (Defini-
cién 3.3.11) siy solo si la imagen inversa de cualquier subconjunto abierto
de Y es un subconjunto abierto de X (Proposicién 3.3.12). Sin embargo,
una aplicacion continua puede no transformar abiertos en abiertos. Por
ejemplo, f : R — R, f(z) = sinx es continua pero transforma el abier-
to (0,27) en el cerrado [—1, 1]. Las aplicaciones que transforman abiertos
en abiertos se denominan aplicaciones abiertas. Asi tenemos la siguiente
definicién:

5Ver el pie de pagina 6 de la pagina 164.




278 Capitulo 7. Otros resultados fundamentales del Andlisis Funcional

Definicidon 7.3.1 Sean X e Y dos espacios normados sobre K. Una apli-
cacion A : X — Y se llama abierta si A transforma abiertos U C X en
abiertos A(U) C Y.

Por comodidad recordaremos dos definiciones del dlgebra de conjun-
tos. Sea X un espacio vectorial sobre K = Ro C. Sea M C X, a € Ky
z € X. Se definen los conjuntos

M+z={x+z: Ve M}, aM ={azx : Vo € M}.
Esté claro de la definicién anterior que si A es una aplicacion lineal, en-
tonces A(M + z) = A(M) + Az y que A(aM) = aA(M).
Comenzaremos probando un teorema fundamental conocido como el
Teorema de la bola abierta.

En adelante Bx = {z € X: ||z|| < 1} denotard la bola unidad centrada
en0OenXy By ={ye€Y:|y|] <1} labola unidad centrada en O en Y.

Teorema 7.3.2 (de la bola abierta) Sean X e Y dos espacios de Banach
sobre K. Sea A € B(X,Y), sobreyectiva, i.e., A(X) = Y. Entonces, existe un
d > 0 tal que 6 By C A(Bx), es decir, que para todo y € Y tal que ||y|| < o,
existe un x € X tal que ||z]| < 1y Az =y.

Demostracion: La prueba la haremos en dos partes.

I. En la primera probaremos que existe un numero d > 0 que cumple que,
dadoune > 0y un z € Y, existe un z € X tal que ||[Az — z|| < &, ¥
]l < llz[l/d.

Notemos que cualquiera sea x € X, x € kB, para algun’ k € N, luego

X = UkBX = Y =AX (U kBX> = GA(kBX)

k=1 k=1

donde la ultima igualdad se sigue de que A es sobreyectiva. Ahora bien,
como la unién de todos los A(kBx) es el espacio completo Y, entonces
si cambiamos los A(kBx) por sus clausuras no agregamos ningin punto
nuevo a la unién y, por tanto,

k=1

’Basta que k sea tal que ||z|| < k.

8
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Pero Y es de Banach, luego por el corolario del Teorema de Baire 3.6.2 al
menos un A(kBx) contiene un abierto, i.e., existe un r > 0 yun gy € Y

tal que B(yo,r) C A(kBx). Notemos que si y € Y es tal que |y|| < r,

entonces y + yo € B(yo,7), luego y + yo € A(kBx). Como A es acotado
(luego continuo), entonces, cualquiera sea y € Y tal que ||y|| < r, han de
existir dos sucesiones (z/,),, y (), en kB, tales que

Azl — gy, Axl S y+yo = x, =1 — 1, estal que Az, — y.

Ademads, como (z,),, (z), € kBx, la sucesidn (z,),, es acotada y satisface
la desigualdad

[znll =l = 2pll < l2pll + |27l < 2.

Sea ahora 0 # z € Y cualquiera y definamos y tal que

r z

’
y=——, yeY, J|y|l==z<r
2 ||=]] 2

Entonces, como acabamos de probar, existird una sucesién (z,),, tal que

2
2|2 r

Luego, dado un € > 0 existe un n € N tal que podemos elegir un = € X

2
x:M:ﬁn tal que ||Az —z| <e

y que cumple con

2] ||l
.

4k 1
— n < — = — ,
]l lzall < =zl = Zll=ll

tal y como se queria probar.

I1. Utilizando lo demostrado en I. vamos a construir inductivamente una
sucesion s,, € X de Cauchy que nos permitird demostrar el teorema.

Sea d el numero de la parte I. Sea dBy C Y la bola de radio d centrada
en 0, donde d > 0 es el nimero mencionado de la parte I. Fijemos ¢ = d/2
y z =y € dBy. Por 1. existe un z; € X con norma ||z1|| < ||y||/d < 1, tal
que ||y — Az]| < d/2. Sea ahora, ¢ = d/4y z = y — Az, entonces existe
un z, € X tal que

d
I(y — Azy) — Az <

1 1 1
= < |zl = Slly — Az < =.
T el < Szl = lly - Awll < 5
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Y asi sucesivamente, eligiendo ¢ = d/2", z = y — Axy — -+ — Az, 4,
encontraremos un z,, € X tal que

d
Iy = Azy — - = Awn ) = Awn|| < o5 o]l <

2 Qn—l'

En efecto, si asumimos que lo anterior cierto (lo es paran = 1y n = 2),
entonces si elegimos ¢ = d/2"™!, » =y — Axy — --- — Ax,, por L. sabemos
que existe z,,.1 € X tal que

d 1 1
[(y — Azy — - — Azy) — Azpia|| < BYESE [E2SYIIRS c_ZHZH < on
Definamos paracadan € N, s, =1 + x5+ -+ x,. Seam > n
m m 1
[$m = sull = lznn+-+aml < D fanll < D st 0 nm = oo,
k=n-+1 k=n-+1

i.e., s, es de Cauchy, luego s,, — = € X, pues X es de Banach. Ademas,
o0 o0 1
ol <3 el <3 gy =2 = @€ 2B
k=1 k=1

Por otro lado,

n—oo

d n—oo
||y—Asn||<2—n =0 = Asn;y = Axr=y.

Es decir, cualquiera sea y € dBy existe un x € 2By tal que y = Az, es decir,
cualquier y de dBy es imagen de algin x € 2Bx, luego dBy C A(2Bx).
Usando la linealidad de A se tiene entonces que §By C A(Bx), con § =
d/2. n

Nétese que el teorema anterior indica que la imagen A(Bx) de la bo-
la unidad Bx en X es un abierto en Y. De hecho, una consecuencia del
Teorema de la bola abierta 7.3.2 es el Teorema de la aplicacién abierta.

Teorema 7.3.3 (de la aplicacidn abierta) Sean X e Y dos espacios de
Banach sobre K. Sea A € B(X,Y), sobreyectiva, i.e., A(X) = Y. Entonces
cualquiera sea el abierto U C X, su imagen A(U) C Y es un abierto en Y.

Demostracion: Sea un abierto cualquiera U C Xy xy € U. Tenemos que
probar que cualquiera sea yo € A(U), existe una bola B(yy,d) C A(U),
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i.e., todos los puntos de A(U) son interiores. Para ello nos bastard probar
que para todo y, el conjunto A(U) contiene una bola (abierta) centrada
en yo = Axg. Sea U’ = U —xy. U’ es un abierto que contiene a x = 0, luego
existe un r > 0 tal que rBx C U’ (U’ contiene a la bola abierta B(0,r)).
Pero entonces, el Teorema de la bola abierta 7.3.2 nos dice que existe un
9 > 0 tal que 0By C A(Bx), luego, usando la linealidad de A

5BY - A(Bx) <~ TéBY - T’A(Bx) ~ T&BY - A(TBx) - A(U/),
de donde se deduce que
A(U) = A(U, —f- ZL‘()) = A(U/) —I— AZ[‘O 2 T(SBY —f- Al’o = TéBY —I— Yo,

es decir, existe una bola B(yy,d) C A(U) con d = rd, como y, era arbitra-
rio, A(U) es abierto. u

Como consecuencia del Teorema de la aplicacion abierta 7.3.3 tene-
mos el Teorema de Banach de las aplicaciones inversas acotadas que ya
mencionamos en la pagina 222.

Teorema 7.3.4 (de la inversa acotada de Banach) Sea A € B(X,Y),
con X,Y espacios de Banach, biyectiva, i.e., A es tal que el nticleo de A,
N (A) = {0}, y laimagen de A, J(A) =Y, entonces A~ € B(Y,X).

Demostracion: Nétese que como A[(A) = {0}, A es invertible y A™! es
lineal (ver Teorema 4.4.9), y como J(A) = Y, A es sobreyectivo. Solo
hemos de probar que A~! es acotado, o equivalentemente, por el Teorema
4.4.18, que A~ es continua. Pero una aplicacion es continua si y solo si su
imagen inversa trasforma abiertos en abiertos (ver la Proposicion 3.3.12).
Sea U un abierto de X, entonces como A es biyectiva (A~!)~1(U) = A(U).
Pero A, por el Teorema de la aplicacion inversa 7.3.3, es una aplicacion
abierta, luego A(U) es un abierto y, por tanto, A~! es continua, luego
acotada. ]

Nota 7.3.5 En el capitulo anterior vimos que podiamos tener operadores
acotados cuya inversa no era acotada. Por ejemplo, el operador del Ejem-
plo 4 de la pdgina 221. El lector puede ademds comprobar que ese mismo
operador definido de (> a (*° tampoco es sobreyectivo. Otro ejemplo es
considerar el mismo operador pero definido sobre el subespacio X C (> de
sucesiones que tengan solo un numero finito de términos no nulos (ver el
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Problema 4.15). En este ultimo caso lo que falla es que X no es completo.

7.4. Operadores cerrados y el Teorema del gra-
fo cerrado

Definicion 7.4.1 Sean X,Y espacios normados, y A un operador, A :
D(A) € X +— Y. Se denomina grafo de A al conjunto de pares ordena-
dos

G(A) ={(z,y) |z € D(A), y = Az} = {(x,Az) |z € D(A)} C X x Y.

Noétese que el espacio X x Y es un espacio vectorial si definimos las ope-
raciones

(1, 91) + (22, 42) = (21 + 22,51 + 12),  afz,y) = (az,0y), aeckK

Si en X x Y definimos la aplicacién |[(z,y)|| = ||z]| + |lyll, X x Y es un
espacio normado. Si ademds X e Y son de Banach, X x Y es de Banach.

Que X x Y con la norma ||(z,y)| = ||z|| + ||y|| es efectivamente un es-
pacio normado es un ejercicio sencillo que dejamos al lector®. Para probar
que es de Banach tomemos una sucesién (z,), € X x Y de Cauchy. Enton-
ces para todo € > 0, si n,m son suficientemente grandes, ||z, — z,,|| < €.
Como

HZn—ZmH = ”xn_mm”“‘”yn_ymn <e = |zp—anl <e, ”yn_ymH <g,

luego (z,,)n ¥ (Yn)n son de Cauchy, y como X e Y son de Banach, ambas
tienen limite = e y. El lector puede comprobar entonces que z = (z,y) €
X x Y es el limite de z,, cuando n — oo.

Definicion 7.4.2 Sean X, Y espacios normados, y A : D(A) — Y un ope-
rador lineal (no necesariamente acotado) cuyo dominio es D(A) C X. Aes
un operador cerrado si su grafo G(A) es cerrado en X x Y.

Nétese que si G(A) es cerrado en X x Y siy solo si G(A) = G(A), es decir,
si para todo z = (z,y) € G(A), z € G(A). Ahora bien, por la Proposicién

®Otras normas utilizadas son [|(2, y) || = max{||z[, [yll} y (2. y)ll2 = V/[l=[* + [y[]>.
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3.5.4a), z € G(A) siy solo si existe una sucesion z, = (z,, Az,) € G(A)
tal que 2, — z, en cuyo caso z,, — x, Az, — y.

Si G(A) es cerrado, entonces z € D(A) e y = Az pues G(A) = G(A).
Por el contrario, si x, — z, x, € D(A) y Az, — y implica que x € D(A)
y Ax = y, entonces cualquiera sea z = (z,y) € G(A), existen z,, € D(A),
Yy, = Az, — y, y por tanto z € G(A) (pues z € D(A) e y = Ax), luego
G(A) es cerrado y por tanto A también.

Es decir, se tiene la siguiente proposicién:

Proposicion 7.4.3 (del operador cerrado) Sea A un operador lineal A :
D(A) € X =Y, X,Y espacios normados. A es cerrado siy solo si cumple
que si v, — x, x, € D(A)y Az, — vy, entonces v € D(A)y Ax = y.

Ejemplo 7.4.4 Un operador cerrado no tiene que ser acotado y uno acota-
do no tiene que ser cerrado.

Por ejemplo, el operador derivada D : D(D) C Cy, = Cyy (Dz =
x') del Ejemplo 4.4.4 es no acotado (ver Ejemplo 4.4.15). Tomemos X =
Cp)- Escojamos una sucesion z,, € D(D) tal que z,, — zy Dz, =z, —
y. Como la convergencia en C[%‘jl] es la convergencia uniforme, entonces
x, — y implica

n—oo

/0 y(s)ds = /0 nlljgl@ 2l (s)ds = nlljr;(} i xl(s)ds = lim (x,(s) — z,(0))
= x(t) —z(0) = x(t) = z(0) +/O y(s)ds.

Asique x € D(D)y Dx = 2’ =y, luego la Proposicién 7.4.3 implica que
D es cerrado.

Para probar la afirmacion contraria, tomemos un espacio normado X
cualquiera y definamos el operador 7' : D(T) C X — D(T), Tz = x,
donde D(T) es un subespacio denso en X y distinto de X. Estd claro
que T es lineal y acotado (de hecho es el operador identidad de D(T)).
Elijamos = € X, x & D(T'). Como D(T') es denso en X existe una sucesién
(n), tal que x,, — x, sin embargo = ¢ D(T'), luego por la Proposicién
7.4.3, T no es cerrado. []
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Teorema 7.4.5 (del grafo cerrado) Sean XY espacios de Banach, y A :
D(A) € X +— Y un operador lineal cerrado, entonces, si D(A) es cerrado
en X, A es acotado.

Demostracion: Como D(A) es cerrado en Xy G(A) loes en X x Y, en-
tonces ambos son subespacios completos ({por qué?). Consideremos la
aplicacion T' : G(A) — D(A), Tz = T(x, Az) = x. Estd claro que T es
lineal pues si z; = (21,91), 22 = (%2, 42), o, f € K,

T(a21 + 522) = ax; + 61‘2 = OéTZl + /BTZQ
Veamos que 7" es acotada
IT2]] = [|T(z, Ax) || = llz|| < |[=]| + [|Az]| = [[(z, Az)]| = ||=]-

Por otro lado, Tz = T(z,Az) = z, luego Tz = 0 implica = = 0, pero
six = 0, Az = 0, luego la tnica solucién de Tz = 0 es z = 0, por
tanto el Teorema 4.4.9 implica que T es invertible (e inyectiva). Pero, de
la definicién de grafo de A, cualquiera sea = € D(A), la ecuacién Tz =
T(z, Az) = z, siempre tiene solucién: z = (z, Az). Luego T es sobreyectiva
(luego es biyectiva), de hecho, T~ : D(A) — G(A), T"'x = (z, Az). Pero
siT: G(A) — D(A) es biyectivay D(A) y G(A) son de Banach, entonces
el Teorema de la inversa acotada de Banach 7.3.4 nos dice que 7! es
acotado. Luego, existe un ¢ > 0 tal que, para todo = € X,

177 2]l = |I(z, Az)|| < cllzll = [ Az|| < [ Az]| + ||z]| = [[(z, A2)|| < c]l=],

de donde se deduce que A es acotado. ]

7.5. Convergencia débil

Definicién 7.5.1 Una sucesion (x,), € X, X espacio normado, se dice que
converge débilmente a x € X si f(x,) — f(x) paratodo f € X' = B(X,C),
y escribiremos® xz, — .

.7 * . .o
“En muchos textos se usa la notacién z,, — z, 0 x,, — x, donde w significa weak
(en inglés, débil).
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Nétese que como f es un funcional, f(x,) y f(z) son, en general, para
cada z,, y z, nimeros complejos.

Esta definicién difiere de la habitual =, — = cuando |z, — z|| — 0.
En este caso se dice que x, converge a z fuertemente (o simplemente
converge en norma).

Proposicion 7.5.2 Sea la sucesion (x,,), € X, X espacio normado. Enton-
ces

1. Si(x,), converge débilmente a x € X, x es unico.
2. Si (x,), converge débilmente, entonces z,, es acotada.

3. Si (z,), converge en norma a x, entonces también converge débilmen-
te.

Demostracién: 1. Seaz, ~zyx, =z, x # 2y f(z,) = f(2)y f(x,) —
f(2) Pero f(z,) es una sucesiéon numérica, f(z,) tiene un unico limite,
luego f(x) = f(z),i.e., f(r—=z) = 0 para todo f € X'. Entonces el corolario
7.2.9 del Teorema de Hahn-Banach implica que = = z.

2. Sea r,, — z. Para cada n definamos los funcionales ¢, : X' — C,
on(f) = f(x,), donde z,, es el correspondiente elemento de la sucesion
(xn)n € X. Estd claro que la sucesién f(x,) converge cuando n — oo (épor
qué?), luego es acotada. Asi que existe un M > 0 tal que, cualquiera sea
f € X’ se tiene, para todo n,

()] = |f(zn)| < My, VfeX.

Como X' = B(X, C) es completo, podemos aplicar el Teorema de Banach-
Steinhaus 4.5.1, luego existe un M > 0, tal que para todo n € N, ||¢,| <
M, pero

[onll = sup [on(f)] = sup  [f(za)] = |2,

fex’ | fl=1 FeX’:|Ifl=1

donde la dltima igualdad se sigue del Corolario 7.2.10. Luego, para todo
neN, |z, <M.

3. Como x,, — = en norma, tenemos, para todo f € X/,

[f(zn) = f(2)] = |f(n = )] < [ fl[ll2 = 2]l =0,
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de donde se sigue el resultado. ]

Hemos visto que si z,, — = en norma, entonces lo hace débilmente. El
reciproco es falso en general. En efecto, sea X = H un espacio de Hilbert
separable de dimension infinita y sea (e, ),, una base ortonormal de H. Por
el Teorema de representaciéon de Riesz 5.2.21 cualquiera sea f € H' =
B(H, C), existe un tnico z € H, tal que f(z) = (x, z). Entonces f(e,) =
(en, z) que tiende a cero si n — oo (ver (5.2.5)), luego e, — 0, i.e., (e,),
converge débilmente a 0. Sin embargo, la propia sucesién (e, ), no es de
Cauchy pues si m > n, ||e, — en|| = 2, que no es convergente en la norma
de H.

Antes de pasar a discutir el caso cuando dim X < oo conviene mencio-
nar que del Teorema de representacion de Riesz 5.2.21 se sigue el siguien-
te importante resultado:

Teorema 7.5.3 Sea H un espacio de Hilbert y sea (z,), € H. Entonces,
x, — x siy sélo si para todo z € H, (2,,2) =3 (, 2).

Demostracion: En efecto, por el Teorema de representacion de Riesz 5.2.21
sabemos que cualquiera sea f € H' = B(H, C), existe un tnico z € H, tal
que f(z) = (z,z). Luego que f(z,) — f(x) es equivalente a decir que
(Tn, 2y = (T, 2). n

Lo anterior nos dice que, en general, en dimension infinita las conver-
gencias débil y en norma no son necesariamente equivalentes. Sin em-
bargo en dimension finita si que lo son. De hecho tenemos el siguiente
teorema:

Teorema 7.5.4 Sea la sucesion (z,,), € X, X espacio normado. Si dim X =
k < oo, entonces la convergencia en norma y la débil son equivalentes.

Demostracidon: Que la convergencia en norma implica la débil lo hemos
probado en la Proposicién 7.5.2. Probemos que la débil implica la con-
vergencia en norma. Sea (e, ), una base normalizada a la unidad de X, y
sea (z,), una sucesion de elementos de X, y € X. Entonces, para todo
n € N, podemos escribir

k k
Ty = E a(n)e r = E (677
n — 1 (2] - 1“1
i=1 i=1

Sean los funcionales f; : X — C definidos en (7.1.2) —i.e., f;(e;) = ;.
Como hemos visto en la seccidn 7.1, dichos funcionales son una base de X’
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y cumplen con que f;(z,) = ag-"), f(z) =«aj,7=12,..., k. Ademds, como
xr, — x, entonces cualquiera sea f € X', f(z,) — f(z) (en particular si
f = f;) de donde obtenemos que oe§") — aj, j =1,..., k. Pero entonces
k k
o =l = | D (" = aes|| <3l — i =0,
=1 1=1
i.e., x,, — x en norma. [

Para terminar este capitulo demostraremos un teorema que garantiza
la convergencia débil a partir de la convergencia débil en un subespacio de
X'. Para ello, notemos que la definicion de sistema de vectores completo
5.2.3 podemos extenderla a cualquier espacio normado X en general, y de
Banach en particular. Asi, diremos que un sistema de vectores linealmente
independientes (¢,), € X es completo en X si para todo vector x € Xy
cualquiera sea ¢ > 0 existe una combinacion lineal finita de los vectores

¢, tal que
T — Z gy
k=1

<e€.

Teorema 7.5.5 Sea la sucesidn acotada (x,), € X, en un espacio nor-
mado X. Sea (¢r)r C X' un sistema completo® de funcionales linealmente
independientes en X'. Si ¢y (x,) — ¢x(x), para todo k, entonces x,, — .

?Recuérdese que X’ = B(X, C) es un espacio de Banach.

Demostracién: Queremos probar que f(z,) — f(x) para todo f € X
Como (¢r)r es un sistema completo, entonces cualquiera sea f € X'y
e > 0, existe un m > 0, tal que ®,, = > ;" | oy¢x, cumple con

If = Pl <e.

Como los ¢, son acotados, ®,, es acotado para todo m € N. Ademads, para
todo m, ®,,(z,) s ®,,(x) (épor qué?), luego para dicho € > 0, existe un
N € N, tal que paratodon > N,

| () — Pp()| < €.
Luego, para todo € > 0 existe un N € N, tal que para todon > N

[f (@) = f(@)] < [f(2n) = (@) + [P (20) — P ()] + [P () — f ()]
< f = @ullllznll + & + [[ @ = Fl]]]-
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Como =z, es acotada, su limite también lo es, i.e., existe M > 0 tal que
para todo n, ||z,|| < My ||z|| < M. Entonces

[f (@) = f2)] < (2M +1)e,

que podemos hacer tan pequeflo como queramos. Como f era arbitrario,
se tiene que z,, — x, cCOMO Sse queria probar. ]

7.6. Problemas

Problema 7.1 Prueba que el espacio dual de ¢! es (.

Solucién: Sea e, = 0§, la base de Schauder de ¢!, entonces, cualquiera sea
zell,x =30 rpep. Sea f € £ = B(¢',C). Tenemos

f@)=> " arck, k= flex).
k=1

Seac= (c1,co,...,Ck,...). Paratodo k € N tenemos

ekl = [f(ex)] < [[fllllexll = 11 = llelloo = iugl%l <|[fIF = cee.
S

Sea b € (> cualquiera. Definamos un funcional lineal g sobre ¢! tal que

glx) =) ziby.
k=1

Esté claro que g es lineal, ademads
o0 o0
l9(@)] < Y lallbe] < bloe Y lzxl = [1Blloo |-
k=1 k=1

Luego g € B({',C) = (V. Por otro lado

00
D ak
k=1

De esta forma podemos construir una aplicacién biyectiva 7" : ¢1' —s ¢, Tf = ¢,
tal que |7f]| = ||cllse = |||, i-€., T es una isometria por lo que ¢!’ es isomorfo a
(>, luego podemos considerar el espacio dual de ¢! a />°. Conviene hacer notar
que el dual de /> # (1. n

()] =

<lzllillelloc = [IF = sup [f(2)] <llcloc = £l = llelloo-

l[=]l1=1
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Problema 7.2 Prueba que el espacio dual de /7, p > 1, es /%, con g tal que
1/q + 1/p = 1. Ayuda: Repite los pasos del Problema 7.1 y usa la desigualdad
de Holder (3.7.3) para acotar f(z). Ver e.g. [10, §2.10-7, pag. 122].

Problema 7.3 Sea 7" : X — Y un operador lineal acotado, X,Y espacios
de Banach. Si T es biyectivo entonces existen dos numeros reales positivos
a, b tales que, para todo = € X, a||z|| < ||Tz| < b||x|. Ayuda: Usa el Teorema
de la inversa acotada de Banach 7.3.4.

Solucién: Como 7' es acotado, existe b > 0 tal que, para todo z € X, ||Tz| <
b||z||. Pero por el Teorema de la inversa acotada de Banach 7.3.4, T~ es acotado.
Luego

lz| = |77 (T2)| < IT~[IT2ll = 3a=[T7"7" >0 tal que ajz|| < ||Tx],
de donde se deduce el resultado. [
Problema 7.4 Sean X; = (X,|| - 1) vy Xy = (X[ - ||2) dos espacios de
Banach de dimensién no necesariamente finita. Si existe una constante b
tal que ||z||; < b||z||» para todo = € X, entonces existe una constante a tal
que ||z||2 < al|z||;, es decir, ambas normas son equivalentes. Ayuda: Define

T : Xy — Xy, Tx = z, prueba que es acotado y usa el Teorema de la inversa
acotada de Banach 7.3.4.

Solucidn: Sea la aplicacion T : X, — Xy, Tx = z. Claramente T es biyectiva (es
la identidad en X como espacio vectorial), lineal y acotada pues

1Tzl = [zl < bll]2.

Entonces, el Teorema de la inversa acotada de Banach 7.3.4 nos dice que 7! :
X — Xy, T7'2 = 2, es acotada. Entonces

lzll2 = 17 22 < alla[|,

de donde se sigue el resultado. |

Problema 7.5 Sea A : D(A) C X — Y un operador lineal acotado, X, Y
espacios normados. Prueba que

1. Si D(A) es cerrado en X, entonces A es cerrado.
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2. Si A es cerrado e Y es de Banach, entonces D(A) es cerrado en X.
Ayuda: Usa la Proposicion 7.4.3.

Solucién: 1. Si la sucesion (z,), € D(A) converge, i.e., x, — x, entonces
(Ax,), también converge (A es acotado, luego continuo). Pero si z,, — =z, en-
tonces, por la Proposicién 3.5.4, z € D(A) = D(A), pues D(A) es cerrado. Pero
entonces Az, — Ax = y € Y. Asi que aplicando la Proposicién 7.4.3 se sigue
que A es cerrado.

2. Dado x € D(A) cualquiera, existe una sucesién (z,), € D(A) tal que
xn, — x. Como A es acotado, Ax,, es de Cauchy, pues para todos m > n,

[Azn — Az < [|Allllzn — zm[l =0,

si n es lo suficientemente grande ((x,), es convergente, luego es de Cauchy).
Como Y es completo, Azx,, — y € Y. Pero A es cerrado, luego por la Proposicién
7.4.3 tenemos que x € D(A) y que Az = y. Luego para todo x € D(A) tenemos
que z € D(A), i.e., D(A) = D(A), luego D(A) es cerrado. |

Problema 7.6 Prueba que si un operador lineal cerrado A tiene inverso,
entonces A~! es cerrado. Ayuda: Usa que la aplicacién (z,y) — (y, ) es una
isometria.

Solucién: Sea A : D(A) — Y cerrado. Si existe A1, entonces su grafo es
G(ATY) = {(y.A7"y) |y € I(A)} = {(Az,2) |z € D(A)} C Y x X,

pues si y = Ax, entonces x = A~'y. Sea ahora la aplicaciéon 7 : X x Y — Y x X,
T(z,y) = (y,x). Esta aplicacidn es lineal y biyectiva. Ademads preserva la norma

1Tz, )l = (s o)l = Nyl + [zl = [zl + Nyl =[Gz, ).

Es decir, G(A™!) es isomorfo a G(A), pero G(A) es cerrado (pues A es cerrado),
luego G(A™1) es cerrado vy, por tanto, A~! es cerrado. [ ]

Problema 7.7 Usando el Teorema del grafo cerrado 7.4.5 prueba el Teo-
rema de la inversa acotada de Banach 7.3.4. Nétese que, dado que el
Teorema del grafo cerrado 7.4.5 lo probamos usando del Teorema de la
inversa acotada de Banach 7.3.4, ello implica que ambos resultados son
equivalentes.
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Solucidén: Sea A € B(X,Y), como D(A) = X, D(A) es cerrado. Entonces por el
apartado 1 del Problema 7.5 A es cerrado. Pero como A es biyectivo, entonces
existe su inverso A, luego por el Problema 7.6, A~! es cerrado. Pero D(A™1) =
Y, luego es cerrado, y podemos aplicar el Teorema del grafo cerrado 7.4.5 que
nos asegura que A~! es acotado. |

Problema 7.8 Sea H un espacio de Hilbert de dimensidén infinita y sea
(én)n € H una sucesion ortonormal. Entonces e,, — 0

Solucidn: Tenemos que probar que f(e,) — 0 para todo f € H'. Pero por el
Teorema 7.5.3 ello es equivalente a probar que (e,, z) "—% 0 para todo z € H.

Pero (e, z) = (z,e,) — 0 por (5.2.5), de donde se sigue el resultado. n

Problema 7.9 Sea A € B(X,Y), X,Y espacios de Banach. Prueba que si
r, — x en X, entonces Az, — ArenY.

Solucién: Tenemos que probar que f(Az,) — f(Ax) para todo f € X'. Defina-
mos, para cada f € X/, el funcional g : X +— C, g = f o A, g(z) = f(Az). Como f
y A son lineales, g es lineal. Ademas, |g(x)| = f(Tx) < || fIIT=| < [|fIIIT]||=]l,
luego es acotado, i.e., g € Y'. Entonces, como z,, — z, ello implica que g(z,) —
g(x), luego, paratodo f € X/, f(T'z,,) — f(Tz), de donde se sigue el resultado. m

Problema 7.10 Sea H un espacio de Hilbert. Prueba que si =z, — z y
|zn|| = ||z||, entonces z, — = (en norma).

Solucién: Como z,, — z, el Teorema 7.5.3 implica que (z,,, z) — (z, z) para todo
z € H, en particular para z = x. Entonces

lzn — z||? = (@ — 2, 2p — x) = ||lz0||? + ||2]|? = (@0, z) — (@, 2,) — 0.

Luego z,, — . [ ]

Problema 7.11 Sea H un espacio de Hilbert y sea (ex); una base orto-
normal del mismo. Sea (z,), € H una sucesién acotada tal que existe el
lim,, o (xy, ex) para cada k € N. Prueba que entonces (z,,),, es débilmente
convergente, i.e., existe un x € H tal que z,, — .
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Solucion: Tenemos que probar que para todo f € H' existe un z € H tal que
f(zn) — f(z) cuando n — co. Pero, por el Teorema de representacién de Riesz
5.2.21, ello es equivalente a probar que existe un z € H tal que (z,,, 2) "—3 (, z)
para todo z € H. Para ello probaremos que la sucesién (x,,, z) es de Cauchy, i.e.,
que [(zn, z) — (zm, 2)| se puede hacer tan pequefio como se quiera si n y m son
lo suficientemente grandes. Para ello notamos que al ser (x,,),, acotada, existe un
M > 0 tal que ||z,|| < M para todo n € N. Ademds, para todo =z € H existe una
combinacién lineal finita s = 22:1 crer tal que la diferencia ||z — s|| se puede
hacer tan hacer tan pequefia como se quiera. Asi,

[(#n, 2) = (@m, 2)| < (20, 2) = (@0, 8)] + [(2n, ) = (Tm, )| + [(@m, ) = (Tm, 2)].

Veamos el primer y el tercer sumando. Usando la desigualdad del Cauchy-Schwarz
(5.1.2) se tiene que

[(#n, 2) = (Zn; 8) = [(2n, 2 = 8)| < |[2nlllz — sl| < M|z — 5],

por lo que ambos sumandos se pueden hacer tan pequefios como se quiera. Como,
por hipdtesis, existe el lim,,_, o (z,,, €x) para cada k € N, la sucesién (z,,, ex) es de
Cauchy y por tanto, para cada k € N, la cantidad

|<xn7€k> - <$m76k>| - ‘<-’En - xmvekHv

se puede puede hacer tan pequefia como se quiera. Entonces, para el segundo
sumando obtenemos

l
(@ 8) = (@, 5)| = @0 — 2y 8)| <Y Jewll(@n = m, ex)-
k=1

que al ser la suma finita implica que también lo podemos hacer tan pequefio

como queramos. Asi pues, la sucesion (z,, z) es de Cauchy por tanto, para cada
. 7 . n—oo .

z, existe el limite (x,,,2) — (z,z), con x € H, de donde se sigue que x,, — .

Nota: Noétese que para la prueba es esencial que la sucesiéon (z,,), sea acota-
da. Esta condicion es, en efecto, imprescindible pues si tomamos, por ejemplo,
xn = ney, entonces claramente para cada n € N, lim,,_, (2, €), pero x, no es
acotada y por tanto no puede ser convergente (ver el punto 2 de la Proposiciéon
7.5.2). ]

Problema 7.12 Probar el Teorema de Hahn-Banach 7.2.5 para un espacio
vectorial complejo suponiendo que se cumple la versién real del mismo
(ver el teorema 7.2.6).
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Solucién: Sea M C V, M # {0}, un subespacio vectorial y sea f : M — C
nuestro funcional lineal tal que

\f(x)| <plx), VoeM, (7.6.1)

donde p es un funcional sublineal y convexo (ver Definicién 7.2.3). La idea es
usar Teorema de Hahn-Banach 7.2.6 para un espacio vectorial real, asi que nos
restringiremos por el momento al caso cuando los vectores de V, y por tanto los
de M, los multiplicamos por escalares reales. Definamos sobre M el funcional
u: M — R, u(z) = R(f(x)), que al ser f lineal y habernos restringido al caso
cuando multiplicamos por nimeros reales, es un funcional lineal. Ademas, u(x) <
|f(x)] < p(x) para todo x € M. Luego, por el Teorema de Hahn-Banach 7.2.6
sabemos que existe un funcional lineal U : V — R tal que U(z) = u(x) en M y
U(z) <p(zr)enV

Ahora bien, como para todo z € C se tiene que z = (z) — iR(iz), entonces,
para todo x € M, podemos escribir nuestro funcional f : M — C como

f(x) =u(z) —iu(iz).

Probemos que el funcional F' : V — C definido por F(x) = U(x) — U (iz) es el
funcional buscado. Para ello notemos que, como U es lineal respecto a la multi-
plicacion por escalares reales, F' también lo es. Ademas

F(iz) = U(iz) — iU (i(iz)) = U(iz) — iU (—z) = iU(x) + U(iz) = i[U(z) — iU (ix)]
—iF (),

de donde se sigue que también es lineal respecto a la multiplicacién por escalares
complejos. Estd claro que F restringido a M coincide con f.

Probemos ahora que F'(z) < p(z) en V. En primer lugar notemos que, como
en este caso, p(x) > 0, entonces si F'(z) = 0, F(z) < p(xz). Asumamos que
F(z) # 0. Entonces F(x) = |F(z)]e?, luego

|F(z)] = F(2)e™™ = F(e™"2) = RF (e z) = U(e )
< p(e™%x) = |(e7)|p(x) = p(x).
Asi, hemos probado que existe un funcional lineal F': V — C tal que
Vee M, F(z)=f(x) y VexeV, |F(z) <p(z). (7.6.2)

lo que demuestra el Teorema de Hahn-Banach para el caso complejo. |
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Capitulo 8

El Analisis funcional y la
Mecanica cuantica

La teoria de los operadores lineales es el aparato
matematico de la mecanica cuantica.

Vladimir A. Fock
En “Fundamentals of Quantum Mechanics” (1976)

8.1. Preliminares

En adelante vamos a usar la notacién de Dirac para denotar el producto
escalar en un espacio de Hilbert H. Asi, denotaremos el producto escalar
(U, @) por(V|®) y ademds

(U|®) == (U, D), (|L|D) := (U|LD) = (T, LD). (8.1.1)

A los productos (¥ |£|®) les denominaremos elementos matriciales del ope-
rador £. En adelante, a no ser que se especifique lo contrario, asumiremos
que los vectores ¥ # 0 estdn normalizados a la unidad, i.e., | V| = 1.

En la notacion de Dirac se define el adjunto del operador U al operador
U* tal que para todos ¢y ¥

(O[UW) = (Q|UY) = (UV[P) = (V[|U D) = (V| U|D).

Si U es autoadjunto, entonces, para todos ¢ y ¥

(UT[D) = (V|UD) < (B|UT) = (V]U[D).

295
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Recordemos que un operador U : H — H, H espacio de Hilbert, se
denomina unitario si UU* = U*U = J, donde U* es el adjunto de U e J
el operador identidad J : H — H, Jz = .

Definicion 8.1.1 Sea U un operador unitario. La transformacion
Ui = WY, Ll =ULU, (8.1.2)

la denominaremos transformacion unitaria de ¥ y L.

Proposicion 8.1.2 Las transformaciones unitarias conservan

1. Las relaciones de conmutacion de los operadores.
2. La propiedad de hermiticidad de un operador.
3. Los autovalores.

4. Los productos escalares y elementos matriciales de un operador.

Demostracién: 1. Sean 4, By L tres operadores tales que [4,B] = Ly
a, by ( sus correspondientes operadores tras realizar la transformacién
unitaria (8.1.2). Entonces, como 4, B] = £

AB—-BA=L = UABU-— WBAU=UWLU=/,

pero

(u*au)(u*BU) — (U'BU)(U*AU) = ab — ba = |a,b] = (.
2.Sea L = £*. Sea ! = U*L U, entonces
= (WLU = WL U=wLU="
3. Sea LV = \V, entonces
(LU (U )v=\NuUv) = =X
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Como hemos visto, si un operador 4 : H — H es autoadjunto y com-
pacto entonces tiene asociado un conjunto numerable completo de auto-
vectores (Teorema de Hilbert Schmidt 6.5.15). En adelante, por sencillez,
vamos a restringirnos a aquellos operadores que tengan asociados un con-
junto numerable de autovectores y que dicho conjunto sea un sistema
completo.

Supongamos que £ es uno de tales operadores y sea (V,,), su corres-
pondiente conjunto completo de autovectores. Si todos los autovalores son
simples entonces, como ya hemos visto, los correspondientes autovectores
son ortogonales. En el caso de que tengamos autovalores multiples sus co-
rrespondientes autovectores se pueden ortonormalizar usando el método
de Gram-Schmidt que describimos antes. Asi pues asumiremos que (¥,,),
es un sistema ortonormal (ortogonal con ||V, || = 1).

Sea ® un vector cualquiera de H, entonces ¢ se puede desarrollar en
serie de Fourier respecto (V,,),

= c, U, ¢, = (QT,).

En otras palabras, (¥,,),, es una base ortonormal completa de H.

Las bases juegan un papel fundamental. En particular, las bases aso-
ciadas a operadores hermiticos.

Sea (V¥,,), una base ortonormal completa de H y sea 4 un operador
lineal, entonces

AV, eH= AV, =Y ApnVp = Apy = (V,]4|T,).

A la cantidad (V,,|4|¥,,) la denominaremos elemento matricial del ope-
rador 4 en la base (V,,),.

Si (¥,,), es la base asociada a cierto operador hermitico £ se dice que
la matriz A = (A,,,) es la matriz del operador 4 en la L-representacidn.
Notese que la matriz del operador £ en su propia representacién (la £-
representacion) es una matriz diagonal con los autovalores en la diagonal.

Proposicién 8.1.3 El conmutador [4, B| de dos operadores hermiticos 4
Y Bes tal que [4,B] = iL, con L hermitico.
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Demostracién: Supongamos que [4, B] = N. Entonces
N =([4,8])"=—-[4,B]=—-N = N=il,

con £ hermitico, pues (iL)* = —iL* = —iL. |

Recordemos dos resultados que seran de gran interés mas adelante
(ver, para el caso de operadores autoadjuntos y compactos el Teorema
6.5.16 y la discusién previa).

Proposicion 8.1.4 Si dos operadores £ y N tienen un sistema completo de
autovectores (V,,),, comiin, entonces [£,N] = 0.

Proposicion 8.1.5 Si dos operadores £ y N con sistemas completos de
autovectores conmutan ([£,N] = 0), entonces tienen un sistema completo
de autovectores (¥,,),, comun.

Definicion 8.1.6 Sea F(z) una funcidn analitica en un entorno de z = 0
ysea F(z) =) o, faz" su desarrollo en serie de potencias con radio de
convergencia r > 0. Definiremos al operador F(A4) mediante la serie

=> fa

n>0

Mostremos que si 4 es acotado, esta definicion tiene sentido. Primero
notemos que como F'(z) tiene radio de convergencia r > 0, entonces

R

hm

Sean Fy(A4) = ZZ:O f.A", las sumas parciales de la serie de F'.

1E(A)z = Fu()z| < Y 1l < Y Ifallal" 2]

n=k+1 n=k+1

LT

n=k+1

1F:(2) = Fu(A)l < Y 1l Al

n=k+1
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La serie numérica ) _, . |f,|||A||" converge si || 4| < r, en cuyo caso la su-
cesién Fy,(A4) es de Cauchy, por lo que la funcién F(4) esta bien definida.
Ademds, como Fy(A4) es de Cauchy, es acotada. De hecho, la serie F'(4)
es absolutamente convergente y define un operador acotado (probar esto
ultimo como ejercicio).

Definicidon 8.1.7 Sea 4 : H — H un operador acotado en un espacio de
Hilbert H. La derivada operacional O0F (A4)/0A es el operador que se obtiene
mediante la formula

= lim : (8.1.3)
donde J es el operador identidad.

Por ejemplo

=nq" 1L

04
Es mds, tomando ¢ > 0 lo suficientemente pequefio de forma que || A||+¢ <
r, podemos probar, de forma muy similar a como se prueba el Teorema
1.2.32, que la serie

G(ﬂ) = Z nfn-qn_la

n>1
es absolutamente convergente y que ademas,

OF ()

S = G(A).

Lema 8.1.8 Sean A4y B tales que [4, B] = J. Entonces
(4, B = kB, k>1.
Demostracidn: Para & = 1 es obvio. Supongamos que es cierto para k y
probémosle para k + 1. Asi, calculamos
(4, B" = aBFtt — BFl g = (aB¥)B — BY(BA). (8.1.4)

Si ahora usamos (8.1.8) (hipdtesis de induccidén) tenemos, por un lado,
AB* = kB*1 + B* 4 y para k = 1, por el otro que B4 = AB — J. Sustitu-
yendo ambas expresiones en la férmula (8.1.4) obtenemos en resultado. m
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Proposicion 8.1.9 Si F'(z) es una funcion analitica en un entorno de z =
0y sean Ay B tales que [4, B] = J. Entonces

OF(B)
A, F(B)| = :
4, F(8)) =
Demostracidon: Basta escribir la serie de potencias de F' y usar el Lema
(8.1.8). |

8.2. Los axiomas de la Mecanica Cuantica

En esta seccion enunciaremos los principales axiomas o postulados de
la mecdnica cuantica no relativista sobre un espacio de Hilbert H.

Postulado 8.2.1 A cada sistema fisico se le hace corresponder un espacio
de Hilbert separable H apropiado. Ademds, para cada t € R (pardmetro
correspondiente al tiempo) el estado queda completamente caracterizado (a
excepcion de un factor constante) por un vector ¥ normalizado a la unidad
de H.

Es decir, para cada t el estado estd determinado por un vector de H tal que
||¥]] = 1 (¥ = 0 no representa a ningtn estado fisico real). El postulado
ademds deja claro que si dos vectores no nulos son tales que ¥; = ¢V,
c # 0, entonces ambos describen el mismo estado!. De aqui también se
sigue que, en general, dados los estados V1, ..., ¥, la combinacién lineal
¢ = Zzzl oV, también es un (posible) estado. Conviene aclarar que
el tipo de estados a los que alude el postulado 8.2.1 son los denominados
estados puros y son una idealizacion de los estados de un sistema cudntico.

Postulado 8.2.2 A cada magnitud fisica medible (observable) L se le hace
corresponder un operador® linear hermitico (autoadjunto) £ que actia en
H.

%Los operadores cudnticos de las magnitudes fisicas se postulan en la teoria. Tres
operadores esenciales son el operador posicién o coordenadas X, impulso Py, y el
hamiltoniano del sistema #.

IPara cada t € R cualquier vector no nulo ¥ siempre se puede normalizar a la unidad.
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Postulado 8.2.3 Sea V el estado del sistema en el momento t justo antes
de la medicion de la magnitud (observable) L (asociada al operador L).
Independientemente de cudl sea el estado original V¥, el resultado de la
medicion solo puede ser un autovalor de L.

Este postulado requiere una aclaracién y es que al hacer una medicion de
L el sistema cambia (las mediciones interfieren en el sistema). Asi pues,
antes de medir L el sistema puede estar en cualquier estado W, pero al
realizar la medicién, ésta cambia al sistema y lo deja en el estado determi-
nado por el vector ¥, que pertenece al autoespacio de £ correspondiente
al autovalor \.

Postulado 8.2.4 EIl valor esperado (L) de una magnitud fisica L cuando
el sistema se encuentra en el estado V viene dado por el elemento matricial

(L) = (VIL]T) = (V|LT)

Noétese que, como £ es hermitico, entonces?

(W|L|W) = (| LW) = (V|L]W) = (L) eR.

Postulado 8.2.5 Los elementos matriciales de los operadores X; de la posi-
cion (coordenadas) x; y P; de los momentos p;, i = 1,2, 3, donde los indices
i = 1,2,3 corresponden a las proyecciones en los ejes x, y y z, respecti-
vamente, definidos por (®|X;|¥) y (®|P;|V), cualquiera sean & y U de H
satisfacen las ecuaciones de evolucion

\If> L iplgwy = — <<1> ’a}[

OH 4
dt ox;

0P;

£ xp> . (8.2.1)

d
|, ) = <c1>‘

donde # es el operador asociado a la funcion de Hamilton del correspon-
diente sistema cldsico (si es que lo hay).

Este postulado tiene un significado fisico evidente pues nos indica que el
promedio de las magnitudes medibles posicion, impulso y energia (hamil-
toniano) satisfacen las ecuaciones dindmicas de la mecanica hamiltoniana,
i.e, en el limite apropiado (7 — 0) la Mecdnica cudntica se transforma en
la clasica®.

2De hecho esta afirmacién se sigue del Teorema 6.2.2.
3Este hecho se conoce como el Principio de correspondencia de Bohr.
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Proceden unas aclaraciones. En general el hamiltoniano H de un siste-
ma clasico depende de las coordenadas x; y los impulsos p;, i = 1,2, 3, por
lo que el operador # se obtiene cambiando las z; por los correspondientes
operadores X; y p; por ?;. Esto, aunque en apariencia es trivial, en general
no lo es pues #H debe ser hermitico (ya que corresponde a la magnitud
fisica energia).

Postulado 8.2.6 Los operadores posicion X; e impulso P;, i = 1,2, 3, satis-
facen las relaciones de conmutacion

[Xk, X;] = 0 = [Pk, Pj], [Xk,Pj] = Ry T, (8.2.2)

donde h es una constante (de Planck) e i = /—1.

En particular, de lo anterior se sigue que los operadores X, y P, no pueden
tener un conjunto completo de autovectores* comunes (no conmutan).
Este postulado es el analogo de las relaciones conocidas como llaves de
Poisson.

8.3. Discusion de los postulados

Supongamos el sistema fisico se encuentra en el estado definido por
V,,, autovector correspondiente al autovalor A, de cierto operador £ aso-
ciado a la magnitud fisica L. Entonces>

(UL, = N,y (W, LFW,) = AE

Supongamos ahora que el sistema se encuentra en el estado ¢ que es
en una superposicién de los estados V,, £ = 1,2,..., N, entonces como
¢ = >, ¢V tenemos

(DIL[®) =D " [exl*Ar,  cn = (R[T,).
k

Lo anterior indica, en virtud de postulado 8.2.4, que la cantidad |c;|? es
la probabilidad con que se observa el valor )\, al hacer una medicion.
Lo anterior implica ademas que tras la medicién el sistema va a parar al

#Ver las proposiciones 8.1.4-8.1.5.
>Recuérdese que los estados estdn normalizados a la unidad.
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estado definido por un vector del espacio generado por los autovectores
correspondientes a \.. Asi pues, en el caso de que el autovalor \; sea
simple la probabilidad de que el sistema estando en un estado original
definido por el vector ® termine en el estado definido por ¥, es

Prob(® — U}) = |ei|* = [(®|W,,)]°. (8.3.1)

Notese que esta probabilidad es por tanto invariante ante transformacio-
nes unitarias: U, — UV, = ¥, & — UD = O pues Prob(® — U,) =
Prob(® — |¥,)). Luego el sistema fisico es invariante frente a cualquier
transformacién unitaria.

3. Dada cualquier magnitud fisica cldsica L le podemos adicionar z;p; —
p;x; sin cambiarla. Si transformamos L en su operador £ ya no le podemos
adicionar el correspondiente operador X;?; —?,X; pues éste no es nulo (ver
postulado 8.2.6).

Tomando las derivadas funcionales

(P — P;X;) = (%2, — P;X;) =0,

ox; 0%;

i.e., X;?; — P,;X; es proporcional al operador identidad X;?; — ?,X; = aJ.
Si ademas X; y ?; son hermiticos entonces, necesariamente, o = ih (ver
la Proposicion 8.1.3) donde h € R, es decir, recuperamos la relaciéon de
conmutacién del postulado 8.2.6.

8.3.1. Los proyectores ortogonales y la teoria de medi-
ciones

Como hemos visto en el postulado 8.2.3 cuando en un sistema en cierto
estado ¥ hacemos una medicion para saber el valor de cierto observable
L asociado un operador hermitico £ el resultado es uno de los autovalores
A de dicho operador y el estado, después de la medicién, pasa a ser un
vector ¥, del autoespacio (recordemos que todos los autovectores estan
normalizados a la unidad) asociado al autovalor )\,. Ademas en el caso
de que )\, sea simple sabemos que la probabilidad de que ello ocurra es
lcx|? = [(¥|¥,)|? (ver (8.3.1)). Lo anterior lo podemos escribir usando los
proyectores ortogonales.

Para ello comenzaremos asumiendo el caso mas simple. Imaginemos
que tenemos la magnitud L y que el resultado de la medicién es en valor
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A, que asumiremos simple. Tras la medicion el sistema estara en el estado
V., donde ¥, es el autovector asociado a \;.

Definamos el operador de proyeccién P, sobre el subespacio generado
por ¥, de la siguiente® forma:

Como vimos en la seccion 6.5, pagina 240, P, es hermitico, i.e., 7 = P
y P? := P, o B, = P,. Probemos que sus autovalores son o bien 0 o bien 1.
En efecto,

U =2V = PU=NU = (B —B)V=(\-\U=0,

luego A> — X = 0 de donde se sigue el resultado. Por otro lado 2,V es
un autovector asociado al autovalor 1 (2, (%, V) = 1(2.V)) mientras que
(J—P,)V es el autovector asociado al autovalor 0. Luego cualquiera sea el
vector ¥ € H, los vectores 2,V y (J — B,) V¥ son ortogonales (épor qué?).

¢Qué ocurre si el autovector A\, es degenerado, i.e., tiene asociado un
subespacio de dimensién K > 1? En ese caso el proyector, como ya vimos,
P, es la suma de los proyectores asociados a cada uno de los vectores de
la base ortonormal (\I/w)f:l del autoespacio asociado a A\, (ver (6.5.3)).

Es decir,
K

BV = (V| ;) Wy
7j=1
Es fdcil comprobar que en este caso se tiene las mismas propiedades que
en el caso cuando K = 1. También es fdcil comprobar que en este caso la
probabilidad de obtener el valor \;, vuelve a ser |(¥|¥,)|? donde ahora P,
es el proyector ortogonal sobre todo el subespacio asociado a \;. Ambas
propiedades se dejan como ejercicio al lector.

Supongamos que tenemos dos autovalores distintos \; y Ay,. Entonces
los autoespacios correspondientes L, y LL;» son ortogonales, luego

P.o Py = 0, Vk 75 K.

Si ademds el operador £ asociado a la magnitud L tiene un sistema de
autovectores que constituyen una base de H entonces, para todo ¥ € H se

tiene
U= (V)T =Y BT,
k k

Ver discusién pagina 240.
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de donde deducimos que

La igualdad anterior se suele denominar descomposicion de la identidad.
Por otro lado, £ o B, = AP, de donde se sigue que (L — \J) o P, = 0.
Entonces, usando la descomposicion de la identidad, tenemos que

L=LoT=Lo (prk> :ZLoka:Z)\kak.
k k k

Es decir, todo operador hermitico cuyo conjunto de autovectores es com-
pleto estd completamente determinado por sus autovalores y autovecto-
res. Esto es esencialmente el Teorema espectral 6.5.13 en espacios de Hil-
bert que ya vimos en la seccién 6.5 para los operadores autoadjuntos y
compactos.

Asi pues, el postulado 8.2.3 se puede reescribir en términos de los
operadores de proyeccién de la siguiente forma:

Postulado 8.2.3. Si tenemos un sistema en cierto estado V y sobre €l medi-
mos el valor de cierta magnitud L obtendremos como resultado un autovalor
Ay del operador £ asociado a la magnitud L siendo el estado final del sistema
el definido por el vector PV, donde P, es el proyector ortogonal al subespacio
asociado al autovalor )\, obtenido.

Notese ademads, que del postulado 8.2.4 se sigue que el resultado de la
medicién serd dicho ), con probabilidad Prob(® +— U;) = || 2, ¥||2.

8.3.2. Representacion de los operadores x; y »;

Escojamos como espacio de Hilbert de nuestro sistema el conjunto de
las funciones de cuadrado integrable H = L*(2), ¥ = ¥(x). Definiremos
el operador X; en L?(Q2) como el operador’ X; := z;J. Luego X*¥(z) =

¢Quién es P;? Por simplicidad vamos a trabajar solamente en dimen-
sion 1 (solo la proyeccién en el eje de las x). Nuestro objetivo es encontrar
un operador ? tal que cumpla las relaciones de conmutacién (8.2.2).

’Osea, el operador multiplicacién por x.
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Del postulado 8.2.6 se sigue que [P, X] = PX—XP = —ihJ, luego, usando
una obvia generalizacién® del Lema 8.1.4 obtenemos
ox™
ox

P X" = PX" — X"P = —nihX" ! = —ih
[, x"]

Luego, para cualquier funcién analitica F'(z) tenemos

[P, F(X)] = —z’hag—;x), (8.3.2)

que en nuestra representacion se puede reescribir como
OF(X)
0x

o equivalentemente, usando que X*¥(z) = 2*¥(z),

PIF(2)¥(z)] — F(2)P¥(z) = —ihag—(x)qf(x),
x
de donde escogiendo® ¥(z) = 1, obtenemos, sustituyendo P1 = ¢(x) la

expresion

PF(X)V(x) — F(X)P¥(x) = —ih U(z),

PF(z) = —ihag—? + F(z)p(x).

En general,

OF
PLF (21, @9, v3) = —ih O L T2 L)
al’k

Pero [P, ?;] =0, k = 1,2, 3, luego

Dby 061 05 0by ¢y 0oy
Ooxy Oxy Oxy Oxz Ors 011

+ F(z1, 29, x3) (21, T2, T3).

Las ecuaciones anteriores son ciertas si ¢ = g—fk, k=1,2,3, siendo ® una
funcion lo suficientemente buena.

Asi pues, los operadores P, deben tener la forma

8Si [4,B] = aB, a € C, entonces [4, B*] = akB* 1, k > 1.
Por el momento sélo nos interesa encontrar la expresién del operador independien-
temente de que luego éste vaya actuar en el espacio L?(2).
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Hagamos ahora la transformacion unitaria
Pr — WPLU, U= exp(—i®P(z1,x9,23)/h)I, U = exp(i®(z1,x9,23)/h)T,

que, como sabemos, no cambia ni los elementos matriciales, ni las relacio-
nes de conmutacién, ni los autovalores, ni la propiedad de hermiticidad
de los operadores (i.e., éstos mantendran el mismo significado fisico de
antes). Entonces,

que nos da la expresién del operador en L?(€2). Como ejercicio al lector

dejamos que pruebe la identidad

OF (?)
0P

[X, F(P)] = ih : (8.3.3)

8.3.3. Las ecuaciones de Heisenberg y de Schrodinger

En este apartado vamos a discutir las representaciones de Heisenberg
y de Schrodinger para las ecuaciones dindmicas de la Mecdnica cudntica.
Supongamos que tenemos el sistema en cierto estado ¢ y sea ¢ el operador
de cierta magnitud fisica que queremos estudiar. Si ¢ es independiente del
tiempo y ¢ no lo es diremos que estamos trabajando con la representacion
de Heisenberg. Si por el contrario, $ depende de tiempo y ¢ no, enton-
ces diremos que estamos considerando la representacion Schrodinger de la
Mecdnica cuéantica.

Por sencillez, en adelante asumiremos que el hamiltoniano del sistema
se expresa mediante la férmula

3
=710, T=% %
y V= V (X1, %o, X3) = V(x1,x9,23), s6lo depende de las coordenadas

10
T, Yy, z.

Por simplicidad trabajaremos sélo con la proyeccion en el eje O X.

0Recordemos que estamos usando indistintamente la notacién x1, x2, 23 y x,y, z para
denotar las coordenadas espaciales.
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.

Como [P, T| = 0, tenemos, usando (8.3.2) que

9, H] = [7, V()] = —mag;x) _ —m%—g 8.3.4)

Supongamos ahora que los vectores de estado no dependen del tiem-
po pero los operadores si que pueden, en principio, depender del tiempo
(es decir, consideremos la representacion de Heisenberg). Entonces del
postulado 8.2.5 se tiene que

dr  0H
dt — 0x’
de donde se sigue que
@l (8.3.5)
d  hUTT “

De forma anéloga, pero usando (8.3.3), se deduce la segunda ecuacion de

Heisenberg
dx i
i _ﬁ[x, H). (8.3.6)

Las ecuaciones anteriores se conocen como ecudaciones dindmicas de
la Mecdnica cudntica en la representacion de Heisenberg: es decir, cuando
las funciones de onda son vectores independientes del tiempo pero los
operadores dependen del tiempo.

Obviamente hay otra posibilidad y es que los operadores no dependan
del tiempo y las funciones de onda si. En este caso usando el postulado
8.2.5 yla férmula (8.3.4) (0H /OX = i/h[P, H]), obtenemos

%@\?M =— <<I> ‘% q,> = %@![ﬂ’fﬂ!%-

Luego, por un lado,

0P ov 0P ov
Car )+ (o l5e) = Carlro) (o 50)
Y, por otro,

(@7, 200 = - (<<1>|9’5‘[|‘If>—<<1>|5‘[9>|\1/>)=<ﬂ>©‘%ﬂxy>+<%}[<p

v ),

I~
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de donde se sigue que

(o] 2% 4 o) 4 (2 1 L) o

cualquiera sean los vectores ® y U, independientemente de las condicio-
nes iniciales ®|,—o y ¥|,—o. Esta claro que lo anterior se cumple si los vec-
tores U y ® satisfacen la ecuaciéon

ov

ih— = HW. (8.3.7)

ot
La ecuacion anterior se denomina ecuacién de Schrédinger y es la ecua-
cién de evolucion de la Mecénica cudntica en la representaciéon de Schro-
dinger.

Veamos ahora como se relacionan las representaciones de Heisenberg
y de Schrodinger.

Equivalencia de las representaciones de Heisenberg y de Schrodinger

Las ecuaciones dindmicas del postulado 8.2.5 han de cumplirse inde-
pendientemente de que escojamos la representacion de Schrodinger (S)
o la de Heisenberg (H) discutidas en el apartado anterior. Ademads, los
observables que medimos deben tener los mismos valores medios en am-
bas representaciones. Eso implica que ha de existir una transformacién
unitaria la transformacion unitaria (8.1.2) que pase de S a H y viceversa.

Sean v y ¢ la funcién de estado y el observable, respectivamente, en
la representacion de Heisenberg y W y £ en la de Schrodinger. Entonces
entre ambas existe la relacién:

U=uy, L=UlU, U =e N

donde # es el operador hamiltoniano del sistema que se asume indepen-
diente del tiempo.
En efecto, si 1) no depende del tiempo, entonces
ov au*
E

i.e., la ecuacion de Schrodinger (8.3.7).

w__ . —zﬂt/h¢_ —%}[\II,
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Supongamos que ahora £ no depende de ¢ (estamos en la representa-
cién de Schrodinger). Entonces,

o0 ou. . oL . ouw i i
5

Si escogemos ¢ como el operador ? y X recuperamos las ecuaciones de
Heisenberg (8.3.5) y (8.3.6), respectivamente.

La mecanica matricial

Supongamos que tenemos una base (V,,),, completa de vectores de H.
Entonces, todo vector ¥ de H lo podemos escribir, como ya hemos visto,
de la forma

U=> c, U,  fu=(UT,).

Es decir, a cada vector de H le podemos hacer corresponder su vector
c = (c1,09,...)T. Andlogamente, a cada operador £ le podemos hacer co-
rresponder una matriz L con entradas L, , = (¥,,|£|V,). Luego la ecua-
cién (8.3.8) se puede escribir en la forma

oL i
— = —[H,L].

ot h

donde H es la matriz correspondiente al hamiltoniano del sistema, i.e.,
recuperamos la también antes mencionada mecdnica matricial de Heisen-

berg.

8.3.4. Integrales de movimiento

De la ecuacidn (8.3.8) se sigue que en la representacion de Heisenberg
una magnitud fisica es independiente del tiempo si el operador asociado a
dicha magnitud conmuta con el hamiltoniano. Esta propiedad es ademas
muy significativa desde el punto de vista fisico como veremos a continua-
cién.

Definicidon 8.3.1 Se dice que un observable 4 es una integral de movi-
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miento si p
— = —(U|4|¥) = 0.
(@) = =(¥|2|¥) =0

Es decir, una magnitud es una integral de movimiento si el valor de dicha
magnitud se conserva en media.

Calculamos la derivada del elemento matricial

d ov 04 ov
L i) = (22 |ale) (4} + (o] [22).
Supongamos ahora que estamos en la representacidén de Schrodinger,

i.e., Ano depende de t y | V) satisface la ecuacion de Schrodinger (8.3.7).
Entonces, usando (8.3.7) tenemos

d
A = (v

%w, 4 'qf> (8.3.9)

Entonces, 4 (¥|4|¥) = 0 siy sélo si [4, #H] = 0.

Si ahora escogemos la representacion de Heisenberg entonces (¥ no
depende del tiempo, pero 4 si puede) tenemos

v = < \ >:—%<\D|[ﬂ,ﬂ]|w>,

donde hemos usado la ecuacion de Heisenberg (8.3.8). Es decir, también
en la representacién de Heisenberg 4 (| 4|¥) = 0 si y sélo si [2, #H] = 0.

8.3.5. La ecuacidn de Schrodinger y el postulado 8.2.5

Supongamos que la magnitud observable L es independiente del tiem-
po y W es la solucién de la ecuacién de Schrodinger (8.3.7), donde H es
el operador hamiltoniano

P2 4 P2 4 P2 ~ s
Yk | +V (X, X0, X3) =T + V.

2m

Entonces, la ecuacién (8.3.9) nos da

d 1
%@) = 7—1<[}[75]>- (8.3.10)
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Sea £ = X;,. Entonces, usando (8.3.3) tenemos

Sustituyendo lo anterior en (8.3.10) obtenemos
d (22) OH
—{(xpy =( =— ).
dt " P
Sea £ = P,. Entonces, usando (8.3.2) tenemos

[H, 7] = [V, 2] = ihai[, (8.3.12)
9%

de donde, usando (8.3.10), se sigue que

d (i) = OH
at P = T\ o /)
Es decir, si la funcién de estado evoluciona segtn la ecuaciéon de Schro-

dinger (8.3.7), entonces las medias de las coordenadas e impulsos se com-
portan como en la mecanica clasica hamiltoniana.

En las mismas condiciones de antes se puede probar (de forma total-

mente analoga) que, partiendo de la expresion

d
—(P|L|WP

Z(lL|w),
se obtienen las féormulas de evolucién del postulado 8.2.5. En efecto, en
este caso la ecuacion 8.3.9 se trasforma en

L io1ciwy = (o] Lo, c)|w

dt S\ AT '

La primera ecuacion del postulado 8.2.5 se obtiene eligiendo £ = X y
usando (8.3.11), y la segunda eligiendo £ = P y usando (8.3.12).

8.3.6. El test de consistencia
Probemos ahora el test de consistencia, es decir, que la norma de cada

estado ||¥|| no cambia con el tiempo (lo que da la interpretacién probabi-
listica). Para ello probaremos que d||¥||*/dt = 0. Asi, usando la ecuacién
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de Schrodinger (8.3.7) tenemos
o[ ||? e _/ov oV
g _a<\lf|\11>_ E\P + \I/—t

_ <_%y{xp‘qf> + <xp‘ - %}[\I/> = ({209 ) ~ (¥]5)) =0

8.3.7. El principio de incertidumbre

Sean dos operadores hermiticos 4 y B. Definamos los operadores
A =42- (A)J, AB =B —(B)J,
donde (A) y (B) son los valores medios de 4y B en el estado V. Entonces,
como (4, B] = iL, con £ hermitico, se sigue que [A4, AB] = iL.

Las dispersiones de las magnitudes Ay B en el estado ¥ vendran dadas
por

(U|(AA)?|0) = [|[AAY]|, AB:=/(V[(AB)*|¥) = [[ABY|.
Si usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz (5.1.6)
|AAV||ABY|| > [(AAV|ABY)| > |S(AAV|ABY)|
Calculemos la parte imaginaria de (AAV|ABY) = (V|AAAB|V). Para

ello recordemos que A es hermitico, luego A4 también lo es pues (A) es
real, luego

S(U|AAAB|D) —% ((\If\AﬂAfBI\W - <‘I’!Mlﬂg|‘1’>>
= (VIAAABT) — (W]AB AL W)
Z% (U|AAAB|T) — (V[ABAA|TY)
:%Z_(\DHAJZL, AB||T) = %<\If|£|\lf>~

Como £ es hermitico, [ = (V|£|V¥) es un numero real; asi,

AAAB > %
Lo anterior aplicado a los operadores ? y X (ver postulado 8.2.6) nos

conduce al principio de incertidumbre de Heisenberg AzAp > h/2.
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8.3.8. Los estados estacionarios del sistema

Toda la discusidn anterior nos conduce a que el estado de un sistema
viene dado por un vector de estado ¥ que evoluciona segun la ecuacion
de Schrodinger. Vamos a suponer que el operador hamiltoniano (que es
hermitico) # es independiente del tiempo y tiene un conjunto de auto-
vectores ®,, (independientes de t) completo en Hi, i.e.,

HD, = E,D,,

donde los autovalores F, del hamiltoniano # representan los posibles
valores de la energia del sistema.

Supongamos ahora que tenemos un estado del sistema correspondien-
te a la energia F,,, que tiene la forma V¥,, = «(t)®,. Notese que HV,, =
E,¥,. Como los ¥,, son estados del sistema, entonces han de satisfacer la
ecuacion de Schrodinger, i.e.,

OV,

th =HV, = E,V,.
ot

Resolviendo con respecto al tiempo la ecuacién anterior tenemos
—iBut/h
W, = e Bt

donde ¢, no depende explicitamente del tiempo.

Comunmente a los estados V¥, anteriores se les denominan estados
estacionarios del sistema. Ademas, de lo anterior se deduce que la tnica
dependencia del tiempo de los estados estacionarios es el factor e~ *#»t/",

Dos propiedades inmediatas que cumplen los estados estacionarios y
que los hacen muy especiales son:

1. ||¥,||*> = ||®,]|% i.e., la densidad de probabilidad no depende del
tiempo.

2. Si un observable A no depende del tiempo, entonces el valor me-
dio de dicho observable, (A), para cualquier estado estacionario tampoco
depende el tiempo.
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8.3.9. Los operadores unitarios y la evoluciéon temporal

La discusién del apartado anterior nos da una pista de una transfor-
macion unitaria de especial interés. Concretamente la trasformacién que
define el operador U(t) = e~**/" donde # es el hamiltoniano del siste-
ma.

Como los sistemas son invariantes frente a las transformaciones unita-
rias ello implica que si definimos el vector ¥ (¢) = U(t)¥(0), ambos, ¥(t)y
U(0) han de describir el mismo estado. De lo anterior se deduce que para
todo to, U(t+tg) = U(t)¥(to), es decir, que los estados fisicos son invarian-
tes frente a las traslaciones temporales. Como tomar derivadas respecto a
t en W(t) = U(t)¥(0) nos conduce a la ecuacién de Schrodinger (8.3.7),
podemos deducir que dicha ecuacién es una consecuencia de la invarianza
respecto a las traslaciones temporales de los sistemas fisicos.

Notese que el razonamiento anterior también es valido para cualquier
operador unitario de la forma () = e~***/", con £ hermitico (no necesa-
riamente el operador asociado al hamiltoniano del sistema), en cuyo caso
obtendriamos la ecuacion ih%—‘f = LWV. Como esta ultima ecuacioén tiene la
misma forma que la ecuacion de Schrodinger (8.3.7), entonces es posible
tomar como definicién del hamiltoniano al operador # definido por la
transformacién unitaria'! €(t) = e=**/",

& & %

8.4. Problemas

Problema 8.1 Dado tres operadores 4, B y C, prueba la identidad de
Jacobi
(4, 8], C] +[[B, ], A] + [[C, B], 4] = 0.

1Ver, por ejemplo, Steven Weinberg, Lectures on Quantum Mechanics. Cambridge Uni-
versity Press, UK, 2012, pagina 82.
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Problema 8.2 Sea £ es un operador acotado. Probar que

1 1
et =a+ = [6,a] + (L, [6,al] + -

Ayuda: Encuentra la EDO que satisface el operador a(t) = e/*ae~**, donde a no

depende del tiempo y desarrolla la funcién a(t) en potencias de t.

Problema 8.3 Sea £ es un operador acotado. Prueba que si £ es hermiti-
co, entonces ¢** es unitario.

Problema 8.4 Prueba que el producto de dos operadores hermiticos £ y
N siempre se puede escribir como

LN =4+ B,

donde 4 es hermitico y B es antihermitico, i.e., B* = —B.




¢Qué se nos ha quedado en el tintero? =

Lo que sabemos es poco. Lo que no sabemos es
inmenso.
P. Laplace

Entre los muchos temas interesantes e importantes que se podrian ha-
ber tratado en un primer curso de Analisis funcional no podemos dejar de
mencionar los siguientes:

1. Estudiar con mds detalles los espacios L”. En particular L?([0,1]) y
L*(R) como completamiento de C?([0, 1]) y C*(R), respectivamente.
Estos espacios son de especial importancia en sus aplicaciones no
solo en la propia matemadtica sino en otras areas de las ciencias.
En especial los espacios L?. Varias referencias introductorias son [5,
Capitulo 2], [13, Capitulo 13] y [20, Capitulo 10].

2. Los espacios [P y ponerlos en relacion con la teoria de la medida.
Una primera aproximacion es [21, Capitulo 7] y [9]. Para mds deta-
lles se puede consultar [16].

3. Aplicaciones al mundo real. Aqui cabe mencionar sin duda el uso de
la teoria de operadores y de los espacios L? en la Mecédnica Cudn-
tica. Aunque en el capitulo anterior vimos algo al respecto desde el
punto de vista matemadtico nos restringimos al caso de operadores
acotados. Para el caso general se pueden consultar, aparte de [10,
Capitulo 11], las magnificas monografias [8] y [15].

el
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