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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo recordaremos algunos conceptos basicos del analisis
necesarios para entender el resto de los capitulos del estas notas. Asumi-
remos que el lector tiene unos conocimientos minimos del calculo infini-
tesimal, el algebra lineal, nociones bdsicas sobre los nimeros complejos.
Para mas detalles consultar, por ejemplo, [12, 13].

1.1. Sucesiones numeéricas en C

Definicidon 1.1.1 La aplicacion o funcion f : N +— A que hace corresponder
a cada ntimero natural n un elemento a,, de cierto conjunto A se denomina
sucesion de elementos de A y la denotaremos por (a,)>,, 0 (an)n-

Por ejemplo, si A = C, diremos que f : N — C define una sucesién de
numeros complejos. Como ejemplo tenemos

r,=(—1)"={-1,1,-1,1,...}, =z,= e = {ei,ezi,e?’i, b

Definicidn 1.1.2 Se dice que una sucesion (z,), estd acotada, si Vn € N,
existe un M € R, M > 0 tal que |z,| < M.

Por ejemplo, las sucesiones (x,,) y (z,), definidas antes son claramente
acotadas (basta escoger M = 1).
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Definicidon 1.1.3 Se dice que una sucesion (z,), es no acotada si VM € R,
existe un n € N tal que |z,| > M.

Por ejemplo, la sucesién b, = (—1)"n* no esté acotada.

Definiremos la distancia d(z, z2) entre dos numeros complejos z; =
T1+ 11 Y 20 = Ty + 1Yo COMO

d(21,22) = |21 — 22| = V(21 — 22)% + (1 — 2)2 (1.1.1)

Definiremos el e-entorno o e-vecindad de un nimero complejo 2, a la “bo-
la” U,(zo) definida por

U(z0) = {2 € C; |2z — 20| <€}

Obviamente U,(z;) es un circulo del plano complejo de centro 2, y radio ¢
excluyendo la frontera (o sea, la correspondiente circunferencia).

Sea z = x + 1y, 20 = xo + iyo. Puesto que
max{|z—zol, [y —yol} < |2—20| < fx—wmol+|y—wol,  |z+20] < [2][+]20,
podemos construir la teoria de limites en C de la misma forma que se hace

en R. Asi pues, tenemos la siguiente definicidn:

Definicién 1.1.4 Diremos una sucesion de niimeros complejos (z,), tiene
limite z, y lo denotaremos por lim,,_,« 2, = 2, si*

Ve>0,ecR, INeN; Vn>N, |z, —z[<e

El significado geométrico del limite es claro: dentro de e-entorno U, (z)
del limite z de la sucesién (z,), hay infinitos términos de la sucesion (de
hecho todos a partir de cierto N) y fuera de él s6lo hay un nimero finito
de términos (a lo sumo los N primeros términos) de la misma.

Si escribimos z, = x,, +1iy, ¥ 2 = x + iy, entonces, de las desigualdades
méx{|xn - $|7 |yn - y|} S |Zn - Zl S |$n - $| + |yn - y|’
se deduce que

limz,=2 <= lmaz,=2 y limy,=y.
n—oo n—oo n—oo

. — . , . N
En particular, z, —> 0 siy sélo si |z,| —> 0.

'En adelante al escribir ¢ > 0 asumiremos que a es un niimero real, ya que los com-
plejos no se pueden ordenar.
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Nota 1.1.5 De lo anterior se deduce que toda sucesion de niimeros complejos
es equivalente a dos sucesiones de ntimeros reales (la de sus partes reales e
imaginarias).

Asi pues, por analogia con el caso real podemos definir las sucesiones
de Cauchy, enunciar y probar el criterio de Cauchy y muchas otras propie-
dades de las las sucesiones®. No obstante al ser C un cuerpo no ordenado,
se pierden todas las propiedades relacionadas con el orden (supremo, mo-
notonia, etc). Gracias a la teoria de limites de sucesiones podemos definir
el limite de funciones, continuidad de funciones, derivabilidad de funcio-
nes, etc.

Ademas, estd claro que, al igual que en el caso real, si (z,), tiene limite,
entonces (z,), es acotada, pero no al contrario.

Definicidon 1.1.6 Una sucesion (z,),, es de Cauchy (o fundamental) si para
todo ¢ > 0 existe un N € N tal que para todos n,m > N, se cumple |z, —
zm| < €. O, equivalentemente, z, es de Cauchy siy solo si

Ve>0, AN €N, talqueVn > N, yVp e N, |zp4p — 2| <,
o, equivalentemente,

Ve >0, AN € N, tal que Vn > m > N, |z, — 2| <€,

Teorema 1.1.7 (Criterio de Cauchy) Para que una sucesion de niimeros
complejos (z,,), sea de convergente es necesario y suficiente que sea de Cauchy.

Demostracion: La prueba se basa en la equivalencia entre z, = z, + iy,
y las sucesiones reales (z,), ¥ (y»)». En efecto, basta notar que

méxﬂxn - $n+p|v |yn - yn—I-p‘} < ’Zn - Zn+:n| < |xn - xn—l—p‘ + |yn - yn+p’a

luego estd claro que si z, es de Cauchy, z, e y, también lo son, luego
— — .
r, =% zyy, =3 y pues (x,), € (y.). SOn ambas sucesiones reales para
. . . — .
las cuales es cierto el criterio de Cauchy. Luego z, — z = x + iy. ]

De la equivalencia entre las sucesiones reales y complejas (ver Nota
1.1.5) se sigue inmediatamente el siguiente teorema:

2E] lector no familiarizado con dichas definiciones puede consultar, por ejemplo, el
capitulo 3 de la magnifica monografia [12]
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Teorema 1.1.8 (Propiedades algebraicas de los limites) Sean dos suce-
siones convergentes (a), Y (bn), con lim a, = a, y lim b, = b. Entonces:
n—oo

n—o0

1. lim a, +0b, =a+b0.

n—o0
2. lim a, -b, = a-b. En particular, Vo € C, lim «a, = aa.
n—oo n—oo
a

3. SivneN, b, #0,yb+#0, entonces, lim In _ 2

n—oo b, b

Definicidon 1.1.9 Un punto z de un conjunto E C C es interior si existe
un entorno U.(z) del mismo contenido por completo en E. Un conjunto es
abierto si todos sus puntos son interiores.

Evidentemente todo entorno U,(z) de z es un abierto.

Definicidon 1.1.10 Dado un conjunto E C C diremos que z, € C es un
punto de acumulacion de E si el cualquier entorno U.(z,) existe al menos un
punto de FE distinto de z, (y por tanto infinitos).

Por ejemplo, 0 es un punto de acumulacién del conjunto £ = {1,1/2,1/3,
...,1/n,...}, mientras que 10~*, cualquiera sea k € N no lo es.
De la definicion 1.1.10 se sigue inmediatamente el siguiente

Teorema 1.1.11 2z, es un punto de acumulacion de E siy sélo si existe al
menos una subsucesién de numeros (z,),, COn z, # zp41, para todo n € N,
tal que lim,, , 2, = zo.

Definicidon 1.1.12 Un conjunto E es cerrado si contiene todos sus puntos de
acumulacién.

Por ejemplo en conjunto U, (z) =: {z € C; |z — 2| < €} es un cerrado.

Definicidn 1.1.13 Un conjunto E es acotado si existe un M > 0 tal que,
paratodo z € E, |z| < M.

A partir de Lema del Bolzano-Weierstrass para los conjuntos acotados de
R se sigue el siguiente resultado:

Lema 1.1.14 (Bolzano-Weierstrass) Cualquier subconjunto infinito® aco-
tado de C tiene por lo menos un punto de acumulacion.

3Con un ndmero infinito de elementos.
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1.2. Series

1.2.1. Series numéricas

Definicién 1.2.1 Dada una sucesion de numeros complejos (a,,),, la expre-
sion

o0

Zak:a1+a2+a3—|—---+ak+---

k=1
se denomina serie infinita o serie y a los niimeros ay, as, ..., elementos de la
serie. Las sumas

Sp=) ar=ai+ay+as+-- +ap,
k=1

se denominan sumas parciales de la serie.

Definicién 1.2.2 Diremos que la serie ), , a; converge a S, si la sucesién
de sumas parciales (S,,), tiene limite finito Sy a dicho niimero le denomina-
remos “suma” de la serie. Si por el contrario, la sucesion de sumas parciales
no tiene limite, entonces diremos que la serie diverge.

El Criterio de Cauchy para las sucesiones establece que una sucesién
(), es convergente siy solo si Ve > 0,dN € N, talquesin > N, yVp €
N entonces |z,+, — z,| < €. Una simple aplicacién del mismo a la sucesién
de sumas parciales nos conduce a nuestro primer criterio de convergencia
para las series.

Teorema 1.2.3 (Criterio de Cauchy para las series) La serie Y ., aj es
convergente siy sélo si, para todo ¢ > 0, existe un N € N, tal que para todos
n> Nyparatodop €N, |api1+ -+ anip| <€

Este teorema tiene dos consecuencias inmediatas: la primera es que si
alteramos un numero finito de elementos de la serie, la convergencia de
ésta no se afecta; y la segunda es el siguiente resultado:

Teorema 1.2.4 (Condicion necesaria de convergencia de una serie)
Si la serie Y, | a), es convergente, entonces lim a,, = 0.

n—oo
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Demostracion: Basta tomar p = 1 en el teorema 1.2.3. [ ]

2

o0
Es fdcil ver, a partir del teorema anterior que la serie E 200n - 12 es
n—+n
=1

divergente. Con algo de mas trabajo se puede probar que la serie Z -,
n

n=1

es divergente, lo cual ilustra que las condiciones del teorema 1.2.4 son
necesarias pero no suficientes.

n—

. . . oo 0

Una propiedad de las series Ogonvergentes esquesiy ;  apy > poqbi
convergen, entonces la serie ) *~, aa, + b, también es convergente, ade-
mas

Zaak—l—ﬁbk:aZak—i—ﬁZbk, Va, 5 € C.
k=1 k=1 k=1

Notese, ademads, que del cardcter convergente de la serie >~ (ay +
br) no se puede inferir el cardcter convergente o divergente de las series

Sore i ak Y Y ope b (Epor qué?).

Definicién 1.2.5 Diremos que una serie ) -, a; es absolutamente conver-
gente si la serie )/, |ax| es convergente.

Teorema 1.2.6 (Weierstrass) Una serie ) .-, a; es absolutamente conver-
gente si y sélo si la sucesion S, = > _, |ax| estd acotada.

Demostracion: La sucesién (S,,),, de sumas parciales S,, = >, _, |ax| es
una sucesién mondétona, luego si estd acotada, entonces existird el limite
que es precisamente la suma de la serie. Por el contrario, si la sucesion
Sn Y r_; lax| es no acotada, entonces la serie serd divergente. [

A partir del criterio de Cauchy 1.2.3 se sigue el siguiente teorema:
Teorema 1.2.7 Toda serie absolutamente convergente es convergente.

Un ejemplo sencillo, y de gran importancia, de serie absolutamente
convergente es la serie geométrica
- k—1 2 1
T =1tq+d o =—, gl <L
k=1 1=q
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Recordemos a continuacién algunos criterios para estudiar la conver-
gencia de series. El primero, y uno de los mas sencillos, es el criterio de
comparacion. Su demostracién es una simple consecuencia del teorema
de las sucesiones mondétonas y acotadas similar a la prueba del teorema
1.2.6.

Teorema 1.2.8 (Criterio de Comparacion de Weierstrass) Sean las series
de numeros complejos > ;- ar ¥y Y po bx. Si existe un N € N tal que para

. oo .
tocig n > N, |a,| < |bn[, erigonces st la serie ) -, |bk|ooconvergf3, la serie
Y e |lag| < converge, y si >~ |ay| diverge, entonces ) ., |by| diverge.

Ejercicio 1.2.9 Prueba calculando el limite de sus sumas parciales, que
la serie ) ° | e +1) converge. Usando lo anterior y el criterio de compa-

racién deduce la convergencia de la serie > 7 =

Teorema 1.2.10 (Criterio de comparacion por paso al limite) Sean las
sucesiones (ay)n y (by), tales que lim,, ||‘g—"| = ¢ > 0. Entonces, > ;- |ax]
converge siy solo si >, |by| converge.

Demostracion: Este teorema es una consecuencia del teorema de compa-
racién. Como lim,, ., a,/b, = q > 0, ello significa que para todo ¢ > 0,
existe un N € N, tal que para todo n > N, |a,/b, — q| < €. Luego, si
tomamos € = ¢/2, a partir de cierto N tendremos que

1 1
—qb, < a, < =qb,,,
gdPn = n = 34

de donde, utilizando el criterio de comparacion, se obtiene el resultado
buscado. [

Ejercicio 1.2.11 Estudiar la convergencia de las series

an Zsm (—) y gbg(hr%).

n=1

Nota: De la prueba del Criterio de comparacion por paso al limite se dedu-
ce que si ¢ = 0, s6lo podemos afirmar lo mismo que en el teorema de com-
paracién es decir, que si la serie Y -, |b,| converge, la serie Y ;- |ax| <
converge, y si y ., |a| diverge, > 7, |bs| diverge.
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Veamos ahora dos criterios donde se involucra una tnica serie, es de-
cir s6lo precisamos la informacién relacionada con la serie que queremos
estudiar.

Teorema 1.2.12 (Criterio del cociente de D’Alembert) Sea >, | a; una
serie de niimeros complejos tal que lim,, .« |a,11|/|as| = g. Entonces,

1. Sigq <1, laseriey -, a; es absolutamente convergente
2. Sig>1, laserie ) -, |ay| es divergente.

3. Sig=1, laserie ) ;- |ax| puede ser convergente o divergente.

Demostracion: Si lim,,_, ‘“Z” ‘ = ¢ < 1, entonces a partir de cierto N €
N, existe un « € (0, 1), tal que “** < o < 1. Por tanto,

ani1] < @lan|,  |an < &Plan_1] < aPlan_s| = |a,| < " Nay| = Ca™,

y el criterio de comparacion, tomando b, = C'«”, nos conduce al resultado
buscado. Andlogamente se demuestra la divergencia en el caso ¢ > 1.
Como ejemplo del caso 3 tenemos los siguientes ejemplos a, = 1/ny

¢, = 1/n?, para las cuales obviamente lim,, ., |a,11/a,] = 1, siendo la
primera divergente y la segunda convergente. ]

Este criterio no siempre funciona aun en casos sencillos como el si-
guiente: sea la serie 3 5° | 2 (2k . Obviamente tenemos

)

Gnp1 124 (=™ 1/6 npar
a, 2 2+ (=1 | 3/2 nimpar

luego no existe el limite del cociente. No obstante,

- 2+ =2 () &K1 &Y
S Y v S Y Y (5)
k=1 k=1 k=1 k=1

y estas dos ultimas obviamente son convergentes.

Teorema 1.2.13 (Criterio de la raiz de Cauchy) Sea > ,°, a; una serie
de niimeros complejos tal que lim,,_,, {/|a,| = g. Entonces,
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1. Sig <1, la serie 2120:1 aj es convergente
2. Siq>1,laseriey ;- ay es divergente.

3. Siq=1, laserie ) -, a; puede ser convergente o divergente.

Demostracion: La demostracion de este resultado se basa en si 1im,,_,
Wa, = q < 1, entonces a partir de cierto N € N, /a, < o < 1. Luego
si utilizamos el criterio de comparacion tomando b, = " el resultado es
inmediato. Notese que si ¢ = 1, entonces pueden ocurrir ambas posibili-
dades. El mismo ejemplo, a,, = 1/ny ¢, = 1/n?, teniendo en ambos casos
lim,, o {/a, = 1, pero siendo la primera serie divergente y la segunda
convergente. [

2+(—1)"
2k

1_,L/—1+2<</(—1)n+2<,\L/1+2_{1/§
2 on = on - o9

por tanto lim,,_,« {/a, = 3 < 1y segtn el criterio de Cauchy 1.2.13 con-
verge.

tenemos

Si aplicamos este criterio a la serie ) ,_ |

El ejemplo anterior nos indica que el criterio de Cauchy es mas general
que el de D’Alembert en el sentido que el criterio de criterio de D’Alembert
implica en de Cauchy, pero no viceversa.

Nota 1.2.14 Debemos destacar que tanto en el criterio de D’Alembert como
el de Cauchy antes descritos, el resultado sigue siendo cierto si cambiamos los
limites por los limites superiores.

Ejercicio 1.2.15 Estudia el caracter de las series

y Z ok
k=0

k

— & = (V)
;H’ ]; k!

1.2.2. Mas sobre series de numeros reales

Vamos a discutir ahora algunas propiedades de las series de nimeros
reales. Comenzaremos considerando serie de gran importancia en las ma-
tematicas —y fuera de ellas—: las series del tipo -, # conp € R, p>0.
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Estas series se conocen como series armonicas. Ya vimos ejemplos de ellas
cuando p = 1, serie que divergia, y p = 2, serie que convergia. Una pre-
gunta evidente es ¢Para cudles p > 0 converge la serie armonica?

Es evidente del teorema de comparacion que para todo p > 2 la serie
converge y que para p < 1 diverge. Ahora bien, para 1 < p < 2 no nos
sirve el teorema de comparacién y un calculo sencillo nos muestra que
tanto el criterio de Cauchy como el de D’Alembert nos dan 1 con lo cual
no son concluyentes. ¢Cémo resolver este problema?

Teorema 1.2.16 (Criterio de McLaurin-Cauchy) Sea f(x) una funcién re-
al no negativa definida en [1, +00) y mondtona decreciente en todo su domi-
nio. Entonces la serie Y | f(n) y la integral impropia [ f(x)dx tienen el
mismo cardcter de convergencia.

Demostracidon: Como f es decreciente y no negativa, tenemos que para todo
k=01,...yzelkk+1,0< f(k+1) < f(x) < f(k), por tanto, usando la
monotonia de la integral de Riemann -recuérdese que si f es mondtona, entonces
es integrable—, tenemos

k+1
f+1) < /k f@)de < f(k).

Luego, usando la aditividad de la integral,
n k+1 n
DNUESVEY RRNIETEES YT}
k=1 1 k=1

es decir, para las sumas parciales S,, de la serie > >, f(n) y la funcién F(t) =

/t f(z)dz, tenemos
' Spir— (1) < Fn+1) < Sp.

De la desigualdad anterior deducimos que si la serie 7 , f(n) converge, enton-
ces sus sumas parciales S,, son acotadas, y por tanto la funcién F'(¢) es acotada,
luego existe el limite lim;,, F'(t), es decir, existe la integral impropia. Ademads,
si existe la integral impropia, entonces la sucesién F'(n + 1) es acotada, por tanto
las sumas S, 1 también lo son, de donde deducimos que la serie converge (ver
teorema 1.2.6).

Si por el contrario la serie no converge, entonces las sumas parciales no estan
acotadas y por tanto F' tampoco lo estd, luego la integral impropia diverge. Ana-
logamente, si la integral impropia no converge, entonces F' es no acotada, luego
Sy, es no acotada y la serie diverge. ]
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: . =1 = 1
Ejercicio 1.2.17 Estudiar el caracter de las series E — Y E oo
n nlog’n
n=1 n=2

para p > 0 usando el criterio integral.

Reordenacion de términos en una serie

. o0 : oo / :

Dada una serie ) ;- , aj, construyamos una serie ) .~ a; obtenida de
la anterior mediante la reordenaciéon de un numero infinito de términos,
es decir todos los términos de las sucesiones (a,,), y (), coinciden pero
estan, en general, situados en distintos sitios.

Teorema 1.2.18 Si )", a;, es absolutamente convergente, entonces la serie
> re , aj, también es absolutamente convergente y su suma coincide con la de
la serie original.

Demostracion: Supondremos que la reordenacion involucra a un numero
infinito de términos —si es un ntimero finito sabemos que el resultado es

oo o0
cierto—. Denotemos por S la suma S = Z ar vy S’ lasuma §' = Z .
k=1 k=1

Supongamos que nuestra serie tiene todos sus términos positivos. Sean
n

Sl = Z a), las sumas parciales de la serie reordenada. Escojamos ahora
k=1
un N € N tal que todos los elementos del conjunto {a},d),...a,} estén
contenidos en el conjunto {ay, as, ...ay}. Entonces, obviamente S/, < Sy.
Pero la serie original es convergente, luego la serie S converge luego las
S, estan acotadas y por tanto el conjunto de las sumas parciales de S’ es
acotado, luego S’ converge. Ademds S’ < S. Para probar que S’ = S pro-
n

cedemos al contrario, es decir Dado S,, = Z aj escojamos un N € N tal

k=1
que todos los elementos del conjunto {ay, as, . .. a, } estén contenidos en el

conjunto {da}, a}, ...a’y }. Entonces, obviamente S,, < S y por tanto, como
hemos probado que S’ converge tenemos S < S’ de donde deducimos que
ambas series convergen y suman lo mismo.

Supongamos a continuacion que la serie S tiene infinitos términos po-
sitivos e infinitos negativos —si alguno de ellos fuese un nimero finito el
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teorema estaria probado-. Entonces, si denotamos por a; y a,, a los tér-
minos positivos y negativos, respectivamente, tendriamos

Zak Za;%—Za;, ademads Z|ak\—2ak—|—z

k=1 k=1 k=1

o0
de donde se deduce que ambas series E aly E a, convergen. Sea,

k=1 k=1
como antes, S’ nuestra serie reordenada, entonces:

[e.9] oo oo (o.9] oo oo
§'= = (@) +) (@) =) al+) a=) a=
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
pues ambas series E aly E ay , convergen absolutamente y sus térmi-
k=1 k=1
nos tienen todos el mismo signo. ]

Este resultado sdlo es cierto para las series absolutamente convergen-
tes. Veamos el siguiente ejemplo.

Sea la serie Y 131 . Esta serie es convergente (probar como ejer-
cicio), pero no lo hace absolutamente. Ademas, como

log(1+x) = "+

con ¢ € (0,x),

i (_1)k’+1 . (_1)n pran’
k
k=1

tenemos, sustituyendo z = 1, que

log 2 i(_l)kﬂ ! — 0, s1 —
(0] — n o
& p k “n+1
es decir que
> 1)n*t 1 1 1 1 1 1 1
S T B NV S — =log2 # 0.
> otz ats et o g T lee2?

n=1

Reordenemos la serie

(GGl
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de la siguiente forma:

o (1 1 1 N 1 1 1 N 1 1 1 N
- 2 4 3 6 8 5 10 12
1 1

i[<1;>+(;i>+<;é>++<2k1121k>+}

es decir inuestra reordenacion cambia el valor de la serie!

Definicidon 1.2.19 Diremos que una serie es condicionalmente convergente
si la serie Y, | a;, converge pero la serie Y .-, |ay| diverge.

Teorema 1.2.20 (Teorema de reordenacion de Riemann) Las series con-
dicionalmente convergentes se pueden reordenar de tal forma que sumen
cualquier valor real prefijado de antemano.

o
Demostracion: Sea S = E aj nuestra serie. Obviamente S tiene infinitos

k=1
términos positivos e infinitos negativos —pues si alguno de ellos fuese finito

la serie seria absolutamente convergente—. Como antes denotaremos por
a’ vy a; alos términos positivos y negativos, respectivamente, y sean

S+:ia;, y S‘zia;,
=1 =1

las correspondientes series de términos positivos y negativos y S y .S,
las sumas parciales de las mismas. Sean N* y N~ dos numeros naturales
suficientemente grandes. Como

N Nt N~
‘S|N = Z |ak] = Z(IZ + Z(—CLI;) = SN+ — SN—,
k=1 k=1 k=1
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entonces, para N* y N~ tendiendo a infinito se tiene que o ST tiende a
+o0o 0 S™ tiende a —oo, pues si ambas convergieran, la serie S seria ab-
solutamente convergente. Probemos que ambas series S* y S~ divergen.
Supongamos que una de las dos series, digamos S*, converge, entonces

como
N Nt N~
_ + )
D=2 al+) q

y S~ es necesariamente divergente, S tendria que ser divergente, lo cual
es una contradiccion. Por tanto, y como ambas series ST y S~ son series
de términos del mismo signo, tenemos

z -+ . g -
lim S, = +o0, y lim S, = —ooc.
n—o0 n—oo

Para probar el teorema vamos a fijar un nimero L cualquiera y va-
mos construir una reordenacién de (a,), tal que la suma de nuestra se-
rie S’ sea L, es decit, L = ) ;- a;. Por comodidad tomaremos L > 0
—el caso L < 0 es andlogo—. Como lim S;" = +o0, los n; primeros tér-
minos de nuestra nueva serie y ,_, aj los escogemos, consecutivamente
tomando los primeros términos positivos de la sucesién (a,), hasta que
tengamos que S;. > L. Asf la suma parcial S;; = >"'" 4 > L. Como
lim S, = —o0, vamos a seguir construyendo nuestra reordenacion con los
primeros m; términos negativos de la sucesion (a,), hasta que tengamos
que S; + S, < L.Y asi sucesivamente construimos una sucesién de
sumas parciales

Sk =Sy Sy S0y Sy T+ S+ S

tomando los términos positivos o negativos de (a,, ), de forma que en cada
paso (o bloque de sumandos de un signo dado) estamos a la derecha o a la
izquierda de L. Ademds, como nuestra serie » .-, a; converge, entonces
a, — 0 cuando n — oo, luego para todo ¢ > 0 siempre existe los valores
N=n+--4+nyM=m;+---+mytalesquesin > K = N+ M,
at <eyla,| < eparatodon > K.

Probemos a continuacion que la serie S’, construida de esta forma, tie-
ne limite L. Por construccidon notemos que si escogemos n > K, siendo
K el encontrado anteriormente, entonces |S,, — L| se puede hacer tan pe-
quefio como se quiera. En efecto, supongamos que n corresponde justo al
ultimo sumando, a;,, de la suma S}, que no es mas que el ultimo sumando
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de S; o S, , es decir, a o |a, | entonces |S, — L| < |a;|, y éste es en
valor absoluto menor que ¢ como ya hemos visto. Es decir, si nos detene-
mos justo cuando en nuestro proceso saltamos por encima de L, entonces
IS, — L] < e.

Si ahora n > K, que no sea el ultimo sumando de S} o S, , entonces
como todos los a/, son tales que |a),| < € sin > K, entonces vuelve a ser
S, — L| < |ay|, siendo @) nuevamente el tltimo sumando de la suma S,
o S, anterior con lo que sigue siendo |S,, — L| < e. Por tanto, existe un K
suficientemente grande tal que la diferencia |S,, — L| se puede hacer tan
pequefla como se quiera para todo n > K, luego la serie S’ tiene como
suma a L. [

1.2.3. Series de potencias

Las definiciones y teoremas anteriores nos permiten definir y estudiar
las series de potencias en C.

Definicidon 1.2.21 Dada una sucesion de ntimeros complejos (a,), y zo € C
definiremos serie

oo
Z an(z — 29)", z€C, (1.2.1)
que denominaremos serie de potencias.

Como casos especiales de las series de potencias tenemos:
o0 o o
% P 2"
PRS- D Bh
k! k-’
k=0 k=0 k=1

etc. Si la serie converge para todos los valores de z de cierto conjunto
A C C, entonces podemos definir la funcién suma f(z) de la serie.

Propiedades de las series de potencias

Sin pérdida de generalidad vamos a considerar las series de potencias
del tipo

i an 2", (1.2.2)

n=0
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es decir, cuando z, = 0. Obviamente si tenemos una serie de potencias del
tipo (1.2.1), la podemos reducir a la anterior (1.2.2) haciendo el cambio
de variables ( = z — z, y viceversa.

Teorema 1.2.22 (Primer Teorema de Abel) Sea la serie de potencias
Yoo gan2", a,, z € C. Si la serie converge para cierto w € C, entonces
la serie converge absolutamente para todo z € C con |z| < |w].

Demostracidon: Asumiremos que w # 0 pues de lo contrario el teorema es
trivial (s6lo habria convergencia para z = 0). Entonces

o o0
z n
E 2" = E a,w" <—) )
w
n=0 n=0

o
Como Zanw” es convergente, entonces por el teorema 1.2.4 sabemos
n=0
n n—ro0 V4 .7 n 7 .
que a,w™ — 0, asi pues, la sucesién a,, w™ estd acotada, luego existe un
M € R, M > 0 tal que para todo n € N, |a,w"| < M, luego

oo oo
D a2 <Y M
n=0 n=0

pero como |z| < |w|, |£| < 1, y la serie Y77 /| 2| es convergente, luego el
criterio de comparacion de Weierstrass 1.2.8 nos asegura la convergencia
absoluta de la serie para |z| < |w]. [

n

z
w

Corolario 1.2.23 Si )  a,z" diverge para algin niimero complejo w, en-
tonces diverge para todo z con |z| > |w|.

Por tanto, el teorema de Abel nos asegura la existencia de regiones
(circulos) de convergencia y divergencia, de una serie de potencias en C.
De hecho podemos afirmar que dada una serie de potencias cualquiera
siempre existe un numero no negativo R > 0 6 R = +oo tal que para todo
z con |z| < R la serie converge y si |z| > R la serie diverge.

Definicion 1.2.24 El numero R > 0 anterior se denomina radio de conver-
gencia de una serie de potencias.
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Nota 1.2.25 De lo anterior se deduce que la region de convergencia de una
serie de potencias es un circulo en el plano complejo que, en el caso de las
series de la forma (1.2.2) estd centrado en el origen y en el de las series
(1.2.1), en zg (ver la figura 1.1). Nétese que se puede obtener una region de
la otra simplemente mediante una traslacion (mediante el vector z,) en el
plano complejo.

z— 2| <|w — 2o

w //
0 R o —
kj Rz Rz

Figura 1.1: Regién de convergencia de las series ) a,2" (izquierda) y
Yo gan(z — 2)" (derecha).

Teorema 1.2.26 (Segundo Teorema de Abel) Toda serie de potencias
Yoo gan2", ay,, z € C, tiene radio de convergencia R > 06 R = o0 .
Ademds, la serie converge absolutamente para todo z tal que |z| < R.

Demostracion: Sea

A= {p7 p>0; Zanp" converge} .

n=0

El conjunto A es no vacio pues para p = 0, la serie siempre converge.
Entonces o bien sup A = +o00, 0 bien supA < +o0. Sea R = sup A. Si
R = 0, entonces la serie sélo converge en z = 0. Si R = +4oco la serie
obviamente converge para todo z complejo y ademas por el teorema de
Abel lo hace absolutamente. Si R < +o0, entonces por el teorema de Abel
la serie converge para todo |z| < p < Ry lo hace absolutamente. Ademss,
por el corolario del primer Teorema de Abel la serie diverge para todo
|z| > p > R, asi pues R es el radio de convergencia. [
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Nota 1.2.27 Del teorema anterior se sigue que la mayor region de conver-
gencia de la serie >~ a,z" es el disco Ug(0).

Ejercicio 1.2.28 Estudiar la convergencia de las series

o0 (o]
nz% Zn'z ;0”'7 z::%

Veamos ahora un criterio general para encontrar el radio de conver-
gencia de una serie de potencias. Como corolario del criterio de Cauchy
para las series tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.2.29 (Férmula de Cauchy-Hadamard) Dada una serie de po-
tencias -, a,2", su radio de convergencia R viene dado por la férmula

(1.2.3)

1
C Tm Y an]
n
Demostracién: Sea z € C. Sea que limsup {/|a,z"| = q. Como

lim sup v/|a,2"| = |z| limsup /|a,|,

entonces, usando el criterio generalizado de Cauchy 1.2.13 (ver la No-
ta 1.2.14), nuestra serie original converge sélo si |z|limsup {/|a,| < 1y
ademds diverge si |z|lim sup {/]a,| > 1. Obviamente si lim sup {/]a,| = 0,
entonces la convergencia es para todo z, y por tanto en este caso R = +oc.
Si lim sup Q/m = 400, entonces la serie converge sélo para z = 0, y por
tanto R = 0. Finalmente, si 0 < lim sup {L/m < +00, nuestra serie con-

verge para |z| < Ry diverge para |z| > R con R = 1/limsup {/|a,|, es
decir R es el radio de convergencia de la serie.
En particular, si existe el limite lim,,_,,, {/|a,| = [, entonces R =

1/lim, oo {/]an|, v si existe el limite lim,, ‘a‘“i‘l', entonces (ver el cri-
n

lan]
lant1]”

terio de D’Alembert) R = lim,,_,~

Ejercicio 1.2.30 Repetir el estudio para las series del ejemplo 1.2.28.
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Ejercicio 1.2.31 Calcular el radio de convergencia para las series de poten-

cias
0 (_1)nz2n+1 e n Qn

7; (2n + 1) nzg Z_

Notese que las series anteriores son tales que no todos los coeficientes a,,
son distintos de cero. De hecho solo aparecen los pares o los impares.

Teorema 1.2.32 Sea una serie de potencias f(z) =Y - a,z" con radio de
convergencia R > (0. Entonces

1. Para todo k > 1 la serie
Zn n—1)--(n—k+1)a,z"", (1.2.4)
n=0

tiene radio de convergencia R.

2. La funcién f(z) es infinitamente diferenciable en Ug(0) y la k-ésima
derivada de f, f*)(z), viene dada por la serie (1.2.4).

3. Para todon >0, a, = f™(0)/n

Demostracion: Asumiremos que R > 0. Para demostrar 1 es suficiente
estudiar el caso £ = 1 (para £ > 2 el razonamiento es el mismo). Para
k = 1la serie (1.2.4) es de la forma ) " na,z""!' = 1/2> 7 na,z", y
claramente limsup /na, = limsup {/a, pues lim,_,., /n = 1. Probemos
2. Sean

— ianz”’ Sn(z) = zn:akzk7 R.(z) = io: akz Zkakz
n=0 k=0 k=n+1

y escojamos 2z tal que |zy| < r < R. Entonces

f(Zi : fO(ZO) — g(zo) = {SH(ZQ : fon(zo) _ S;L(Zo)} + [S;L(zo) — g(zo)]

[l Pute]

zZ— 20
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Vamos a probar que cada sumando se puede hacer lo suficientemente pe-
queilo. Comencemos por el tercero. Para ello ndtese que

R,(z) — R,(% > 2k — ok
&)= Rala) _ §~ =

zZ— 20

pero

k k
z Z
L S ]zk 1y ok 2zo+zk 3 §+-~~—i—z§ 1|<k:rk 1,

zZ— 20

luego entonces escogiendo n > Ny, suficientemente grande

‘Rn(z) _ Rn(zo) < Z ‘ak|krk‘fl < 57
zZ— 2 Wo 3

pues la serie Y7 | kayz"* converge absolutamente para todo z con |z| < R.

Para el segundo sumando notemos nuevamente que la serie >, - | kayz"
converge absolutamente para todo z con |z| < R, luego para dicho z,
existird un N, tal que para todo n > N, |S!(z0) — g(20)] < €/3. Sea
n > N = mix(N, Ny), entonces parta dicho n, en virtud de que S,(z)
es diferenciable en z, (¢por qué?), existe un § > 0, tal que, para todo
z€0<|z—2]| <9,

[Sn(Z) — Sn(20)

Z— 20

— S;(zo)} < -

Juntando las tres desigualdades se sigue que para todo € > 0, existe un
d > 0, tal que, paratodo z € 0 < |z — 2| < 9,

‘ f(z) = f(=)

zZ— 20

—g(z0)| <,

i.e., f'(z0) = g(20) que es lo que se queria probar.

Finalmente 3. se deduce de 1.y 2. sustituyendo en la férmula

Zn (n—1)--(n—k+1a,z"",
n=0

el valor z = 0. ]
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Como consecuencia del teorema anterior se sigue que si f(z) admite
una serie de potencias, f(z) es infinitamente diferenciable en Ug(0), y
cada una de las funciones f*)(z), k = 0,1,2,..., es continua en Ur(0). Del
tercer apartado se tiene ademas que la serie de potencias de una funcion
dada coincide con la correspondiente serie de Taylor.

Ejercicio 1.2.33 Prueba que la funcién f(z) = ZOO_O 2* /k! es infinitamente
diferenciable y que f'(z) = f(z), es decir, f(z) =

1.2.4. Analiticidad de las funciones reales

Una de las principales diferencias entre las funciones complejas de va-
riable compleja y las funciones reales de variable real estd precisamente
relacionada con la diferenciacion y analiticidad. En el analisis real se dice
que una funcién f(z) es analitica en un entorno de un punto z, si en dicho
entorno f(x) se puede escribir como una serie de potencias

oo
5 an(x — x0)",

n=0

con radio de convergencia R > 0. Una propiedad muy importante de las
series de potencias (reales o complejas) es que son infinitamente dife-
renciables. ¢Serd cierto el reciproco? ¢Toda funcidn C'Y serd analitica en
algtin entorno de xy € A?

La respuesta a esta pregunta la dio Cauchy, en 1821. Definamos la
funcién ,
e /e x40,

0, x=0.

Esta funcion es infinitas veces derivable en z = 0 (de hecho en todo R)
ademds f*)(0) = 0 para todo k € N, luego su serie de Taylor en z = 0 es
0 y por tanto f(x) no admite una serie de potencias en cero (o lo que es
lo mismo, el radio de convergencia de la correspondiente serie es 0), i.e.,
la funcién de Cauchy no es analitica en x5 = 0.

Teorema 1.2.34 (Condicion necesaria y suficiente de analiticidad)
Una funcién f(x) infinitamente derivable en todo un entorno de © = x es
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analitica si y solo si el resto de Taylor

n k) (g
Rule) = @) =3 T D 0
k=0 '
tienda a cero para todo x de dicho entorno.
Demostracion: Sea
n (k) (p
P, (z,1x9) = / k:(' 0) (z — x0)". (1.2.5)
k=0 '

el polinomio de Taylor de f en el punto z, de una funcién f infinitas
veces derivable en © = zy y sea R,(z,x¢) = f(z) — P,(z,x¢) el resto o
error de Taylor. Obviamente el polinomio de Taylor P, (z, xy) coincide con
las sumas parciales de la serie de potencias de f, luego P,(z, zy) converge
a f(z) en (zg + R,y — R) si y sélo si R,(z,z) == 0 para todo = €
(1’0+R,$0—R). |

El caso complejo es mucho mads sencillo. De hecho se tiene el siguiente
sorprendente resultado cuya demostracién omitiremos (ver por ejemplo
A.I. Markushevich. Teoria de las funciones analiticas):

Teorema 1.2.35 (Goursat) Sea 2 C C una regién (abierto y conexo) y
sea f : Q2 — C una funcidn diferenciable (holomorfa). Entonces, para cada

punto z, € Q, f(z) admite una serie de potencias f(z) = Y - an(z — 20)"
con radio de convergencia R > 0.

1.3. Continuidad uniforme

1.3.1. Definicion de continuidad uniforme

Recordemos la definicion de continuidad de una funcién en un conjun-
to A € Dom (f).

Definicion 1.3.1 Se dice que una funcion f : A — R es continua en A si

Ve >0,Va € A, 36 :=0(a,e) > 0; tal que si |[xr—a| <6 = |f(x)—f(a)] <e.
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Hemos de destacar que en la definicién anterior § depende, en general, no
sOlo de € sino también del punto a. Veamos un ejemplo.

Sea f(z) = 1/z en (0,1]. f es continua, de hecho lo serd en cualquier
intervalo que no contenga al cero. Para probarlo usamos la definicion.
Puesto que

[f(x) = fla)| =

r—a
a

T

Si a > 0 entonces podemos encontrar un ¢; > 0 tal que siz € (a — d1,a +
d1) C (0,00), 1/|xa| < M, de hecho, M es mds grande a medida que a se
acerque mads a cero. En efecto, puesto que 1/x es decreciente tenemos que
si a # 0 siempre podemos encontrar un §; > 0 (basta elegirlo menor que
a/2) tal que 1/x < 1/(a/2) = 2/a. Es decir,

@) - @) < 2le—al, Vee(a—dnat)cC(000).

a?

. . 2
Sea ¢ > 0 cualquiera, entonces si x es tal que 0 < [z —a| < § = %e

tenemos que |f(x) — f(a)| < e. En la figura 1.2 se muestra lo que ocurre.

'

flx)=1/x

U(ftb))

Ulfla))

\j

Figura 1.2: La funcién f(z) = 1/z, y la continuidad uniforme.

Si prefijamos un € > 0 tenemos los dos entornos U(f(a)) y U(f(b)) con
b < a. Obviamente a medida que nos acercamos a cero el correspondiente
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entorno de a, U(a) se hace cada vez mds pequefio ademads la longitud del
. . . 2 7 .
mismo, como hemos visto es igual a d = %-¢, asi que sia — 0, d — 0.

No ocurre lo mismo si escogemos, por ejemplo, en intervalo [«, 1] cual-
quiera sea o € (0, 1). En efecto, en este caso, nuestra desigualdad serd

2 2
|f(z) = fla)] < §|a:—a| < ;|x —al, Vze (a—0d,a+d;) C(0,00).

Es decir que cualquiera sea ¢ > 0, entonces si x es tal que 0 < |z — a| <
2 .

d = %e tenemos que |f(x) — f(a)| < ¢, o sea, inuestro ¢ en este caso no

depende del punto a!, o sea, el mismo § nos vale para todo el intervalo.

Otro tanto le ocurre a la funcién f(z) = 22 en el intervalo [0, o). Para
a > 0 calculemos*

|f(z) = fla)| = (x+a)|lr—a] < (2a+6)|z—al, si z€(a—0d,a+d).

Sea 0; = 1, por ejemplo. Entonces, cualquiera sea ¢ > 0, si x es tal que |z —
al < & = 5e tenemos que |f(x) — f(a)| < ¢, es decir, que a medida que a

aumenta ¢ disminuye. Nuevamente no podemos obtener un ¢ valido para
todo a > 0. Que ocurre si escogemos el intervalo [0, b], b < co. Entonces,

[f(z) = fla)] = (z +a)lz —af < (2b)|z —al, ~ Vzel0,0],

luego, cualquiera sea ¢ > 0, si x es tal que |z —a| < § = ﬁe tenemos que
|f(z)— f(a)| < ¢, es decir nuevamente ¢ no depende del punto a, por tanto
el mismo 0 nos vale para toda el intervalo.

Definicion 1.3.2 Se dice que una funcion f : A — R es uniformemente
continua en un intervalo [a, b] si para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que para
todos x e y de [a, ], tales que |x — y| < J, entonces |f(z) — f(y)| < e

Es decir, para cualquiera sea el punto = de [a,b] que escojamos, f(x) es
continua y el § en la definiciéon anterior, a diferencia del de la definicién
de continuidad “estandar” 1.3.1 s6lo depende de ¢ y no del punto, o equi-
valentemente, que si escogemos un ¢ > 0 cualquiera y denotamos por
U(f) el e-entorno de cualquier punto y = f(z) de la imagen, entonces,
existe un 6 > 0 tal que los correspondientes J-entornos de x, U(z) son
tales que f(U(x)) C U(f).

4Si a = 0 obviamente f es continua, ademads, las desigualdades también son validas
para z > 0.
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Es evidente que cualquier funcién uniformemente continua en [a, b] es
continua en dicho intervalo. Ahora bien, el reciproco, como hemos visto,
no es cierto. Por tanto, es interesante tener teoremas que nos aseguren
cuando una funcion es uniformemente continua y cuando no. Nétese que
una funcion no es uniformemente continua en A C R si

Je>0, Vi>03dr,a€ A; |x—a|l<d, = |f(z)— fla)|>e

Teorema 1.3.3 Una funcion f no es uniformemente continua en A si existe
un € > 0 dos sucesiones {a,} y {b,} con |a, — b,| == 0 tales que |f(a,) —

fbn)| = e

Demostracion: Es inmediata a partir de la definiciéon de convergencia uni-
forme (o lo que es lo mismo de su negacion). [

Ejercicio 1.3.4 Prueba que f(z) = 1/xy g(z) = z* no son uniformemente
continuas en (0,1] y [0, o), respectivamente, usando el teorema anterior.

En el primer caso escogemos a,, = 1/ny b, =1/(n+1), a,—b, = 1/(n(n+
n—oo

1)) — 0, pero |f(a,) — f(b,)] = 1. Para el segundo caso escogemos
an =/n+1yb, =+/n, de forma que a, — b, = 1/(v/n + 1+ /n) =30,
pero |g(a,) — g(bn)| = 1.

El siguiente teorema nos da un criterio muy util para saber cuando

una funcién es uniformemente continua en un intervalo cerrado y acotado
la, b]:

Teorema 1.3.5 (Heine)> Si la funcion f : [a,b] — R es continua en todo
la, b] entonces f es uniformemente continua en [a, b|.

Demostracidon: Supongamos que el teorema es falso. Entonces
de>0, Vo>0dr,yeA; |z—vy|<d = |flx)—fly)|>e

Entonces para cada n € N, si escogemos 6 = 1/n, existen dos nimeros a,, y
b, tales que |a,, —b,| < 1/ny |f(a,) — f(b,)| > €, 0 sea, podemos construir

SEste teorema, a veces atribuido a Cantor, también es cierto para funciones de varias
variables: Sea A C R" un conjunto cerrado y acotado (compacto) y sea la funcién f :
A — R, continua en A. Entonces f es uniformemente continua en A.
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sendas sucesiones {a,} y {b,}. Ahora bien, como a, es acotada, por el
teorema de Bolzano-Weierstrass para sucesiones existe una subsucesion
{ay, } convergente a cierto = € [a, b]. Tomemos ahora la subsucesién (b, ),
donde £,, es exactamente la misma subsucesion de nimeros naturales que
define a la subsucesion (ay, ), de antes. Para dicha subsucesion tenemos
que

n—oo n—oo

bk, — x| < |bg, — ag, | +|ag, — x| == 0, =b, — z,
—_——— N——
<1l/n —0

es decir la subsucesién {b;,} de {b,} también tiene limite z. Pero f es
continua en [a, b] asi que

Jim flag) = f@), lm fb) = flo), = |fla) — Fbi)] 2T 0

lo cual contradice que |f(a,) — f(b,)| > € (ya que como {ay, } y {bx,} son
subsucesiones de {a,} vy {b,}, tendria que ser |f(ax,) — f(b,)| > €). =

El teorema anterior nos indica que la funcién f(x) = 1/z es uniforme-
mente continua en cualquier cerrado y acotado que no contenga al cero y
que la funcién g(x) = 2? es uniformemente continua en cualquier cerrado
y acotado de R.

De la de la definicién de continuidad uniforme se sigue (basta escoger
) < €¢/K) el siguiente:

Teorema 1.3.6 (Condicion suficiente de continuidad uniforme) Para que la
funcion f sea uniformemente continua en A, es suficiente que exista una
constante K > 0 tal que para todo x,y € A, |f(z) — f(y)| < K|z —y|.

Las funciones f : A — R que cumplen con que

vr,ye A |f(x) = fy)l < Klz —yl,

se llaman funciones de Lipschitz. Asi que el teorema anterior se puede pa-
rafrasear diciendo que toda funcién de Lipschitz es uniformemente conti-
nua.

Obviamente toda funcion de Lipschitz es continua, pero no viceversa,
no toda funcién continua es de Lipschitz. Por ejemplo, f : [0,1] — R,
f(xz) = y/z es continua en [0, 1] (y por tanto uniformemente continua en
[0, 1]) pero no es de Lipschitz en [0, 1], pues

[f(z) = f)l = W — vyl < B

1
—x_
NN

y el factor no es acotado en [0, 1].

1
IVz+/]
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1.3.2. Sucesiones y series de funciones reales

Definicion 1.3.7 La sucesidn de funciones (f,(x)), tiene limite para cierto
xo € Dom (f,,) st la sucesion numérica ( f,(x¢)), converge para dicho xy. En
este caso diremos que la sucesion converge puntualmente en x,

Definicidon 1.3.8 El conjunto X de todos los puntos x € Dom (f,) donde
la sucesion (f,(z)), converge se denomina conjunto de convergencia de la
sucesion de funciones.

Evidentemente para todo = € X, existe un unico valor del limite de
sucesién numérica (f,(z)),, por tanto podemos definir una funcién f(x)
sobre X que es la funcién limite de f,(z). Asi tenemos la siguiente

Definicion 1.3.9 En el conjunto X de convergencia de la sucesion de fun-

ciones (f,(z)), la funcion f(z) definida para cada x € X de la forma

f(z) = lim f,(z) se denomina funcidn limite de (f,(x)), y se dice que la
n—o0

sucesion (f,(x)), converge puntualmente a f(x) en Xy lo denotaremos co-
mo fn(x) — f(x).

Ejemplo 1.3.10 Consideremos los siguientes ejemplos representativos.

1. Definamos en [0, 00) la sucesién f,(z) = 2", n € N. Es facil com-
probar que la sucesién de funciones converge siy sélo si z € [0, 1],

ademas
1, r=1
lim z" = f(x) = :
n—reo 0 0<z<l1

es la funcién limite. Nétese que si escogemos X = [0,¢], 0 < g < 1,
entonces f(x) = 0.

2
2. Sea f,(z) : R — R, fu(z) = YUY Es evidente que X = Ry
n
f(z) =0.
3. Sea fu(x) : R — R, fu.(x) = Sen;m. Como en el ejemplo anterior
n

X =Ry f(z) = 0.
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4. Sea f,(x) : [0,1] = R, fu(z) = 2(n+ 1)z(1 — 2*)". Evidentemente si
r=00z=1, f,(x) = 0. Siz € (0,1) entonces (1 — z?) < 1, luego
fn(z) = 0 cuando n — oo. Por tanto, X = [0,1] y f(z) = 0.

5. Sean n,m € Nysea f,,(r) = lim (cosm!mz)*". Si m!x € Z, entonces
n—oo

fm(z) =1, simlz ¢ Z, entonces f,,(z) = 0. Veamos el limite cuando

m — oo de f,,(x). Siz ¢ Q, entonces para todo m € N, m!z & 7Z, por

tanto f,,(x) =0y f(z) = lim f,,(z) = 0. Siz € Q, entonces a partir
m—o0

de cierto m € N, m!z € Z, por tanto, a partir de dicho m, f,,(z) =1,
luego f(x) = lim f,,(z) = 1. Asi, tenemos que X = Ry f(z) es la
m—00

funcién de Dirichlet D(z)

Nuestro objetivo fundamental es estudiar, no cuando las sucesiones
funcionales convergen o no —pues eso ya lo hemos visto en temas anterio-
res pues para cada x la sucesion (f,,(x)), es una sucesién numérica— sino
decidir en que condiciones las propiedades de f, se traspasan a la funcion
limite. ¢Hereda f(x) todas las propiedades de las f,,(x)? Los ejemplos an-
teriores sirven de ilustracién a nuestro problema.

En el ejemplo 1 las funciones 2" son continuas en [0, 1] pero la funcién
limite f(x) no lo es. No ocurre lo mismo en el intervalo X = [0, ¢].

senn’x

En el ejemplo 2 la funcién f,(z) = es derivable en todo R, y

su funcién limite también, pero por ejemplo, la sucesion de sus derivadas
f/(x) = ncosn?z no tiene limite excepto cuando n’x = km/2, k € 7Z. Es
decir la sucesién de derivadas no converge a la derivada de la funcion
limite.
En el ejemplo 3, a diferencia del anterior la sucesion de sus deriva-
, coS NI . .
das f/(z) = converge a cero que justamente es la derivada de la

funcién limite. Es decir, en este ejemplo si que tenemos f/ (z) — f'(z).

Analizando el ejemplo 4 vemos que la funcién f,,(z) = 2(n+1)z(1—22)"
es integrable en [0, 1] y ademds

1
(1 _ x2>n+1

n+1

=1

Y

/0 fulz)dx =2(n + 1)/0 (1 —2*)"dr =2(n+1) |-
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pero /f(x)dx = /Olodx =0, luego /01 fo(z)dx £ /f(x)da:.

A diferencia del caso anterior, podemos comprobar que en [0, 1] la fun-
cién f,,(x) del ejemplo 5 vale cero excepto un numero finito de puntos,
luego f,, es integrable y su integral vale cero, pero su funcién limite es
una funcién no integrable (Riemann).

Finalmente, en el ejemplo 1 tenemos

[ttt = [ atir— om0 [Coar— [ s

Todo lo anterior nos dice que dada una sucesién f,(z) con determi-
nadas propiedades como la continuidad, derivabilidad, integrabilidad, la
funcion limite puede o no tenerlas. Por tanto nuestro objetivo es claro.
Encontrar condiciones bajo las cuales la funcién limite “herede” las pro-
piedades de las funciones de la sucesion.

Definicién 1.3.11 Una sucesion de funciones (f,(x)), converge puntual-
mente en [ € X si para todo zy € I y todo ¢ > 0 existe un N = N(xp,¢) € N
tal que para todo n > N, |f,(z¢) — f(x0)| < €Yy lo denotaremos f, — f.

Claramente vemos que, en general, nuestro N dependerd de z,. Con-
sideremos como ejemplo la sucesion f,(z) = 2" en [0,1). Obviamente
fn(x) — 0 para todo = € [0,1). Sea 0 < € < 1 cualquieray z, € [0,1). En-
tonces, tendremos | f,,(zo) — 0| = x§ < €. Si escogemos N tal que =’ < e,
o equivalentemente N log xy < log ¢, tendremos, como log o, < 0 que, pa-
ra todon > N = loge/logxy, zj < €. Es decir que nuestra N depende
explicitamente de z, y lo que es peor, a medida que x, se va acercando a
1, N claramente va tomando valores mas grandes. La siguiente figura 1.3
aclara lo anterior.

En la figura 1.3 (izquierda) vemos la sucesion f, (z) = ™ dibujada en
[0,1). Las curvas son, de arriba hacia abajo, z, 22, ...z". La linea horizon-
tal representa a nuestro € > 0y la vertical a nuestro xy. Como vemos, dado
el ¢ > 0 de la figura, luego de varios N tenemos que z)) es menor que el
e > 0 dado —ver la quinta grafica de arriba abajo—. Veamos que ocurre mas
cerca del 1, para ello quedémonos sdlo con un pequefio intervalo cercano
al 1, digamos [q¢, 1), estando ¢ “suficientemente” cercano a 1. Aumentemos
nuestro z, hasta hacerlo més préximo a 1 tal y como observamos en la fi-
gura de la derecha —la primera linea vertical era nuestro anterior x, y la
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Figura 1.3: La sucesion f,(z) = 2" en [0,1) (izq.) y f.(z) = 2™ en [g,1)
(der.)

segunda, mas a la derecha es nuestro nuevo zy,—. Como vemos, ahora te-
nemos que aumentar nuestro N hasta llegar a la séptima curva. En ambos
casos las primeras seis curvas son las misma.

A modo de ejemplo, tomaremos los valores numéricos. Numéricamen-
te hemos escogidos los siguientes valores ¢ = 0,1, xqg = 0,85 y el N nece-
sario fue 20. En el segundo caso ¢ = 0,1, xy = 0,95 y el NV necesario fue
50. Obviamente a medida que nos acercamos a 1 nuestro N crecerd tal y
como hemos mostrado antes.

Una pregunta evidente es la siguiente. ¢Cualquiera sea una sucesion
fn(x)), siempre ocurrird lo mismo. Para responderla consideremos el si-
guiente ejemplo: Sea la misma sucesién f,(x) = z" pero en [0,¢| con
q € (0,1).

Hagamos un experimento numérico
| = como el anterior usando como antes ¢ =
— 0,1. En la figura 1.4 representaremos
/ nuevamente mediante linea horizontal a
/ nuestro ¢ > 0, la primera linea vertical co-
rresponderd a un x cualquiera en [0,¢| y
la segunda linea vertical corresponderd a
g, el extremo del intervalo. Dibujaremos
Figura 1.4: La sucesién la sucesion z" para que se vea con mads
fo(z) = 2™, en [0, q]. claridad el comportamiento de la misma.

Obviamente = < ¢, asi que escogeremos
g = 0,95, por ejemplo. Un simple vistazo a la figura 1.4 nos permite ver
que cualquiera sea el + < ¢ que escojamos, dado el ¢ > 0 tenemos un
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valor de N, que en nuestro caso corresponde a la séptima grafica tal que
™ < e para todo n > N y icualquiera sea la x € [0, ¢! Es decir podemos
encontrar una N vélida en todo punto de [0, ¢|]. En realidad esto no es
de extraflar pues para todo ¢ > 0 si escogemos N = loge¢/ log ¢, entonces
tendremos ¢" < e, por tanto para todo = € [0, ¢, y para todo n > N ten-
dremos z" < ¢" < ¢, es decir z" tiende a 0 en todo [0, ¢| y ademds lo hace
uniformemente en todo el intervalo.

Lo anterior nos conduce de manera natural a la siguiente

Definicion 1.3.12 Dada una sucesion de funciones f,(z)), definidas en un
intervalo I € X, diremos que f,(z) converge uniformemente a f(x) en I si
para todo € > 0 existe un N = N(¢) € N tal que para todo n > N y para
todos los x € I, | f,(x) — f(z)| < ¢ y lo denotaremos f,, = f.

Graficamente la convergencia uniforme esta representada en la figura
1.5, gréfico de la izquierda. La funcién f esta al centro y esta localizada en

A S

W

Figura 1.5: Convergencia uniforme (izquierda) y no uniforme (derecha)
de una sucesion de funciones (f,,(z))y.

el interior de cierto entorno de longitud e. Cualquiera sea la z € I, f,(x)
debe estar contenida en el entorno (f(x)—e, f(z)+e¢) tal y como se muestra
en dicha figura. En esta misma figura 1.5 podemos ver a la derecha lo
que ocurre cuando la convergencia es no uniforme. Y es que para todo n
siempre existe un x tal que f,,(x) sale fuera del entorno (f(z)—¢, f(x)+e).
Es evidente que si f,, = f entonces f,, — f.

Nuestro préximo objetivo es dar condiciones necesarias y suficientes
para que una sucesién de funciones converja uniformemente. Para ello
vamos a considerar las funciones representadas en la figura 1.5. Vamos a
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/\/\/\ 3 A/\

It ot

Figura 1.6: Graficos de |f(x) — f,.(z)| en el caso de la convergencia unifor-
me (izquierda) y no uniforme (derecha) de (f,(z))n.

representar graficamente —ver grafico 1.6—las funciones | f(z)— f,,(x)| de la
figura 1.5. La linea horizontal representa el valor de ¢ escogido. Podemos
ver de un simple vistazo que para que la convergencia sea uniforme, todos
los gréficos de las funciones ¢, (z) = | f(z) — f.(z)| han de estar contenidos
en el entorno [0, ¢) lo cual ocurrird si los mdximos o supremos de cada
funcién ¢,(x) —que son numeros— estdn contenidos en dicho intervalo.
No ocurre lo mismo en el caso de la convergencia no uniforme, donde
siempre, cualquiera sea el ¢ que escojamos siempre habra un valor de n tal
que el valor de la funcién ¢, (x) en cierto punto =, del dominio sobrepasa
a €, pero entonces, si ese punto no corresponde al maximo, éste, si existe,
también ha de sobrepasar a e. Los anteriores razonamientos “geométricos”
nos lleva a la siguiente condicion necesaria y suficiente de convergencia
uniforme para una sucesioén de funciones:

Teorema 1.3.13 Dada una sucesién de funciones f,(x)), definidas en I €
X, fn(x) converge uniformemente a f(z) en I siy sélo si

Iim Sup | fulz) — f(z)] = 0.

Demostracién: Supongamos que f,, = f en /. Entonces para todo ¢ > 0
existe un N € N tal que para todo n > N y para todos los z € I, |f,(z) —
f(z)| < €/2, luego para todo € > 0 existe un N tal que para todon > N la

sucesion sup,.; | fn(z) — f(z)| <€, luego lim sup |f,(z) — f(z)| = 0.
n—oo zel
Por el contrario, si lim sup |f,(z) — f(x)| = 0, entonces para todo € > 0
n—00 zel

existe un N tal que para todo n > N, sup,¢; | f»(z) — f(z)| < ¢, luego, por
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la propiedad del supremo tenemos que para todo = € I |f,(z) — f(x)| <,
es decir para todo ¢ > 0 existe un N € N tal que para todo n > N y para
todoslos x € I, |f.(x) — f(z)] <€, 0sea, f, = fen . [

Corolario 1.3.14 Para que una sucesion de funciones f,(x)), definidas en

I € X, f.(x) converja uniformemente a f(z) en I es necesario y suficiente

que exista una sucesion (a,), de términos no negativos con lim a,, = 0y un
n—oo

niimero N € N tal que para todo n > N, |f,(x) — f(z)| < ay.

Demostracion: De las condiciones dadas

sup | fu(2) — f(2)| < supa, = a, — 0,
zel zel

de donde se sigue el resultado. ]

Ejercicio 1.3.15 Probar que la sucesién f,(x) = 2" converge uniforme-
mente a cero en [0, ¢], 0 < ¢ < 1, pero no lo hace en [0, 1).

En efecto, en el primer caso tenemos

sup |z" — 0] = ¢" = a,, y lim ¢" = 0,

2€[0,q] oo
mientras que en el segundo

sup |z" —0| =1 que no tiende a 0 cuando n — oc.
z€(0,1)

Teorema 1.3.16 (Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme)
Dada una sucesion de funciones f,(x)), definidas en I € X, f,(x) converge
uniformemente a f(x) en I siy sélo si para todo ¢ > 0, existe un N € N tal
que Vn > N, para todo p € Ny para todo x € I, |fo1p(z) — fu(x)] < e

Demostracidon: Supongamos que f, = f en [. Entonces para todo ¢ >
0 existe un N € N tal que para todo n > N y para todos los z € I,
|fn(x) — f(x)| < €/2. Entonces, paran > N,ytodoz € I,comon+p > N,
tenemos

Fo(@) = Fal@)]0 = |fusp(2) = (@) + S (&) = fulo)]
< (@) = f@)] + ful2) = f@)] < 5 +

€

2

= €.
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Por el contrario, si para todo € > 0, existe un N € N tal que Vn > N,
para todo p € Ny para todo =z € I, |f,+p(z) — fu(z)| < €/2, entonces
el criterio de Cauchy para las sucesiones nos asegura que existe el limite
para cada = € . Pero ademads, tomando el limite p — oo tenemos que
paratodo z € I, |f.(z) — f(x)| < €/2 < ¢, por tanto f, = fen . [

La demostracién del siguiente resultado se deja como ejercicio al lector.

Proposicion 1.3.17 Si (f,.(z))n ¥ (gn(x)), son dos sucesiones de funciones
uniformemente convergentes en I a las funciones f(x)y g(z), respectivamen-
te, entonces

afu(®) + Bgn(x) = af(x) + Bg(x), enl, — Va,feR,

h(z)fo(x) =2 h(x)f(x), para toda funcion h(x) acotada en I.

Pasemos a continuacion a estudiar lo que ocurre en el caso de las series
de funciones. Por analogia con el caso de las series numéricas definiremos
las series de funciones

Definicion 1.3.18 Dada una sucesién de funciones (a,(x)),, la expresién
Zak (2) + az(x) + as(z) + - + ap(z) + - -
se denomina serie funcional infinita o serie de funciones. Las funciones

Zak = a1(z) + az(x) + az(x) + - - - + an(x),

se denominan sumas parciales de la serie de funciones.

Obviamente las sumas parciales S,(z) son a su vez una sucesién de
funciones por tanto podemos definir la convergencia puntual y uniforme
de una serie de funciones.

Definicion 1.3.19 Diremos que la serie Zak(x) converge a S(x), para

k=1
cierto x € R si la sucesion de sumas parciales (S, (x)), tiene limite S(x).
Si por el contrario, la sucesion de sumas parciales no tiene limite, entonces
diremos que la serie diverge.
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Definicion 1.3.20 Una serie de funciones Z ai(x) converge puntualmente
k=1
en | € Xsiparatodo x € I ytodo e > 0 existe un N = N(x,¢) € N tal que

para todon > N, |S,(x) — S(z)| < ey lo denotaremos S,, — S.

Definicion 1.3.21 Una serie de funciones Z ai(z) converge uniformemen-
k=1

te a S(x) en I si para todo € > 0 existe un N = N(¢) € N tal que para todo

n > N y para todos los x € I, |S,(z) — S(x)| < ey lo denotaremos S,, = S.

Si definimos el resto de la serie

[e.9]

r(2) = S(z) = Sa(z) = Y a(x), (1.3.1)

k=n+1

entonces, la serie converge uniformemente si y sélo si r,(z) = 0, en caso
contrario la convergencia no es uniforme. Una prueba sencilla es usar el
Teorema 1.3.13 para la sucesién de funciones S(x) — S,(z). En efecto,
puesto que r,(z) = S(z) — S,(z), tenemos si r,(z) = 0, entonces existe
una sucesién (a,), de términos positivos que tiende cero tal que |r,(z)| <
an, luego |S(x) — S, (z)| < a, — 0. El reciproco es analogo.

Lo anterior nos conduce al siguiente

oo

Teorema 1.3.22 Si S,(z) = S(x) en I, es decir si la serie Zak(m) es
k=1
uniformemente convergente en I, entonces, a,(x), el término general de la

serie converge uniformemente a O en I, es decir a,(z) = 0.

Demostracién: Como S,,(x) = S(z) en I, el criterio de Cauchy 1.3.16 nos
dice que para todo ¢ > 0 existe un N € N tal que, para todosn > N,p € N
y para todo = € I se tiene |S, 11 — S,| < . Como S,;1 — S, = any1(2),
tenemos entonces que para todo ¢ > 0 existe un N € N tal que, para todo
n > N,yparatodo = € I, [a,+1| < ¢, es decir, a,, = 0. m

Esta condicién es necesaria pero no suficiente.

Ejemplo 1.3.23 Estudiar la serie Z z"enl=1[0,1)

n=1
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Como z™ # 0 en [0, 1), entonces la serie no converge uniformemente en
[0,1).

Un criterio muy util para establecer la convergencia uniforme de una
serie de funciones es el siguiente Criterio de Weierstrass:

Teorema 1.3.24 Sea (a,)5°, una sucesion de funciones definidas en I C R,
¥ (b,)32, una sucesion de numeros reales no negativos, tales que |a,(z)| < b,
para todon € Ny x € Iy cuya serie >~ b, es convergente. Entonces la
serie de funciones ) | a,(x) es uniformemente convergente en I.

Demostracidon: Usando en criterio de comparacién de Weierstrass se si-

gue que la serie )~  a,(x) converge para cada z € I. Para probar la con-

vergencia uniforme basta probar que r,(z) = 0 en I. Como la serie (b,)22,
n . o0 .

converge, entonces B, = > ,_, b, tiendea B =) b,, sin — o0, 0 sea,

la diferencia B — B, = /", ., b, tiende a cero si n — oo. Por tanto,

[Su(@) = S(@)| = [ra(2)] = | D0 ar(@)| < Y (@) < Y b,

de donde tenemos

sup |S,(z) — S(z)] < Z by = B— B, — 0, cuando n — oo,

zel JR—

luego S, (z) = S(z). =

Ejercicio 1.3.25 Sea la serie )  2". La serie converge uniformemente
en el intervalo x € [—¢, ¢, para todo ¢ € (0, 1).

Efectivamente, como 2" < ¢" y la serie >~ ¢" converge, entonces el
criterio de Weierstrass nos asegura la convergencia.

1.3.3. Propiedades de las sucesiones y series de funcio-
nes

En este apartado vamos a estudiar en que condiciones las propieda-
des de f, se traspasan a la funcion limite. Es decir, responderemos a la
pregunta formulada al principio: ¢hereda f(x) todas las propiedades de
las f,(x)?
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Teorema 1.3.26 Sobre la conmutatividad del limite de una sucesion de fun-

ciones Sea (f,(x)), una sucesion de funciones definidas en I C R tal que

para cada n € N existe el limite lim f,(z) =1,, zo € I. Si f,(z) = f(z) en
Tr—xTQ

1, entonces

lfm (h’m fn(m)> — lim <l1’m fn(x)>

n—oo \ T—xg T—To \N—00

Demostracion: Sea f,(r) = f(z) en /. Entonces, para todo ¢ > 0 existe

un N € Ntalque paratodosn > N,p e Nyz € I, |fo,(z) — fu(z)] <€/3.

Como existe el lim f,(z) = [,, entonces, tomando limites x — z, en la
Tr—xQ

desigualdad |f,,(x) — fu(z)| < €/3, tenemos |4, — l,| < €/3, luego la
sucesién (), es de Cauchy y por tanto existe el limite cuando n — oo que
denotaremos por [. Probemos entonces que lim, ,,, f(x) = [. Para ello,
usamos que

[f (@) = 1] < [f(2) = fu@)[ + [fol) = lu] + |00 = 1].

Comprobemos que en las condiciones del teorema todos los sumandos
anteriores se pueden hacer tan pequefios como se quiera. Como f,(z) =
f(z), entonces, cualquiera sea el x € I, escogiendo n > N tenemos |f(z)—
fn(x)|] < €/3. Ahora bien, como H}LI?O fn(z) = l,,, entonces, si escogemos un

d > 0 suficientemente pequefio, entonces para todo z € (zy — 0,9 + 9),
|fu(z) — 1] < €¢/3. Finalmente como [,, — [ si n — oo, escogiendo n
suficientemente grande, digamos mayor que cierto M € N, |, — | < €/3,
luego, para todo € > 0, escogiendo n > max(N, M)y z € (xg — 0, z9 + 0),
tenemos |f(z) — | < e. [

Como corolario trivial tenemos el siguiente

Teorema 1.3.27 Sobre la continuidad de una sucesion de funciones Sea
(fn)o2, una sucesion de funciones definidas en I C R. Si f, es continua
en I para todo n € N, y f,, converge uniformemente a f en I entonces f es
continua en 1.

Demostracién: Como f,(x) es continua en = = x,, entonces existe el
limite lim f,(z) = f.(zo) y el teorema anterior nos dice que
T—T0

n—oo \ T—xg T—To \Nn—0o0 T—T0

lfm (h’m fn(x)> = lim (h'm fn(m)) = lim f(z) = lim fo(20) = f(20).
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Como lo anterior es cierto para todo z, € I, entonces f(z) es continua en
1. [ ]

El inverso del teorema anterior es falso en general, es decir que si
falz) — f(z) en I, y tanto f,(x) como f(x) son continuas en /, ello no
implica f,(x) = f(z). Por ejemplo, sea la sucesion de funciones

sennz, 0<z< ;—’
fulz) = ,  lim f,(z)=0= f(z), Vze€][0,n].
O’ % S T S T n—oo

Obviamente tanto f,,(x) como f(z) son continuas en [0, 7|. Ahora bien,
(

sup |fn(x) — f(x)] = sup |sennz| =140,
z€[0,7] x€[0,7]

por tanto f,(x) = 0.

No obstante si imponemos que la sucesion (f,(z)), sea mondtona si
que se tiene el reciproco.

Teorema 1.3.28 (Dini) Sea (f,(x)), una sucesion de funciones continuas
que tienden mondtonamente (para cada z) a f(x) en el intervalo [a,b] (ce-
rrado y acotado). Entonces f(x) es continua si y solo si f,(x) = f(x) en
[a, b].

La demostracion se deja como ejercicio.

Los teoremas anteriores 1.3.26 y 1.3.27 se pueden reescribir para las
series de funciones. En efecto si tomamos como sucesi(’)n de funciones

(fn(x)), la sucesiéon de sumas parciales de una serie E a,(x), tenemos el

n=1

siguiente teorema

Teorema 1.3.29 Sobre la conmutatividad del limite y la suma para una

serie de funciones Sea E a,(x) una serie de funciones uniformemente con-

n=1

vergente en [ tales que lim a,(z) = a,, entonces
T—T0

Ji (o)) = 3 (i ) = S

Si ademds, las funciones a,(x) son continuas, entonces la suma S(x) de la
serie es una funcioén continua.
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Teorema 1.3.30 Sobre la integrabilidad de una sucesion de funciones Sea
(fn)o2, una sucesion de funciones definidas en [a,b] C R e integrables en
la,b] y sea f,, uniformemente convergente a f en [a,b]. Entonces

lim h(wx:/[Myh dx_/f

n—oo

Demostraciéon: Ante todo hay que demostrar que f(z) es integrable. Por
sencillez asumiremos que las funciones f,, son continuas entonces por el
teorema 1.3.27 se sigue que la funcién limite f también es continua y por
tanto integrable y se puede simplificar la demostracién.® Como f,(z) =
f(z) en [a,b], entonces para n suficientemente grande, y para todo = €
[a, b]

|f(z) = ful2)] < m

/ﬂf Mx</¢ € dp=S<
2b—a) " T 250

lim fn d:l:—/ f(zx d:l:—/ [h’nolofn(m)]d:c

n—oo

de donde se sigue que

/f dx—/fn )dx

y, por tanto,

El siguiente ejemplo pone de manifiesto la importancia de las condi-
ciones del teorema que ademads son suficientes.

Ejemplo 1.3.31 Sea la sucesion de funciones

2nay,x, 0<z< %,
fole) =4 ~2nan(e—1), L<w<t
0, L<p<i
n

Es evidente que las funciones f,(z) son continuas en [0, 1], y por tanto
integrables en [0, 1] y que cualquiera sea la sucesién (a,,), de sus maximos

®Fl caso general, para la integral de Riemann, esta desarrollado al final del capitulo.



40 Capitulo 1. Preliminares

1/n 1 x
Figura 1.7: La sucesion (f,,(x))n.

lim f,(x) =0.Como sup |f.(z)| = an,si lim a, = 0, entonces f,(z) = 0
n—oo

n—00 z€[0,1]
en[0,1]y
lim fn )dx —/ f(x

n—o0

lo cual es f4cil de comprobar mediante un cdlculo directo pues el drea de

la figura A, an — 0.

Ahora b1en, podemos escoger a,, de forma que A, = ia, — 0, con

a, + 0 —por ejemplo, a, = 1, o incluso a, = /n — oo—. En este caso
también tenemos
1
lim fn )dx:/ f(z)dz =
n—oo 0
Finalmente, si escogemos a, de forma que el drea A, = %%an 40,
—por ejemplo a, = n 0 a, = n?, ademds en el primer caso el limite
1
lim fn( )dz existe y en el segundo no existe (vale +o0)— entonces

n—oo

i [ fe d:c%/f

n—o0

En el caso de las series tenemos

Teorema 1.3.32 (Integrabilidad de una serie de funciones)
Sea (f,)5, una sucesién de funciones definidas en [a,b] C R e integrables en

[a, b] tales que la serie Z a,(z) es uniformemente convergente en 1. Entonces

n=1

su suma S(x) es integrable y ademds
b
a

nf;/abfn(l")dx:/ an dx—/ S(z)dz.
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Teorema 1.3.33 (Derivabilidad de una sucesion de funciones)

Sea (f.)>2, una sucesion de funciones definidas en un intervalo acotado

I C Ry derivables en [ tales que para cierto =, € I se tiene lim f,(zg) =1
n—oo

y ademds la sucesion de funciones (f!)> , converja uniformemente a g en I.
Entonces la sucesion ( f,,)22, converge uniformemente a cierta funcion f en I
y ademds f'(x) = g(x) para todo x € I, es decir la sucesion se puede derivar
término a término, i.e.,

(1m fu()) = 1 fi ().

n—oo

Demostracidon: Definamos la sucesiéon de funciones (y,(x)),, definidas

o ) = fulao)
fn(x — Jn(xo

Spn(;zj): T — 70 ) :C#:UO

fa(x0), T = Tg

Las funciones ¢, (z) son continuas en / —pues las funciones f,,(x) son de-
rivables en [ por condicion del teorema-.

Ademas ¢, (x) = ¢(z) en I. En efecto, aplicando el criterio de Cauchy
para la convergencia uniforme tenemos

(fntp(®) = fu(@)) = (faip(wo) = fnl0))

Tr — 2o

|Pnip(T) — pn()| =
= | frip (&) = f1(E)

donde ¢ € (z,x,). Para obtener la ultima igualdad hemos aplicado el teo-
rema del valor medio de Lagrange a la funcién F(z) = f,1,(z) — fu(x),
es decir, F(z) — F(xo) = F'(§)(x — x¢). Ademds, por definicién tene-
mos @n1p(z0) — @n(T0) = frip(wo) — fi(20), luego [onip(x) — @n(z)| =
| f1,(€) — f1(€)] para todo x € I. Ahora bien, como f}(z) = g(z) en I,
entonces, para todo € > 0 existe un N € N tal que paratodon > N,p € N

y para todo z € I, |f1,, (&) — f1(€)| < ¢, entonces

|90n+p($) — on(7)] = ‘f?lz+p(€) - f;l(f)‘ <e€

de donde deducimos que ¢,,(x) = ¢(x) en I. Probemos ahora que f,(z) =
f(x) en I. Para ello usamos las identidades f,,(z) = fuoip(x0) + (x —

20)@nip(@), ¥ fu(x) = fulwo) + (x — 20)pu(x). Entonces,
Fuen(@) = Fal@) = [ fusp(w0) = Fulto) + (@ = 20)[purp(@) — ou@)]
< frn(0) = Ful@o)] + |2 = 2o [@nsp(x) — u()]

)
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Ahora bien, como f,(z9) — f(z0), entonces, para todo ¢ > 0 existe un
N; € N tal que para todo n > Ny, yp € N, |frip(x0) — fulzo)| < €/2.
Ademas, p,(x) = () en I, por tanto, para todo ¢ > 0 existe un N, € N
tal que para todon > N, p € Ny para todo x € I, |onip(x) — pn(x)] <
€/2(b — a), es decir, para todo € > 0 existe un N € N =N = méx(Ny, No)—
tal que para todon > N, p € Ny paratodo z € I, |f,4,(2) — fu(2)] <€, 0
sea, fn(r) = f(z)en I.

Para culminar nuestra prueba nos resta demostrar que la funcién limite
f(z) es derivable en I y que f'(x) = g(x) para todo = € I, es decir, que
f/(x) = limy 00 fr/L(x)

Ante todo, notemos que puesto que f,,(z) = f(x) en I, entonces la con-
dicién
nll_{lolo fn(zo) = f(zo) se cumple para cualquiera sea =, € I y no sélo para el
x prefijado en el enunciado del teorema. Por tanto, si probamos que f(x)
es derivable en cierto ( € I —en particular zo—y que f/(¢) — f'(¢) = g(C),
entonces f'(x) = g(x) en todo I. Escojamos por tanto un ( cualquiera y
redefinamos las funciones

@) - 5O
Pn(z) = r=G 7 i

Como antes, las funciones ¢, (x) son continuas en I y ¢,(z) = ¢(x) en I.
Luego
fule) = Fu(Q) _ () = 1O

:1, n :1, =
plo) = enle) = 00 =0 v = ¢

Lo anterior junto con el hecho de que todas las funciones ¢,,(x) son conti-
nuasen /,y que ¢,(z) = ¢(x) en I, nos permiten utilizar el teorema sobre
la continuidad de una sucesién de funciones 1.3.27 para afirmar que ¢(x)
es continua en / asi como el teorema sobre el limite 1.3.26 que nos da

iy L0200 _ g (g D=5 _ gy (1,00

z—C x—C z—( \ n—00 x—C n—00 \ z—(
- tin (1 2= = i £0)

Esta igualdad nos asegura que existe la derivada de f(x) para todo x € I,
y ademas que

F(¢) = limp(2) = lim f1(C),  VCEL

z—C



1.3. Continuidad uniforme 43

que es que se queria demostrar. [

Del teorema anterior se sigue fdcilmente el siguiente teorema para las
series de funciones:

o0

Teorema 1.3.34 Sea S(z) = Z a,(z) una serie de funciones que converge
n=1

al menos en un punto z, € I, cuyos términos a,(x) son derivables en todo I,
o0

y cuya serie de las derivadas de a,(z), E a, (z) converge uniformemente en

n=1
o
I. Entonces la serie S(x) = Z a,(x) converge uniformemente en I y ademds
n=1

se cumple que

§'(z) = (Z%(ﬂf)) = (a,(x)),

n=1

o0 sea, es derivable término a término.

[e.9] n

Ejemplo 1.3.35 Consideremos la serie ¢* = Z x—', que converge en el
n.
n=0
intervalo [—R, R], cualquiera sea R > (. Obviamente la serie Z (x—'>
n.
n=0
0 =1
= Z CR] converge uniformemente en [—R, R|. Entonces,
n — :

n=1

Es decir, (") = e”.

Ejemplo 1.3.36 Sea la funcion
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Dicha funcién es derivable en R y su derivada, definida por,

1 1
@) 2z cos — + sen —, x #0
V' (x) = x x
0, x=0

es continua para todo = € R excepto el cero. Numeremos todos los puntos
racionales del intervalo [0, 1] mediante la sucesion (z,,),, lo cual es posible
pues Q es un conjunto numerable. Definamos la sucesién a,(z) = ¢ (z —
z,). Entonces, a, () = -5¢'(x — x,,) es discontinua en un tdnico punto
T = x,, ademas
2
1z — x| 1 <1+2|x—xn|<i

jan ()] < —5— < =, a()] <

)
TL2

n? n?

(e o]

o0
ambas series Z an(x)y Z a, (z) convergen uniformemente en [0, 1] pues
n=1

n=1
)

. 3
ambas se pueden mayorar por la serie convergente E — . Por tanto el
n
n=1

teorema 1.3.34 nos dice que

§'(z) = (Z an(:v)> = (a,(x)),

n=1

es decir, que la funcién S(z) es derivable en todo [0, 1] y su derivada es
discontinua en cada uno de los puntos racionales del intervalo.

Anexo: Demostracion del teorema 1.3.30 para funciones integrables

En el caso que las funciones f,, de la sucesion de funciones sean integrables
Riemann podemos hacer lo siguiente: Como f,(x) = f(x) en [a,b], entonces
para todo ¢ > 0 existe un N € N tal que para todo n > N y para todo = € [a, b],
|fn(z) — f(x)] < m. Por tanto, para todo n > NN tendremos

[f(@) = fW)l = [f(@) = fal) + fu(2) = fuly) + fuly) = f()]

Obviamente, el primer y ultimo sumando se pueden hacer mds pequefios que
1o=ay Pues fu(z) = f(z) en [a, b], ie.
[f (@) = Fy)| < |fn(z) = fuly)] +

€

2(b—a)’

Vz,y € [a,b].
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Dividamos el intervalo [a,b] en intervalos mds pequefios A; = [z;,x;41] (una
particion de [a, b]). Usando la ultima desigualdad tenemos

wp () = W< s () = Fal0)] + 5505

T,YEA, ERTISIAV]

Entonces,

n

3 sup [f(2) ~ f@)Az <3 sup |fale) — faly)lAzi+ o

i—1 TYEA; =1 TYEA; 2

Pero f,(x) € Ry, luego, por el criterio de Riemann, existe una particién P, de
n

[a, b], tal que Z sup |fn(z) — fn(y)|Az; < €/2, por tanto, para dicha particion
i=1 T,YEN;
St(Pn) — sp(Pn) < ¢, luego f(x) € Ry, El resto de la prueba es andlogo.

1.4. Sobre conjuntos infinitos

En este seccion recordaremos algunas cuestiones sobre conjuntos infi-
nitos haciendo hincapié en el caso de los nimeros reales.

1.4.1. Conjuntos numerables

Sean dos conjuntos A y B cualesquiera. Por ejemplo, digamos que
A es el conjunto de los nimeros primos menores que un numero dado
(digamos 10), B el de los vértices de un dodecaedro (12 lados). Ay B
son finitos, es decir estan constituidos por un ntimero finito de elemen-
tos. Luego, una forma natural para compararlos puede ser sencillamente
usando el numero de sus elementos. Obviamente A tiene seis elementos,
1,2,3,5,7y B doce, asi que B serd mds grande que A. Sea ahora C el
conjunto de los lados de un hexdgono. Entonces C'y A tienen el mismo
numero de elementos de forma que podemos hacer corresponder a cada
uno de los elementos de C' el correspondiente elemento de A y viceversa.
Es decir, existe una correspondencia biunivoca entre los elementos de A
y C. Obviamente tal correspondencia es imposible de encontrar entre los
elementos de Ay Bo By C ({por qué?).

¢Qué ocurre si ahora A Y B tienen infinitos elementos, es decir son
conjuntos infinitos? Ejemplo de tales conjuntos son conocidos: N, Q, R,
etc.
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En este caso el primer método de comparar conjuntos no nos sirve pues
no podemos “contar” los elementos ya que éstos son infinitos asi que sélo
nos queda el segundo de ellos: intentar encontrar una correspondencia
biunivoca entre conjuntos.

En adelante denotaremos por N = {1,2,3,...,n,n+1,... } al conjunto
de los niimeros naturales que es el conjunto infinito mds sencillo.

Definicidon 1.4.1 Un conjunto A es numerable si

1. A es vacio.
2. A tiene un numero finito de elementos.

3. Si A tiene un numero infinito de elementos, estos se pueden poner en
correspondencia biunivoca con N.

Veamos algunos ejemplos.

Por ejemplo, P, el conjunto de todos los numeros pares es numerable.
En efecto, cualquiera sea n € N existe un unico p € P tal que p = 2n'y
viceversa, cualquiera sea p € P, existe un unico n € N tal que n = p/2,
es decir existe una correspondencia biunivoca entre ambos conjuntos, o lo
que es lo mismo hay tantos niimeros pares como naturales.

Existe una forma muy sencilla de probar lo anterior. Escribamos todos
los nimeros naturales en una tabla

(1]2]3[4][5]6]---[2n—1]2n

2n+1[2n+2]---|

y eliminemos todos los impares y “contamos” los nimeros resultantes. Asi
tenemos

(A2 Al4]pl6]---[2a—1]2n]2a+1[2n+2]--]
L[] 2] [3[--] [ n | [ n+1 -]

es decir, P es numerable, los nimeros pares se pueden “contar”, existe
una correspondencia biyectiva entre los nimeros pares y los naturales.

De forma similar se puede proceder para probar que el conjunto de los
numeros impares / es numerable. Lo mismo ocurre con los enteros

[O[1]-1]2
T12[3 15 (o] 7 (8] [10]11 ][]
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(1,1

|

(1,2) — @D

/

(1,3) —(2,2) —— (3,1)

14 —@23) — B2 —U“D

Figura 1.8: Contando el conjunto A = {(n,m), ;n,m € N}.

Veamos un ejemplo méas complicado. Sea A el conjunto de puntos del
plano de la forma (n, m), n,m € N. Entonces A es numerable.

Para comprobarlo vamos a “contar” todos los pares anteriores, es decir
vamos a construir una funcién biyectiva que a cada par le haga correspon-
der un unico valor de n € N. Lo haremos siguiendo el siguiente esquema:
ordenamos los pares por filas segin la suma n+m = 2,3, 4, ... y cada fila
la ordenamos de menor a mayor segun el primer valor n y asi tenemos
una correspondencia biunivoca tal y como se ve en la figura 1.4.1

De forma andloga se puede probar la siguiente

Proposicion 1.4.2 El conjunto B = {(p,q); p,q € Z} es numerable, es
decir que se puede construir una “ordenacion” de B similar a la del ejemplo
anterior.

Una consecuencia de la proposicion anterior es la numerabilidad de Q. En
efecto, sea un numero r racional cualquiera, » € Q. Entonces r se puede
escribir como r = p/q, con p € Z 'y q € N. Asi que a cada ntimero racional
le podemos hacer corresponder el par (p,q) con p € Z 'y ¢ € N que es un
subconjunto de los pares B definidos en la proposicion 1.4.2 (por qué?),
asi que Q es numerable.
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1.4.2. Propiedades de los conjuntos numerables

Veamos algunas propiedades de los conjuntos numerables. La siguiente
proposicién es sencilla de probar:

Proposiciéon 1.4.3 1. Si A es un conjunto numerable y B es un subcon-
junto de A, entonces B es numerable.

2. La unidn de un conjunto numerable y uno finito es numerable.

3. La unidn de dos conjuntos numerables es numerable, y por tanto la
union de un numero finito de conjuntos numerables es numerable.

4. La union de un ntimero numerable de conjuntos numerables es nume-
rable.

Para probar el ultimo apartado podemos escribir cada uno de los conjuntos
numerables de la forma A; = {a11,a12,...a1n,...}, Ay = {a21,a29,...
A2y Joeves Am = {@m1, Gma, ... Qmn, ... }, yescribirlos como pares (m, n),
n,m € N. Dichos pares son los representados en la figura 1.4.1 y, como ya
vimos, son numerables. Luego tenemos 4. Esta claro que 2 y 3 son casos
particulares de 4. Para probar 1, basta usar la reduccién al absurdo.

Veamos como usando los apartados anteriores podemos probar los
ejercicios que antes hemos resuelto.

Sea N~ el conjunto de los nimeros enteros negativos y sea Z, k € N,
los conjuntos de los nimeros de la forma n/k, con n € Z, es decir Z;, =
{n/k;n € Z}. Obviamente Z = N U {0} U N™, pero tanto N como N~
son numerables, asi que Z es numerable. Ademads, por construccién Z; es
numerable. Ademds, Q = Z, UZ, U ---UZ, U---, 0 sea Q es la unién de
una cantidad numerable de conjuntos numerables asi que Q es numerable.

Definamos ahora el conjunto “producto directo” de dos conjuntos. Sea
Ay B dos conjuntos cualesquiera. Definiremos el “producto directo” de A
y B que denotaremos por A ® B al conjunto de todos los pares ordenados
(a,b)cona € Aybe B.

Estd claro que si Ay B son numerables el conjunto A® B es numerable.
Para ello basta usar de forma inteligente las proposiciones 1.4.2 y 1.4.3.
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Como consecuencia de lo anterior tenemos otra prueba de que Q es
numerable pues, como hemos visto, a cada niumero racional le podemos
hacer corresponder el par (p,q) conp € Zy q € N, p, ¢ primos entre si, o
sea, Q =Z®N.

Usando la proposicion 1.4.3 se puede comprobar que el el conjunto
P, de todos los polinomios de grado a lo mds n con coeficientes ay, . . . a,
racionales:

n.
P, ={ao+ a1+ as+ -+ a,x"; ag, a1, az, . ..a, € Q},

es numerable y, por tanto, el conjunto de todos los polinomios con coefi-
cientes racionales

P={ap+a;+as+--a,x"; ag,as,as,...a, € Q, Vn € N}

también lo es pues P = P, UP; UP, U - - -. Para esto ultimo podemos usar
la induccién sobre ny que P, = P, U {a, 12" ; a,11 € Q}.

Definicidon 1.4.4 Sea x € R tal que x es solucién de la ecuacion algebraica
ag+ay+as+---a,2" =0, ,neN, ag,a,as,...a, €Q.

Entonces se dice que x es un numero algebraico. Si x no es solucion de nin-
guna ecuacion algebraica, entonces se dice trascendente.

Por ejemplo, 2 es un nimero algebraico (z — 2 = 0), v/2 es un irracional
algebraico pues es solucién de 22 — 2 = 0. Se puede probar que e u 7 son
trascendentes.

Notese que, a diferencia de los nimeros irracionales, ningin nimero
racional puede ser trascendente ({por qué?). Sea A el conjunto de todos
los numeros algebraicos y T el de los trascendentes. Dado que un polino-
mio de grado n solo puede tener n raices y que el conjunto [P es numerable
se sigue que el conjunto A es numerable.

Ejemplo 1.4.5 Prueba que el conjunto de todos los subconjuntos finitos de
un conjunto numerable A es numerable.
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Para comprobarlo usaremos la Proposicién 1.4.3. Esta claro que el con-
junto A; de todos los subconjuntos de A con un solo elemento es nume-
rable. En conjunto A, de todos los subconjuntos de A con dos elementos
es numerable. En general, el conjunto A,, de todos los subconjuntos de A
conn € N elementos es numerable. De esta forma obtenemos un conjunto
numerable (A, As, ...) de conjuntos numerables. [

Asi, por ejemplo, el conjunto de todos los subconjuntos finitos de nu-
meros racionales es numerable. Basta identificar A = Q, A; con el con-
juntos de todos lo racionales ¢, A, con el conjunto de todos los pares de
racionales (p, ¢), y asi sucesivamente.

Definicidon 1.4.6 Dos conjuntos A y B se denominan equivalentes y se de-
nota por A ~ B si existe una correspondencia biunivoca entre sus elementos.
En este caso el “numero” de sus elementos es el mismo lo que se suele denotar
por card A = card B’.

En facil comprobar entonces que si A ~ B entonces B ~ A (épor qué?)
yquesi A~ By B ~ C, entonces A ~ C.

Por ejemplo, segin hemos visto antes N ~ Z, N ~ Q, N ~ P, N ~ A,
Q ~ A, etc.

Es evidente que el conjunto de los numeros racionales que pertenecen
al conjunto [0, 1] es numerable pues son un subconjunto de Q. La pregunta
es ¢serd también numerable el conjunto de los irracionales contenidos en
[0,1]?, o, equivalentemente, éserd numerable [0, 1]?

Vamos a intentar responder a esta pregunta.

Supongamos que [0,1] ~ N. Entonces ha de existir una sucesion de
numeros reales (z,), tal que cualquiera sea = € [0, 1], « coincidird con al
menos un miembro de la sucesién (z,,), (en caso contrario [0, 1] no seria
numerable, {por qué?).

Hagamos la siguiente construccién: sea [, = [0, 1]. Escojamos un in-
tervalo cerrado I; C I, que no contenga a x1, o sea, x; ¢ I;. A continua-
cién escojamos un intervalo cerrado /; C I; que no contenga a xs, O sea,
x9 & I, y asi sucesivamente. Entonces tenemos una sucesion de intervalos

’En realidad el concepto de cardinal o potencia de un conjunto es ligeramente més
complicado que el nimero de sus elementos, pero para nuestros objetivos esta definicién
es suficiente.
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(cerrados) encajados tal que I,,y; C I, pero z,.1 & I,.1. Entonces, existe
al menos un x € I, para todo n > 0. (Puede ser eso posible? Justifica tu
respuesta.

De lo anterior se deduce el Teorema de Cantor
Teorema 1.4.7 R no es numerable. (card R > card N)
Como corolario tenemos

Corolario 1.4.8 1. R # Q, es decir, existe | = R\ Q, el conjunto de los
numeros irracionales, y ademds I no es numerable.

2. A # 1, existe el conjunto de los nimeros trascendentes T, y T no es
numerable.

Resulta que la mayoria de los niumeros irracionales que conocemos son
algebraicos, por ejemplo vk si k # 1", 1 € N, v/2 + /2 (prueba que este
nuamero es irracional algebraico), etc. Por el contrario se conocen pocos
numeros trascendentes: 7, e. No obstante resulta que éstos son la mayoria
de todos los niimeros ya que los niumeros algebraicos (que incluyen, como
hemos visto a los racionales) es un conjunto numerable, pero R no lo es 'y
obviamente R = A U T.

Automaticamente surge la pregunta. ¢Existird algtin conjunto infinito
intermedio entre N y R?, es decir, que tenga “mds” elementos que N pero
“menos” que R?

Georg Cantor fue quien desarroll6 la teoria moderna de conjuntos in-
finitos, a él debemos la notacién y algunos de los resultados que hemos
descrito aqui. Precisamente fue Cantor quien conjeturé que no existia di-
cho conjunto intermedio (hipdtesis del continuo). Este fue el primero de
los 23 famosos problemas que formul6 Hilbert en 1900. La respuesta a
este problema fue totalmente inesperada. Por un lado Kurt Gédel probd
en 1940 que usando los axiomas de la teoria de conjuntos era imposible
desmentir la hipétesis de Cantor. La respuesta definitiva la dio Paul Cohen
en 1963 cuando demostré que bajo el mismo sistema de axiomas de la
teoria de conjuntos era imposible probar la conjetura, o sea, la hipétesis
del continuo se puede aceptar o no y eso no lleva a ninguna contradiccién
l6gica dentro de la teoria de conjuntos.
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Capitulo 2

¢Qué es el analisis funcional?

¢{Cémo comenzar el curso de Andlisis funcional? Sin duda una posibi-
lidad es con un poco de historia, pero para eso se puede consultar el muy
completo articulo de Berta Gamboa de Buen, Historia del Andlisis Funcio-
nal publicado en la revista Misceldnea Matemdtica de la Sociedad Matemd-
tica Mexicana, volumen 28 (1999) paginas 17-39'. Como bien cuenta su
autora, el andlisis funcional surge y se desarrolla en el siglo XX genera-
do por la evolucion de andlisis matematico clasico, la fisica-matematica,
las nuevas ideas del dlgebra y la geometria y muy ligado a la topologia.
En otras palabras de alguna forma auna las principales dreas de la mate-
matica. Nosotros, sin embargo, vamos a proceder de otra forma. Vamos
a seguir la idea de Schechter en [9] y comenzar con un ejemplo relati-
vamente sencillo que nos conducira a redescubrir varios de los conceptos
fundamentales del analisis clasico asi como algunos otros del propio ana-
lisis funcional.

2.1. Una ecuacion diferencial lineal
Uno de los problemas tipicos de un curso de ecuaciones diferenciales
es la resolucion del siguiente problema de valores iniciales
F'@)+ f@) = gl@), welall, fla)=1, fla)=0, (211

donde por f’ denotamos la derivada de f respecto a x. Ademads, por sim-
plicidad asumiremos que ¢ es una funcién continua en [a,b] y que f, la

https://miscelaneamatematica.org/ContenidoNumero/28
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solucién buscada, es una funcién dos veces diferenciable con segunda de-
rivada continua. Asi, usaremos la notacién g € Ci, 5 y f € C’[zmb], para de-
notar al conjuntos de funciones continuas en [a, b] y las que son dos veces
diferenciable con segunda derivada continua en [a, b], respectivamente.

Se puede comprobar que la (una) solucién de dicho problema (2.1.1)
viene dada por la expresion

f(z) = cos(x —a) + /x sin(x — t)g(t)dt, x € [a,b]. (2.1.2)

Comprobemos que, efectivamente, la funcién f anterior es solucion de la
ecuacion (2.1.1) con los valores iniciales dados. Lo primero que es obvio
es que f(a) = 1, pues la integral en (2.1.2) es cero. Calculemos ahora
f'(x). El primer sumando no tiene problemas, pero el segundo es algo mas
complicado pues la variable x aparece tanto en el limite de integracion,
como en la funcion a integrar. Este problema es un problema tipico de la
teoria de integrales dependientes de un parametro. Asi pues, para calcular
la derivada de nuestra funcién f conviene recordar el siguiente teorema:?

Teorema: Sea h(t, z) una funcién continuaen D = {(t,z) € R?|t € [a,b], v €
b

[c, d]}. Entonces la funcién H(x) = / h(t,z)dt es continua y diferenciable

en [c,d]y
> Oh
H'(z) = —(t, x)dt.
@)= | o)

Idea de la demostracion: Para probar la continuidad se puede usar el
Teorema de Heine 1.3.5 para funciones continuas en un intervalo cerrado
y acotado D que establece que si f es continua en D, entonces f es uni-
formemente continua en D, es decir, para todo ¢ > 0 existe un 6 > 0 tal
que V(t,z), (t',2') € D, que satisfacen /(t — /)2 + (z — 2/)? < 4, se tiene
|h(t,z) — h(t',2")| < e. Entonces, para todos z, 2’ tales que |z — 2/| < J,

\H(z) — H(z')| < / Ih(t, ) — h(t,2)|dt < e(b— a),

i.e., H(z) — H(z') cuando z — 2'. Para probar la diferenciabilidad basta
mostrar que para todo x, € [c, d]

]11111%) H(zo+ h) — H(xo) — H'(x0)h = o(h),

2Ver, por ejemplo, la seccién §17.1.13 de [13].
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donde o(h) es tal que o(h)/h — 0 cuando h — 0, lo que se puede probar
de forma similar a la continuidad por lo que lo dejamos como ejercicio al
lector. =

Sea a(x) una funcién diferenciable en [c, d] cuya imagen esté contenida
en [a,b] y sea la funcién ® (o, x) = [ h(t, z)dt, o € [a,b], x € [c,d]. Usando
el teorema fundamental del cdlculo asi como el teorema anterior tenemos

que
0P “ oh 0o
%(O[,JZ) - %(t,l’)dt, %(auw) - ]’L(O!,ZE).

Dado que ambas derivadas parciales son continuas, entonces ®(«, x) es di-
ferenciable en « € [a,b], x € [c, d]. Definamos ahora la funcién compuesta
U(x) = ®(a(x),x), x € [c,d]. Dicha funcién es diferenciable en = € [c, d]
asi que usando la regla de la cadena obtenemos

o 9o 0P @) 9h

5% = 30 g2 + = o ()h(a(z), ) + / %(t’ x)dt.

a

Aplicando la férmula anterior a nuestra funcién f definida en (2.1.2),
donde en el segundo sumando «a(x) =z y h(t,z) = sin(x — t)g(t), obtene-
mos

f'(z) = —sin(z — a) + /9«“ cos(z — t)g(t)dt, x € [a,b], (2.1.3)
y
f"(z) = —cos(x — a) + g(x) — /x sin(z — t)g(t)dt, x € [a,b]. (2.1.4)

Nétese que esta ultima expresion se puede escribir, usando (2.1.2), como

f'(@)=—=f@) +g(x) = [f"(@)+ f(x)=9(x), x€lab]

Ademds, de (2.1.3) se tiene que f’(a) = 0y, por tanto, dado que f(a) =
1 como ya vimos, la funciéon f definida por (2.1.2) es efectivamente la
solucion del problema (2.1.1).

El método anterior nos permite, al menos formalmente, plantearnos el
siguiente problema: resolver el problema de valores iniciales

(@) + f(z) =0o(x)f(x), x€lab], fla)=1, f'(a)=0. (2.1.5)
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Esta claro que la solucion sera
f(z) = cos(x — a) + / sin(z — t)o(t) f(t)dt, x € [a,b]. (2.1.6)

Lo anterior define una ecuacion integral. Escribamos la ecuacién anterior
de una forma mds conveniente.

Sea D = {(t,z) € R*|t € [a,b],z € [c,d]} y sea k(z,t) una funcién
continua en D. Definamos el operador K, K : Clqp) = Clay

Kf:=K(f(z)) = / k(x,t) f(t)dt. (2.1.7)

Entonces (2.1.6) la podemos reescribir como
f=u+Kf, wu=cos(x—a), k(z,t)=sin(z—1t)o(t).

¢COmo resolver esta ecuacion?

2.2. La ecuacion integral de Volterra

Vamos a intentar resolver la ecuacion
f(x) =u(z) + Kf(r), =x¢€la,b], (2.2.1)

donde u, f € Cl, 4 y K es el operador de Volterra definido en (2.1.7).

Notese que K trasforma funciones continuas en funciones continuas.
Una forma natural de resolverla es siguiendo el conocido método iterativo
de Picard:

Elegimos una funcion f, € Cy,; cualquiera y la sustituimos en el miem-
bro derecho de (2.2.1) lo que nos dard, en principio, una nueva funcién
continua f;

fi(x) =u(z) + K fo(x), € [a,b]. (2.2.2)

Es improbable que f; = fo, lo que nos daria la solucion buscada, de forma
que sustituimos f; en el miembro derecho de (2.2.1)

fox) = u(z) + K fi(z), « € [a,b], (2.2.3)
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y asi, sucesivamente, obtenemos una sucesién de ecuaciones

folx) =u(z) + K fra(x), x€la,b], n=12,.... (2.2.4)

Como ya hemos dicho, es improbable que para algun n, f, = f,._1, asi
que la pregunta natural es ¢cudn cerca estd f,, de f si n es muy grande?
y ¢qué significa que f, esté cerca de f, o que f, — f en [a,b] cuando
n — oo?

Esta claro que esta pregunta corresponde a saber cuando una sucesiéon
de funciones continuas f,, converge a alguna funcién f, y para que f sea
solucion de (2.2.1) necesitamos ademas que [ sea continua.

Por otro lado, nétese que si f,, — f, otra pregunta natural es si K f,, —
K f. Si esto fuera asi, entonces, tomando limites cuando n — oo en (2.2.4)
obtendriamos (2.2.1) y por tanto resolveriamos la ecuacién. Intentemos
formalizar lo anterior de una forma rigurosa.

Como las f,, son continuas y nos interesa que la funcion limite también
lo sea, entonces podemos usar el concepto de convergencia uniforme de
funciones (véase la seccion 1.3.2). Alli vimos que una sucesion de funcio-
nes f, converge uniformemente a f en [a, b si

sup |fn(z) — f(x)] = 0, cuando n — 0.
z€[a,b]

Lo anterior nos da una idea de como definir la distancia p entre dos fun-
ciones fy g. Asi, dada dos funciones f, g € C|,; definiremos la distancia
p(f,g) mediante la expresion

p(f,9) = sup |f(z)—g(z)].

z€[a,b]

De esta definicién se sigue que Vf, g, h € Clap),

1. p(f,9) >0y p(f,g) =0siysolosi f =g,
2. p(f,9) =09, f),y
3. p(f,9) < p(f,h)+ p(h, g)-

En muchas ocasiones se dice que la funcién p que satisface las propiedades
anteriores define una métrica. Los conjuntos donde se puede definir una
métrica se suelen denominar espacios métricos (ver la definicion 3.1.1).
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Asociada a la definicién de distancia se puede definir el tamafio o la
norma de una funcién. Asi, dada una funcién f € C, definiremos la
norma de f, || f|| al numero

IF1l = sup |f(z)]. (2.2.5)

z€[a,b]

Es facil comprobar que la norma anterior satisface las siguientes pro-
piedades: Vf,g € C ),

L [fllz0y|[fll =0siysélosif =0,
2. VAR, [AfIl = A,

3. M f +gll < A1+ lgll-

Los conjuntos donde se puede definir una norma se denominan espacios
normados (ver la definiciéon 4.2.1).

Lo siguiente que queremos hacer notar es que el espacio de las fun-
ciones continuas C}, ) satisface una serie de interesantes propiedades que
pasamos a enumerar:

1. Para todos f,g € Cl, 4, lasuma, h = f+g € Cj, 3 y para todos f, g, h
€ Cl,5 se cumple que:

A f+g=9+/f
b) (f+g)+h=f+(g+h)
) f+0=0+f=f,donde () denota a la funcién 0 : [a,b] — R,

O(z) = 0.
d) Cualquiera sea f existe una funcién (—f) tal que f + (—f) =
(=N +f=0.

2. Paratodo f € Clop, ya € R, g = a- f € Cly), y para todos f,g €
Clay» Y @, f € R se cumple que:
a) a-(f+g9)=a-f+a-g,
b) (w+p)-f=a-f+B-],
) a-(B-f)=(aB)-f
d1l-f=Ff
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Los conjuntos que satisfacen las propiedades anteriores se denominan es-
pacios vectoriales (ver la definicién 4.1.1).

De la propia definicién del operador K (2.1.7), usando las propiedades
de la integral, tenemos que, para todos o, 5 € Ry f, g € Cla ),

K(af + Bg) = aK f + BKg. (2.2.6)

Si un operador que cumple con lo anterior se dice que es un operador
lineal.

Ademas, para toda funcién f € Cj,y se tiene, usando (2.1.7),

KAl < [ IRl < [ s k0l s 1ol
a a x,t€[a,b| t€la,b] (227)

< &l[fl[(z —a) < &l f[|[(b—a) = c|| f],

donde K = sup, ye(q4 |k(2,t)| ¥y ¢ = k(b — a). Es decir, para toda f € Cjay,
existe un ¢ > 0 tal que

|Kf]| = sup |Kf| <c|f] (2.2.8)

te(a,b]

Los operadores que cumplen con dicha propiedad se denominan operado-
res acotados.

Armados de todo lo anterior estamos en condiciones de responder a
nuestra pregunta sobre si la ecuacién (2.2.1) tiene solucidn y si esta la
podemos encontrar mediante el limite de la sucesion de funciones f,, de-
finidas por (2.2.4).

Para ello vamos a estimar el valor de || f, — f.,|| donde la norma es
la definida en (2.2.5). Si resulta que su valor es tan pequefio como se
quiera cuando n, m son lo suficientemente grandes entonces f,, converge
uniformemente a una funcién continua f en [a, b].

Usando (2.2.3) tenemos, usando (2.2.2)
fo=mu+Kfi=u+Ku+Kfo)=u+Ku+ K(Kfy) =u+ Ku+ K*f,
donde K? es el operador que se obtiene al componer, o multiplicar, K por

si mismo: K? : Clyp) — Clay, K2f = (K o K)(f) = K(Kf). En general,
definiremos el operador K" inductivamente, i.e., K" = K o K" 1,
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Continuando este proceso podemos comprobar por induccién que
fo=u+Ku+Ku+---+ K" 'ut+ K"f,
por tanto, para todos m < n obtenemos
fo—fn=K"u+ -+ K" lut+ K"fy — K™f,.
Entonces, usando las propiedades de la norma (concretamente la tercera)

1o = fonll SNE™ull + -+ |K" Ml + [|[K™ foll + | K™ fol| . (2.2.9)

Vamos a acotar cada uno de los sumandos. Nétese que estos se pueden
escribir de la forma || KA/, h € Clap, n =1,2,....

Para n = 1 ya hemos visto en (2.2.8) que | Kh| < ¢||k||. Entonces,

IK2h]l = [|K(KR)|| < el KRl < Rl = [IK"R]| < c"[[R]. (2.2.10)
De esta forma podriamos obtener una cota superior de la suma del
miembro derecho de (2.2.9), pero dicha cota solo es ttil si ¢ < 1 pues

en caso contrario cualquiera de los sumandos tenderia a infinito cuando
n — oo.

Vamos a afinar nuestra cota. Como vimos en (2.2.7) tenemos que
[Kh| < w[h][(z = a),
luego
|K?h| = |K(Kh)| < /x |k(x, t)||Kh|dt < K/x | K h|dt
< i [ = o= =Dy,
KH = K| < [ [k, t)HK2h|dt < H/ |K2h|dt

2

y, asi, por induccion, obtenemos

K"(x

) < Ty,
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que tomando supremos en = € [a, b] nos conduce a una cota mucho mas
fina que la obtenida en (2.2.10)

K" (b

K™ < n—_'“)uhu, (2.2.11)

Por tanto, podemos reescribir (2.2.9)m usando ¢ = (b — a)x, como

Cm Cn—l Cm n
=l < (St S Y+ (54 S ) 1. @212

Por un lado estd claro que fn—, + i—, — 0 cuando n, m — oc. Por el otro,

Cm ce ¢ <§:<—k—>0cuand0m—>oo
m‘ (n—1)!~

. k
pues es la cola de la serie ) - % = ¢¢. De esta forma hemos probado que
f. es uniformemente convergente y que limite f es una funcién continua
en [a, ).

Probemos ahora que K f, — Kf si f, — f. Para ello, usaremos la

linealidad y la acotacién de K (ver (2.2.6) y (2.2.8), respectivamente)),
que nos conduce a

K fo = KfI = IK(fo = NI < cllfu = fI = 0 sin — oo

Por tanto, si ahora tomamos el limite cuando n — oo en (2.2.4), obte-
nemos (2.2.1) lo que prueba que la sucesién f, construida mediante el
método iterativo de Picard aqui descrito tiende a la solucién de la ecua-
cion integral de Volterra (2.2.1).

Hemos encontrado una solucion de (2.2.1) pero ¢es tnica? Probemos
que si. Supongamos que hay dos funciones continuas en C,4), [ y g, con
f # gtalesque f = u+ Kfyg = u+ Kg. Restando ambas tenemos
f—g9g=K(f—g).Seah = f— g. Entonces

h=Kh = h=K(Kh) =Kh=KKh)=FKh=--=K"h,

y, por tanto, ||h|| = ||[K"h||. Si tomamos el limite cuando n — oo en la
expresion anterior y usamos (2.2.11) obtenemos || K™h|| — 0 de donde se
deduce que ||h|| =0, i.e. f = g, lo cual es una contradiccion.

Recapitulemos el conjunto de propiedades que hemos usado:
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1. Para el conjunto () las funciones continuas es unespacio vectorial
En Cj, 4 es un espacio normado y a su vez métrico

El operador K es un operador lineal y acotado.

> W n

Toda sucesién f,, € Cj,y tal que f, — f,, — 0 cuando n,m — oo,
(es decir una sucesién de Cauchy) es convergente, i.e., f, — f €
Clay) cuando n — oo. Esta propiedad se conoce como propiedad de
completitud del espacio (ver Definicion 3.5.12).

{Existen otros espacios utiles para resolver este tipo de problemas?
¢Qué otras propiedades importantes son necesarias para lidiar con estos
espacios? ¢Con qué otros tipos de operadores podemos encontrarnos en
la préctica?

Nuestro objetivo serd estudiar algunas de las propiedades de los espa-
cios funcionales asi como de cierta clase de operadores que generalizan el
operador de Volterra discutido en este capitulo.



Capitulo 3

Espacios métricos

Los espacios métricos son la extension natural de los espacios R y C. La
idea consiste en, dado un conjunto cualquiera de elementos, poder medir
la distancia entre ellos.

3.1. Definicidn de espacio métrico

Definicion 3.1.1 Un espacio métrico es un par (X, p) donde X es un conjun-
toy p := p(z,y) es una funcién real (univaluada) no negativa definida para
todos x,y, z € X tal que

1 p(z,y) =0 <=z =y,
2. p(z,y) = ply, v),
3. p(w,2) < p(x,y) + p(y, 2)-

En adelante diremos simplemente que X es el espacio y p su métrica.

Veamos varios ejemplos representativos de espacios métricos. Notese
que muchos de ellos estan definidos sobre el mismo conjunto X pero con
diferentes funciones p, i.e., la métrica cambia.

Ejemplo 3.1.2 Sea X un conjunto arbitrario y definamos la métrica trivial
plx,y) =1siz #yy p(x,y) = 0si x =y. Este espacio se suele denominar

espacio métrico discreto.

63
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Ejemplo 3.1.3 Si X es el conjunto de todos los niimeros reales y p(x,y) =
|z — y|, donde |x| es el valor absoluto de x, obtenemos un espacio métrico
normalmente denotado por R.

Ejemplo 3.1.4 El espacio métrico C es el espacio definido por el par X = C
y la métrica p(x,y) = |x — y|, donde |x| es el mddulo de x.

Ejemplo 3.1.5 X = R", es decir el espacio de las n-tuplas v = (x1,...,x,)
con la métrica

Dicho espacio lo denotaremos por RY. Andlogamente se puede definir para el
caso complejo.

Ejemplo 3.1.6 Si X, es el espacio de las n-tuplas reales x = (xy,...,x,)
pero con la métrica

plx,y) =D ok — yil,
k=1

obtenemos otro espacio métrico (distinto al anterior) que denotaremos por
RY. Andlogamente se puede definir para el caso complejo.

Una generalizacion de los dos ejemplos anteriores es el siguiente:

Ejemplo 3.1.7 X = R", es decir el espacio de las n-tuplas = = (x1,...,x,)
con la métrica

n 1/p
p(z,y) = (Z |2k — yklp> ,  p=>1L
k=1

Dicho espacio lo denotaremos por ). Andlogamente se puede definir para el
caso complejo.

Ejemplo 3.1.8 R’.. Es decir, X = R" espacio de las n-tuplas = = (x1,xs, . . .,
x,) pero con la métrica:

,,,,,
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Ejemplo 3.1.9 Sea X = Cl,, es decir, el espacio de las funciones continuas
definidas sobre el segmento [a, b]. Definamos la funcién

p(f,9) = méax |f(z) = g(x)]
El par obtenido C(]a, b]) es un espacio métrico.

Ejemplo 3.1.10 Sea nuevamente X = Cj, 3, es decir; el espacio de las fun-
ciones continuas definidas sobre el segmento |a, b] y definamos la métrica

o= (| ) o) e

El par obtenido C’ffl y €8 un espacio métrico. Como caso particular (de especial
relevancia) tenemos el caso p = 2, i.e., X = Cl, 5 ¥ p es la funcion

o(f.g) = \/ / f(@) - gl

Ejemplo 3.1.11 Sea X el espacio de todas las sucesiones numeéricas reales
(o complejas) x = (x,,), acotadas y definimos la métrica

P(%?/) = sup |$k - yk|-
keN

El espacio obtenido es un espacio métrico que denotaremos por (.

Ejemplo 3.1.12 Sea ahora X el espacio de todas las sucesiones reales (o
complejas) x = (x,,), tales que > ;- |xx|P < +oo con la métrica

o 1/p
p(z,y) = (Z vk — yklp> ,  p>1
k=1

Dicho espacio lo denotaremos por (7.

Un caso particular de los espacios (P es cuando p = 2, i.e., el espacio
métrico (* usualmente asociado al nombre de Hilbert. O sea, (* = (X, p)
donde X es el espacio de todas las sucesiones x = (x1,%2,...,%y,...) tales
que Y1, |zk]? < +o0 con la métrica

p(x,y) = | Y | — yel®
k=1
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Ejemplo 3.1.13 Sea ahora X el espacio de todas las sucesiones reales x =

(x1,22,...,&p,...)y definamos la métrica por
p(ﬂ? y>:§:i |l’j_yj| .
’ = V1 |z =yl

Este espacio también es un espacio métrico.

Ejemplo 3.1.14 Sea el espacio métrico (X, p). Entonces si definimos sobre
X una nueva métrica o(z,y)

p(r,y)

U(%y):m,

obtenemos un nuevo espacio métrico (X, o).

A continuacién probaremos que los espacios considerados en los ejem-
plos anteriores son, en efecto, espacios métricos.

Ante todo notemos que en todos los casos es facil comprobar los axio-
mas 1 y 2 de la definicién (3.1.1). Probemos la desigualdad triangular.
Para los ejemplos 3.1.2-3.1.4, 3.1.8, 3.1.9 y 3.1.11 las pruebas son sen-
cillas y se basan en la desigualdad triangular en R (o C) menos en el
ejemplo 3.1.2 donde es trivial. Notese ademds que en todos estos casos la
métrica (funcion p) esta bien definida.

Para estudiar los ejemplos (3.1.5)-(3.1.7), (3.1.10) y (3.1.12) necesi-
taremos la desigualdad de Minkowski para n numeros, series o integrales.
Asi tenemos el siguiente:

Teorema 3.1.15 (Desigualdad de Minkowski) Sea los numeros x; e y;, i =
1,2...,n no negativos. Entonces, para todo p > 1 se tiene

LA

i=1

(i(xz + yz’)i’> ' < (i xf) + (i yf) : , (3.1.1)

donde la igualdad sdlo tiene lugar si x; = cy; para todo i = 1,2,...,n (es
decir si x; y y; son proporcionales).
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Demostracion: El primer paso consiste en probar que para todos u,v > 0
y 1 < p < 400 se tiene

(u+v)? = inf {t"PuP+(1-t)"PPu,0v>00<t<1}. (3.1.2)
te(0,1)

Para ello basta comprobar que el minimo absoluto de la funcién f:(0,1) —
R, f(t) = t"PuP + (1 — t)' PoP con u,v > 0y 1 < p < 400 (en el caso de
las igualdades es trivial) se alcanza en ¢, € u/(u +v) y f(t.) = (u + v)P.
Entonces, para todos z; e y;, usando (3.1.2) tenemos

lzi + yil” < (|| + [wi])P = tel'{(l)fl)(tl_p|$z‘|p + (1= )"Plyl?)

<Pl 4 (1 — )Pyl

que, sumando en i, nos conduce a

DT ] e N A S S N 1
=1 =1 =1

Llamando u” = )" | |&;|P,v? = Y7 | |y;|’ y tomando el infimoent € (0,1)
en la desigualdad anterior y usando nuevamente (3.1.2) se sigue que

p

1 1
Z|$i+yz‘|p§ (fo>p+ (Z?f)p )
i=1 i=1 i=1

de donde se obtiene el resultado (3.1.1).1 m

Del teorema anterior se sigue que los espacios R} (o C}) del ejemplo
(3.1.7) son espacios métricos.

La desigualdad de Minkowski (3.1.1) se puede extender facilmente al
caso de las series infinitas (ver problema 3.5), en el caso de que las mismas
converjan. Asi se tiene, en particular para las sucesiones numéricas (z;); e

(vi)i» que

i=1

(i(:ﬁz + yi)?) : < (i xf) ' + (f: yf) ’ . (3.1.3)

!Esta prueba se debe a Heinz Konig (A simple proof of the Minkowski inequality. In:
Walter, W. (eds) General Inequalities 6. International Series of Numerical Mathematics, Vol.
103. Birkhé&user, Basel, 1992, pag. 469).
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De lo anterior se sigue que los espacios /7 del ejemplo 3.1.12 son espacios
métricos.

Anilogamente, para las funciones integrables correspondientes (i.e.,
donde estén definidas las integrales) se tienen (ver problema 3.6) la des-
igualdades de y Minkowski para integrales, para todo p > 1

(/ |f(z) + g(a \pd:c> (/ (x |pdx);+(/ab|g<x>|pdx>’l’.(3.1-4)

Luego los espacios Cf; 5 del ejemplo 3.1.10 son espacios métricos. Para
los ejemplos 3.1.13 y 3.1.14 usamos que la funcién real f : [0,00) — R,
f(z) = z/(1 + x), es siempre creciente, luego Va,b € R tenemos

la+bf <fa|+ 6] = f(la+b]) < f(al+ o)),

luego

atbl _ lal+ Bl _dal B lal Y
T4+ la+b — 1+4|al+10] 1+]al+ 6] 1+4+al+|b] = 1+]a] 1+1b]’

de donde se sigue el resultado (ver problema 3.16).

3.2. Algunas definiciones topoldgicas

Definicion 3.2.1 Sea X un espacio métrico, xo € X y r > 0. Definiremos la
bola abierta B(zy,r) al conjunto

B(zo,7) = {z € X; p(xo,x) <r},
bola o esfera cerrada S(x,r) al conjunto

S(zo,r) ={z € X; p(xo, ) <1}

Las bolas abiertas B(zy, €) se suelen denominar e-vecindades (o entornos)
de x¢. Es evidente que toda e-vecindad de z, contiene al propio z,. Se
suele decir que un entorno es pequeiio si ¢ es pequefio.

Por ejemplo, sea X = R con la métrica habitual®. Entonces B(xq,r) =
(xg —ryx0+ 1)y S(x0,7) = [T0 — Ty 20 + 7).

2En adelante, a no ser que se diga lo contrario, para R y los distintos subconjuntos de
R usaremos la métrica habitual, es decir, la del ejemplo 3.1.3.
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Definicion 3.2.2 Un punto x( se denomina punto interior del conjunto M C
X si existe un € > 0 tal que B(zg,€) C M.

Es decir, un punto x es un punto interior de M si existe un entorno de
dicho punto contenido en M. Por ejemplo, 1 es un punto interior de (0, 2]
con la métrica de R, sin embargo 2 no lo es.

Definicion 3.2.3 Se dice que un punto x, € X (no necesariamente x, €
M C X) es un punto de la frontera de M si en cualquier entorno de xg
(tan pequefio como se quiera) hay al mismo tiempo elementos de M y de
su complementario X\ M (pudiendo ser, en ambos casos, el propio x). El
conjunto de todos los puntos frontera de M se denomina frontera de M y se
suele denotar por OM.

Por ejemplo, sea X = Ry M = (0, 1]. Todos los xy € (0, 1) son interiores
y los puntos 0 y 1 constituyen la frontera.

Nétese que puesto que la definiciéon de punto frontera es simétrica
respecto a al conjunto M C Xy su complementario X\ M, luego ambos
tienen la misma frontera.

Definicion 3.2.4 Se dice que el conjunto M C X es abierto en X si todos
sus puntos son interiores. Un conjunto M C X es cerrado en X si es su
complementario en X, X\ M es abierto.

Estd claro que un conjunto M C X es abierto en X si y solo si todos
sus puntos (elementos) se pueden encerrar en una bola abierta contenida
completamente en M. Nétese también que, dado un entorno B(xg,¢) de
xo, y cualquiera sea y € B(xo, €) existe un entorno de y tal que B(y,d) C
B(x, €). Es decir, cualquier punto dentro de una bola abierta (entorno) es
el centro de un entorno contenido en dicha bola. Para probarlo notemos
que todos los puntos z del entorno B(zy, ¢) sol tales que p(x, z) < r. Sea
la bola B(y,d) con 0 < § < r — p(x,y). Entonces, para todo z € B(y,0)
tendremos que p(z, z) < p(z,y) +p(y, z) < p(x,y)+6 =r. Osea B(y,d) C
B(xg, €). De lo anterior se deduce que las bolas son conjuntos abiertos.

Notese que la definicién de conjunto abierto es equivalente a decir que
todos los puntos = € E estdn contenidos en un subconjunto abierto F' C F
de F (si F' es abierto todos los puntos de F' son interiores, luego z es un
punto interior de F' y por tanto de FE).

Por ejemplo, sea X = R. El conjunto (0, 1) es abierto, [0, 1] es cerrado y
[0,1) no es ni abierto ni cerrado.
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Proposicion 3.2.5 Un conjunto es abierto si y solo si no contiene ningun
punto frontera.

Demostracion: Si M es abierto todos sus puntos son interiores, luego ca-
da punto x € M tiene un entorno de puntos que solo contiene puntos de
M por lo que no cualquier entorno de x tiene puntos de su complemen-
tario X\ M, luego ningtn x puede ser un punto frontera. Por otro lado, si
M no tiene ningtin punto frontera, entonces cualquier x € M no es un
punto frontera, luego tiene que haber al menos un entorno de x que solo
contenga puntos de £, luego = es un punto interior. Como x es cualquiera
M es abierto. =

Proposicién 3.2.6 Un conjunto es cerrado si y solo si contiene todos sus
punto frontera.

Demostracion: Si F es cerrado, su complementario X\ M es abierto, lue-
go por la proposicién 3.2.5 X\ M no contiene ninguin punto frontera (re-
cordemos que £y X\ M comparten la misma frontera), por tanto todos los
puntos frontera de F pertenecen a E. Por otro lado, si £ contiene a todos
sus puntos frontera, entonces X\ M no contiene a ninguno y, por tanto, la
proposiciéon 3.2.5 nos dice que X\ M es abierto, luego M es cerrado. =

Nétese que la frontera OM de cualquier conjunto M es un cerrado.

Antes de continuar vamos a describir como es la geometria de algunos
espacios métricos. Como ejemplo tomaremos X = R? y escogeremos dis-
tintas métricas. En la figura 3.1 estdn representados las bolas B(0, 1) para
las métricas de los ejemplos 3.1.5-3.1.8.

La siguiente proposicién es de gran interés en la practica:

Proposicion 3.2.7 Sea X en conjunto de todos los subconjuntos abiertos de
X. Entonces

1. 0 ey, Xey,

2. la unidn (finita o infinita) de subconjuntos abiertos de X es abierto: Si
Uk, k=1,2,... son abiertos, | J, U, € ¥

3. La interseccion de un niimero finito de abiertos es abierto: Si U, k =
1,2,...,n son abiertos, (),_, Uy € %.
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T2 pla,xo) = /22 + a3 2| px,wo) = |w1] + |2

23| p(wm0) = (F + D)/ w2 pla,w0) = méx{|e1l, 22}

Figura 3.1: Entornos B(0, 1) segun las métricas de los ejemplos 3.1.5 y
3.1.6 (arriba) y 3.1.7 (p > 2) y 3.1.8 (abajo). Las distancias p(z, x() co-
rresponden a los puntos = = (x1,z2) ¥y 2o = (0,0).

Demostracidn: El apartado 1. es evidente pues () no contiene elementos
y X es todo el espacio. Para probar 2. notemos que cualquiera sea = €
U= U,Ux € ¥, v € Uy, para cierto k. Pero entonces existe una bola
B(x,€) C Uy pues Uy es abierto y por tanto para todo = € U, existe una
bola B(x,¢) C U, de donde se sigue que U es abierto. Para probar 3.
basta comprobar que es cierto para n = 2. Sean U; y U, dos abiertos. Si
U; N Uz = 0 entonces es trivial (por 1.). Asumamos U = U, Uy # 0.
Entonces para todo x € U existe una bola centrada en « tal que B(z,¢;) C
U, y otra tal que B(z,¢e;) C Us. Pero entonces la bola B(z,¢) con radio
¢ = min(e, €5 esta contenida en U. [

Las tres propiedades anteriores son de extrema importancia. Tal es asi
que ellas definen un tipo de espacios muy generales: Los espacios topold-
gicos. Asi, el par, dados un conjunto X y una coleccién ¥ de subconjuntos
de X, (X,3) se denomina espacio topoldgico si ¥ cumple con los axio-
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mas (propiedades) 1, 2 y 3 de la proposicién anterior. Al conjunto ¥ se
le denomina topologia de X. Asi pues, todo espacio métrico es un espacio
topoldgico.

Nota 3.2.8 La interseccion de un infinitos conjuntos abiertos no tiene que
ser un abierto: (,—,(0,1 + 1/k) = (0,1]. La unién de infinitos conjuntos
cerrados no tiene que ser cerrada: | J;,[0,1 —1/k) = [0,1).

Definicion 3.2.9 Sea M C X. Diremos que x € X es un punto de contacto
(o adherente) de M si en cualquier bola B(x,€), ¢ > 0 hay al menos un
elemento de M. Asi mismo, diremos que x es un punto de acumulacion (o
punto limite) de M si en cualquier bola B(x,¢), ¢ > 0 hay al menos un
elemento de M distinto de x, o equivalentemente, en cada bola B(z,¢€), € > 0
hay infinitos elementos de M. Un punto x se denomina aislado de M si
existe una bola B(z,¢), € > 0 que no contiene ningtin elemento M excepto el
propio .

Notese que si © € M, entonces obviamente z es un punto de contacto
de M. En particular, todo punto interior de M es un punto de contacto.
Ademads, todo punto interior es obviamente un punto de acumulacién. Por
otro lado, = es un punto de acumulacién de M siy sélo si es un punto de
contacto de M \ {z}. De lo anterior se deduce que los puntos de contacto
de M o bien son puntos limites, o bien son aislados. De hecho, si x € X'y
no es de acumulacion, entonces es aislado.

Noétese ademds que un punto limite de M no puede ser un punto inte-
rior de X\ M (pues si lo fuese entonces algun entorno de x no contendria
puntos de M), luego = o es un punto interior de M o es un punto frontera.
Obviamente todo conjunto contiene sus puntos interiores y si es cerrado,
como ya vimos en la proposicién 3.2.6, también contiene sus puntos fron-
tera. Luego un conjunto cerrado contiene todos sus puntos limites. Por
otro lado, si = es de la frontera de M, + € OM, entonces cualquier en-
torno de x contiene puntos de M. Si x ¢ M, entonces en todo entorno
de = ha de haber elementos de M, por lo que x es un punto limite de M.
Luego si M contiene todos sus puntos limites, contendrd todos sus puntos
frontera y la proposicion 3.2.6 nos dice entonces que M es cerrado. En
otras palabras se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 3.2.10 Un conjunto es cerrado si y solo si contiene a todos sus
puntos limites.
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Definicion 3.2.11 Dado un subconjunto M € X, se denomina clausura de
M al conjunto M de los elementos de M y sus puntos de contacto.

De la definicién anterior se sigue que M = MU{conjunto de sus puntos
limites}. De hecho muchos textos definen la clausura de M al conjunto de
de los elementos de M y sus puntos limites.

Por ejemplo, si X = Q, entonces Q = R pues todo = € R es un punto
limite de Q (épor qué?).

Proposicién 3.2.12 Un subconjunto M € X es cerrado siy sélo si M = M.
Ast, como M C M, entonces M es el menor conjunto cerrado que contiene a
M.

Demostracion: = Sea M cerrado. Como M C M basta probar que M O
M. Como M es cerrado, entonces X \ M es abierto asi que para todo
x € X\ M existe una bola B(x,r) completamente contenida en X \ M,
i.e., B(z,r) no contiene puntos de M, luego z ¢ M (pues siz € M en
cualquier bola B(x,r) tendria que haber al menos un 2’ de M distinto de
x lo cual contradice lo anterior), es decir, z € X\ M, asi que X\ M C X\ M,
ie. M C M.

< Asumamos que M = M. Probaremos que X \ M es abierto. Sea
x & M, entonces » ¢ M. Entonces v € X\ M. Como x ¢ M entonces z
no es un punto adherente de M asi que debe existir al menos una bola
B(x,r) que no contiene a ningtn elemento de M, es decir x € X\ M es un
punto interior del conjunto X \ M. Como x es arbitrario, X \ M es abierto
luego M es cerrado. ]

Antes de continuar conviene destacar que la proposicion anterior 3.2.12
se sigue también del hecho que M = M U{conjunto de sus puntos limites}
y la proposicién 3.2.10.

Definicién 3.2.13 Un subconjunto M C X es acotado si su didmetro d(M)

= sup p(x,y) es finito.
z,yeM

Estd claro que si X = R, los conjuntos (0,1) y [-2, 1) son acotados.
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3.3. Aplicaciones en espacios métricos

Definicion 3.3.1 Por aplicacion (operador) o funcion entenderemos una re-
gla T que le hace corresponder a cada elemento del subconjunto D(T) C X
un tnico elemento del espacio métrico Y. As;, T : X — Y,y =Tz oy = T(x),
donde x € D(T) C Xey € Y. Al conjunto D(T') C X se le denomina dominio
de la aplicacion.

Definicion 3.3.2 Sia cada x € D(T) le corresponde un valor y = Tx € Y
diremos que T'x es la imagen de x segun T. Al conjunto de todas las imdgenes
Tz le denominaremos imagen (o rango) de T'y le denotaremos por Z(T).

X

Figura 3.2: Aplicaciones 7 : X — Yy U : X — Y. U es inyectivay 7' no lo
es.

Definicion 3.3.3 La imagen inversa de y € Y es el conjunto de todas las
x € D(T) tales que T'x = y. La imagen inversa de un subconjunto M C Y es
el conjunto de todas las x € D(T) tales que T'x = y para todos y € M.

La imagen inversa de un elemento y € Y puede ser el conjunto vacio, un
unico punto (elemento) de D(7T') o un subconjunto M C D(T).

Definicién 3.3.4 Una aplicacion T : D(T) C X — Y se llama sobreyectiva
si todo elemento y de Y es imagen de algtin elemento x del dominio, es decir
T es tal que

VyeY, JzxeD(T) talque Tr=y <= I(T)=Y.
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Definicion 3.3.5 Una funcion se llama inyectiva si todo elemento y de la
imagen de T es imagen a lo sumo de uno y solo un elemento x del dominio.
Es decir T : D(T) C X+ Y es tal que

Vyl, Yo € I(T), tales que y; = Tr, = Yo = T.CL’Q, = Tr1 = To.

O, equivalentemente, si Va1, x5 € D(T) con x1 # xo, se tiene Txy # Tx,.

Es decir una funcion inyectiva es tal que diferentes puntos tienen diferen-
tes imdgenes y por tanto la imagen inversa de cada y € Z(7T') es un dnico
elemento de D(T)).

Definicion 3.3.6 Una aplicacion inyectiva y sobreyectiva se denomina bi-
yectiva.

Es decir una aplicacion es sobreyectiva si, para todo y € Y, la ecuacién
Tx = y tiene al menos una solucién, e inyectiva si la ecuaciéon anterior
tiene o bien una unica solucion, o bien no tiene solucién. Asi mismo, 7’
es biyectiva si para todo y € Y, la ecuacion Tz = y tiene una y s6lo una
solucion.

Para las funciones inyectivas se puede definir la aplicacién inversa.

Definicién 3.3.7 Sea T : D(T) C X — Y una aplicacién inyectiva. Defini-
remos su aplicacion inversa T~ a la aplicacion T' : Z(T) C Y — D(T) C
X tal que a cada elemento y € Z(T') le hace corresponder un tnico x € D(T)
tal que Tx = y,.

Para mostrar conceptos anteriores mostraremos algunos ejemplos con
funciones reales.

Por ejemplo, la funcién f : R — R, f(z) = z* no es inyectiva pues
para f(z) = 4, por ejemplo, existen dos valores de = del domino tales que

f(z) = 4, ellos son x = —2 y x = 2. Esta funcién tampoco es sobreyectiva
pues para y = —1 no existe ningiin = del dominio tal que f(z) = —1
(f(z) = =1 < 2* = —1). Un ejemplo de funcién sobreyectiva es i : R —

R, h(z) = z®. La funcién f : [0,+00) — R, f(z) = x* es inyectiva pues
a cada y € f(A) le corresponde una z € [0, +o0) tal que f(z) = y. Dicha
r es z = /y. Por tanto la funcién f : [0, +o0) +— R tiene inversa y ficha
inversaes f~!:[0,+00) €R, f~!(z) = /.
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Definicion 3.3.8 (Composicion de aplicaciones) Sean 7' : D(T) C X —
I(T) cYyU:DWU) CY +— Z(U) C Z dos aplicaciones tales que Z(T') C
D(U). Entonces definiremos la aplicacion UoT : X — Zy la denominaremos
aplicacion compuesta de U y T a la aplicacion que le hace corresponder a
cada x € D(T) C Xun elemento z € Z tal que z = U(Tx) (z = U Tx).

En general UTx # TUz, de hecho que exista U o T" no implica que exista
ToU.

Figura 3.3: Composicién de funciones fogde f : A — C = f(A) g¢:
B— D,C=f(A) CB.

Por ejemplo: sea f : R — R, f(x) =2’y g: R — R, g(x) = 2 + 2. Es
evidente que la imagen de f esta contenida en el dominio de g, por tanto
podemos definir la funcién (g o f)(z) = g(f(z)):

(9o f)(x) =g(f(2)) = g(a®) = 2” + 2.

Ademas, la imagen de g también esta contenida en el dominio de f, por
lo que podemos definir la funcién compuesta (f o g)(x) = f(g(z)):

(fog)(x) = flg(x)) = flz +2) = (z +2)".
Nétese que (fog)(x) # (go f)(x). De hecho que exista (fog)(x) no implica
que exista (gof)(z). Por ejemplo: f : [-1,1] = R, f(z) =zyg:[0,1] — R,
g(x) = x?, para las cuales tenemos (f o g)(z) : [0,1] = R, (f o g)(x) = 2?
pero (g o f)(x) no existe.

Notese que si T es invertible, entonces T o T~ =T"1oT = I.
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Definicion 3.3.9 La restriccion de una aplicacion T : D(T) C X — Y a un
subconjunto B C D(T) es la aplicacién T'|p que se obtiene de T' cuando x se
restringe al conjunto B C D(T).

Definicion 3.3.10 La extension de una aplicacion T : D(T) C X +— Y a un
subconjunto C' O D(T)) es la aplicacion T tal que T'|pry =T, i.e, Tx =Tx
para todo x € D(T).

Definicidon 3.3.11 Una aplicacion T : D(T) C X — Y es continua en zy €
D(T) si para todo € > 0, existe un 6 > 0 tal que Yz € D(T) con p(z, o) < 6
es tal que® o(Txz,Txg) < €. Se dice que T es continua en todo M C D(T) si
T es continua en todo x € M.

Proposicién 3.3.12 Una aplicacién T : D(T) C X — Y es continua si y
solo si la imagen inversa de cualquier subconjunto abierto (cerrado) de Y es
un subconjunto abierto (cerrado) de X.

Demostracion: = Sea 7' continua y sea S C Y un abierto. Sea S, la
imagen inversa de S. Si Sy = () 1a proposicion es trivial asi que asumiremos
que Sy # (0. Sea zy € S, cualquiera y sea y, = T'ro € S su imagen. Como
S es abierto existe una bola B(yy,€) C S. Pero T' es continua asi que existe
una bola B(x,d) tal que T'(B(xg,0)) C B(yo,€). Pero como B(yg,€) C S,
entonces necesariamente B(xg,d) C Sp, luego zo € Sy es interior y en
virtud de que z( € Sy es arbitrario, Sy es abierto.

< Sea T una aplicacién tal que imagen inversa de cualquier subcon-
junto abierto de Y es un subconjunto abierto de X. Sea x( € Sy cualquiera
eyo = Tro € S. Sea B(yp,e) C S una bola de radio e arbitrario. Sea S
la imagen inversa de dicha bola B(y, €) que es un abierto. Entonces exis-
te una bola B(xy,d) C S tal que T(B(xo,d)) C B(yo,€) C S, i.e., T es
continua en z,. Como 1z, era arbitrario, entonces 7" es continua en D(7').m

3.4. Espacios métricos separables

Como ya hemos comentado, un espacio métrico puede contener mu-
chos o pocos elementos. Es f4cil intuir que en un espacio con pocos elemen-
tos es en general mads sencillo para trabajar que en uno con muchos. Un

3Aqui p denota la métrica de X y o la de Y.
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ejemplo de ello es R. Cuando trabajamos con nimeros reales estos pueden
ser racionales QQ o irracionales I. En el primer caso es sencillo operar con
ellos en la practica, pero en el segundo es formalmente imposible pues pa-
ra representar un irracional necesitamos un numero infinito de decimales.
Sin embargo en los cursos de andlisis matemadtico elementales se prueba
que dado un irracional (en general de un real) cualquiera siempre se pue-
de encontrar un racional que tan cerca como se quiera. Esta propiedad se
conoce como la densidad de Q en R. Pero aparte de esta ventaja indudable
de los racionales frente a los irracionales hay otra mas: el conjunto Q de
todos los racionales es numerable mientras que el de los irracionales (y
por tanto R) no lo es. En esta seccién trataremos estas cuestiones para un
espacio métrico general.

Definicion 3.4.1 Sea M C X un subconjunto de X. Se dice que M es denso
en X si su clausura coincide con M, i.e., M = X.

De la definicién anterior se infiere que si M es denso X entonces cualquie-
ra sea la bola B(z, €) (por pequefio que sea ¢ > () siempre contiene puntos
de M. En otras palabras, cualquiera sea = € X, siempre tiene elementos
de M tan cerca como se quiera.

Por ejemplo, Q es denso en R pues como ya hemos visto Q = R.

Definicidon 3.4.2 Un espacio métrico X es separable si contiene un subespa-
cio numerable* M C X denso en X.

Asi pues, R es separable pues (Q es numerable y denso en R.

Ejercicio 3.4.3 Prueba que C es separable.

Ejemplo 3.4.4 Estudia la separabilidad del espacio métrico trivial del ejem-
plo 3.1.2.

Es evidente que por la naturaleza de la métrica del espacio del ejemplo
3.1.2 este espacio no puede ser separable pues no en cualquier entorno de
x € X hay puntos de M (basta escoger ¢ = 1/2, por ejemplo), a no ser que
M sea el propio X. En otras palabras, el inico posible subconjunto denso
de X es el propio X, asi que X es separable si y sélo si X es numerable. m

4Un conjunto M cualquiera se denomina numerable si se puede poner en correspon-
dencia biunivoca con N = {1,2,3,...}. Es decir, existe una correspondencia biunivoca
entre los elementos de M y los niumeros naturales. Por ejemplo, Q es numerable, pero R
no lo es. Para mas detalle ver el apartado 1.4.1.
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Ejemplo 3.4.5 Prueba que (>, el espacio del ejemplo 3.1.12 con p = 2, es
separable.

Sea Q C (? el espacio de todas las sucesiones del tipo y = (q1, g,
.y, 0,0,...), para todo n € N, donde para todo k, ¢, es racional. Ob-
viamente () es un subespacio numerable de ¢? ({por qué?)°. Probemos que
Q es denso en (?. Sea (z,), € ¢* una sucesién cualquiera de ¢?. Entonces
para todo € > 0 existe un NV € N tal que el resto r,, de la serie >~ |x|?

Tn = Z lz]? < —.
k=n+1 2

Como QQ es denso en R, entonces para todo z; existe un racional ¢, tan
cerca como se quiera, luego existe una sucesion ¢ € () tal que

e — q|” < =
k=1 2

Entonces, para todo x € % podemos encontrar un ¢ € @ tal que

2 2 2 € )
P(%Q)—E e — qi]” + E T — qi | <§+§—6,
k=1 k=n+1 -0

i.e., para todo = € (?, existe un g € Q tal que p(z, q) < ¢, luego Q es denso
en (2. -

Ejemplo 3.4.6 Prueba que (> (ver ejemplo 3.1.11) no es separable.

Sea y = (y1,¥2,¥s, - . .) una sucesion de ceros y unos. Obviamente y € (.
Si a cada y le asociamos un numero real que en base dos tenga la forma
r=1y1/2+ y2/2> + -+ + y,/2" + -- -, entonces acabamos de establecer
una relacién biunivoca entre los numeros reales del intervalo [0, 1] y el
conjunto de Y de todas las sucesiones de ceros y unos. Como [0, 1] no es
numerable, Y tampoco lo es. Sean dos sucesiones y e y’ cualesquiera de Y.
Obviamente ({por qué?) p(y,y') =1siy #y yp(y,y') =0siy =y'. Sean
y # y' los centros de sendas bolas de radio 1/3 cada una. Obviamente
dichas bolas no tienen puntos en comun. Asi pues, el conjunto de todas las

>Ver ejemplo 1.4.5.
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bolas con centro en algin y € Y y radio 1/3 no tiene puntos en comun.
Sea M cualquier conjunto denso en ¢*. Entonces, en cada una de las
bolas anteriores debe haber al menos un elemento de M, luego M no es
numerable (el conjunto de las bolas no lo es) y como M era arbitrario,
entonces /> no tiene ningun conjunto numerable denso, asi que /> no es
separable. [

Ejercicio 3.4.7 Sea X un espacio métrico separable y sea M C X. Prueba
que M también es separable.

Como X es separable existe una sucesion (x,,), € X densa en X. Para cada
n,m € N elegimos =z € M tal que p(z,x,) < 1/m (si existe, si no, no
elegimos ninguno). Denotemos a estos elementos x,, , i.€., P(Tpnm, Tn) <
1/m. Esta claro que el conjunto de todos los z,,, es numerable. Sea un
y € M yun e > 0 cualquiera. Elijamos m € N tal que 1/m < ¢/2. Como
(x,)n es denso en X, entonces existe unn € N tal que p(y, z,) < 1/m < ¢/2
(ndtese que de lo anterior se sigue que el conjunto de los z,, ,, €s no vacio).
Ahora

p(Ys Tnm) < p(y, 20) + p(@n, Tom) <

Entonces, para todo y € M existe un elemento z, ,, de un subconjunto
numerable de M que estd tan cerca como se quiera de él, luego M es
separable. |

Antes de discutir el concepto de convergencia en espacios métricos
conviene hablar de otro tipo muy especial de conjuntos: los conjuntos
raros o densos en ninguna parte.

En la definicién 3.4.1 vimos que un un subconjunto M C X es denso
(en todas partes) en X si su clausura M = X. Esto implica que si A/ no
es denso en X, entonces M # X, por lo que M dejard sin rellenar algin
entorno (abierto) de X. Sin embargo hay otros conjuntos que también es
conveniente conocer. Asi tenemos la siguiente:

Definicidon 3.4.8 Un conjunto M C X es raro o denso en ninguna parte si
su clausura M no contiene ningtin entorno, i.e., el interior de M = (.

En otras palabras, un conjunto M es raro si su clausura M no contiene
puntos interiores. Ello implica que cualquier entorno de X contiene una
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bola que es disjunta de con M. A diferencia de los conjuntos no densos en
general, los no raros son tales que su clausura tienen que rellenar algin
entorno de X pero no necesariamente todo el espacio.

Noétese que si M es cerrado, entonces M/ = M, por tanto si un conjunto
cerrado no contiene ningin entorno, entonces es denso en ninguna parte.
En efecto, si M no fuese raro, entonces M contendria un entorno, pero
como M = M, M contendria un entorno lo que es una contradiccién.

Proposicion 3.4.9 Sea M un abierto. Entonces M \ M es raro.

Demostracion: Como M es abierto, entonces no contiene sus puntos fron-
tera (ver proposicién 3.2.5), luego todos los elementos de la frontera estan
en el cerrado M (ver proposicién 3.2.6) y, por tanto, M \ M = OM. Pero
la frontera OM de M es un cerrado que no tiene ningtin entorno, luego
por lo anterior M \ M es raro. [

Ademds, se tiene la siguiente caracterizacién:

Proposiciéon 3.4.10 Un conjunto M C X es raro siy solo si X \ M es denso
enX, ie, X\ M =X

Demostracién: Supongamos que M es raro pero X \ M # X. Entonces
hay elementos x € X tales que existe una bola (entorno) U = B(x,d) que
no contiene elementos de X\ M y, por tanto, dicho entorno estd contenido

en M lo cual es una contradiccién. Supongamos ahora que X\ M = X
pero que M no es raro. Entonces existe un entorno (bola) U = B(x,d) C
M, luego UNX \ M = 0, Pero entonces existen x € X para los cuales
existe un entorno que no contiene elementos de X\ M, luego X \ M # X,
lo que es una contradiccion. [

Definicion 3.4.11 Un conjunto formado por la unién numerable de conjun-
tos raros se denomina de primera categoria o magro. Si un conjunto no es de
primera categoria, entonces se dice que es de segunda categoria.

Por ejemplo, si X = R, cualquier conjunto finito de puntos es raro (y
por tanto de primera categoria), el conjunto de los niimeros racionales Q
es de primera categoria, (—1, 2] es de segunda categoria.
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Aunque no es es nuestro objetivo tratar demasiado este tipo de cuestio-
nes conviene mostrar un ejemplo de lo sutil que pueden llegar a ser estos
conceptos. Como mencionamos antes, un conjunto numerable de puntos
de R (por ejemplo los nimeros naturales) es de primera categoria. El si-
guiente ejemplo muestra que no siempre es asi. Sea Q = {1,2,3,...}y
elijamos la métrica habitual de R. Es obvio que los entornos (bolas) de 2
de radio menor que 1 son puntos Unicos y, por tanto, el inico subconjunto
no vacio de €2 que es denso en ninguna parte es conjunto vacio, es decir,
cualquier subconjunto de €2 es necesariamente de segunda categoria.

Para terminar conviene hacer notar que el conjunto vacio () es denso
en ninguna parte (la palabra raro le viene muy bien), por tanto es de pri-
mera categoria, luego, un conjunto de segunda categoria tiene que tener
elementos. Esa es una importante propiedad de estos conjuntos: si proba-
mos que un conjunto es de segunda categoria entonces sabemos que dicho
conjunto contiene elementos.

3.5. Convergencia en espacios métricos

En esta seccion estudiaremos en concepto de convergencia en espacios
métricos y alguna de sus consecuencias.

Definicidon 3.5.1 Dada una sucesién (x,,), de elementos de X, diremos que
(), es acotada si existe un subconjunto M C X acotado tal que x,, € M
para todo n € N.

Lo anterior es equivalente a que exista un z € X y un numero K > 0
tal que p(z,x,) < K para todon € N.

Definicién 3.5.2 Una sucesion (z,,), de elementos de X es convergente, y lo
denotaremos por lim,, ,., x, = x, si existe un x € X tal que para todo ¢ > 0
existe un N € N tal que para todo n > N, p(x,z,) < €. En caso contrario
diremos que (x,), es divergente.

Notese que en la propia definicién de limite estéd explicito que el limite
ha de ser un elemento de X. Por ejemplo, sea X el intervalo abierto (0, 1)
con la métrica habitual de R. La sucesién z, = 1/(n + 1) no tiene limite
en X ya que claramente 1/(n + 1) =3 0 pero 0 ¢ (0, 1).
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Una consecuencia de la propia definicion es que, si existe el limite, este
es unico.

Ejercicio 3.5.3 Da una interpretacion geométrica (topoldgica) del concep-
to de limite en un espacio métrico cualquiera.

Gracias al concepto de convergencia podemos dar una caracterizacién
analitica muy elegante de los conjuntos cerrados.

Proposicion 3.5.4 Sea M un subespacio no vacio de un espacio métrico
X, y sea M su clausura. Entonces

a) x € M siy sélo si existe una sucesién (z,), de elementos de M (i.e.,
Vn, x, € M) tal que lim,, ., x, = .

b) M es cerrado si y sélo si lim,,_,, x,, = x implica que = € M.

Demostracion: Probemos a). Si x € M, tomamos la sucesién z,, = z. Si
x ¢ M, entonces es un punto de acumulaciéon de M y es facil construir la
sucesién x,,. Por otro lado si z,, € M es tal que x,, — x entonces, o bien
x € M o bien en todo entorno de x hay un z,, # z, i.e., z es un punto de
acumulacién, luego » € M. La propiedad b) se deduce de a) teniendo en
cuenta que un conjunto es cerrado si y solo si M = M (ver Proposicién
3.2.12). [

Definicion 3.5.5 Un espacio métrico X se denomina (secuencialmente) com-
pacto si cualquier sucesion (z,), de elementos de X tiene una subsucesion
convergente.

Entenderemos que M C X es compacto si M es compacto como subcon-
junto de X, i.e., cualquier (z,), de elementos de M tiene una subsucesién
convergente en M.

Ejercicio 3.5.6 Prueba que el espacio métrico discreto del ejemplo 3.1.2
constituido por infinitos puntos no es compacto. (Ayuda: Basta escoger una
sucesion de elementos distintos.)

Lema 3.5.7 Si M C X es compacto, entonces M es cerrado y acotado.
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Demostracion: Sea M compacto y sea + € M cualquiera. Como = € M
. .7 n—oo

entonces existe una sucesion (z,), en M tal que z, — = € X. Como M

es compacto, entonces x € M, luego M = M por lo que M es cerrado.

Supongamos que M es no acotado. Entonces existe al menos una su-
cesién (z,), de elementos de M tal que, fijado un b € M arbitrario, se
tiene que p(z,,b) > n ({por qué?). Dicha sucesiéon obviamente no pue-
de tener ninguna subsucesion convergente (pues caso que la tuviera ésta
fuese acotada) y por tanto M no puede ser compacto. [

El reciproco es falso. Por ejemplo escojamos X = /2 y sea el conjunto
M de elementos e, = 05, k = 1,2,... i.e., todos los elementos de sucesion
ex, son cero excepto el k-ésimo que es 1. Obviamente |le;|| = 1. M de los
vectores e, = Jy, i.€., vectores que todas las coordenadas son cero excepto
la k-ésima que es 1. Obviamente |le;|| = 1. Ademas todos los puntos de
M son aislados ({por qué?), por tanto M es cerrado. Ahora bien, como
M solo tiene puntos aislados, M no tiene ningtn punto de acumulacién
por lo tanto ninguna sucesién que escojamos de elementos distintos de M
contiene una subsucesion convergente.

Recordemos que una aplicaciéon 7' : D(T') C X +— Y es continua —ver
la definicién 3.3.11- en x, € D(T) si para todo ¢ > 0, existe un § > 0 tal
que Vo € D(T) con p(x,xy) < 0 es tal que o(Tz,Tzy) < e. T es continua
en M C D(T) si es continua en todo = € M.

Ejercicio 3.5.8 Prueba que la definicion 3.3.11 de continuidad en un punto

es equivalente a la siguiente definicion por sucesiones: T es continua en x Si
. .7 n—oo . n—oo

para cualquier sucesion (z,), con x, — xg, se tiene que T'rz, — Tx.

En efecto, supongamos 7' es continua segun la definicion 3.3.11 pero no
lo es seguin la segunda. Entonces, ha de existir una sucesioén (z,,), tal que

n—oo

T, == x, pero Tx, —~ Ty, es decir, dada dicha sucesién x,, existe un
e > 0 tal que cualquiera sea N € N, existe unn > N tal que o(Tz,, Txy) >
e. Ahora bien, como z, — z,, entonces cualquiera sea § > 0 existe un
N € Ntal que paratodon > N, p(z,,z¢) < d. Uniendo las dos condiciones
anteriores deducimos que

de>0, V6>0, FJz=ux, plrp,x) <0 = oz, Try) > ¢,
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lo cual contradice nuestra hipétesis.®

Supongamos ahora que 7" es continua segtn la definicién por sucesio-
nes pero no lo es segtin la definicién 3.3.11. Entonces existe un € > 0 tal
que cualquiera sea ¢ > 0 ha de existir un z tal que p(x, zo) < § que cumple
con o(Tx,Tx) > €. Escojamos § = 1/n. Entonces, para cada n € N existe
un z, tal que p(x,, o) < 1/n, o sea, =, — zo pero o(Tz,, Txy) > €. Luego
T, + Txg, lo cual es una contradiccion. [

Teorema 3.5.9 Sea 7' : D(T) C X — Y continua en el compacto M C
D(T). Entonces la imagen de M, T(M) también es un conjunto compacto.
Le., las aplicaciones continuas transforman compactos en compactos.

Demostracién: Sea una sucesién (y,), € T(M) C Y cualquiera. Probe-
mos que existe una subsucesioén (y,, ), convergente en Y. Para ello no-
temos que como para todo n € N, y, € T(M) C Y, entonces existe z,
tal que T'x,, = y,. Como M es compacto, entonces existe una subsuce-
sién (z,, ), convergente en M, pero entonces, por la continuidad de T,
Txy, = Yn, — Tx € T(M) cuando k — oco. Luego toda sucesioén de 7'(M)
tiene una subsucesién convergente y por tanto 7'(M) es compacto. [

Corolario 3.5.10 Sea una aplicacion continua T : M C X — R de un com-
pacto M en los reales. Entonces T" alcanza su mdximo y su minimo absolutos.

Este corolario es una generalizacidn del teorema de Weierstrass para las
funciones continuas.

Demostracién: Del teorema anterior se sigue que 7' (M) C R es compac-
to. Entonces por el lema 3.5.7 T(M) es cerrado y acotado y por tanto
inf(T(M)) y sup(T(M)) estan contenidos en T'(M), i.e., existen z; y x de
M tales que T'(z1) = inf(T'(M)) y T(z2) = sup(T(M)), de donde se sigue
el resultado. [

6Se puede dar una prueba directa de esta implicacién como sigue: Sea ¢ > 0, cual-
quiera. Como que T es continua en xg, existe 6 > 0 tal que si p(x,zp) < J entonces,
o(Txz,Txo) < €. Sea (zy,), cualquiera tal que z,, — z¢. Entonces para todo § > 0 existe
N e Ntal que Vn > N, p(z,,x) < §, pero entonces, por la continuidad de T se tiene que
(T, Txo) < ¢, de donde se sigue el resultado.



86 Capitulo 3. Espacios métricos

3.5.1. Espacios métricos completos

Definicidon 3.5.11 Una sucesion (x,), de elementos de X se denomina de
Cauchy o fundamental si existe para todo € > 0 existe un N € N tal que para
todon > N ytodop €N, p(x,, xnip) <€

En R toda sucesién es convergente si y solo si es de Cauchy. Esta pro-
piedad fundamental de R no es cierta para cualquier espacio métrico X.
Por ejemplo, si escogemos nuevamente X como el intervalo abierto (0, 1)
con la métrica habitual de R, la sucesion x,, = 1/(n+ 1), que es de Cauchy
(épor qué?) no tiene limite en X.

Definicion 3.5.12 Un espacio métrico X se denomina completo si y solo si
toda sucesion de Cauchy de elementos de X converge (a un elemento de X).

Por ejemplo, el espacio X = R con la métrica usual de R, es completo.
También lo es X = C con la métrica usual de C. Sin embargo Q, el con-
junto de los nameros racionales, es incompleto ({por qué?), y el conjunto
X = (0,1) de antes también lo es.

Proposicién 3.5.13 Sea (x,,), una sucesion convergente de elementos de un
espacio métrico X. Entonces (x,),, es de Cauchy.

Demostraciéon: Como lim,, .., =, = z, entonces, para todo ¢ > 0 existe un
N € N tal que para todo n > N, p(z,z,) < €/2. Luego, para todo p

P(Tny Tnip) < (X0, @) + (2, Tnyp) < €/2+€/2=¢

con tal que n > N, i.e., (x,), es de Cauchy. [

Teorema 3.5.14 Un subespacio M de un espacio métrico completo X es
completo si y solo si es cerrado en X.

Demostracién: = Sea M completo. Probaremos que M = M. Sea r €
M cualquiera, entonces existe una sucesién (ver Proposicién 3.5.4) de
elementos de M que converge a x. Entonces (z,), es de Cauchy (pues es
convergente) pero M es completo, luego « € M, i.e., M = M.

< Sea M cerrado (i.e., M = M) y (z,), una sucesién de Cauchy en M.
Entonces lim,, ,, x,, = = con z € X (X es completo). Pero entonces z € X
es un punto de acumulacién de M, i.e., x € M y como M es cerrado
x € M, i.e., toda sucesion de Cauchy en M tiene limite en M, i.e., M es
completo. ]
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Ejemplo 3.5.15 Prueba que el espacio métrico ¢ del ejemplo 3.1.12 (p = 2)
es completo.

Sea 2™ := ({20, .. 2" .. ) una sucesién de Cauchy de (2, i.e.,

Y orey |(B,(€n)|2 < 400, y cualquiera sea € > 0,
ol —aP < WpeN,
k=1

con tal que n sea lo suficientemente grande. Pero entonces como todos los
sumandos son positivos, podemos asegurar que, para todo k € N,

2 — 2P| < ¢, Vp € N,

y n suficientemente grande. l.e., cada una de las sucesiones reales (o
complejas) x,(vn), k =1,2,3,..., es de Cauchy. Pero R (o C) es un espa-
cio completo por lo que existe lim,, oc,(cn) = x, para cada k. Sea x =

(z1,7,...,,...). Probemos que x € (2 y que (™ converge a z en la

métrica de ¢?. Como .

Dl - P <

k=1
entonces tenemos que, para todo N € N,

N

Z |xl(€n) . Ién+p)|2 <2

k=1
Como x,(gn) converge a z;, para cada k, y tomando el limite cuando p — oo
tenemos que para todo N

N 00
Z 2 — < = Z 2 — 22 < €
k=1 k=1

o, equivalentemente, p(z™, z) < ¢, si n es suficientemente grande. Luego
hemos probado que z(™ converge a z en la métrica de ¢>. Finalmente,
usando la desigualdad (0 = (0,0,0,...))

p(z,0) < p(z, z™) + p(z™,0),

y usando que ™ es de (2, se tiene que p(z,0) estd acotada, por lo que
x € (2. Al ser ™ una sucesién fundamental arbitraria, se sigue que (2 es
completo. ]

De forma analoga se puede probar que /7, p > 1 es completo.
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Ejemplo 3.5.16 Prueba que el espacio C[Zaﬂ del ejemplo 3.1.10 no es com-
pleto.

Vamos a probar que existe una sucesion fundamental de funciones con-
tinuas cuyo limite no puede ser, en la métrica de C[Qa p Una funcién conti-

nua. Para ello construyamos la sucesion de funciones en [—1,1] 7

—1, -1<zr< -1,
n
1 1
fn(flf) = nx, n S x S n
1, L<r<l
Yy
fn+P(z)
1 -
~ /
r —-1/n /" \ ]
C | / ]
1 i /i 0 1/n 1 x
fn(*)
-1

Figura 3.4: Sucesion de funciones del ejercicio 3.5.16.

Para cada x € [—1, 1] tenemos que f, converge puntualmente a f defi-

nida por
-1, -1<z<0,

lim f,(z) = f(x) = 0, x =0,
e 1, O0<z<l.

Primero notemos que

|fn(x) - fn+p<x)|2 < |fn<x) - fn+p($)| < 17 Vo € [_17 1]'

70Otro ejemplo andlogo es el de la sucesién de funciones f, : R — R, f.(x) =
arctannz. Uno mas sencillo es definir h,(z) = 0 para z € [-1,0] y h,(z) = fu(z)
paraz € (1/n,1].
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De la figura 3.4 se deduce®

' 2
/ |fn(fL‘) - fn+p($)|dl‘ < E =
—1

! 2 oo
P(fas fuip) = [me—nﬂwWM<¢;—%a Vp € N,

es decir (f,,), es una sucesion fundamental. Ademas,

R \/ [ 1) s <250

Sea ahora una funcién continua cualquiera g € C[Qa 5 De la desigualdad

p(f,9) < plg, fn) + p(fu, f),

teniendo en cuenta que’ p(f,g) # 0y que p(f,, f) se puede hacer tan
pequefio como se quiera, se deduce que p(g, f») — p(f,g) # 0 por lo
que no existe ninguna funcién g € Cfmb] que sea limite de (f,), en la
métrica de C?, ;. Luego C7, ,; no es completo. m

Ejemplo 3.5.17 Probar que el espacio métrico C([a,b]) del ejemplo 3.1.9
es completo.

Sea el espacio de las funciones continuas Cf,; con la métrica p(f, g) =
MaxXze(qp | f(2) —g(x)|y sea (fn(x)), una sucesion de cualquiera de Cauchy
en dicho espacio. Entonces

Ve >0, 3N eN|Vn> N,VpeN, m[éx |frn(2) = foip(x)] < €/2,

z€[a,b]
o, equivalentemente,

Ve>0, INeN|Vn>NVpeN, Veeabd], |[fu(r)— forp(z)] <e/2.

8Acdtese la integral usando el drea del tridgngulo con vértices (0,0), (0,1), (1/n,1).

°Esto es consecuencia de que si una funcién continua es distinta de cero en un
punto entonces mantiene su signo en todo un entorno. Como g tiene que ir de 0
a 1, en un entorno a la izquierda del cero |g| ha de ser en dicho entorno, asi que

fi)1 |f(z) — g(z)|dx # 0, de donde se sigue que p(f,g) # 0.
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Luego por el criterio de Cauchy 1.3.16 f,, es uniformemente convergente.

Como f, = f en [a, b], entonces, por el teorema 1.3.27, f € Clyy. Asi,
tomando el limite p — oo en la expresion anterior tenemos

Ve >0, INeN|Vn> N,Vze€lab] |fulr)— f(z)] <e,
de donde se sigue, tomando el méximo para todo z € [a, b] que
Ve>0, AN eN|Vn>N, p(fo,f)<e

es decir, toda sucesiéon fundamental es convergente en C..([a,b]) y por
tanto Cw([a, b]) es completo. [

Definicidon 3.5.18 Sea sucesion de esferas (bolas cerradas) (S, (xy,7n))n
Sp(xy, ) C X, para todo n € N, tales que

51(1’1,7’1) 2 SQ(J:%TQ) Dt D Sn(l’n,’/’n) ) Sn+1(xn+larn+1> D

se denomina sucesion de esferas (cerradas) encajadas.

Teorema 3.5.19 (De las esferas encajadas) Sea X un espacio métrico. En-

tonces, X es completo si y solo si, cualquier sucesion de esferas encajadas
. . — B . ./ 7 .

cuyos radios tiendan a cero (r, —> () tiene interseccién no vacia, i.e.,

o2y S, ) 7 0.

Demostracién: = Sea X completo y sea S,,(x,,r,), n = 1,2,3,..., una
sucesién de esferas encajadas con 7, — 0. Entonces la sucesiéon (Tn)n
de los centros de las esferas son una sucesion de Cauchy (épor qué?).
Como X es completo, entonces existe lim,,_,., z, = ¢ € X. Probemos que
z € ()~ Su(zy, ). Como las esferas son encajadas, entonces cualquiera
sean € N, la esfera S, contiene los elementos z,,, T, 11, Tni2, ..., asi que
x es un punto limite de S,,, para todo n, pero como S,, es cerrada = € S,
para todo n, luego = € (), Sn(@n, rp)-

<« Probemos la implicacién contraria. Sea (z,), una sucesion funda-
mental arbitraria de X i.e.,

Ve>0, AN €N, |Vn,m > N, p(zp,z,) <e. ™

Sea ¢ = 1/2. Como (z,), es de Cauchy, existe n; € N tal que Vn > ny,
p(Tp,xy,) < 1/2 (tomamos N = n; — 1 en (¥)). Sea la esfera S; :=
S(xy,,1). Estd claro que z,, € S; para todos los n > n;.
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Sea ahora ¢ = 1/2%. Entonces existe ny, > n; € N tal que Vn > na,
p(Tn, Tn,) < 1/22. Ademds, como ny > ny, tenemos que p(T,,, ,,) < 1/2.
Sea la esfera S, := S(x,,, 1/2). Esté claro que que, por un lado z,,, € S; y
que x,, € S, para todos los n > ny. Y asi sucesivamente.

De esta forma construimos una sucesién de esferas Sy := S(x,,,1/2"1)
cuyos centros son los elementos de la subsucesién (z,,); de (z,), que
cumplen que p(z,,,,,z,,) < 1/2%. Probemos que Sii; C Sj. Para ello
probaremos que Vr € Sp.; es tal que z € Si. Si x € Si.1, entonces
p(, Tn,,,) < 1/2%, luego la distancia entre z y z,,, cumple con

1 1 1
p($7xnk) Sp(x7‘rnk+1)+p(‘rnk+l7xnk) < ?—i_? = F = l’ESk,
luego Si11 C Sk y por tanto la sucesidon (Si)x es una sucesion de esferas
encajadas cuyos radios, por construccién r, = 1/2¥~1 — 0. Pero como, por
hipétesis, cualquier sucesién de esferas encajadas cuyos radios tiendan a
cero tiene interseccién no vacia, entonces existe z € (), S, y obviamen-
te limy o x,, = x (¢por qué?). Pero (z,), es una sucesién fundamental
y hemos probado que tiene una subsucesion convergente, luego la propia
sucesion converge a = (ver el apartado 2 del problema 3.10). [

Ejercicio 3.5.20 Prueba que si X es completo, entonces la (| —, Sp(zn,70),

con r,, — 0, contiene un unico punto. (Ayuda: Usa el teorema anterior y
reduccion al absurdo).

Apliquemos el teorema anterior al espacio métrico R. Como sabemos
R es completo, luego toda sucesion de esferas encajadas, en este caso los
. n—oo .
intervalos cerrados [z,, — 7y, x, + 15, tales que r,, — 0 tienen al menos
un punto en comun (|, [, — ryn, T, + ] # 0. De hecho tienen uno y sélo
uno. Lo anterior no es mds que el Teorema de los intervalos encajados de
Cantor en R.

Nota 3.5.21 En el Teorema de las esferas encajadas 3.5.19 se puede cambiar
la condicion de que los radios de las esferas tiendan a cero por que las esferas
sean compactas.

Definicion 3.5.22 Sea T' : X — Y una aplicacion inyectiva del espacio
métrico (X, p) al espacio métrico (Y, o). Diremos que T es una isometria si

Vi, xe € X, p(x1,12) = o(Txy, Tas).
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Esto tiene una implicacién muy importante: Si dos espacios son iso-
métricos, entonces las distancias de los elementos originales y de sus ima-
genes seguin 7' son las mismas, es decir los espacios sélo difieren por la
naturaleza del conjunto X pero son idénticos segun la métrica. En particu-
lar los conceptos topoldgicos (entorno, cercania, etc) son los equivalentes
en ambos espacios.

Definicién 3.5.23 Sea (X, p) un espacio métrico y sea (X, p) su clausura.
Llamaremos completamiento de X al espacio métrico completo X* tal que
XcXyX=X~

Por ejemplo, el conjunto de todos los reales R es el completamiento
del conjunto de los racionales Q.

Ejercicio 3.5.24 ¢Cudl es el completamiento del espacio (0, 1) discutido an-
teriormente?

Teorema 3.5.25 Todo espacio métrico (X, p) tiene un completamiento. Di-
cho completamiento es unico salvo isometrias. Es decir, si X* y X** son
dos completamientos de X, entonces existe una aplicacion T : X* — X**
x** = Tz* tal que Tx = x para todo x € Xy p*(z*,y*) = p™(Tx*, Ty").

La demostracidn de este Teorema se puede encontrar, por ejemplo, en las
monografias [5, 6].

3.5.2. El Teorema del punto fijo

Definicion 3.5.26 Sea T : X — X una aplicacién. Si existe un o € (0,1)
tal que
Ve,yeX = p(Tz,Ty) < ap(z,y),

diremos que T es una aplicacion de contraccion.
Ejercicio 3.5.27 Prueba que toda aplicacion de contraccion es continua.

Usando la definicién de continuidad mediante sucesiones (ver ejercicio
3.5.8) tenemos que probar que si x, — x, entonces T'x,, — Tux. Pero
como 7" es de contraccién p(T'z,, Tx) < ap(z,,z) — 0, de donde se tiene
el resultado. Nétese que no es necesario que o € (0,1) para probar el
resultado. [
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Definicidon 3.5.28 Sea T : X — X una aplicacién. El punto x € X se deno-
mina punto fijo de T' si Tx = .

Teorema 3.5.29 (Del punto fijo) Sea X un espacio métrico completoy T :
X — X una aplicacién de contraccion. Entonces T' tiene un unico punto fijo.

Demostracion: Sea z, € X cualquiera. Construyamos la siguiente suce-
sién

ry, 11=Txg, x9=T21, 2pp=T00_1 =2, =T"210.
Probemos que (z,), es fundamental.

p<xn7 xn—i—p) = p<Tnx07 Tn<Tpx0))
a"p(xg, TPxo) = " p(x0, )
" [p(xo, v1) + p(z1,22) + - + p(Tp_1, 7))

n

p(xo,21) + p(Txo, Tay) + -+ + p(TP 2o, TP 1)
p(xo, 21) + ap(xo, x1) + -+ - + o p(xo, 21)]
1—a? o
1—p T 1—-«

(%
(0%
(0%

VAN VAN VAR VAN

IN

p(IQ, xl)'

ap(wo, 1)

Luego cualquiera sea ¢ > 0, existe un N € N, tal que paratodon > Ny
todo p € N, p(zy,, Tnyp) < € (Epor qué?), i.e., (z,), es fundamental. Como
X es completo entonces dicha sucesién tiene limite, i.e., lim, .o, z, = .
Pero entonces, como 7' es continua lim,,_,,, Tx, = Tx, pero Tz, = T,
y lim, oo Tpi1 = lim, o x, = x, asi que tomando limites en Tz, = x,, 11
obtenemos =z = T'x.

Para probar la unicidad asumamos que existen dos puntos fijos = e y
conz #y.AsiTe =z y Ty =y, pero

p(z,y) < p(Tx,Ty) < ap(z,y) = (1-a)p(z,y) <0 = p(z,y) =0,

que implica = = y, lo cual es una contradiccidn. [

Corolario 3.5.30 Sea X un espacio métrico completo y sea T : X — X una
aplicacion de contraccion. Entonces cualquiera sea el elemento z, € X la
sucesion xg, xt1 = Txg, ..., T, = Tx,_1, ..., tiene un unico punto limite que
coincide con el punto fijo de T. Ademds, p(y, ) < 1*—p(Zo, T1).
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Demostracion: La prueba es inmediata a partir de la desigualdad

an

P(Tn, Tnip) S 7

p(zo, 1),
«
tomando limite cuando p — oo. [ |

Ejemplo 3.5.31 Como ejemplo sencillo consideremos las funciones reales
en f : [a,b] — R tales que para todos z; e z, de [a,b] se satisface la
condicidén de Lipschitz

[f(z1) = fla2)| < Kloy — a2, K €(0,1).
Entonces, f es una aplicacidon de contraccién y por el Teorema del punto
fijo la sucesion
zo, 1= f(20), w2=f(1), Tny1= f(Tn),
converge a un unico limite x tal que x = f(z). En particular, f satisface la

condicién de Lipschitz si f es diferenciable y |f'(z)] < K < 1 en [a, b].

Definicion 3.5.32 Sea (T},),, una sucesién'® de aplicaciones T,, : X — Y y
sea M C D(T). Diremos que T,, converge puntualmenteen M aT : X — Y,
si para todo x € M la sucesion (T,x),, es convergente, i.e., para cada x € M
lim, oo Tnx =Tx =y €Y.

En otras palabras
Ve>0 y VxeM 3IN:=N(gx)eN;, VYVn>N = p(T,x,Tx) <e.

Estd claro de la definicién anterior que el numero N depende no sélo del
valor de € sino también del elemento x. Para diferentes = tendremos en
general diferentes N.

Definicion 3.5.33 Sea (7),),, una sucesion de aplicaciones T, : X — Y y sea
M C D(T). Diremos que T,, converge uniformementeen M aT : X — Y, si

Ve>0 IN:=N(e)eN;, Vn>NyVeeM = p(T,x,Tx) <e.

Es decir, fijado el ¢ > 0, podemos escoger un N tal que la desigualdad
p(T,xz,Tz) < € es cierta en todo el subconjunto M.

Este concepto es bastante delicado incluso en el caso de las funciones
reales como ya vimos en el capitulo 1 de estas notas.

10Se asume que todos los operadores T, tienen el mismo dominio D(7},).
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Una aplicacion del teorema del punto fijo

Apliquemos el teorema del punto fijo vamos a probar el siguiente re-
sultado:

Teorema 3.5.34 (Picard) Sea f(z,y) una funcidn continua en una region
Q C R? que contiene al punto (x,yo) y satisface la condicién de Lipschitz en
Yy, Le.,

K > 0; Vo,y,5 € Q, [f(z,y) — f(2,9)] < Kly — ],

entonces existe un d-entorno de x,, donde el problema de valores iniciales

y/(l') = f(ﬂ?, y)7 y(l'o) = Yo,

tiene solucion unica.

Demostracion: Ante todo notemos que el problema de valores iniciales
es equivalente a la siguiente ecuacion integral

y(z) =yo + /:C f(t,y(t))dt.

La idea de la prueba es la siguiente. Vamos a probar que la aplicaciéon
T:C"—=C" ¢=Ty o) =1y +/ fty(t))dt,
xo

es una aplicacion de contraccion en cierto espacio completo C*.

Construyamos un subconjunto ' C 2 cerrado y acotado adecuado.
Para ello notemos que como f es continua, entonces existe una M/ > 0 tal
que para todos (z,y) € € (y por tanto en ), | f(x,y)| < M.Dado ¢ > 0 tal
que K¢ < 1, escogeremos el conjunto €)' tal que (z,y) € Q' si |z — xo| <9
¥ [y — yol < Mo.

Sea C* el espacio de las funciones continuas y en el intervalo I definido
por |z — xo| < § y tales que |y — yo| < M. Definamos en dicho espacio
C* la métrica p(g, h) = max,es |g(x) — h(x)|. Probemos que C* es cerrado
en C([), por tanto es completo (épor qué?). Para ello usaremos que un
subconjunto M es cerrado si y sélo si lim,, ,, x,, = x implica que = € M
(ver Proposicién 3.5.4). Sea (y,), € C* tal que 3, — y. Como (y,,),, € C*
entonces para todo n y cualquiera sea = € [

[yn(t) — yo| < M. (3.5.1)
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Pero
19(8) =yl < y(t) = 9at)] + ya(t) = ol < miix |y(t) —ya(t)] + M3

donde, para el segundo sumando hemos usado (3.5.1). Luego, tomando
el limite cuando n — oo y usando que y, "= v, se sigue que |y(t) — yo| <
Mé, i.e.,y € C*, luego C* es cerrado.

Definamos ahora la aplicacion
1. 6=Ty o) =w+ [ fyo)
o
Siy e C*, entonces |y —yo| < Moyx €I,

6= wl < [ If(ty(eld < M,
xo
ie., T : C*+ C". Pero ademds, cualesquiera sean y e § de C*, ¢ = TY,
¢ =Ty,

6=d < [ 17(®) - Fe50)]dt < Komix]y g1,

xo

de donde se sigue, tomando méx en I que p(¢, ¢) < Kdp(y, ), con K§ <
1. O sea, T es de contraccion, luego por el teorema 3.5.29, T tiene un
unico punto fijo, luego existe una unica solucién de la ecuaciéon Ty =

y, i.e., el problema de valores iniciales tiene una tnica solucién en C*,
funciones continuas en [ = [zy — §, x¢ + 0] y tales que |y(x) — yo| < MJ. m

Noétese que del corolario 3.5.30 se sigue que la solucién del problema
de valores iniciales puede ser aproximada mediante la sucesion

Yo() =Yo,
y1(z) =yo + yo + / f(t,yo(t))dt,

%@=m+m+/f@%4®w7

conocida como sucesién de Picard.!!

1 Compdrese con lo discutido en el apartado 2.2.
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3.6. El teorema de las categorias de Baire

Vamos a terminar este capitulo demostrando un teorema importante
relacionado con los espacios métricos completos que nos sera de utilidad
mas adelante.

Teorema 3.6.1 (Baire) Un espacio métrico X # () completo es de segunda
categoria.

Demostracion: Supongamos que X es magro (de primera categoria), en-
tonces

X = U My, M, C X conjuntos raros. (3.6.1)
k=1

Sea M, raro. Entonces M; no puede contener un entorno (abierto). Pero X
si que puede contener un abierto (el propio X), luego X # M, de donde se
sigue que C(M;) := X\ M es no vacio. Sea x; € C'(M;). Como z; ¢ M,
x1 no puede ser un punto de acumulacion de M; (ni un punto frontera
de M,) y, por tanto, ha de haber una bola'? B, := B(x1,¢;) C C(M,),
€1 < 1/2 (M es cerrado, luego C(M;) es abierto y ; es un punto interior
de C(M,)). Nétese que B, (M, = 0.

Sea ahora M,, que también es raro y por tanto M, no puede contener
abiertos. Entonces M, no puede contener a la bola B(zy,¢,/2), por tanto
C(My) (N B(z1,€1/2) # () y es abierto, luego podemos elegir un z, y una
bola By := B(xy, ), €2 < €1/2 < 1/22, tal que B, € C(Ms) () B(x1,€1/2) C
B (esta claro que B(x1,¢€1/2) C B(x1,€6) = By) con By [\ My = () (B3 esta

en el complementario de Ms). Y asi sucesivamente.

De esta forma tendremos una sucesion de bolas (entornos) By, Bs, . ..
By, ...,con e < 1/2F tales que B, (Y My =0,y

Y

Biy1 = B(Tpy1, €k1) C B(wp, €/2) C B(wg, €) = By
Es mas, para todon > m
B, = B(p,€,) C B(xpm, €m/2) C B(Tm, €m) = B,

por tanto p(z,,x,) < 1/2™, lo que significa que la sucesioén (z,), de los
centros de B,, es de Cauchy. Como X es completo, z,, — =, v € X. Ademas,

12Recuérdese que las bolas son conjuntos abiertos.
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de la inclusidén anterior B,, C B(x,,, €,,/2) se tiene que x,, € B(x,, €,/2),
y, por tanto, de la desigualdad triangular se sigue que para todo n > m

€m €m

cuando n — oo. Luego, p(x,,,x) < €,/2 < €,, i.e.,, v € B, para todo
m € N. Como B,, € C(M,,), entonces x ¢ M,, para todo m, lo cual
contradice (3.6.1). Luego X no puede ser de primera categoria lo cual
prueba el teorema. [

Corolario 3.6.2 Sea X # () un espacio métrico completo. Supongamos que

oo
X = U My, My, C X conjuntos cerrados.
k=1

Entonces al menos un M,, contiene un abierto no vacio (un entorno).

Demostracion: Si fuese falso todos los M serian conjuntos raros (pues
al ser cerrados M, = M,;) y X seria un conjunto de primera categoria
(magro) lo cual contradice el Teorema de Baire. [

Dos aplicaciones “sencillas” al analisis clasico

El teorema de Baire nos serd de gran utilidad para probar algunos

teoremas cldsicos del andlisis funcional como veremos mas adelante. No
obstante, en este apartado veremos dos ejemplos sencillos de aplicacién al
andlisis clasico.
Ejemplo 1. No es complicado probar que existen funciones continuas en
los irracionales y discontinuas en los racionales de para distintos subcon-
juntos de R (ver por ejemplo el problema 3.21). Y al contrario? Es decir,
{existen funciones continuas en los racionales y discontinuas en los irra-
cionales? La respuesta es no.

Vamos a probar que no existen funciones definidas en [0, 1] que sean
continuas en cada racional de (0, 1) y discontinuas en cada irracional de
(0,1). Para ello necesitamos ciertas definiciones previas.

Sea a € I C R, I abierto, I5(a) = (a — d,a + 0) C I. Definamos las
cantidades

w(f 1) = sup () = F@)l, w(f,0) = lim(f, I5(a))

zyel
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conocidas como oscilacion de f en en abierto / y el punto a € I, respecti-
vamente. Es claro que para todo abierto U C I, w(f,U) < w(f,I), luego
w(fa CL) < w(fa [5(&)) < w(f7 I)

Es sencillo ver que una funcién f es continua en x = a si y solo si
w(f,a) = 0. Por otro lado, el conjunto U(xz,¢) de las x € [ tales que
w(f,x) < ¢, para todo € > 0 es abierto. Para ello tomemos € > 0y sea x, €
U(z,e€). Sea J C U(x,e€) un abierto que contenga a x, tal que w(f,J) < e.
Entonces, para todo y € J se tiene que w(f,y) < w(f,J) < ¢, luego todo x,
de U(x,¢€) estd contenido en un abierto contenido en U(z,¢), i.e., U(z,¢)
es abierto.

Supongamos que tenemos una funcion continua en cada racional de
(0,1) y discontinua en cada irracional de (0, 1). Sean los conjuntos

Uy={z € (0,)|w(f,z)<1/n}, n=12 ...

Los U, son abiertos. Como f es continua en los racionales r, € (0,1),
w(f,rp) = 0, luego N, U, = (0,1)Q, es decir, la interseccién de to-
dos los U, solo pueden ser los racionales de (0,1) (pues f es discontinua
en los irracionales, luego w(f,7) > ¢ > 0 para todo i irracional). Como
los racionales son densos en (0, 1), entonces cada U,, es denso en (0,1)
(pues la interseccién de todos los U, son los racionales de (0,1)). Sean
ahora los conjuntos V,, = (0,1) \ U,, n = 1,2,..., que son cerrados. Co-
mo U, es denso en (0, 1), entonces V,, es raro en (0, 1) (ver la proposicién
3.4.10). Ademds, (0,1) \ Q = |J,;~, V;,. Como Q es numerable, y por tanto
Q((0,1) también, podemos construir una sucesién (g, ), que enumera a
los racionales de (0, 1). Entonces

0,1 =V JatUve e U
0,1 = {0}y UvUveUler -

que es una unién numerable de conjuntos raros y, por tanto, de prime-
ra categoria. Pero [0, 1] es completo (es un cerrado de R), luego, por el
Teorema de Baire es de segunda categoria, lo cual es una contradiccién.

y por tanto

Ejemplo 2. Sea (7, el espacio métrico de las funciones continuas en
[0, 1] con la métrica del p(f,g) = max,coq |f(z) — g(z)|. Como ya vimos
(ver ejemplo 3.5.17) este espacio es completo. Sea A el espacio de las
funciones continuas que tienen al menos en un punto una derivada lateral
finita. Vamos a probar que A es un conjunto de primera categoria. Es decir,
tenemos el siguiente teorema:
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Teorema 3.6.3 EI conjunto de todas las funciones continuas que no tienen
ninguna derivada lateral finita en ningun punto del intervalo [0,1] es de
segunda categoria.

O sea, las funciones con las que estamos acostumbrados a trabajar en el
anadlisis constituyen un conjunto magro.

Demostracidon: Para probar el teorema construiremos la siguiente familia
de subconjuntos £, de las funciones continuas f € Cjy 4 tales que para
cadan € N

_ [z +h)—f(2)]
p - {1l

<n, Yh € (0,1/n), para algun z € [0, 1—1/n]} :

Si una funcién continua es tal que en algun punto su derivada lateral exis-
te, entonces w es acotada (¢por qué?), por tanto todo elemento
de A, el espacio de las funciones continuas que tienen al menos en un
punto una derivada lateral finita, pertenece a algun F,,. Esta claro que el
conjunto de los F,, es numerable.

Probemos que E, es cerrado para todo n. Para ello mostraremos que
si f € E,, entonces f € F,. Nétese que como la convergencia es unifor-
me (F, es un subespacio de C[%fl]), entonces f es continua. Si f € FE,,
entonces existe (f)r € E, tal que f, — f ({por qué?). Ahora bien, como
fr — [ tenemos que para todo ¢ > 0, existe un N € N, tal que para todo
k> N, méxepoq | f(x) — fu(z)] < 3he.

Por otro lado,

fa+h) = f@)] _f@+h) = f@+ W] | |fule+h) = fi(@)
h - h h
Nk U]

Luego, luego para todo ¢ > 0 y todo k£ > N tenemos que el primer y tltimo
sumandos son menores o iguales que ¢/2, y por tanto

[fla+h) = f@)] _|filz+h) = fi(2)]
- <

3 + €.
; /5 (z+h)— fr (z)]
Pero, para cada e > 0y cada k existe un x € [0, 1-1/n] tal que == —"=4

|f (x+h)—f(z)
h

< n, pues f, € E,, de donde se sigue que | < n, y, por tanto,

f € E,, luego E, es cerrado.
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Existe otra forma de probar que f € FE,, que es la siguiente. Como f € FE,,
existe para cada k un z € [0,1—1/n], que denotaremos por zy, tal que

| fi(xp +h) — f(xp)]
h

<n, zp€l[0,1-1/n].

T i ) i6 ver-
Como zj, es una sucesién acotada, podemos encontrar una subsucesion conver
gente x;, — x € [0, 1—1/n]. Para dicha subsucesi6n tenemos

| fr; (on; +h) — fxg,)]
h

<n, xp€l0,1-1/n].

Pero como f; — f, entonces fi, — f, luego, tomando limite cuando j — oo

|f(z+h)—f(
h

tenemos que 2l < g, para cierto x € [0,1—1/n], i.e., f € E,,.

Probemos ahora que Cjy 1) \ E,, = CJo,1), entonces la proposicion 3.4.10
nos dice que E,, es raro y, por tanto, la unién de todos los E,, es de primera
categoria, luego A también.

Notemos que D,, = Cjoq1 \ E, es el conjunto de las f € Cjo4; tales que
paracadan € N

_ @+ h)—f(=)
p,- {2

> n, para algun h € (0,1/n), y Vz € [0, 1—1/n]} :

Para probar que D,, = Cjp 5 lo que haremos en probar que en cualquier
entorno de Cjy ;) hay un elemento de D, o lo que es lo mismo, que para
cualquiera sea h € Cjy) y cualquiera sea ¢ > 0, existe una g € D, tal
que p(h,g) < e. Para ello necesitamos un teorema auxiliar cuya prueba®®
omitiremos:

Teorema 3.6.4 (de aproximacion de Weierstrass) Sea [ un intervalo ce-
rrado y acotado de R y sea f(x) una funcién continua en I. Entonces, para
todo € > 0 existe un polinomio p(x) definido en I tal que

méx | f(x) — p(x)] < e

Entonces para toda h € Cp ) existe un polinomio p(z) en [0,1] tal que
p(h,p) < €/4. Para cada n € N construyamos una funcién sierra (una
recta creciente y una decreciente) s,(x) como la de la figura 3.5 cu-
ya altura sea ¢/4 y cuya pendiente m sea mayor, en valor absoluto, que

13Ver, e.g., [2, pdg. 129-130].
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max,ep,1) [P'(z)| + n, de forma que la funcién'* g(z) = p(x) + s, (x) perte-
nece a cada D, y es tal que

[h(x) — g(z)| < [h(z) — p(a)] + [sn(2)] < % <e = plhyg)<e

Asi I, es raro pues su complementario es denso en Cj ;. Ahora bien,

e/4

0 )

Figura 3.5: La funcién sierra definida en cada E,,.

como A C |J,_, E,, ylos E, sonraros, entonces A es de primera categoria,
y como () 1) es un espacio de segunda categoria por el Teorema de Baire
3.6.1yCp 1 = AU{Cp1\A}, entonces Cp 1)\ A es de segunda categoria. m

Conclusion, existen funciones continuas que no tienen derivada en nin-
guin punto, y dado que el conjunto de esas funciones es de segunda cate-

goria ello implica que dichas funciones monstruos son las mas comunes en
el andlisis.

De manera similar se puede probar que no existen funciones definidas
en [0, 1] que sean continuas en cada racional de [0, 1] y discontinuas en
cada irracional de [0, 1]. Cuestién que dejamos como ejercicio® al lector.

3.7. Problemas

Problema 3.1 Prueba la desigualdad de Young: Dados dos niimeros reales
a,b>0yp> 1, entonces,

arbs < -a+-b, —+-=1 (3.7.1)
P q P q

‘Sn (x"l‘h)_sn(x)‘ —
h

14Nétese que para s, () se tiene que
15Ver, por ejemplo, [8, Teorema 6.6, pag. 149].

m > n.
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Ademads la igualdad sdlo tiene lugar si a = b. Ayuda: Encuentra los extremos
de la funcién f : [0,00) — R, f(z) = 2* —azx +a — 1, a € (0,1) y prueba que
f(z) < 0 para todo = > 0. Escogiendo = = a/b, a,b > 0y a = 1/p,p > 1 se
deduce el resultado.

Solucién: La funcién f es continua y derivable en (0, o).
fl@)=a@""=1), = f)=0

Ademas f"(z) = a(a — 1)z* 2 < 0 pues a € (0,1). Luego en z = 1 f tiene un
maximo local. Pero como el Unico extremo local que tiene la funcion es éste, y
ademads f(0) = a—1 < 0ylim,, 1 f(x) = —o0, entonces en = = 1 f tiene un
mdximo absoluto. Ademds f(1) = 0, por tanto, f(x) < 0 para todo =z > 0, ademds
la desigualdad es estricta para todo = > 0 distinto de 1.

Escojamos ahora x = a/b, a,b > 0 y sea a« = 1/p, p > 1, entonces, usando el
resultado del ejercicio anterior tenemos

1.1 1 1 1 1
avbi < —a+-b, 4 ==1, (3.7.2)
p q P q
ademas la igualdad sélo tiene lugar si z = 1, o sea, si a = b. ]

Problema 3.2 Prueba la desigualdad de Holder: Sean los nameros z; e y;,
i =1,2...,n no negativos. Entonces, para todo p > 1y ¢ > 1 se tiene

1 1
DTy < (wa) (ny) Lyl (3.7.3)
i=1 i=1 =1 p q

donde la igualdad sélo tiene lugar si 2% = cy{ paratodoi =1,2,...,n (es
decir si 2 y 3! son proporcionales). Ayuda: Usa la desigualdad de Young.

Soluciéon: Si z; = y; = 0 para todo ¢ = 1,2,...,n, la desigualdad es trivial.
Supongamos entonces que al menos uno de los z; y de los y; son distintos de
cero. Sea

n n p q
Ly Y
X =) al>0, Y=>4l>0, y a= b=3, p>1
i=1 i=1

entonces usando la desigualdad de Young (3.7.2) obtenemos

1 1
X Y “pX qY
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sumando en 7 desde 7+ = 1 hasta ¢+ = n obtenemos

n n
Yo S iyl

- XrYae P

de donde se deduce la desigualdad. Finalmente, la igualdad se obtiene si y sélo
sia/b =1, de donde se deduce la proporcionalidad de los valores de 2! y y!. m

Problema 3.3 Prueba la desigualdad de Minkowski (3.1.1) a partir de la
desigualdad de Holder (3.7.3).

Soluciéon: Si x; = y; = 0 para todo ¢ = 1,2,...,n, la desigualdad es trivial.
Supongamos entonces que al menos uno de los x; y de los y; son distintos de
cero. Tenemos

n n

S @ity = (@i + i) (i +yi)P sz zi+y)P T+ Zyz zi+yi)P

i=1 i=1

A continuacién aplicamos la desigualdad de Holder a ambos sumandos

le zi+y)P < <Zl‘ )p (Z(:CZ +yi)(p—1)q> q ;

=1

1 1
S e < (z y) (z - +yi><p1>q) g
=1

donde la igualdad tiene lugar si y sélo si 27 = ¢(z; + y:)P Dy of = ' (2; +
y;) P19, es decir, si 27 = ¢//c"yf, o sea si ; = cy;, paratodo i = 1,2,...,n
Ahora bien, como % + % = 1, entonces (p — 1)q = p, asi pues,

q

1 1
P n P n

sz+yz”<<2$) (Z T + yi) ) (Z%) <Z :cz+yz-)p> ;
=1 =1 =1

de donde, dividiendo por (}_;" , (z; + yi)p)% obtenemos el resultado. [

Problema 3.4 Encontrar los extremos de la funcién f : [0,00) — R,
flz) =2 —ar+a—1,cona > 10 a < 0y probar que f(z) > 0
para todo x > 0. Deduce a partir de este resultado las desigualdades ana-
logas a las desigualdades de Young (3.7.2), de Holder (3.7.3) y Minkowski
(3.1.1), respectivamente.
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Solucion: Este problema es analogo a los problemas 3.1-3.3, simplemente las
desigualdades son las contrarias.

Problema 3.5 Extiende a las series infinitas las desigualdades de Holder

f:% Y < (f: xf) p (f: yf) q ; (3.7.4)
i—1 i—1 i—1

y Minkowski (3.1.3), respectivamente, donde (x;); y (v;); son sucesiones
de numeros no-negativos. Se asume que las sucesiones son tales que las
correspondientes series son convergentes.

Solucién: Silasseries Y ;2 ¥y >, y convergen, entonces, de la desigualdad
(3.7.3) se tiene que las sumas parciales de la serie } .°, x; y; estan acotadas y, al
ser esta una serie de términos positivos, es convergente (Criterio de comparacién
de Weierstrass 1.2.8). Luego, tomando el limite cuando n — oo en (3.7.3) se
tiene (3.7.4). La desigualdad (3.1.3) se sigue de (3.1.1) tomando el limite cuando
n — oo. [

Problema 3.6 Sean f y ¢ dos funciones continuas en |[a,b]. Usando la
desigualdad de Young (3.7.2) prueba las desigualdades de Holder

/ab |f(x)g(x)|dx < (/ab‘f(ac)\pda:); (/b \g(x)\qdac);, p>1, (3.7.5)

donde g es tal que 3 + + =1, y Minkowski

</ |f(x) + g(x |de> (/ |f(x |pdﬂs>;+</ab]g(a:)|pdaz);,p>1.

¢Son ciertas estas igualdades si f y g son integrables?

Solucion: Sea

b b
x = [@pde >0,y = [yl >0, o
Aplicando la desigualdad de Young se sigue que

(If(X)Ip> (o >§;!f():§)! L loo)P
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Luego, por la monotonia de la integral, tenemos

b f(l’)!_lg(w)\> 1 (" f)P 1 g, 1 1
/a<X§ Y dmgp/a X derQ/a Y dx_erq_l'

Multiplicando por X!/? e Y'1/4 obtenemos la desigualdad buscada.

Probemos ahora la desigualdad de Minkowski. Si f o ¢ son idénticamente
nulas, entonces la desigualdad es inmediata asi que asumiremos que no lo son.
Notemos que, para p > 1,

b b
/ |£(2) + g(a)Pdz = / £(2) + g(@)]|f(z) + g(2) P~ da <
b
</ (1f @) + lg(@))If (2) + g(a)|P~ de =

b b
N / |f(x)|’f($)+9(l’)|p_ld$+/ lg(2)||f(2)+g(z)|P  dz.

Aplicando la desigualdad de Holder (3.7.5) a los dos miembros de la ultima
igualdad obtenemos

b b
[ @I + P tds+ [ lg@)l 1) + gl e <

< ([ / b ] ' | b s(oPde] ;) | " )+ gl V|

Como % + % = 1, se tiene que (p — 1)¢ = p, entonces dividiendo la expresion

b 1
anterior por </ |f(z) + g(x)|pda:> ’ , y usando que

= ( e +gtalras T (/ e +g<x>|de>p

se obtiene el resultado.

b
/ (@) + g(x)Pde

(J21760) + atayva)

Como se ve de la prueba la continuidad de f y g no es necesaria, lo que se
necesita es que las funciones f y g y sus correspondientes potencias sean integra-
bles. Esta claro que si f y ¢g son continuas son integrables. ]

Problema 3.7 Sea X un espacio métrico y sea (z,), una sucesién conver-
gente. Prueba que
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1. (x,), es acotada.

2. El limite de (z,,), es unico.

n—oo

3. Siz, =% zey, =3 y, entonces lim, o p(Tn,yn) = p(z,y), €s
decir, la aplicacién p : X — R es continua. Ayuda: Usa que p(zy, yn) <

p(Tn, ) + p(x,y) + p(Y, Yn)-

Solucion: 1. Por la definicién de convergencia, sabemos que existe un N € N
talque p(z,, L) < 1 para todo n > N. Ademas, existe el min,—; _ n p(zn, L) = 6.
Por tanto, si elegimos » > max{1,d} < 4oo, tenemos que para todo n, =, €
B(L,r), la bola centrada en L de radio r, y por tanto estd (zy), es acotada.

2. Supongamos que la sucesiéon admite dos limites distintos /; < 5. Entonces,
por un lado, d = p(l1,1l2) > 0, y por otro, como z,, — l; Yy x, — l2, entonces
para todo € > 0 existe un N € N tal que, para todo n > N se cumple, al mismo
tiempo, que ||z, — l1]| < § ¥ ||z, — l2]| < §, por tanto,

||l2—l1|| < ||l2—l’n||—|—HIL‘n—llH <e =11 =Is.

También se puede razonar como sigue: como z,, — l; y =, — lo, existe ({por
qué?) un N tal que, para todon > N, z;,, € B(ly; %) y zp, € B(lg; %) paran > N,
pero entonces z,, € B(l1; %l) ) B(la; %l) = (), lo cual es una contradiccion.

3. Usando la desigualdad triangular tenemos

P(@nsYn) < p(2n,y) + p(Ys yn) < pln, 2) + p(2,y) + p(Y, Yn),

o sea, p(xn, yn) — p(x,y) < p(xn, z) + p(y, yn). Andlogamente

p(@,y) = p(Tn, Yn) < p(Tn, ) + p(Y, Yn)-
Combinando ambas desigualdades obtenemos

(2, y) = p(@n, yn)| < p(@n, ) + p(y, yn),
de donde se sigue el resultado pues p(xy,,z) — 0,y p(yn,y) — 0. [
Problema 3.8 Es conocido que en R de toda sucesién acotada se puede
construir (extraer) una subsucesion convergente (Teorema de Bolzano-
Weierstrass). Sea ahora X un espacio métrico arbitrario y sea (z,), una

sucesién acotada de X. ¢Se puede construir (extraer) de (z,), una subsu-
cesion convergente? Justifica la respuesta.
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Solucién: No necesariamente. Por ejemplo, sea X = (0,1) con la métrica ha-
bitual. La sucesién x,, = 1/n es acotada pero no tiene limite en X y por tanto
tampoco tiene limite ninguna de sus subsucesiones. De hecho es suficiente cons-
truir una sucesion acotada en X cuyo limite no pertenezca a X (como el ejemplo
anterior). Puesto que todas las subsucesiones de una sucesion convergente tienen
el mismo limite que la propia sucesion, ninguna subsucesién serda convergente.
Por tanto, la completitud de X es una condicion necesaria. El préoximo problema
nos muestra que no es suficiente. [

Problema 3.9 Sea X un espacio métrico completo. Sea (x,,),, una sucesion
acotada en X. ¢Se puede extraer de (z,), una subsucesién convergente
(es decir, ¢es cierto el Teorema de Bolzano-Weierstrass para los espacios
métricos completos?). Justifica tu respuesta. ¢Qué ocurre si X no es com-
pleto?

Solucién: Si X no es completo, ver ejercicio 3.8, donde vimos que la completitud
era, en general, una condicion necesaria. Supongamos que X es completo. Mos-
tremos que tampoco es suficiente. Sea ¢>° el espacio de las sucesiones acotadas
con la métrica del supremo (ver Ejemplo 3.1.11). Este espacio es completo (ver
problema 3.13). Escojamos la sucesién z(*) = ¢, donde e, es la sucesién cuyos
términos son todos nulos excepto en k-ésimo que tomamos igual a 1. Esta claro
que la sucesién ||z(¥)|| = 1 para todo k, luego es acotada. Ademds, para todos
n #m € N p(z®, z(™) = 1, por tanto de dicha sucesién no podemos extraer
ninguna subsucesion convergente. Este ejemplo también nos vale si en vez de
usar /> usamos /%> como espacio métrico completo. ]

Problema 3.10 Sea (z,), una sucesién fundamental (de Cauchy) de ele-
mentos de un espacio métrico X.

1. Prueba que (z,), es acotada.

2. Sea (zp, ) una subsucesion de (z,),. Prueba que si (x,, ), converge
a x, entonces (z,), también converge y lim,_,, z, = .

Solucién: Sea una sucesién de Cauchy (z,), € X. Entonces,

Ve>0,INeN:Vn,m>N, p(xp,zm) <€ (3.7.6)

1. Tomando ¢ = 1 en (3.7.6) se tiene que para todo n > N, p(x,,zy) < 1.
Razonando como en el punto 1 del problema 3.7 se tiene el resultado.
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2. Sea (xy, ) la subsucesién convergente a z € X. Entonces, por un lado que
T, — x si k — oo, luego existe N > 0 tal que p(zy,,x) < €¢/2 sin; > N, y, por
el otro, como, para todo k£ € N, n; > k, tenemos por (3.7.6) que para k > N
(que podemos tomar sin pérdida de generalidad igual que el N anterior) que
p(x, zpn,) < €/2. Pero entonces, para k > N

p(kar) < p(karnk) + P(xnkaCU) <€

de donde se sigue el resultado. m

Problema 3.11 Prueba que el espacio métrico trivial del ejemplo 3.1.2 es
completo.

Solucién: Sea (z,), C X una sucesién de Cauchy del espacio métrico trivial
del ejemplo 3.1.2. Entonces se tiene (3.7.6). Eligiendo ¢ < 1 cualquiera tenemos,
por la definicién de la métrica trivial, que Vn,m > N, p(z,,x,) = 0, luego
VYn,m > N, x, = x,,. Es decir, las inicas sucesiones de Cauchy de X son las que
son constantes a partir de cierto N, es decir, x,, = zy+1 Vn > N. Luego, todas
las sucesiones de Cauchy son convergentes y su limite es zy.1 € X de dondes se
sigue la completitud del espacio métrico trivial. [

Problema 3.12 Prueba que los espacios métricos de los ejemplos 3.1.5-
3.1.7 son completos. (Y el del ejemplo 3.1.8?

Solucién: Vamos a probar que R”, p > 1 es completo de donde se sigue el
resultado para los ejemplos 3.1.5-3.1.6. La prueba es esencialmente la misma
que la del Ejemplo 3.5.15 asi que solo daremos un esbozo de la misma.

Sea z(*) .= (xgk),xék), ... ,x%k)) una sucesion de Cauchy. Entonces, cualquiera

seae > 0,
n

Z ]a:z(k) — x£k+m)|p < €, Ym € N, 3.7.7)

i=1
con tal que k sea lo suficientemente grande. Pero entonces como todos los suman-
dos son positivos, podemos asegurar que, para todo m € N, ]xgk) — xEHm)] < €,
y k suficientemente grande. Es decir, cada una de las sucesiones reales :cl(.k),
k =1,2,...,n, es de Cauchy. Pero R es un espacio completo por lo que existe
limy oo a:ik = x; para cada i. Sea x = (1, 2,...,x,). Como :vl(.k) converge a x;
para cada i, tomando el limite cuando m — oo en (3.7.7) tenemos

—~ (k
Z |3:§ ) ziP < €,
i=1
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i.e, p(z®),z) < ¢, sin es suficientemente grande. Luego hemos probado que z(*)
converge a x y como z*) era una sucesién fundamental arbitraria, se sigue que

R}, es completo.

Para el ejemplo 3.1.8, i.e., para R, el razonamiento es similar. De hecho, la
completitud para todos estos espacios se sigue del teorema 4.3.2 que probaremos
en el préximo capitulo. [

Problema 3.13 Prueba que el espacio métrico /> del ejemplo 3.1.11 es
completo.

Solucién: z(*) := ( (k) (k) (k)

xy x5, ..., &y ,...)unasucesiéon de Cauchy. Usamos (3.7.6)
k+m| < ¢ luego Vi € N,

| < ¢, i.e., cada una de las sucesiones :cz( ), k=1,2,...,n,esde
Cauchy. Pero R es un espacio completo por lo que existe limy_, xl(k) = x; para
cadai. Sea x = (1, z2,...,Ty,...). Probemos que = € ¢*°. Para ello notemos que

para todo i € N

k
que, en nuestro caso, implica que sup;cy |x§ )
k k
) —

]xl\<]arl—x ’+|x |’

pero para cada i € N, (azgk)) es de Cauchy, luego es acotada, y si elegimos k su-
ficientemente grande, podemos hacer |x; — xl(k)] suficientemente pequeiio, luego
()i es una sucesion acotada, luego = € ¢*°. Finalmente, como para todo i € N,
|x; — :n | es suficientemente pequefio, entonces sup;cy |; — :ng) |, también lo es,
luego a:( ) — . Como z¥) era una sucesién arbitraria de Cauchy, /> es completo.
[

Problema 3.14 Prueba que los espacios métricos definidos en el ejemplo
3.1.5-3.1.7 y 3.1.12 son separables. Ayuda: Usa los subespacios definidos
mediante los vectores y = (q1,4¢2,.--,qn), qx € Q, k = 1,2,...,n para los es-
pacios de los ejemplos 3.1.5-3.1.7 y los subespacios definidos por los vectores
y = (q1,92,--,qn,0,0,...), para todo n € N, en el espacio del ejemplo 3.1.12
(p > 1) y prueba que son numerables y densos en los correspondientes espacios
métricos.

Solucion: Como en el problema 3.12 es suficiente con probarlo para R}, p > 1.
Sean los vectores y = (q1,G2,---,qn), qx € Q, k = 1,2, ...,n. Como la unién finita
de conjuntos numerables es numerable, y Q es numerable, el conjunto Y de todos
los y anteriores es numerable. Probemos que Y es denso en R7. Puesto que Q es
denso en R, entonces, para todo z; € Ry e > 0, existe un ¢; € Q tal que

< (2)
qi n .
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Por tanto, para todo r = (21, ...,z,) € R} existe un ¢ = (qi1,...,q) € Y tal que

n 1/p
o) = (S ks -al) < (@<
i=1

Es decir, Y es denso en R}, luego R} es separable.

El caso de (P es totalmente andlogo al caso especial de ¢? discutido en el
ejemplo 3.4.5. ]

Problema 3.15 Prueba que el espacio R con la métrica discreta (ver ejem-
plo 3.1.2) no es separable.

Solucién: Supongamos que existe un conjunto M C R denso en R. Como M =
R, entonces todo x € R es punto limite de M, luego existe una sucesién (z,,), €
M tal que z,, — x. Pero las Unicas sucesiones que convergen en nuestro espacio
son las que son constantes a partir de cierto N € N (pues estamos tomando la
métrica discreta), lo cual implica que x € M. Luego, si M es denso, M no puede
ser numerable y por tanto nuestro espacio no puede ser separable. ]

Problema 3.16 Prueba que el espacio métrico definido en el ejemplo 3.1.13
es separable y completo.

Solucion: Sea X el espacio de las sucesiones reales con la métrica

(e e}

U |z —yjl
)=y 2 I 3.7.8
Pz, y) ;WH%_M (3.7.8)

En primer lugar, como la funcién f(z) = /1 +x < 1 para todo = > 0, tenemos
que

1 |z —y,l 1 >
— A< = M M; =1 < co.
201+ |z; —y| — 2 7 Z JTES

J J j=1

Por tanto, por el criterio de comparacion de Weierstrass 1.2.8 tenemos que la
serie anterior es convergente cualquiera sea la sucesion (x,, ), que escojamos.

Esta claro que p(x,y) > 0y solo es cero si x = y. Ademds p(z,y) = p(y, ).
Ademds f(x) es creciente para x > 0, luego, f(Ja +b|) < f(Ja| + |b]) ¥, por tanto,
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tomando a = z; — y; y b = y; — 2;, obtenemos

o0

R R IR S s
PRRES SE A T o
j j

— Y1tz -zl SY1+ |z -ty -zl T

<ii | —yil +lys — 2zl
T 2 1+ oy =yl A+ lys — 2l

o0 [e.9]

_Z 1 |z — vyl _|_Zi ly; — zj] <
= 2]1"“%_%‘4“%_%‘ 2J1+‘xj_yj|+‘yj_zj‘
o0

1 |z —yjl 1 |?JJ*ZJ|
+ ————— = p(x,y) + p(y, 2).
Z2]1+|33J_3/J| ;2J1+|ZJJ—ZJ|

Luego la funcién (3.7.8) es efectivamente una métrica y nuestro espacio es un
espacio métrico.

Probemos que X es completo. Sea (z(™),, € X una sucesién de Cauchy. En-
tonces (3.7.6) implica que para todo ¢ > 0 existe un N € N tal que para todos

n,m> N,
(n) (m)

1 o =2

= 2 1+\$ —xgm)|

<é€. (3.7.9)

p(x™

Ahora bien, para cada k € N fijo y cualquiera sea ¢ > 0, tenemos'®, para todos
n,m > N,

) _

1 ’33 ‘ 1 \x : 1 e

ok (n) (m) —ZE ; (n) ’ (m) <27?1+e’
1+|:Ek — T, | j=1 1+|33j -y |

donde hemos elegido ¢ = 21k Tic en (3.7.9). Como f es estrlctamente crec1ente

para x > 0 lo anterior implica que luego, para todo j € N, |:zj — :cj | < e

Es decir, para cada j € N, las sucesiones (a:§n))n € R son de Cauchy y como R

] Sea z™ < d Esta cl
es COI'Ilp eto, son convergentes. ea xj — l‘] cuando n — oo. bsta claro que

z € X. Tomando el limite m — oo en (3.7.9) y usando que la métrica es una
aplicacién continua tenemos que p(z(™, z) < e si n es lo suficientemente grande,
luego z(") — z € X, y como (z(™),, era arbitraria, X es completo.

Veamos ahora que es separable. Para ello definiremos el conjunto Q C X
de todas las sucesiones del tipo y = (q1,92, ---,¢n,0,0,...), para todo n € N,

16De hecho, de esta misma forma se puede probar que p(z,y) es suficientemente pe-
quefio si y solo si |z; — y;| es suficientemente pequefio para cada i, donde = = (x;); e
y = (%i)i-
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donde para todo k, ¢ es racional (ver el ejemplo 3.4.5)). Como ya vimos @
es un subespacio numerable. Probemos que () es denso en X. Sea una sucesion
cualquiera (z,), € X. Entonces, para todo € > 0 existe un N € N tal que

[e.9]

1 |ZCJ| €
2. BTy ] 2
j=N+1 J

Como Q es denso en R, entonces para todo xj, existe un racional g tan cerca
como se quiera, i.e., para todo ¢ > 0y todo k, |z — qx| < €¢/(2N). Luego existe
una sucesién ¢ € @ tal que

ﬁ:l!%—w!<€_

st 21+ |xj —y;| 2

Entonces, para todo = € X podemos encontrar un ¢ € @ tal que

(2.9) — 1 |z, —qjl 1 o —yil — 1 |zl <
px,ngfizg—.i E — €,
o 201+ |zj — g5 st 27 1+ |z — yjl Pt 271 + |z

i.e., para todo z € X, existe un ¢ € @ tal que p(z,q) < ¢, luego @ es denso en X.
Como X contiene un subconjunto denso y numerable entonces es separable. m

Problema 3.17 Sea B(a,b) el conjunto de todas las funciones acotadas
(no necesariamente continuas) en [a, b]. Prueba que B(a, b) es un espacio
métrico con la métrica p(f, g) = sup,eiy |f(*) — g()|. Prueba que dicho
espacio no es separable. Ayuda: Sea el conjunto de todas las funciones f;(x) =
Opara0 <z <ty fi(z) =1parat <z <b,t € [a,b]. Prueba que dicho conjunto
no es numerable. Calcula la distancia entre dos funciones cualesquiera de dicho
conjunto y razona como en el Ejemplo 3.4.6.

Solucidn: Probar que el espacio B(a,b) es métrico es similar al caso del ejemplo
3.1.10. Sea A el conjunto de de todas las funciones f;(z) = Opara0 <z <ty
fi(x) =1parat <z <b,t € [a,b]. Estd claro que hay una funcién f; para cada
t € [a,b], luego A es no numerable pues pues [a,b] no es numerable. Ademds,
la distancia entre cualesquiera dos funciones distintas del conjunto A es 1, por
tanto, razonando como en el ejemplo 3.4.6 podemos construir un conjunto de
bolas centradas en cada f; y disjuntas entre si. Sea M cualquier conjunto denso
en B(a,b). Entonces, en cada una de las bolas anteriores debe haber al menos un
elemento de M, luego M no es numerable (el conjunto de las bolas no lo es) y
como M era arbitrario, entonces /°° no tiene ninguin conjunto numerable denso,
asi que B(a,b) tampoco lo es y por tanto B(a,b) no puede ser separable. [
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Problema 3.18 Estudia bajo que condiciones (sobre los a; ;) la aplicacién

A :R" — R" definida por el sistema de ecuaciones
yZ:Zaijxj—i—bj, i:1,2,...,n,
=1

es de contraccion en los siguientes casos

1. Si usamos la métrica del ejemplo 3.1.5.
2. Si usamos la métrica del ejemplo 3.1.6

3. Si usamos la métrica del ejemplo 3.1.8

Solucién: En el segundo caso tenemos R'':

n

p(Ax, Ay) Z Zawmj +b; — Zaijyj +b| = Z Z ag;(z;
j=1 i=1

=1 |j=1 7=1
<ZZ|G’Z] —Y5) ‘<ZZ max ‘azJH% y;| =
i=1 j=1 i=1j= 1’

n n n
=> dx fag| S lay—yil=ad fay -yl = ap(z,y).

Luego A serd contractiva si o« = Yy ;- | max;—1,_p |a;;| < 1.

Para el tercer caso

n n n
Az. Ay) = 4 b — s bl = 4 |
p(Az, Ay) Zf}axn z;azﬂ?j +0; Zawyj +b; Zfllaxn z;azj(xj
j: = ]:

n n
< mix Y agllyy -yl < méx > max Jagllz; —ys| =
= 1=1,....,n = j=1,.n

i=1,....,n

Y;)| <

Yyi)| <

= mix mix Jaglle; —yln = mix |, ] = ap(@.y).

i=1,...,n j=1,.. J=4..,n
Luego, A sera contractiva si

1
a=n mix |am~| <l&e mix e ;| < —.
i,j=1,.. bj=l,..n n
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Finalmente, en el primer caso se puede comprobar que

2
n

p(Ax, Ay) = | > 1D iz — ;)| <

i=1 |j=1

n
Z lai;|*p(z, y),

i,j=1

’ . n 2 . ., .
asi que si, \/> ", |aij|” < 1, nuestra aplicacion es contractiva. No obstante
debemos mencionar que si A es una matriz simétrica el resultado anterior se
puede mejorar usando el Teorema espectral para matrices simétricas. ]

Problema 3.19 Utiliza el Teorema del punto fijo para probar que el pro-
blema de valores iniciales asociado al sistema de ecuaciones diferenciales

vi(x) = fil@,y1, 90, ye)si =1 on, ga(@o) = (1)o, - -, Yn(@0) = (Yn)o,

tiene solucion tnica en cierto §-entorno de x,. Asumir que las funcio-
nes f; son continuas en cierta regién © de R"™' que contiene al punto
(20, (¥1)o, - - -» (Yn)o, ¥ que se satisfacen una condicién de Lipschitz de la
forma

Solucidn: La prueba consiste en adaptar la prueba del Teorema de Picard 3.5.34
para una ecuacién a un sistema de ecuaciones.

Problema 3.20 Sea la ecuacion integral de Fredholm de 2° tipo

b
flz) = A / K (2, 9)f (g)dy + 9(x),

donde el niicleo K (x,y) de la ecuacion integral y g son funciones conocidas
y continuas en el cuadrado definido por las desigualdades a < =z < b
y a < y < b. Prueba que en el espacio Cj,; con la métrica p(f,g) =
MaxXzelqp | f(2) — g(z)| (ver ejemplo 3.1.9) la ecuacién anterior tiene una
tnica solucién si |A\| < (M (b—a))™!, donde M es el maximo de la funcién
K(x,y). Ayuda: Utiliza el Teorema del punto fijo.

Solucion: Sea el operador T': Cl, ) — Clq ), definido por

b
Tf(x) = A / K(z,9)f(y)dy + ().
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Tomemos en C|,; la norma del méximo (supremo) de forma que tenemos el
espacio métrico completo C[flob}. Calculamos

b
Tf(2) — Ty(a)| = \A [ K - sty
b
< / K (2, 9)]|£(4) — g()ldy

b
< / M- méx |f(y) — g(y)ldy
a ye[a,b}

= [AIM(b—a) méx [f(y) — g(y)l,
y€la,b]

donde M = méx, ,c(q | K (7, y)|- Luego

méx [T f(x) — Tg(x)| < [AM(b—a) méx |[f(y) —g(y)| =
z€[a,b] y€la,b]

p(Tf,Tg) < |ANM(b—a)p(f,g9) = ap(f,g), a=|[AM(b-a).

Si |\ < (M(b— a))"!, entonces a € (0,1) y, por tanto, T es un operador de
contraccidon en un espacio métrico completo, luego podemos aplicar el teorema
de punto fijo de Banach 3.5.29 que nos asegura que existe una tnica funcién f*
tal que Tf* = f*, i.e.,

b
f7(@) = A / K (2, 9) 1 (y)dy + g(z),

por lo que existe una unica solucion a la ecuacion integral de Fredholm. [

Problema 3.21 Prueba que la funcién f(z) definida sobre (0, 1) tal que
f(z) = 1/q si x = p/q (fraccién reducida) e igual a 0 si = es irracional
es continua en cada irracional de (0, 1) y discontinua en cada racional de
(0,1).

Solucion: La funcion propuesta se conoce como funcion de Thomae: f : R —

[0,1]
1
-, sizr=2e€Q,conpeZ,qgecNymcd(p,q) =1
f)=la p y med(p, q)
0, sizeR\Q.

Estudiemos ahora su continuidad: Sea xzg = g € Qconp € Z,q € N, coprimos.
_1
Luego f(zo) = ;.
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Sea o € R\Q, arbitrario. Definimos z,, = x¢ + @ € R\Q, n € N. Entonces
n

o0 = al = %0y 1) = ) =

Luego z,, — x¢ pero f(x,) # f(zo), y, por tanto, f no es continua en ningin
racional.

Veamos ahora la continuidad en los irracionales. Sea ¢ > 0 cualquiera, i € N
y 2o € [0,1]\Q, cualquiera. Por la propiedad arquimediana, existe » € N tal que
0 < 1/r <e,yexisten k; € N tales que

ki ki+1
Vi=1,..,res 0< —<uzg< +
1

Ahora definimos la minima distancia de xg a sus i-ésimas cotas como:

d; == min{

Elijamos = € (xg — 0, x0 + J). Si x es irracional, entonces f(zg) = f(x) = 0. Si
x es racional con fraccién irreducible p/q, necesariamente ha de ser ¢ > r, y por
tanto:

k;

o — —
1

k;
Zo — j_ ’}, y sea 6:11gzi£1r{di}

)

uww—ﬂw=;<1<s

r

Asi concluimos que f es continua en los irracionales.

Problema 3.22 El Teorema de Baire 3.6.1 se puede probar a partir del
Teorema de las esferas encajadas 3.5.19 para ello hay que una sucesion
apropiada de esferas encajadas. Ello se puede hacer razonando de la mis-
ma forma que en la prueba presentada en el apartado 3.6 y mostrado que
existe una esfera Sy tal que S, C By pero que no estd contenida en By ;.
Usar esta idea para dar una prueba alternativa del Teorema de Baire 3.6.1.
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Capitulo 4

Espacios normados y espacios de
Banach

4.1. Espacios vectoriales

Definicidon 4.1.1 Sea V un conjunto de elementos cualesquiera y K el cuerpo
de los numeros reales R o complejos C. Definiremos en V las operaciones
suma “+” de dos elementos x, y de V y multiplicacion “-” de un elemento de
V por un niimero (real o complejo) o € K por un elemento de V. Diremos
que V es un espacio vectorial sobre K (real o complejo si K = R o K = C,
respectivamente), si se cumplen las siguientes propiedades (axiomas):

1. Para todos x e y, vectores de V, el vector suma, w = x + 1, también es
un vector de V' y para todos x,y, z € V se cumple que:

a) r+y=y+z
b) (x+y)+z=a+(y+2)
c) Existe un elemento “nulo” de V, talque xt +0=0+z ==z

”

d) Cualquiera sea el vector x de V, existe el elemento (—x) “opuesto
ax talque x+ (—z) = (—x) + x = 0.

2. Para todo x vector de V, el vector que se obtiene al multiplicar por un
escalar, w = « - x, también es un vector de V y para todos =,y € V,
a, B € K se cumple que:

a a-(z+y)=a-z+a-y

119
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b) (a+p) - z=a-z+p-x
9 a-(50) = (af) -z
d1l-z=2

Ejemplos.

1. El conjunto de los vectores de R" cuando la suma de dos vectores y
la multiplicacién por un escalar es la estandard.

2. El conjunto de las matrices m x n cuando la suma de dos matrices
y la multiplicacién por un escalar es la estdndard. Dicho espacio lo
denotaremos por R"*".

3. El conjunto de los polinomios reales’ de grado a lo sumo n, que
denotaremos por PP, o sea,

P, ={pn(t) =ao+art+---+a,t", ao,..,a, nimeros reales.},

donde definiremos la suma de dos polinomios y la multiplicacién por
un escalar de la siguiente forma:

p(t)y=ap+art+---+ant”, q(x)=0by+bit+---+byt",
(p+q)(t) :==p(t) +q(t) = (ao + bo) + (a1 + b1)t + - - + (an + by)t",
(a-p)(t) := ap(t) = (ag) + (aar)t + - - - + (aap)t".

Ademas, p, =0,siysélosiag=a; =---=a, =0.

4. El conjunto de las funciones continuas en el intervalo [a, b], que de-
notaremos por Cp,;), cuando la suma de dos funciones fy g y la
multiplicacién por un escalar « estan dadas por

(f+9)@) = [(&) +91), (a-f){):=a-[f)

Definicidn 4.1.2 Sea V un espacio vectorial. Diremos que un subconjunto
H C V de elementos de V es un subespacio vectorial de V si H es a su vez un
espacio vectorial respecto a las mismas operaciones suma “+” y multiplica-
cién “” que V.

IDe forma totalmente andloga se puede definir para el caso complejo.
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Ejemplos.

1. Dado un espacio vectorial V, son subespacios vectoriales “triviales”
los subespacios H = {0} (conjunto que tiene como tnico elemento,
el nulo) y H =V (el mismo espacio vectorial).

2. Para 'V = (., H = P, es un subespacio vectorial, para cualquier
n = 0,1, 2, ... entero no negativo.

3. ParaV =P,, H = [P, es un subespacio vectorial para todo k < n.

Ejercicio 4.1.3 Prueba que los espacio (> y ¢* (p > 1) de los ejemplos
3.1.11 y 3.1.12, respectivamente, son espacios vectoriales.

Que la suma = + y € (> es inmediato. Para el caso de /* se sigue de la
desigualdad de Minkowski (3.1.3). Para la multiplicacién por un escalar es
inmediato. Finalmente, se puede comprobar mediante un célculo directo
que en cada caso se cumplen las propiedades de la definicién 4.1.1. ]

Teorema 4.1.4 Un subconjunto H de elementos de V es un subespacio vec-
torial de V si y sdlo si se cumple? que para todos x e v, vectores de H y
a, B € Kel vector w = ax + [y también es un vector de H.

La demostracion es inmediata de la definicidn de subespacio vectorial.

Definamos ahora la envoltura lineal span (vy, vy, ...,v,) de los vectores
v1, v, ..., U, como el conjunto de todas las combinaciones lineales de dichos
vectores:

p
span (v, Vg, ..., Up) = Zakvk ar, €K, k=1,2,...,p
k=1

Usando el teorema anterior se deduce el siguiente

Teorema 4.1.5 Dado un conjunto de vectores {vy, vy, ...,v,} de un espacio
vectorial V, el conjunto span (vy,vs, ..., v,) es un subespacio vectorial de V.
Dicho subespacio vectorial comuinmente se denomina subespacio generado
por los vectores vy, Vg, ..., Up.

2Usualmente se impone ademds que el elemento nulo de V pertenezca a H, pero eso
se deduce de la condiciéon w = ax + Sy € H tomando o = 3 = 0.
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Conjuntos linealmente independientes. Bases.

Un conjunto de vectores vy, vy, ...,v, de un espacio vectorial V se
denomina linealmente independiente si la ecuacién vectorial

T101 + TV + - -+ + 20, = 0,

tiene como unica solucion la trivial z; = --- =z, = 0.

Un conjunto de vectores vy, vy, ..., v, se denomina linealmente depen-
diente si existen los valores 1, xs, - - - , z,, no todos iguales a cero tales que
se verifique la ecuacion vectorial

T1V1 + TV + - -+ + xpv, = 0.

Se dice que un conjunto infinito de vectores es linealmente indepen-
diente si cualquier subsistema finito del mismo es linealmente indepen-
diente. En caso contrario se dice que el sistema es dependiente.

Las siguientes propiedades se pueden verificar facilmente:

1. Un conjunto S = {vy,vs,...,v,} de dos o mds vectores es linealmente
dependiente si y solo si al menos uno de los vectores del conjunto es
combinacion lineal de los demds.

2. Un conjunto S = {vy,va, ..., v,} de dos o mds vectores de V con alguno
de los vectores v; = 0 (1 < ¢ < p) es necesariamente un conjunto de
vectores linealmente dependientes, o sea si alguno de los vectores de
S es el vector nulo entonces S es un conjunto de vectores linealmente
dependientes.

3. Dos vectores vy y vy de V son linealmente dependientes si y sélo si son
proporcionales, es decir, si existe un numero real « tal que v; = avy 0
Vo = QU1

Los vectores linealmente independientes de un espacio vectorial jue-
gan un papel fundamental en el estudio de los sistemas lineales gracias a
la siguiente definicion:

Definicidén 4.1.6 Dado un subespacio vectorial H del espacio vectorial V
diremos que el conjunto de vectores B = {by,bs,....b,} de V es una base de
H st
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i) B es un conjunto de vectores linealmente independientes

i) H = span (b1, bs,...,b,), 0 sea, B genera a todo H.

En particular si H coincide con V, entonces B es una base de todo el espacio
vectorial V.

Por ejemplo, si tomamos una matriz n x n invertible, entonces sus co-
lumnas a, ..., a, son linealmente independientes y ademads se tiene que
R"™ = span (ay, ..., a,). Por tanto B = ay, ..., a,, €s una base de R". En parti-
cular, si A = I,,, la matriz identidad n x n, las columnas e, es, ..., e, de la
misma son una base de R" la cual se conoce como base candnica de R".

Otro ejemplo lo constituye el conjunto de vectores S = {1,¢,1?,...,t"}
del espacio vectorial IP,,. Es facil comprobar que dichos vectores son lineal-
mente independientes y que span (1,¢,¢%,...,t") = P,. S se conoce como
la base canédnica de P,,.

El siguiente teorema es de gran importancia en las aplicaciones.

Teorema 4.1.7 Si un espacio vectorial V tiene una base de n vectores B =
{b1,bs,...,b,}, entonces cualquier conjunto con mds de n vectores de V es
linealmente dependiente. Mds atin, si un espacio vectorial V tiene una base
de n vectores B = {by,bs, ..., b,}, entonces cualquier otra base de V tendrd
que tener n vectores de V.

Por tanto el menor nimero de vectores linealmente independientes
que generan un espacio vectorial es una propiedad intrinseca de dicho es-
pacio. Dicho ntimero se denomina dimension del espacio vectorial.

Un espacio vectorial es de dimensién finita n si V estd generado por
una base de n elementos, es decir si V = span (by,...,b,), donde B =
{b1, ..., b, } es una base de V y lo escribiremos de la forma dim V' = n. En el
caso que V = {0} sea el espacio vectorial nulo, dim{0} = 0. Si V no puede
ser generado por una base finita de vectores, entonces diremos que V es
de dimension infinita y lo denotaremos por dim V' = oo.

Por ejemplo, dimR" = n, dimP,, = n + 1, dim Cj, ) = 0o y dim ¢ = oo.
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4.2. Espacios normados y de Banach

Definicion 4.2.1 Un espacio vectorial X se denomina espacio normado si
para todo x € X existe un numero real denominado norma, y que denotare-
mos por ||z||, que cumple con las condiciones

1. Para todo x € X, ||z|| > 0y si ||z|| = 0 entonces x = 0.
2. Paratodo x € Xy X € R, ||Az|| = |Al]|z||,

3. Para todos x,y € X se tiene la desigualdad triangular

lz +yll < Izl + ] (4.2.1)

Es evidente que si en un espacio normado X definimos la funcién p(z,y) =
||z — y||, esta satisface los axiomas de la definicién 3.1.1, i.e., todo espacio
normado es un espacio métrico. La funcién p anterior se denomina métrica
inducida por la norma.

Definicidon 4.2.2 Un espacio normado completo (en la métrica inducida por
la norma) se denomina espacio de Banach.

Ejemplo 4.2.3 X = R" (C"), es decir el espacio de las n-tuplas © = (x1, x,
..., xy) con la norma ||z|| = \/Y_,_, |zx|% es un espacio de Banach.

Ejercicio 4.2.4 ¢Qué ocurre con X = R" (C") si usamos las normas ||z|| =
(20, |zkl?) P, p > 17 ¢Y con la norma ||z|| = maxg—y ., |z4|?

En ambos casos los correspondientes espacios son de Banach. ]

Ejemplo 4.2.5 Sea X = Cl, 4, es decir, el espacio de las funciones continuas

1/
definidas sobre el segmento [a, b y definamos la norma || f|| = (f; |f(x) |p> p,

p > 1. Este espacio es un espacio normado pero no de Banach (épor qué?).

Ejemplo 4.2.6 Sea X = Cl,, es decir, el espacio de las funciones continuas
definidas sobre el segmento [a, b]. Definamos la norma || f|| =méx,eq4| f ()|
Este espacio es un espacio de Banach.
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Ejemplo 4.2.7 Sea ahora X el espacio de todas las sucesiones v = (x1, xs,

.y &y,...) reales (o complejas) tales que Y -, |zx|[" < +oo con la norma
lz|l = O, |xk|p)1/p, p > 1. Dicho espacio lo denotaremos por (¥ y es un
espacio de Banach.

Ejercicio 4.2.8 Decide si el espacio X de todas las sucesiones reales © =
(1,...,%p,...) acotadas con la métrica ||x|| = sup,ey |2/, €s un espacio de
Banach (ver el problema 3.13).

Esta claro que todo espacio normado es un espacio métrico con la mé-
trica inducida por la norma. Una pregunta inmediata es si el reciproco
es cierto, es decir, si todo espacio métrico es normado. Para responder a
esta pregunta consideremos el espacio X de todas las sucesiones reales

x = (r1,%2,...,%y,...) con la métrica (ver ejemplo 3.1.13)
p(z y) :il ‘x]'_yj‘ .
’ = Y1+ [y -y

Esta métrica no puede ser inducida por ninguna norma ya que de ella
nunca podremos obtener la propiedad 2 de la norma. Una forma de verlo
es a partir del siguiente lema (cuya demostracién es inmediata a partir de
la definicién de norma):

Lema 4.2.9 Sea X un espacio normado. Entonces, la métrica p inducida por
la norma satisface las condiciones

1. p(z+ 2,y +2)=plz,y),
2. p(Az, Ay) = [Alp(z, y).

Los espacios normados son espacios métricos con la métrica p inducida
por la norma: p(x,y) = ||r — y|| y or tanto en ellos podemos definir la
convergencia de sucesiones, sucesiones de Cauchy, etc.. Ademas, al tener
una estructura algebraica podemos definir, entre otras cosas, las series:

Definicién 4.2.10 Dada una sucesion de elementos (z,,),, de un espacio nor-
mado X definiremos la sucesion de sumas parciales (s,),

n
sn:Z:ck, Vn € N.
k=1
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Si s, converge (en norma) a cierto s € X, cuando n — oo, diremos que la
serie es convergente en X y s es su suma. Si converge la serie Y ,_, ||z,
diremos que la serie converge absolutamente.

Teorema 4.2.11 Sea X un espacio de Banach (normado y completo). En-
tonces toda serie absolutamente convergente es convergente.

Demostracién: Sea (z,), absolutamente convergente, i.e., la serie numé-
. . —
rica Y ;7 ||z,|| converge. Entonces, obviamente > ;7 . ||lz.]| = 0, o

equivalentemente, su sucesion de sumas parciales (s,), es de Cauchy, i.e.,

Ve>0, AN EN [V > N, ¥p €N, [8nsp—5n| = |nsall 4+ ||Znss| < €.

Entonces, para todo ¢ > 0, existe un N € N tal que, para todon > Ny
todo p € N,

n-+p n-+p
lsn = sunll = || D @al| < D Nl <e
k=n+1 k=n+1

es decir, la sucesién (s, ), de las sumas parciales es fundamental. Como X
es completo, entonces existe un s € X tal que lim,, .o, s, = s. [

El teorema anterior no es cierto si X no es completo. Como ejercicio se
proponemos al lector que encuentre un contraejemplo.

Ejemplo 4.2.12 Prueba que si X es un espacio normado, entonces toda serie
absolutamente convergente es convergente siy solo si X es completo.

Si X es completo se sigue del teorema anterior que si la serie es absolu-
tamente convergente es convergente. Probemos el reciproco, i.e., asuma-
mos que toda serie absolutamente convergente es convergente. Sea (z,,),
una sucesion de Cauchy cualquiera, i.e.,

Ve>0, INeN, Vn> N, VpeN, |z, — x| <e

Entonces, existe ({por qué?) una sucesion creciente de numeros naturales
(ng)r tales que ny < my <ng < ---
1

||:Bnk+1_$nk|| Sﬁ; k:1,2,37... .
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Ademas, la serie
o o0 1
Z HxnkJrl - xnkH < Z ? < +00.
k=1 k=1

Entonces, la serie ), (zy,,, —»,), converge a cierto z € X. Pero esta
serie es una serie telescépica y obviamente

WE

(:L‘nk+1 - xnk) = klggo Tnyy = Tny = L — Ty,

B
Il

1

luego la sucesién (z,, ), es convergente, pero entonces la sucesion original
(x,), también converge (ver el punto 2 del problema 3.10). Como (z,,),
era una sucesion arbitraria de Cauchy, entonces X es completo. [

Definicidon 4.2.13 Sea X un espacio normado y sea M un subespacio vecto-
rial de X. Si M es un espacio normado con la norma de X restringida a M
se dice que M es un subespacio de X. Si M es cerrado en X entonces se dice
que es un subespacio cerrado.

Definicidn 4.2.14 Sea X un espacio normado. Sea (e, ), una sucesion de
elementos de X tal que, para todo = € X, existe una unica sucesion de es-
n—oo

calares (o), tales que ||z — (areq + -+ + aye,)|| — 0. Dicha sucesidn se
denomina base de Schauder:

Ejemplo 4.2.15 Sea X el espacio ¢? de las sucesiones y sea (e,,), la sucesion
er, = 0; 1, Le., la sucesion de vectores de P con 1 en la posicion ky O en el
resto. Probemos que dicha sucesion es una base de Schauder.

En efecto, para todo = € (P tenemos x = (r1,%2,T3,...,Ty,...). Sea
Sn =Y p_, Trex. Como x € (P, entonces

o0 1/p
lim ||s, — s|| = lim Z |z |P 2 0.
n—oo n—oo
k=n+1

[
Proposicidn 4.2.16 Si un espacio normado X tiene una base de Schauder,
entonces es separable.
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Demostracion: Por simplicidad asumiremos el caso real. i.e., K = R (el
caso complejo se deja como ejercicio). Sea (e, ), una base de Schauder en
Xy sea el conjunto

N
Y:{y:Zﬁ]em NGN, 5@€Q7 ]:17277]\]}7
j=1

i.e., el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas con coeficien-
tes racionales de elementos de la base (e,),. Obviamente Y es numera-
ble (pues Q lo es). Sea x € X cualquiera y sea ¢ > 0. Como (e,), €s
una base de Schauder entonces existen ay, s, ...,ay € R tales que ||z —
Zﬁvzl aje;|| < €/2. Como Q es denso en R, entonces existen /31, 5, . .., Oy
€ Q tales que |o; — f5;] < €/(2N|le;|]).

Entonces, para todo = € X existe un y = Zjvz , Bje; €Y, tal que

= :E—ZO@@%—Z
i=1

N
lz —yll = |[z — > _ Bje;
i=1

N N
< ||z — Zajej + Z
‘7;1 . =1
<= azei|| + Y lay = Bjllle;l| < e
i=1 i=1

El reciproco no es cierto en general. Enflo en 1973 encontrd un espacio
de Banach, separable que no tiene ninguna base de Schauder.

Finalmente debemos mencionar que todo espacio normado se puede
completar y convertirlo en un espacio de Banach. De hecho como conse-
cuencia directa del Teorema 3.5.25 se tiene el siguiente teorema:

Teorema 4.2.17 Sea (X, ||.||) un espacio normado. Entonces existe un espa-

cio de Banach X y una isometria A de Xen W C X, tal que W es denso en
X. Ademds, X es tinico excepto isometrias.

4.3. Espacios normados de dimensidn finita

Comenzaremos con un lema técnico.
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Lema 4.3.1 Sean n vectores cualesquiera z1, ..., x, linealmente indepen-
dientes de un espacio normado X. Entonces, existe un niimero real ¢ > 0 tal
que cuales quiera sean los escalares ay, . .., ay,

|larzy + -+ + apxn|| > c(lag] + - - + |an)). (4.3.1)

Demostracién: Sea s = ||+ -+ + |a,|. Si s = 0 el lema es trivial asi que
asumiremos s > 0. Dividiendo por s 4.3.1 se sigue que 4.3.1 es equivalente
a probar que si zy, ..., x, son linealmente independientes, entonces existe
un numero real ¢ > 0 tal que cuales quiera sean los los escalares f, ...,

Bnscon D0 (B =1
|81y 4 - -+ + Bual > c.

Supongamos que la desigualdad anterior es falsa. Entonces ha de existir
(¢por qué?) una sucesion (y,,), C X tal que

Y =Bk B DB = 1Y gl 0.
k=1

De la condicién Y7, |3U™| = 1 se sigue que las n sucesiones numéri-

cas (ﬁ,gm))m, k =1,...,n, son acotadas. Sea la sucesién (5§m))m acotada,
entonces por el teorema de Bolzano-Weierstrass de ella se puede extraer

.z ) j—o0 .
una subsucesién convergente ﬁfm’) X B,. Escojamos de cada una de las
sucesiones restantes (6,(!"))7”, k = 2,...,n, con las subsucesiones defini-

das por los indices m; de antes. Entonces la sucesién (55”” )) ; es acotada
y por Bolzano-Weierstrass de ella se puede extraer una subsucesion con-

vergente Béﬂ) % B,. Ademds, si escogemos los indices j, definidos por

e . 7 j — s / .
esta sucesion, la subsucesion (,BPZ)) i —= 31 (épor qué?). Continuando es-
te proceso n veces tenemos que existe una subsucesion de indices /; tales

que 5,?") e Bk para todos los & = 1,2, ..., n. Ademas, dicha sucesion de
indices define una subsucesién (y;,); de (y,, ) tal que

ll' ll' 1—00
Y, = Zﬁ;& )l’k, ﬁ;& ) B
k=1

Luego

i =Y o=y y Yl =1
k=1 k=1
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De lo anterior se sigue que no todos los (3, pueden ser ceros al mismo
tiempo. Como los vectores xy, ..., x, son linealmente independientes en-
tonces y # 0 ({por qué?). Ahora bien, como la norma es una aplicacion
continua (ver problema 4.2), entonces se tiene

lmy, =y = lim [y,

1—00 1—00
pero como ||y, || = 0, entonces lim; ., [|y;;|| = 0, luego |ly|| = 0 de
donde se sigue que y = 0 lo cual es una contradiccidn. [

Como corolario tenemos el siguiente teorema de completitud:

Teorema 4.3.2 Todo subespacio M de dimensidn finita de un espacio nor-
mado es completo. En particular, todo espacio normado de dimension finita
es completo.

Demostracién: Sea (y,,),, una sucesién de Cauchy arbitraria de M. Sea

dim M = n. Entonces para todo y,, € M, existen los nimeros (dnicos)

o™,k = 1,2,...,n, tales que y,, = 3.7, o\ er. Como (ym)m es de

Cauchy, entonces, por un lado
Ve>0, INeEN, |Vm >N, Vp N, |[ym — Umpll <6,

y por el otro, existe un ¢ > 0 (por el lema anterior) tal que

n

n
(m) __ (m+p) (m) m+p) (m+p) €
€> Z(ak —a; ek ZCZI% - |:>Z’ak — 0y, ’SE
k=1 =
i.e., las sucesiones (a,(f )) son de Cauchy, y por tanto convergen (los a( ™)
son numeros reales o complejos), a ciertos oy, k = 1,2,...,n. Seay =
> n_, aje; € M. Entonces
n
m—)oo
lym =yl = ||D (0™ — aw)es| < Z o™ = agfflex]] =50,
k=1
lo que implica que lim y,, =y € M, i.e., M es completo. [
m—0o0

Corolario 4.3.3 Todo subespacio M de dimension finita de un espacio de
normado (en particular de Banach) X es cerrado en X.
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Demostracion: )M es en si mismo un espacio normado y por hipétesis es
de dimension finita, luego, por el teorema 4.3.2, es completo. Pero como
M C M, es asuvez es un subespacio de de si mismo, luego por el teorema

3.5.14 es cerrado. [
Ejemplo 4.3.4 Sean los vectores linealmente independientes x1, ..., x, € X,
X espacio normado y sea M = span (z1,xs,- - ,x,). Dado que M C X es

de dimensidn finita, el corolario anterior 4.3.3 implica que es cerrado. Vea-
mos que la condicion de dimension finita es esencial. Para ello consideremos
el espacio Cf,, del ejemplo 4.2.6 y sea M = span (21,22, %, -+ ), donde
T, = x,(t) = "L, i.e., M es el espacio de todos los polinomios de cualquier
grado. M no puede ser cerrado pues hay infinidad de funciones continuas
que son puntos de acumulacion de M pero no pertenecen a M. Por ejemplo,
si elegimos f(t) = e, entonces, usando el Teorema de Taylor tenemos que

P,(t) =3 1_o 5, es tal que
6§tn+1
(n+1)!

e
= CES] —0,£€(0,1),

'—P,(t)]| = max |e'—P,(t)| = mé
e ()]l ggﬁ\e (t)] mnax

cuando n — oo, luego €' es un punto de acumulacion de M pero obviamente
no es un polinomio, luego M no puede ser cerrado.

Definicion 4.3.5 Una norma || - || en un espacio vectorial X es equivalente
a otra norma || - ||’ si existen dos nimeros reales a,b positivos (a > 0, b > 0)
tales que para todo = € X

allzl|" < [l=l| < bflz]".

Ejercicio 4.3.6 Prueba que toda sucesion de Cauchy en (X, || - ||) también lo
esen (X, | - "), y viceversa. (Qué consecuencia tiene esta propiedad?

Esto es una consecuencia inmediata de la definicion anterior. Notese que
ello implica que las distintas definiciones que involucran la norma no se
ven afectadas si cambiamos una norma por otra equivalente, por ejem-
plo las sucesiones de Cauchy seguirdn siendo de Cauchy, las propiedades
topoldgicas de los espacios y sus subespacios no cambian, etc. [

Teorema 4.3.7 Sea X un espacio vectorial de dimension finita. Entonces
cualquier norma || - || en X es equivalente a cualquier otra norma || - || en X.
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Es decir, en cualquier espacio normado de dimensién finita la convergen-
cia (o divergencia) de sucesiones es independiente de la norma.

Demostracion: Sea dimX = n y sea ey,...,e, una base de X. Entonces

para todo = € X existen (y son unicos) los niameros «y, ..., «, tales que
n

x =) i, aje;. Entonces, por el lema 4.3.1

i
[zl = e(laa] +--- +lanl) = foa| + - +|Ocn|<Hc||

Pero

n / n n l{j
lell" = 1D ages|| < D lelllesl” < masc el Y lay| < =|lall,
j=1 j=1 ’ Jj=1

donde hemos denotado por k al méx; ||e;||. Intercambiando las normas
obtenemos ||z|| < & HxH’ de donde se sigue el resultado. [

Ya vimos en el apartado 3.5 que en un espacio métrico todo subcon-
junto compacto era cerrado y acotado (lema 3.5.7) y también vimos que
el reciproco no es cierto (ver también el problema 4.18). Esta afirmacion
obviamente es valida para los espacios normados al ser estos espacios mé-
tricos con la métrica inducida por la norma. Sin embargo, si el espacio
normado es de dimensién finita, entonces todo cerrado y acotado es nece-
sariamente compacto. Asi tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.3.8 En un espacio normado X de dimension finita, todo subcon-
junto M C X es compacto (ver la definicion 3.5.5) si y solo si es cerrado y
acotado.

Demostracidon: = Si M es compacto, entonces por el lema 3.5.7 es cerra-
do y acotado.

< Sea M cerrado y acotado. Probemos que es compacto. Sea n =
dim X y 61, ...,e, una base. Sea la sucesion (z,,),, de M, entonces z,, =

Y ory 0% ek € X. Como M es acotado, z,, también lo es, i.e., existe K > 0
tal que, para todo m € N, ||z,,|| < K, luego, por el lema 4.3.1 tenemos

que
K > ||z = Zak en|| > cZ|a,(€m)
k=1
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Luego las sucesiones (a,(:"))m son acotadas para cada k, y por tanto existe

una subsucesién convergente (Lema de Bolzano-Weierstrass) a «y, para
todo k = 1,2,...,n —debemos hacer una construcciéon similar a la de la
prueba del lema 4.3.1-. Asi, existe una subsucesion (z,, ), que converge a
=) ,_, agex. Como M es cerrado = € M. Luego toda sucesién (z,), de
m tiene una subsucesién convergente en M, i.e., M es compacto. [

4.4. Aplicaciones lineales

Gracias a la estructura algebraica de los espacios normados podemos
definir un caso particular de gran importancias de los operadores discuti-
das en el apartado 3.2: las aplicaciones lineales. Como alli D(7") denotara
el dominio de la aplicacién 7" e Z(7T') la imagen de 7. Asumiremos que los
espacios X e Y son espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K (R o Z) y
que tenemos el operador A : D(T) C X — Y.

Definicién 4.4.1 Una aplicacion (operador) A : D(T) C X — Y es lineal si
Vo, €K, Vx,y € D(T), T(az+ py) = a1 (z) + BT (y).

Veamos algunos ejemplos de operadores lineales:

Ejemplo 4.4.2 El operador identidad I : X — X, y = [z = x para todo
reX

Ejemplo 4.4.3 El operador nulo © : X — Y, y = ©x = 0 para todo z € X.

Ejemplo 4.4.4 Sea P el espacio de los polinomios reales p(t) (o complejos)
de cualquier grado. Definamos el operador D : P — P, y(t) = Dp(t) = p'(t)
que denominaremos operador derivacion (o derivada).

Ejemplo 4.4.5 El operador T : R" — R™, y = Tax = A -z, donde A
es una matriz n x m, x e y son los correspondientes vectores de R" y R™
respectivamente, y “-” denota la multiplicacion usual de matrices.

Ejemplo 4.4.6 Sea (|, el espacio de las funciones continuas f(t). Defina-
mos el operador M : Ciop — Clay), y(t) = M f(t) = tf(t) que denominare-
mos operador multiplicacién por t.
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Definicidn 4.4.7 Llamaremos espacio nulo o niicleo de T al espacio N (T)
de todos los vectores x € D(T) tales que T'x = 0.

Teorema 4.4.8 Sea T : X — Y una aplicacion lineal. Entonces

1. Z(T) es un subespacio vectorial de Y.
2. SidimD(T) = n < oo, entonces dimZ(T") < n.
3. N(T) es un subespacio vectorial de D(T).

Demostracién: 1. Sean y,y» € Z(7). Entonces existen z;, xo € D(T) tales
que y; = T'xy e yo = T'xy. Como T es lineal, entonces para todo «, 8 € K,

I(T) > T(axy + Brg) = aTay + fTxs = ayr + Bye,
y obviamente 70 = 0. Luego por el teorema 4.1.4 Z(T') es un subespacio

vectorial de Y.

2. Sean yi,...,Ynt1 € Z(T'), n + 1 vectores. Existen n + 1 vectores de
D(T) x1,...,x,4 tales que Txy = yp, k= 1,...,n+ 1. Como dim D(T) =
n, existen n + 1 nameros no todos nulos tales que ZZZ} airr = 0 (¢por
qué?). Pero T es lineal luego

n+1 n+1 n+l
r (z ) S T =3 =0
k=1 k=1 k=1

i.e., los vectores yi,...,y,11 € Z(T) son linealmente dependientes, por
tanto dimZ(T") < n.
3. Este apartado es similar al primero y se deja como ejercicio. [

Una pregunta natural e importante que surge al estudiar los operado-
res lineales es saber cuando existe el operador inverso. El siguiente resul-
tado responde a dicha cuestion:

Teorema 4.4.9 Sea T : X — Y una aplicacién lineal con D(T) ¢ Xy
Z(T) C Y. Entonces

1. Existe la aplicacion inversa T~' de T, siy s6lo si Tz = 0 implica = = 0.

2. Siexiste T~', entonces T~" es lineal.
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3. SiT esinvertibley dimD(T') = n < oo, entonces dimZ(T)=dim D(T)
=n.

Demostracion: Ante todo recordemos que para que una aplicacion tenga
inversa ha de ser inyectiva, i.e., z1 # xo = Tz # Txs, 0, equivalentemen-
te, T, =Tx9 = 11 = 9.

2. Comenzaremos probando 2. Supongamos que existe 7!. Probemos
que paratodos y;,y» € Z(T) ya, 8 € K, T ay,+8y2) = Ty, + 8T Lys.
Como existe 7!, entonces, para todos y;,y, € Z(T) existen xy,zy € D(T)
tales que z; = T 1y, y 22T 1y, luego y; = Tx1 y y» = T'w. Como T es
lineal

T(axy + Prg) = aTxy + fTxs = ay; + Sys.

Si le aplicamos el operador T~! a la ecuacién anterior nos queda
T~ o + Bys) = axy + Py = oT 'y + BTy,

Probemos ahora 1. Supongamos que 7'z = 0 implica z = 0. Entonces,
cuales quiera sean x; y z, tales que T'x; = Tx,, tenemos

0=Tx);—Try=T(r1 —23) = w1—22=0 = 31 =uy,

i.e., T es inyectiva, luego existe su inversa 7. Por el contrario, si 7' tiene
inversa entonces 7! es lineal (por el apartado 2.) asi que tomando 7!
en la ecuacién Tz = 0 obtenemos z = 710 = 0.

3. Por el teorema 4.4.8 dimZ(7T") < dimD(T). Si aplicamos el mismo
teorema a la aplicacién lineal 7! obtenemos dimZ(7!) = dimD(T) <
dimD(T™') = dimZ(T), i.e., dimZ(T) > dim D(T), de donde se sigue el
resultado. [

Ejemplo 4.4.10 Sea T : X — Y una aplicacion lineal y supongamos que
dim X = n < oo. Prueba que dim X = n = dim N(T) + dim Z(T)).

Sea eq,...,¢e,, kK < n una base del nucleo N(T) de T. Completemos di-
chos vectores con los vectores linealmente independientes ¢, 1, ..., e, de
X tales que ey, e, ... e, sean una base de X. Probemos que Tey,1,...Te,
es una base de la imagen Z(7') de T'. Ante todo notemos que span (Tej.1,
..., Te,) = I(T). En efecto, para todo y € Z(T') existe un z € D(T) C X
tal que y = Tz,

y="Tx=T(z1e1++xpep+Tpr1€r1+2nen) = 0tz Ter1+. .. x,Te,.
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Probemos ahora que son linealmente independientes. Supongamos que
no lo son, entonces existe al menos un z; # 0, j = k+1,...,n, tal que

rpplegr+ -+ x,Te, =0 =  T(xpiiep1+ -+ xne,) =0.

Pero entonces z = x4 16541 + - -+ + Tpe, € N(T), lo cual indica que z = 0
(pues z es combinacidn lineal de vectores que no pertenecen al nucleo).
Pero entonces los vectores ey, 1,...,¢e, son linealmente dependientes lo
cual es una contradiccidn, i.e., los vectores Te;,1,...Te, son linealmente
independientes y por tanto son una base de Z(7'). Entonces dim N'(T') = k
y dimZ(T) = n — k, de donde se deduce el resultado. [

Ejercicio 4.4.11 Sea T : X — Y una aplicacion lineal y supongamos que
dimX = dimY = n < oo. Prueba que Z(T) = Y siy sélo si T~! existe.
Ayuda: Usa el resultado del ejemplo anterior.

Este resultado no es cierto para dimension infinita. En efecto, sea X el
conjunto de las funciones infinitamente derivables en R. Sea D : X — X,
y(t) = Dz(t) = 2/(t) (derivada). Para cada y(¢) € X podemos definir
x(t) = fot y(7)dr, de forma que z'(t) = y(t) en R, i.e., Z(D) = X. Pero
Dz = 0 no implica = = 0, ya que 2/(¢) = 0 para toda funcién constante, no
necesariamente nula, es decir no existe el inverso de de D (ver el punto 1
del teorema 4.4.9).

Definicion 4.4.12 Sean X e Y dos espacios normados y sea el operador
T :D(T) — Y lineal. T es acotado si existe ¢ > 0 tal que®

| Tx|| < ¢z, Vo € D(T). (4.4.1)
De lo anterior se sigue que si 7" es acotado, entonces para todo z # 0,

T
H”gj‘u <¢  VreD(T), x40 (4.4.2)

El menor valor de ¢ para el cual (4.4.1) se cumple lo denotaremos por || 7|
y se denomina norma del operador lineal T'. Tomando supremos en x # 0
en (4.4.2) e infimos en c tenemos

Tx
sup 1<y,
zexX\{0} H»’CH

3Se sobrentiende que | z|| es la norma en Xy ||Tz|| es en Y.
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Por otro lado, para todo y # 0
IToll _ T _

Iyl — zexvioy ] o

/
)

luego || T'y|| < ¢||y|| por lo tanto

T
1] = inf{e: [Tyl < clyl, VyeX}<d= sup 2l
zex\(oy 1]
de donde se sigue que
Tx
7= sup 177 7l = sup Iz]. (44.3)
wex\{oy |17l lal=1

Si T = 0 obviamente ||T|| = 0. Ademads de (4.4.1), tomando infimos en
c se tiene

Ty
wex, Ty gl < Tl

Iyl

Ejercicio 4.4.13 Prueba que efectivamente la cantidad ||T'|| definida en (4.4.3)
es una norma, es decir se cumplen los axiomas de la definicion 4.2.1.

Usando (4.4.3) se sigue que ||T'[| > 0y solo vale cero si sup, - [|Tz|,
i.e., Tx = 0 para todo = # 0, luego T' = 0. Ademads, como (A\T)x = \(T'z)

se sigue que sup,—; [|[(AT)z|| = [A|supy = |Tx|| = [A[|T]|. Finalmente,
como |[(T' 4+ U)z|| < ||Tx| + ||Ux| se tiene, tomando supremos en ||z| = 1
que |7+ U < [T/ + |U]]. -

Ejemplo 4.4.14 El operador I del ejemplo 4.4.2 es acotado y ||I|| = 1. El
operador © del ejemplo 4.4.3 es acotado y ||©] = 0. El operador D del
ejemplo 4.4.4 es no acotado. En efecto, escojamos el espacio Pen J = [0, 1] e
introduzcamos la norma ||p|| = maxc; [p(t)|- Como Dp(t) = p'(t), entonces
si escogemos la sucesion p,(t) = t", ||pa|| = 1, tenemos || Dp,| = n, luego
| Dpnll/|lpn|| = n, que obviamente no es acotada. Finalmente, para el ejemplo

4.4.5 de las matrices, si usamos por ejemplo la norma ||z|| = (3 ,_, \xk|2)1/2,

entonces
m n
Y az =1

k=1 j=1

1 T]] < cfl]l,

donde ay,; son los elementos de la matriz A.
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Ejercicio 4.4.15 Sea el espacio C};, de las funciones continuas con la nor-
ma del mdximo del Ejemplo 4.2.6. Sea x(t) € C[ifjb} y sean los los puntos
t1 <ty < --- <, pertenecientes [a, b]. Definamos el funcional

fCoy— R, f(x):chx(tk), Cly...,cp €R.
k=1

Prueba que f es lineal y acotado y que || f|| =1, := > _;_, |cxl-

La linealidad se sigue facilmente de la definicién de f. Como R es un
espacio normado con la norma del valor absoluto, entonces

!fISZ\cka(tk)!strg[%!:c(t>|2\ck\=lnl\xl| = |fll <l
k=1 ’ k=1

Dividamos el intervalo [a, b] en los subintervalos [a, t1], .. ., [t,, b]. Cons-
truyamos ahora una funcién z(t) de forma que Z#(t;) = signo(cy), y sea
lineal entre los puntos (0, 0), (t1,signo (¢1)), ..., (tn,signo (¢,)) y (b,0) (ver
figura 4.1). Obviamente ||Z(¢)|| = 1. Ademas

-1

Figura 4.1: La funcién Z(¢) con n = 6.

n

Z Cki’(tk)

k=1

n

= leel = IfI = b,

k=1

IfIl = Sup [f(@)] = [f(2)] =

z||=1

de donde se deduce || f|| = L. [

Teorema 4.4.16 Toda aplicacion lineal T' : X — Y de un espacio normado
de dimension finita X en otro espacio normado cualquiera Y es acotada.
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Demostracion: Sea dim X = n y sea (ey, ..., e,) una base de X. Para todo
reX,z=>3,_, xxe,. Entonces

n
T E TLek
k=1

Por otro lado, usando el lema 4.3.1 tenemos que existe un ¢ > 0 tal que

n n
Zxkek 202|xk|.
k=1 k=1

[Tz =

n n
< > lwelliTer]l < masc || Tel| Y fal-
k=1 k=1

] =

Combinando ambas tenemos
) [kl
| Tz]| < m,gXHTekII—C = |[|Tz] <Az,

con v = maxy ||Texl|/c. [

Para terminar este apartado probemos el siguiente teorema sobre apli-
caciones lineales continuas.

Teorema 4.4.17 Sea T' : D(T) C X — Y una aplicacidn lineal de un espa-
cio normado X a otro espacio normado Y. Entonces

1. T es continuo siy solo si T es acotado.

2. Si T es continuo en algiin xy € D(T'), T es continuo en D(T).

Demostracion: Asumiremos que 7" no es el operador nulo.

1. = Sea T acotado y sea =, € D(T') cualquiera. Como 7' es lineal y
acotado, entonces

Tz — Taol = [T(x — xo)l| < [Tl — zol|

Entonces, para todo ¢ > 0, existe un § = ¢/||T'|| > 0 tal que, para todo x
con ||z — xo|| <9, [|[Tx — Txo|| <e,ie., T es continuo en D(T).

<« Sea T lineal y continuo en x, € D(T') cualquiera. Entonces para todo
e > 0, existe un ¢ > 0 tal que, para todo « con ||z —z|| <, ||[Tz—Tx¢|| < e.
Sea y # 0 en D(T') cualquiera. Escojamos z tal que

y = |lr—xo|| < = ||[Tz —Txo| <e.

n o N )
T =T+ 7Y T —Tp= =
2yl 2yl
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Ademads, para dichos = tenemos, usando la linealidad de T, que

J

||Tx—Ton:r|T<x—xo>||:HT—y
ol

) 2¢
=Tyl <e = |Tyl < —lyll,
H 2yl 0

luego T es acotado.

2. Notese que en la prueba anterior se probd que si 7" era continuo en
un punto z, € D(T), entonces era acotado en D(T'). Pero entonces por 1,
al ser acotado en D(T'), es continuo en D(T). [

Nota 4.4.18 El teorema anterior nos indica que la acotacion y continuidad
para las aplicaciones lineales son equivalentes.

Sea L(X,Y) el espacio de todas las aplicaciones lineales de X en Y.
Definamos en dicho espacio la suma de dos aplicaciones A + B y la multi-
plicacion por un escalar A de la forma habitual:

VeeX, (A4 B)r=Ax+ By, (M)x = \(Ax).

Con esta definicién es facil ver que £(X,Y) es un espacio lineal (el ele-
mento nulo de £(X,Y) es el operador nulo).

Sea B(X,Y) C L(X,Y) el subespacio de todas las aplicaciones lineales
acotadas (y por tanto, segun el teorema 4.4.17, continuas). Entonces, co-
mo consecuencia del ejercicio 4.4.13 se sigue que B(X,Y) es un espacio
normado.

Ejercicio 4.4.19 Prueba que si X es un espacio normado y Y es un espacio
de Banach, entonces B(X,Y) es un espacio de Banach. (ver Teorema 6.3.6).

Sea (U,), € B(X,Y) una sucesién de Cauchy. Entonces
Ve >0, 3JN eN, talqueVn,m >N, ||U,—Uy,| <e¢,
Y, por tanto, para cada x € X
[(Un = Un)z|| = [[Unt = Unz|| < ef|], (4.4.4)

i.e., la sucesion (||U,x||), € Y es de Cauchy, y como Y es completo en-
tonces lim,, U,z = y. Definamos el operador U tal que, para cada z € X,
Uz = lim,, U, z. Tomando limite n — oo en

Uplazx + Py) = aUpx + Uy =  Ulaz + py) = aUx + Uy,
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luego U es lineal. Tomando el limite m — oo en (4.4.4) tenemos
|Upx — Uz|| < ¢€|lz]] = U — U, es acotado.

Como U, € BX,Y)yU - U, € BX,Y),susuma U, + U — U, = U es
acotada. Ademads, de la desigualdad anterior se sigue que, para todo x # 0,

<€ = sup
| ez |

<e=||U,—-U| —0.

Luego U € B(X,Y), de donde se sigue que el espacio de las aplicaciones
lineales acotadas B(X,Y) cuando Y es de Banach, es completo, y por tanto
de Banach. [

4.5. El teorema de Banach-Steinhaus

Para terminar este capitulo dedicado a los espacios normados vamos a
demostrar un resultado muy util para una sucesién de operadores lineales
y acotados: el teorema de Banach-Steinhaus.

Teorema 4.5.1 (Banach-Steinhaus) Sea (T),),, una sucesion* de operado-
res lineales acotados T, : X — Y. de un espacio de Banach X a otro normado
cualquiera Y tales que la sucesion (||T,,x|), es acotada para cada x € X, o
sea, para cada x € X existe un ¢, € R tal que, para todo n = 1,2,... se
tiene

| Tox|| < ey (4.5.1)

Entonces la sucesion de normas (||T,||). es acotada, es decir, existe un ¢ > 0
tal que, para todon = 1,2,... se cumple

1Tl < c. (4.5.2)
Nota 4.5.2 Este teorema se puede generalizar a una familia de operadores

T, i € I, no teniendo que ser el conjunto de indices I numerable. Se deja
como ejercicio al lector que modifique la prueba para este caso.

4Se asume nuevamente que todos los T}, tienen el mismo dominio D(T},).
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Demostracion: Comenzaremos construyendo una familias de subconjun-
tos M, c X, k=1,2,..., de todos los = € X tales que para todon € N

[Tl < k.

Probemos que los M, son cerrados. Para ello probemos que si z € M,
entonces = € M. Como x € M, existe una sucesion (z,,),, € M tal que
x, — x, pero entonces, para todo m y todo n, como x,, € M,

| Thzm|| <k = m—oo |Tux|<k = x€lM.

Por la condicién (4.5.1) esta claro que para cada x € X existe un entero
k. = [cx] + 1, tal que

Tzl < cp <eo] + 1=k,

luego cada z € X pertenece a algtin My, o sea,

X = G M.
k=1

Pero entonces el Corolario del Teorema de Baire 3.6.2 nos asegura que
al menos uno de los conjuntos M contiene un abierto. Supongamos que
M;,, es dicho conjunto, i.e., entonces existe una bola B(xg,r) C M, tal
que para todo z € B(xzo,r) se tiene ||7,,z|| < ko. Elijjamos ahora z

z=x9+yx, >0,

de forma que z € B(xg,r) para todo x € X, x # 0. Para ello basta que
v|lz|| < r, para todo z. Tomemos por ejemplo v = r/(2||z||). Entonces,

para todo n = 1,2,..., ||T,z|| < ko. Entonces, para todo z € X, y todo
n=1,2,..., tenemos
2 — g 1 1 %o
Tl = |70 (2220 = 2125 = ol < 217320 + ol < 22
Y Y i v

Usando que v = r/(2||z||) tenemos

Txl _ kTl 4k
||l r lel=1 |1 r
de donde se sigue que, para todon = 1,2,..., ||T,|| < ¢, como se queria

probar. ]
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Notese que la hipotesis (4.5.1) y la consecuencia (4.5.2) del Teorema
de Banach-Steinhaus se pueden cambiar por

sup || Tzl < 0o, Vo € X, y sup [T, < oo,
neN neN

respectivamente, lo que explica que a este teorema se le suela denominar
Principio de acotacién uniforme, pues se obtiene una cota uniforme para la
sucesién de normas ||7,,|| a partir de las cotas puntuales ||7,,z||.

Ejercicio 4.5.3 Sea (T,,),, una sucesion de operadores lineales acotados T, :
X — Y con X espacio de Banach. Prueba que si T,, es puntualmente con-
vergente a un operador T' (véase la Definicion 3.5.32) entonces la sucesion
(T},), estd uniformemente acotada, i.e.,

de>0talqueVn e N, ||T,] <e,

y el operador T es lineal y acotado (continuo).

Efectivamente, al ser ||T,,x|| convergente para cada z, es acotada, lue-
go se tiene (4.5.1), por tanto podemos aplicar el Teorema de Banach-
Steinhaus 4.5.1.

La linealidad sale de tomar limites n — oo en
T(ox, + Byn) = oThx + B1y.

Por otro lado, como para todo n, ||T,,|| < ¢, se sigue que existe un ¢ > 0 tal
que

Vee X, VneN, |[T,z|] <c|z].

Tomando el limite cuando n — oo, y usando la continuidad de la norma,
tenemos entonces que existe ¢ > 0 tal que

veeX, ||[Tz| <c|z|,

luego T es acotado (continuo). [
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4.5.1. Aplicacion a las series de Fourier

Una aplicacién interesante del Teorema de Banach-Steinhaus tiene que
que ver con las series de Fourier.

Dada una funcién f(z) periddica de periodo 27 definiremos la serie
trigonométrica de Fourier por

Sf(x) = % + Z an, cos(nz) + by, sin(nx), (4.5.3)

n=1

donde los coeficientes vienen dados por las expresiones

1 2m 1 2
an = — f(x) cos(nz)dz, b, = — f(z) sin(nzx)dx, (4.5.4)
n=20,1,2,...,asumiendo que las integrales existen. Una pregunta natural

es cuando, para cada® x € [0, 2), las sumas parciales de la serie de Fourier

Qo & :
b + kz:; ar, cos(kx) + by sin(kx), (4.5.5)

Snf(x) =
convergen, y, en ese caso, si S,f(x) — f(x) en cada x, es decir si hay
convergencia puntual. Nosotros nos ocuparemos de la primera cuestion.
Para la segunda el lector puede consultar, por ejemplo, [13, §18.2].

Por ejemplo, encontremos la serie de de Fourier la funcién f(z) = 1 si
0<z<my0Osinm <z <27 Un calculo directo nos da ay = 1,

1 2T 1 T 1 1_ _1 n
a, =0, bnz—/ f(x)sinnxdx:—/ sinnrdr = = <¥)
™ Jo ™ Jo ™ n

Luego la serie de Fourier de f es
2 i sin(2k + 1)z

T 2k + 1

Sf( (4.5.6)

[\DI»—\

k=0

Usando el criterio de Abel-Dirichlet para series numéricas® se puede com-
probar que la serie anterior converge en todo punto de [0, 27) (de hecho
en todo R), incluido el punto de discontinuidad = = 1/2 donde toma el
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Figura 4.2: La funcidén discontinua f y las sumas parciales de su serie de
Fourier paran = 1,5,9.

valor 1/2 (ver figura 4.2) Es decir, para la convergencia de la serie de Fou-
rier, aunque esta no converja a la funcién en todo punto, no es necesaria
la continuidad de f. Resulta que tampoco es suficiente. Es decir, se tiene
el siguiente teorema:

Teorema 4.5.4 Existen funciones 2m-periddicas continuas cuyas series de
Fourier divergen en un punto x, dado.

Para probar el teorema anterior conviene recordar algunas de las pro-
piedades de las series de Fourier.

Sustituyendo las expresiones (4.5.4) de los coeficientes a,, y b, de la
serie de Fourier en (4.5.5) obtenemos

2 n
Sof(x) = 2 [ FO)Dut - 2)dt, Du(z) = % 3 cos(kz),  (45.7)
k=1

T Jo
donde D, (z) es el nicleo de Dirichlet. Usando la identidad
2 cos(kz)sinz/2 = sin(k + 1/2)z — sin(z — 1/2)t,

y sumando de k£ = 1 hasta n obtenemos la siguiente expresién alternativa
para el nucleo de Dirichlet:
sin(n + 1/2)z

1

SPor la periodicidad de f, y S, f(z), eso equivale a preguntarnos por la convergencia
en todo R.
%Ver, por ejemplo, [13, Proposicién 3 §16.2.3, pag. 376].
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Nétese que |D,(z)| <n+1/2.

Definamos el espacio C' de las funciones continuas en [0, 2] tales que

f(0) = f(2m) dotado con la norma del supremo: || f|| = H[loégi] |f(z)]. Dicho
x€|0,27

espacio es un subespacio cerrado en el espacio Cjy,; ({por que?), luego
es completo.

Sin pérdida de generalidad podemos elegir como punto de divergencia
al punto =z = 0.

Definamos la sucesién (7},),, de funcionales lineales” sobre '

1 2
T.f== [ f(t)Da(t)dt.

™ Jo

Nétese que 7, f = S,,f(0). Ademas
1 2 1 2m
mufl< 2 [T 1OIDaok < max 1501 (5 [ IDa0e).
0 0

z€[0,27] s

J/

~~
:ln

Luego, ||T,.f]| < L.]|f||, luego T,, es acotado para cada n y tomando el
supremo para todas las f con ||f|| = 1, obtenemos ||T},|| < ,,.

Demostremos ahora que ||7},|| = [,. Para ello vamos a encontrar una
sucesion ( f;)r de funciones continuas en [0, 27| con norma 1 tal que para
todo n, T, fx — [, cuando k — oo, de donde, por la continuidad de la
norma (en este caso el valor absoluto) se deduce que ||7,,| = l,-

Para ello notemos que, para cada n € N, D,(x) = 0 en los puntos
a; = 2%’:1, i=1,2,...,2n+1, es no negativa en [0, a,], . . . [azn, @z, 1], cuya
unién llamaremos ¥, y no positiva en [aq, as], ... [as,—, as,], cuya unién
llamaremos ¥ _. Para cada n € N definamos la funcién g,, igual a 1 en >,
y —1 en ¥_ (ver la grafica de la izquierda en la figura 4.3). Ndtese que
gn(t)Dp(t) = |D,(t)| y que el nimero de intervalos donde g,, es negativo

es exactamente igual a n.

Vamos a construir para cada n € N una sucesiéon de funciones conti-
nuas en (fx)x en [0,27] que valga 1 en [0, a1] ¥ [a2n11, 27| ¥ es lineal entre
a; — 0x v a; + 0 (ver detalle en la grédfica de la derecha de la figura 4.3
para cada uno de los intervalos donde g, es negativo) donde ¢, es lo sufi-
cientemente pequefio y lo escogeremos convenientemente como veremos
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Figura 4.3: Las funciones D,(z) y g4(x) (izquierda) y detalle de f; (dere-
cha).

mds adelante. Es obvio que |f(z)| < |gn(x)| < 1, luego || fx|| = 1. Ade-
mads, se puede comprobar® que para cada n € N las funciones f y g, asi
construidas son tales que

A”uuw—gmuw=%m.

D (1)t = L [ g,(t) Dy (t)dt,

Ahora bien, para cadan € N, comol,, = L [ o 0

0
tenemos

i =l < = [ 15:0) = 91D

0
1

< (mi 1201) £ [ 1) - gt <

z€[0,2m

(2n + 1)n5k’

donde hemos usado que méx |D,(x)] = n + 1/2 para todo = € [0, 27].
Luego si, para cada n € N tomamos en la definicién de nuestra funcién
fr> O < m tenemos

1

y como || fx|| = 1, entonces ||T,,| = I,.

7Un funcional lineal T no es mds que una aplicacién lineal T : X + R, de un espacio
normado X en R (o C) donde R se entiende como un espacio normado con la norma del
valor absoluto.

8Dicha integral es el 4rea de la diferencia de ambas funciones, por tanto en cada
intervalo donde g,, es negativo es igual a 2Jy.
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Probemos ahora que la sucesion (,,),, es no acotada.

1 27 1 2 : t 21 : 1 t
l, = _/ |D,,(t)|dt = / Mdt > / wdt.
0 T Jo

T o | sin 5| t
Hagamos el cambio z = (n + 1/2)t
s l/(2n+1)7r | sin Z|dz _ 1 i/(mﬂ)w | sin Z|dz
T Jo z T = Jonn z
2n
1 (m+1)7 ’ SlIlZ| (m+1)7
> = i el in 2|d
3 e
2 o 1

== — — s 00Sin — oo.
T m_0m+1

Por tanto, la sucesién de normas ||7,,|| no estd acotada, es decir (4.5.2)
no se cumple, por tanto, el Teorema de Banach-Steinhaus nos asegura que
tiene que existir una funcién f € C' (recordemos que C' (es completo) tal
que |7, f|| — oo (T,,f es no acotada para alguna f, o si no se cumpliria
(4.5.1)), pero como T,,f = S, f(0), eso significa que tiene que existir una
funcién f tal que su serie de Fourier en cero es divergente. ]

4.6. Problemas

Problema 4.1 Prueba que los espacios R", R"*™, P, y C{,; son espacios
vectoriales.

Solucién: Simplemente hay que comprobar que en cada caso se cumplen las
propiedades de la definicién 4.1.1.

Problema 4.2 Prueba que para todos z, y de un espacio normado X se
cumple la desigualdad |||z|| — |ly[|| < [z — y||. Deduce de este resultado
que lanorma || - || : X — [0, 00) es una aplicacién continua.

Solucion: Tenemos que
[z < llz =yl +lyll, vl <llz—yll+ =l =

el = llyll < lle =yll, Ayl = llzll < fle =yl = [zl =yl < llz =yl
Esta claro que si ||z, — z|| — 0, entonces ||z,|| — ||z|, de donde se sigue el
resultado. =
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Problema 4.3 Prueba que el espacio (> de las sucesiones acotadas (z,),
con la norma ||z|| = sup,ey |zx| €s un espacio normado. Demuestra que
en este espacio el subespacio Y de las sucesiones con un numero finito
de términos no nulos no es cerrado (y por tanto no es completo) en /.
Ayuda: Usa la sucesion s, = (1,1/2,...,1/n,0,0,...) € Y y la sucesién z =
(1,1/2,...,1/n,1/(n+1),...) €Y.

Solucion: Probar que dicho espacio es normado es similar a la prueba de que
(> es métrico (ver ejemplo 3.1.11). Probemos que Y C ¢* no es cerrado. Sea

la sucesién s, = (1,1/2,...,1/n,0,0,...) € Y. Esta claro que para cada n, s,
coincide con la sucesiéon x = (1,1/2,...,1/n,1/(n+ 1),...) hasta el término n.
Ademas )
— 2l = (k) _ &) = =
=S8 = —0 — .
Jsw =l =sup[sf) — 2 = g 50 o0

Pero x ¢ Y, luego Y no es cerrado pues no contiene a todos sus puntos limites. m

Problema 4.4 Prueba que los operadores de los ejemplos 4.4.2-4.4.6 son
operadores lineales. Decide, usando distintas normas, si el operador del
ejemplo 4.4.6 es acotado.

Solucidon: Los ejemplos 4.4.2-4.4.5 son inmediatos. Veamos el operador del
ejemplo 4.4.6. En este caso tenemos

S(af(t) + Bg(t)) = tlaf (t) + Bg(t)) = atf(t) + btg(t) = aSf(t) + £Sg(t),

luego es lineal. Veamos si el operador multiplicacién por ¢ es acotado o no de-
pendiendo de la norma.

IMf@) = Nltf Ol = [¢ll[f ()] < max{lal, [b]} - [Lf ()] = cllf ()]

Luego hemos probado que M es acotado en C|,; cualquiera sea la norma que
usemos. [

Problema 4.5 Prueba que el operador 7' : Cg), — Cgy cony = T
definido por

y(t) = /01 k(t, )x(T)dT, (4.6.1)

con k(t, ) continua en el cuadrado [0, 1] x [0, 1] es lineal y acotado y que

1
IT]| = K = méx/ (. 7| dr
0

te(0,1]
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Soluciéon: De la desigualdad

1 1
) < /0 k(t, )| ()l dr < 2] /0 Ik(t, 7)\dr,

se sigue, tomando el supremo en t € [0, 1], que ||Tz| < K||z||, con

—max/ |k(t,T)|dT.
t€[0,1]

Luego ||T']| < K. Definamos ahora la funcién

-1 t<—1/n,
up(t) =qnt, —1/n<t<1/n
1, t>1/n.

Sea la sucesion x,,(t,7) = u,(k(t,7)). Nétese que ||z, || = 1, y que
k(t, )un(k(t,7)) > 0, eigual a |k(t, )| cuando |k(t,7)| > 1/n.

Denotemos por I,, el conjunto de puntos (subintervalos de [0, 1]) donde se cumple
la desigualdad anterior. Se tiene entonces

/In /omj —/In k(t, T)xn(t, 7)dT.

Tan(t, )| :/ k(t, 7V (L, T)dT =
0

Pero como
1
/ k(t, T)xn(t, 7)dT = / |k(t, T)|dT = / |k(t, )|dT —/ |k(t, T)|dT,
I I, 0 [0,1\In
yen [0,1]\ I, |k(t,7)| < 1/n, entonces
1 1
T (t,7)] > / e(t, 7| dr > / o(t, 7 dr — ©.
In 0 n
9

Tomando supremos en n obtenemos

1
sup [Tz (1, 7)) 2/ (e, 7)|dr-
n 0

°Ello se debe a la siguiente propiedad del supremo: Si V2 € M C R y para todo
loe > 0,2z > a— ¢ entonces sup,c,; ¢ > a. En efecto, si no fuese cierto entonces, si
Sup,epr & < a, entonces Vo € M, x < a'y por tanto existird une > 0talque z + ¢ < a
(¢por qué?), lo cual es una contradiccion.
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Tomando en la desigualdad anterior maximo en ¢ tenemos

max [bup|Tmn(t T } > max/ |k(t,7)|dT = K
tel0,1] | n te(0,1]

Pero, como ||z, (t,7)|| = 1, entonces®

|T|| = sup ||Tx| > méx [sup\Txn(t T ] > max/ |k(t,7)|dr = K
[|z]|=1 te[0,1] t€(0,1]

de donde se sigue que ||T'|| =
Noétese que como corolario de lo anterior se tiene que el funcional f : CEBOH >

R con f(z fo T)dr, con k() continua en [0, 1] es acotado y ||f|| =
fo |k(T |dT. [

Problema 4.6 Prueba que el operador 7' : L'[0,1] — Ly cony = Tx
definido por (4.6.1) es lineal y acotado y que

T = max/ |k(t, T)|dt,

[0,1]

donde por L'[0, 1] denotamos el completamiento del conjunto de las fun-
ciones integrables en [0, 1], i.e., x € L0, 1] si fo |z (t)|dt < +o0.
Solucién: Tenemos que
1 1 1
7] = [ ol - as [ [ enliatoiar) a
/ </ h(t, 7 \dt) Pldr < mix (/ (1, \dt) Iz = Ka|| =

11

T)dT

HTH < K. Sea 7y € [0,1] el valor donde se alcanza el maximo"" anterior, K =
fo |k(t,70)|dt. Como k(t,7) es continua en un cerrado y acotado, entonces es
uniformemente continua en dicho cerrado y acotado. Es decir, para todo ¢ > 0
existeund > Otal que, si|t—t'| < dy|r—7'| <9, |k(t,7)—k(t',7")| < e. Elijamos
ahora un intervalo I C [0,1] = [r,»],talque 1y < 79 < mconTe —73 <Oy
definamos la funcién

1
) t e T 77— Y 7 ~
Z(r) =K 2 —7 71,72 ademds ||z|| = 1.

0, en otro caso,

10Los z,, son un subconjunto de las x con norma 1.
HLa funcién g(7 fo |k(t, 7)|dt es continua en [0, 1] (ver Teorema de la pagina 54).
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1 1
IT) = sup [Tzl > T3] = /0 /0 K(t, r)E(r)dr | dt

zll=1
2]
/ k(t,T)dT
31

1 1
oyt /0

to
/ k(t, 7)dr| +
t1

to to
/ k(t, T)dr +/ |k(t,70) — k(t,7)|dT <
t1 t1
to to
/ k(t, T)dr| > / k(t,o)dr
t1

t1
y, por tanto,
1 1
to—11 /0

to
/ k(t, T)dr
t1

Es decir, para todo € > 0, ||T']| > K — ¢, luego si tomamos el limite ¢ — 0, i.e.,
|T|| > K, y por tanto ||T'|| = K. [

dt

Pero

to
/ k(t,mo)dr| <

t1

/ * k(1) — k(t.7)dr

t1

<

to
/ k(t,7)dT| + €
t1

—e= (to — t1)|k(t,m0)| — €, (4.6.2)

luego

1
dt > / |k(t,0)|dt — e = K — €.
0

Problema 4.7 Prueba que el operador T : Lj,, — Cfy
definido por (4.6.1) es lineal y acotado y que

1T = méx |k(t, 7).

7,t€[0,1]

) con y = Tx

Solucién: De la desigualdad

|Tz(t)| < m[ax] |k(t, T |/ |z(7)|dT, tomando max ent € [0,1] = ||[Tz| < K|z,
0,1

con K = méax; (o1 |k(t, 7)|. De forma andloga al ejemplo anterior existen to, 70 €
[0, 1] tales que |k(to,70)| = K

Ahora construimos la misma funcién auxiliar del problema 4.6 y tenemos,

/1k(t 7)E(r)dr| = /: ];(t_’;)df

> m[ax |k(t,70)| —e=||T|| > K —¢,
tefo

= méax
te[0,1]

IT|| = sup ||Tz|| > ||TZ] = max
Jl]|=1 te(0.1]

Usando (4.6.2) se sigue que, para todo € > 0,

to k
max / t.7) 4
tef0,1] | Jy, t2—t1

i.e., tomando € — 0, | 7| > K de donde se sigue el resultado. [
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Problema 4.8 Prueba que el operador T' : Cf )y = Cfj, cony = Tx
definido por (4.6.1) es lineal y acotado y que

1 1
|\T||§\// / e(t, 7 [2dtdr
0 0

En este caso no es sencillo encontrar la norma del operador en el caso
general.

Solucion: Ello se sigue de las siguientes desigualdades:

dt<\// / Ik (t, 7) |dr> dt <
Hddeéng \//0 /0 |k:(t,7)|2d7> </0 yg;(T)PdT)dt:
_ \//01 /01 (2, T)Pdet\//Ol j2(r)[2dr = \//01 /01 k(t, 7)|2drdt 2.

Problema 4.9 Demuestra que el operador 7" del ejemplo 4.4.5 T : R" —
R", y = Az, A € R"*" es acotado en los siguientes casos

ITz| = k(t,7)z(T)dT

1. T : R}, — RZ (ver ejemplo 3.1.8). Prueba que en este caso

.....

e
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Soluciéon: Tenemos que y = Tx = Ax. Comencemos probando 1.

Z Qif Tk

k=1

Tl = méx

< [ max Zazk] ]l = Kllz| = T < K.
7 7 k 1

Sea ip el indice donde se alcanza el valor de K, i.e., K = ,_; |a;,x|, y sea Z, tal
que Zj, = signo (a;,%). Entonces

Z azkxk

17| = ”m”ax 1Tz]| = |[T2]| = méx

n
= Z |ai0]€‘ =K
k=1

de donde se sigue el resultado.

2. En este caso tenemos

Tl =31 anan| <303 ol = 3 [Z \am] 2

1=1 k=1 1=1 k=1 k=1 Li=1
n
s [ méx zw] gl [m zm\] el = K] = |7 < K.

Sea ko el indice donde se alcanza el valor de K, i.e., K = " | |aik,|, ¥ sea
T = Ok, 1.€., tal que Ty, vale cero para todo k # ko y uno si k = ky. Entonces

Zamwk = Z | @ik | =

k=1
3. En este caso, usando la desigualdad de Holder (3.7.3), obtenemos

el =5 S anr] <32 haetonl]| <3 [Z |aik|2] [Z |xk|2] ,

i=1 k=1 i=1 k=1 i=1 Lk=1 k=1

1T = Hr;l”é_ﬁ [Tx]| > || T = Z
- =1

luego ||Tx|* <[>0, Yr_; lai|?] ||z]|?, de donde se sigue el resultado. En este
caso, a diferencia de los anteriores no es sencillo encontrar la norma del operador
T. En el caso cuando A es una matriz simétrica, se puede probar que ||T|| = ||,
siendo A el mayor autovalor en valor absoluto de A. ]

Problema 4.10 Decide si el operador del ejemplo de las matrices 4.4.5 es
acotado si escogemos la norma |jz|| = (3,_, |z[?)"/?, p > 1. En caso de

que sea acotado da una estimacién de su norma.

Solucién: Este problema es similar al apartado 3 del problema 4.9.
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Problema 4.11 Sea X un espacio normado y 7" : D(T) € X — Y un
operador lineal y acotado. Prueba que si (z,), € D(T) y z, — = € D(T),
entonces 7'z, — Tx. Prueba ademas que el espacio nulo N/ (T) es cerrado
en D(T). Ayuda: Usa el teorema 4.4.17 y la proposicién 3.5.4.

Solucion: La primera parte se deduce del teorema 4.4.17 pues como 7' es acota-
do es continuo. Para la segunda, tomemos z € m cualquiera. Entonces existe
una sucesion (z,), € N(T) tal que x,, — x. Pero como z, € N(T), enton-
ces Tz, = 0, de donde se deduce, por la continuidad de T" que Tz = 0, luego

x € N(T). Como z era arbitrario N'(T') = N (T), luego N (T') es cerrado. =

Problema 4.12 Sean A, B dos operadores lineales y biyectivos A : X —
Y,y B:Y— Z,X,Y,Z espacios vectoriales. Entonces existe el operador T’
inverso del operador BA : X — Z, T = (BA)™' : Z — Xy T = (BA)™! =
A-1BL,

Solucién: En efecto, como A y B son biyectivos, ambos poseen inversos A~
y B~! y los inversos de operadores lineales son lineales (ver teorema 4.4.9). La
composicion de operadores lineales también es lineal, por tanto, la aplicacion
T = A~'B7! : Z — X existe, estd bien definida, es biyectiva y lineal. Ademés,
para todo z € Z, BA(A"'B7!)(2) = z, por tanto, T = (BA)~! = A=1B~1, [

Problema 4.13 Sean dos operadores A, B de X — X, X espacio normado,
lineales y acotados. Prueba que ||AB|| < ||A]|||B||. En particular, ||A™|| <
LA™

Solucion: De las condiciones del problema se tiene que para todo = € X
[Az|| < [[Allf|]
En particular, para y = Bz € X,
[Ay[l = [[A(Bz)|| < [[A[lBx|| < (A Bll2]-

Luego, para todo = # 0,

|ABz| |ABz|
<|A[[|B]] = |AB|| = sup
[Eal lzjz0 1l

< [IA[[[[B]]-
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Problema 4.14 Sea B(X) el espacio de todas las aplicaciones lineales y
acotadas A : X — X, X espacio de Banach. Dadas dos aplicaciones lineales
A, B € B(X), definamos la aplicacién 7' : B(X) — B(X) por TX = AXB,
X € B(X). Prueba que el operador T es lineal y acotado (respecto a la
norma de operadores) y que ||T|| < || All|| B||-

Solucién: Ante todo, recordemos que B(X) es el espacio de las aplicaciones
lineales y acotadas A : X — X con la suma definida por (X +Y)x = (Xxz)+ (Yx)
y el producto por un escalar por (AX )z = A(Xx).

Probemos que 7T es una aplicacion lineal. En primer lugar

(T(X+Y))x=(AX+Y)B)x=(AX +Y))(Bx) =A(X +Y)(Bz))
A lineal

=A[(X(Bx)) + (Y(Bz))] A[(X(Bz)) + (Y(Bz))]
=AXBx+ AYBx =TXx+TYx.

Por otro lado,
(T(AX))z = (AANXB)z = ((AAX)(Bz) = A((AX)(Bx))
— A(A(X(Ba))) 42 A\ A(X (Bz))
= MNAXB)x = \Tx.
Para probar que es acotado basta usar el problema anterior 4.14

ITX]]
[

17 X]|
< [|A[lIBl = sup Z=== < [ A[llIBI],

|TX[ < [[ABINXI = e
Ix(zo I1X1l

luego ||| < [|A[l[|B]- =

Problema 4.15 Demuestra que no se puede prescindir de la condicion de
completitud de X en el Teorema de Banach-Steinhaus 4.5.1. Para ello con-
sidera un subespacio X C ¢* consistente en todos los z = (z1, za,...,zj,...)
tales que x; = 0 para todo j > J € N, es decir cada «x tiene a lo més las
primeras J coordenadas no nulas (la J puede depender de cada x). Sea
el operador (funcional) 7,z = f,(z) = nx,. Probar que X no es completo
(ver problema 4.3), que | f,(z)| estd acotado para cada n y todo z € X, y
que (||7,||)» es no acotada.

Solucién: Usando la sucesién del problema 4.3 podemos comprobar que X no
es cerrado, luego lo es completo. Ahora bien, por la definicién de X esta claro
que para cada n € N, ||T,,z|| = sup,cx |ne,| es acotado pues, para cada n solo
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hay un numero finito de coordenadas de x que son no nulas, luego existe un ¢,
tal que ||7,,z|| < ¢,. Por otro lado, estd claro que para cada n podemos elegir un

z € X tal que ||z|| = 1 (por ejemplo, que solo tenga como coordenadas ceros y
unos) na, = n, entonces ||, || = sup| =1 | Tnz|| > [|75Z[| = n, luego la sucesion
(|IT]])» no es acotada, luego no se tiene (4.5.2). [

Problema 4.16 Usando el Teorema de Banach-Steinhaus prueba que si X
es un espacio de Banach, Y uno normado, 7,, € B(X,Y) y sup,, ||T..| = oo,
entonces existe un z, € X tal que sup, ||T,zo|]| = oo. Dicho z, se suele
denominar como punto o vector de resonancia.

Solucién: Supongamos que es falso, entonces, para todo x € X, sup,, [|T,z| <
00, luego la sucesion ||T,,z|| es acotada para cada x. Pero entonces por el Teorema
de Banach-Steinhaus existe un ¢ > 0 tal que, para todo n, ||T,| < ¢, lo cual
contradice que sup,, |1, | = oc. [

Problema 4.17 Sea un espacio normado X y sea M C X un subespacio
cerrado de X distinto de X. Prueba que existe un vector y € X tal que,
paratodox € M, |ly|| =1y ||y —z|| > 1/2.

Solucion: Fl resultado de este problema nos indica que si tenemos un subes-
pacio cerrado M de un espacio normado siempre podemos encontrar elemen-
tos del espacio que estdn lejos del subespacio M. Elijamos yo € X\ M y sea
d = infzenr ||lyo — x||. Probemos que d > 0. En efecto, si d = 0 entonces existiria
una sucesion (z,), € M tal que z,, — yo. pero entonces yo € M lo cual es una
contradiccién. Elijamos ahora zp € M tal que ||yo — zo|| < 2d (estd claro que
llyo — xo|| ha de ser mayor que d) y definamos y = #2==-_ Es obvio que ||y|| = 1.

lyo—zoll *
Sea x € M, entonces, como xg € M, 29 = zo + x||yo — zo|| € M. Entonces

lvo —@oll = llyo — ol lyo — ol ~ 2d 2
de donde se sigue el resultado. [

Problema 4.18 Sea un espacio normado X de dimension infinita. Prueba
que la esfera unidad S, i.e. el conjunto de los = € X tales que ||z]| < 1
no es un compacto'?. Una consecuencia de este resultado es que si en
un espacio normado X la esfera unidad es compacta, entonces X es de
dimensién finita. Ayuda: Usando el problema anterior construir una sucesion
de elementos (z,,), € S tal que, para todos n # m € N, ||z, — || > 1/2.

12En dimensién finita como la esfera unidad es cerrada y acotada, entonces es un
compacto.
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Solucién: La idea es encontrar una sucesién de elementos (z,), € S tal que,
para todos n # m € N, ||z, — x,,|| > 1/2. Estd claro de que de dicha sucesién es
imposible construir una subsucesién convergente.

Elegimos z; € S tal que ||z1]| = 1. Sea M; = span (x1). M; es un subespacio
cerrado de X, luego el problema 4.17 nos asegura que existe un zo € X con
lx2l| = 1, ie., xo € S, xo & My, tal que ||ze — x| > 1/2, para todo = € Mj,
y, en particular ||zo — z1|| > 1/2. Sea My = span (x1,z2). Como My es cerrado
en X, el problema 4.17 nos asegura que existe un x3 € S, ||z3|| = 1, 23 & Mp,
tal que ||z3 — x| > 1/2, para todo x € Ms, y, en particular ||z3 — x1|| > 1/2,
|lxs — x2|| > 1/2, y asi sucesivamente. Notese que de la construccién anterior
tenemos una sucesion infinita de términos distintos tales que para todo n € N,
|zn|| = 1, i.e., z, € S. Es decir, tenemos una sucesién infinita de subconjuntos
cerrados My, k € Ny una sucesioén (x,), € S tal que, para todos n # m € N,
|z, — xm|| > 1/2. Luego la esfera S, i.e., el conjunto de los x € X tales que
lz|| < 1 no es un compacto. El resultado que acabamos de probar fue demostrado
por F. Riesz. Nétese que la demostracién ha consistido en probar que en la esfera
de radio unidad de un espacio de dimensién infinita existen sucesiones que no
contienen sucesiones de Cauchy. Los espacios (conjuntos) tales que toda sucesion
contiene una sucesién de Cauchy se conocen como conjuntos precompactos, por
lo que el resultado probado se puede reescribir diciendo: En dimension infinita
la esfera unidad no es precompacta. [



Capitulo 5

Espacios de Hilbert

5.1. Espacios euclideos y espacios de Hilbert

En adelante asumiremos que E es un espacio vectorial complejo, y por
Z denotaremos al complejo conjugado del nimero complejo z.

Definicidon 5.1.1 Se dice que un espacio vectorial E sobre el cuerpo C es
un espacio euclideo' si dados dos elementos cualesquiera x,y € E existe un
niimero denominado producto escalar y que denotaremos por (z,y) tal que

1. Para todo x,y € E, (z,y) = (y, z).

2. Paratodo x,y,z € B, (x +y,2) = (z,2) + (y, 2).

3. Para todo z,y e Ey A € C, (Az,y) = Nz, y)

4. Para todo x € E, x # 0, (z,x) > 0y si (z,z) = 0, entonces x = 0.
La propiedad 1 se conoce como propiedad de simetria del producto escalar,
mientras que la 2. y 3. implican la linealidad del mismo respecto al primer
argumento (de la izquierda).

Ejercicio 5.1.2 Prueba que, de la definicion anterior, se tiene que

1. Para todos x,y,z € E, (x,y + 2) = (x,y) + (z, 2).

I'También suele ser denominado espacio prehilbertiano.

159
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2. Para todos v,y € Ey A € C, (z, \y) = Xz, y).
3. Para todo x € E, (x,0) = (0,z) = 0.
4. Si(x,z) = (y, z) para todos los z € E, entonces z = y.

Para probar 1. combinamos los puntos 1. y 2. de la definicién. Para 2.
combinamos los puntos 1. y 3. de la definicién. Para 3. basta elegir A = 0
en el punto 3 de la definicién. Finalmente, para probar 4. usamos los
puntos 2. y 3. de la definicién que nos da (x — y, z) = 0 para todo z € E.
Eligiendo ahora z = x — y y usando el punto 4. de la definicién obtenemos
el resultado. [

Ejemplo 5.1.3 El ejemplo mds sencillo de espacio euclideo es el espacio C™
con el producto escalar estdndar: dados © = (x1,...,2Z,), €y = (Y1, -, Yn)

T,y) = Zﬁk%
k=1

Ejemplo 5.1.4 Otro ejemplo importante es (?, el espacio de las sucesiones
(), tales que Y77 | |zx|* < oo, donde dadas dos sucesiones © = (21, 2, . . . ,
Tpyoo)y €Y= (Y1,Y2, -, Yn, .. .) el producto escalar viene dado por

x,y) = Zxk%
k=1

Nétese que de la desigualdad de Holder 3.7.4 se sigue que dicho producto
escalar esta bien definido.

Una prueba directa de dicha afirmacién es como sigue: Para todos a,b > 0 se
tiene ab < (a? + b?)/2. Tomemos a = |x;|/||z||, b = |yi|/||v||, donde la norma || - ||
es la norma de /2. Entonces

B ($i|2 il ) |yl \ﬂﬁll2 lyil?
S “ = - 7
Iz llllyll = 2 \ =l [lyl? Z Talllll = 2 Z ol " Z Iy~

de donde se deduce el resultado pues | >~ | xx k| < > pey [2kyk-

Ejemplo 5.1.5 Nuestro tercer ejemplo es el espacio Ci,y de las funciones
continuas en [a, b] cerrado y acotado con el siguiente producto escalar

= / f(x)g(z)dz. (5.1.1)
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Una propiedad importante de los espacios euclideos es la desigualdad
de Cauchy-Schwarz?

Teorema 5.1.6 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea E un espacio eu-
clideo. Entonces para todos f,g € E,

()1 < (f. )9, 9). (5.1.2)

Demostracion: Para demostrarla basta usar que paratodo A € Cy f,g €
E, (A\f + g, \f + g) > 0, o equivalentemente,

INP(F )+ M 9) + Mg, f) + (g, 9) = NP ) +2R(A(f.9)) + (g, 9) > 0.

Escogiendo A = a(f, 9)/|(f, 9)|, @ € R tenemos

0 <AL )+ 2R(N(f, 9) + (9. 9) = lal>(f, ) + 2[al[{f, )] + (9. 9).

De la desigualdad || (f, f)+2|a||{f, g)|+ (g, 9) > 0, se sigue que el discri-
minante de la ecuacion cuadrética en o, |a|?(f, ) +2|a||(f, )|+ {g,9) = 0,
ha de ser negativo o nulo (¢por qué?). Luego |(f, ¢)|* — (f, f){g,9) <0, de
donde se sigue (5.1.6). [

Teorema 5.1.7 Todo espacio euclideo E es normado si en él definimos la

norma mediante la formula ||f|| = \/(f, f). Ademds, |{f, )| < ||f] - llg]|-

Demostracion: Los dos primeros axiomas de la definicién de norma 4.2.1
son inmediatos. Para probar el tercero nétese que

If+ 9> =(f+g.9+9) =}, /) +2R(f.9)) + (9. 9)
<0 2609+ (g, 9) < £+ 2V g, 9) +(g,9)
VAL )+ V{9:9))7

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz (5.1.2). Tomando
ahora raices cuadradas se sigue el resultado. [

De lo anterior se sigue que todo espacio euclideo E es un espacio mé-
trico con la métrica inducida por el producto escalar mediante la férmula

p(z,y) =z —yl|l = V{z —y,z —y).

*Para los casos de C", ? y |, discutidos antes esta desigualdad no es mas que la
desigualdad de Holder.
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Asi, por ejemplo, en C" tenemos que la norma inducida es ||z| =

T [ b
V2ot Lzl en @, [zl = /305 [ae? yen Crages [Lf]] = /[, 1 f (2)]*da.
Ademads, en cada caso la métrica inducida es la correspondiente a los ejem-
plos 3.1.5,3.1.12 (p = 2) y 3.1.10 (p = 2) del capitulo 3, respectivamente.

Ejercicio 5.1.8 Prueba que, en la norma inducida por el producto escalar,

las operaciones adicion de vectores, multiplicacion por un escalar y producto

escalar de vectores son continuas, i.e., si T, — T, Yo — YY On — a,
n—oo n—oo n—oo

entonces T, + Yp — T+ Y, WpTn — L, Y (Tp,yn) — (z,y).  Ayuda:

Para el ultimo escribe (xy,, yn) — (T, y) = (Tn — 2,y — Yn) + {2, Yo — y) + (Tn, — T, Yn)

y usa la desigualdad de Cauchy-Schwarz (5.1.2).

La primera parte es consecuencia de la continuidad de la norma. Para la
segunda usamos que
(s yn) = (& 9) | < W@ — 2,y = yn) [+ 2,4 = )] + [(20 — 2, 90)
< lan = 2lly = yull + =y — yll + Iz — 2[[lymll — 0.
[

Es facil probar (ver Ejercicio 5.1) que para todos x,y € [E, la norma
inducida por el producto escalar cumple con la ley del paralelogramo:

la + BlI* + lla = lI* = 2(lal|* + [[]]*). (5.1.3)
De hecho se tiene la siguiente

Proposicién 5.1.9 Un espacio normado X real es euclideo siy sélo si para
todos x,y € E, se cumple la ley del paralelogramo (5.1.3).

Demostracion: Sea la funcién f(z,z) := (z, z) = ;(||lv+2|*—||z—=z]?), z €
X, y asumamos que se cumple la ley del paralelogramo (5.1.3). Probemos
que se cumplen las cuatro propiedades de la definicién 5.1.1.

Estd claro de la definicién de f que (z,z) = (z,x), luego se tiene el
punto 1 de la Definicién 5.1.1.

Calculemos ahora la cantidad
f(w‘i"y,Z)‘i‘f(CE—y,Z) =

1
Tty el +lle —y+ 27 = (lo +y — 2 + o —y — 2I)

4 TV TV
en (5.1.3) a=x+2,b=1y. en (5.1.3) a=x—2,b=1y.

1
= 2z + 2l ~ llo — 2I) = 27(a, 2),
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i.e.,
flz+y,2) =2f(z,2)— f(z—y,2) = (x+y, 2) +{(x—y, 2) = 2(z, 2). (5.1.4)

Probemos ahora que (\z, z) = A\(z, z). Primero lo probamos para A = n €
N. Estd claro que se cumple para n = 1. Para n = 2 se sigue de (5.1.4) apli-
candola con x = y y teniendo en cuenta que f(0, z) = 0. Asumamos que la
igualdad f(kx,z) = kf(z,z) es cierta para k = 1,2,...,n y demostremos
que es cierta para k = n + 1. En efecto,

fln+Dx,z) = f(ne +x,2) =2f(nx,z) — f(nx — x, 2)
=2nf(r,2) = (n—=1)f(z,2) = (n+ 1) f(z, 2).

Probemos ahora que (\z,z) = A(z,z) es cierto para A € Q. Como
f(—=z,z) = —f(x, z) por definicidn, basta probarlo para A = n/m, n,m €
N. Ahora bien, de la identidad f(nz, z) = nf(z,2), n € N implica

|nz + z||> = ||nx — || = nlla + 2||* = |z — 2|, Vr,zeX. (5.1.5)

Luego

n 1 n
f (—x, z) = - (H—x—i—z
m 4 m

de donde usando (5.1.5) dos veces (la segunda intercambiando en (5.1.5)
Ty z) tenemos

2) _lnx + mz||* — ||nz — mz||?

2 H .
—||—z =z
m 4Am? ’

f(Za2) =gzl mal? = o = me|?) = 2= (o + 2 = o = =)
n

Finalmente, usamos que la norma es una funcién continua y que Q es den-
so en R, luego para todo numero real )\, existe una sucesién de numeros
racionales )\, tal que A = lim,,_,, \,,, entonces

fAz,2)=f (h_}m )\nx,z) = lim f(\x,2) = lim Mf(z,2) = Nf(x, 2),

n—oo

que era lo que se pretendia probar. Asi, f cumple con el punto 3 de la
Definicion 5.1.1.

Probemos que f(z, z) es lineal en su primera variable, i.e., f(z+y, z) =
f(z,z) + f(y,z). Para ello reescribimos (5.1.4) como f(u + v,z2) + f(u —
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v,2) = 2f(u,z) y hacemos u +v =2xr yu —v = 2y, luegou =z + vy, y
por tanto f(2x,z) + f(2y,z) = 2f(z +v, 2), de donde, usando la linealidad
de la multiplicacion por un escalar, se tiene la linealidad de la suma de
vectores, i.e., se tiene el punto 2 de la Definicién 5.1.1.

Finalmente, por la propia definicién de f y de las propiedades de la
norma se sigue que (z,z) = ||z|*> > 0y sélo es cero si x = 0, luego se
cumple el punto 4 de la Definicién 5.1.1. [ ]

La proposicion anterior nos dice que la ley del paralelogramo (5.1.3)
caracteriza los espacios euclideos. El caso complejo es algo mas compli-
cado de probar. La demostracion original se debe a P. Jordan y J. von

Neuman (Annals of Math. 36, 719-723)* y se basa en probar que la canti-
dad

1 : : : :
(w.y) = 7w+ yllP* = llz = yl* + ille + iyl* — ile = iy[*)

define un producto escalar en X complejo, lo cual dejamos como ejercicio
al lector.

Definicidon 5.1.10 Un espacio euclideo E completo* se denomina espacio de
Hilbert y lo denotaremos por H.

Definicion 5.1.11 Sea el sistema de vectores (¢, ), (finito o infinito) de un
espacio euclideo . Diremos que (¢,,)°; es un sistema ortogonal dos a dos si
para todos n, m

<¢n7¢771> = n,quﬁnHQ' (5.1.6)

Si ademds ||¢,|| = 1 para todo n, se dice que el sistema es ortonormal.
Por ejemplo, el sistema de los vectores candnicos de C" (ej)}_,, defini-
do por

er = (1,0,0,...,0,0),

62:(0717()’"'7070)’ (517)

en = (0,0,0,...,0,1).

3Ver el Teorema 11.1 pdg. 244 de [9].
*Es decir, un espacio E donde cualquier sucesién de Cauchy converge a un vector de
[E (en la métrica inducida por el producto escalar).
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es un sistema ortonormal. Andlogamente, el sistema (e;)}_,, definido por

er = (1,0,0,0,...),
es = (0,1,0,0,...),

en = (0,0,1,0...), (5.1.8)

es un sistema ortonormal de /2. Finalmente, el sistema de funciones {1} U
{sinnz,cosnx};2, es un sistema ortogonal dos a dos de C|_, -, i.e., del
espacio euclideo de las funciones continuas en [—, 7|, con el producto
escalar

(f.g) = / " )@,

Ejercicio 5.1.12 Prueba que si los vectores (no nulos) ¢, ..., ¢, de un es-
pacio euclideo son ortogonales, entonces son linealmente independientes.

Supongamos que son linealmente dependientes. Entonces existe al menos
un escalar o, # 0, k = 1,...,n tal que ¢ := a1¢1 + - - - a0, = 0. Usando

la linealidad del producto escalar asi como que los vectores ¢y, ..., ¢, son
ortogonales obtenemos 0 = (¢, ¢x) = ag, & = 1,...,n, lo cual es una
contradiccion. [ |

Teorema 5.1.13 (Gram-Schmidt) En un espacio de Hilbert H de cualquier
conjunto de vectores linealmente independiente se puede construir un con-
junto de vectores ortonormales (ortogonales).

Demostracion: Para probar el teorema tomamos un sistema de vectores
linealmente independiente (¢, ), de H cualquiera y definimos un nuevo
sistema de vectores (1,,)° ; de la siguiente forma:

1. Tomamos 1 = ¢1/||¢1|.

2. A continuacion escogemos 1, de la forma

7;2 = ¢ + 9191,

donde ay; es tal que zEQ sea ortogonal al vector ¢y, i.e. (¢1,¢;) = 0, de
donde se deduce que as; = — (91, ¢2). Entonces 15 = 15 /||1)2|| es ortonor-
mal a ¢;.
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3. Paso n. Escogemos Uy, k > 3, de la forma

n—1
'&n = ¢n + Z an,kwka

k=1

donde los coeficientes av,x, n € N, k = 1,...,n — 1 son tales que U, sea
ortogonal a todos los vectores ¢, k = 1,2, ..., n— 1, anteriores. Usando la
ortogonalidad es fécil comprobar que o,y = —(Vx, Pn), k =1,2,...,n—1.
Finalmente definimos 1/, = 1, /|4 que es ortonormal a todos los vecto-
res anteriores ¢, k = 1,2,...,n — 1. Y asi sucesivamente. [

El proceso anterior se denomina proceso de ortogonalizacion de Gram-
Schmidt. De lo anterior se sigue que, para cada n > 2 (¢; = ¢1),

n—1 n—1
77571 - ¢n + Z Oén,quzk = gbn - an + Z Bn,kqu;ka
k=1 k=1

de donde se deduce que los subespacios generados por los vectores (¢,,),

y (¥n)n coinciden, i.e.. span (¢1,...,v¢,) = span(¢,...,¢,) para todo p.
Ademads, se tiene la propiedad

e, ) =0, Vh=1,..n—1 <= ($p,0,) =0, Vk=1,...n—1.
De hecho, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 5.1.14 Los vectores ortonormales 1, n > 1, se pueden calcular
mediante la siguiente expresion explicita:

(P1,01) (P1,02) -+ (P1,0n1) 1

(P2, P1) (P2, 2) -+ (D2, Pn1) @2
det . . ) : :

wn _ <¢n7 ¢1> <¢n7 ¢2> T <¢n7 ¢n—1> ¢n , (519)
V An—lAn
donde A, := A, (¢1,...,¢,) paran > 1y denota al determinante de Gram
de los vectores ¢1, . .., ¢,, definido por (definiremos Ay := 1)

(P1,01) (D1, 02) -+ (D1, 0n-1) (b1, Pn)
(P2, 01) (P2,02) (P2, Pn-1) (P2, 0n)

A, = det (5.1.10)

G d1) (Gnd2) - (Smrut) (Bur o)
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Demostracion: En efecto, si denotamos por ¥, al numerador de (5.1.9),
tenemos que el producto escalar (¢, 1) = 0, k = 1,2,...,n — 1, ya que
el determinante resultante de calcular dicho producto escalar tiene dos
columnas iguales. Por otro lado, de (5.1.9) se sigue que

n—1

I;n = Anfl(bn + Z Oén,k(bku

=1
luego o )
<77Z}na wn> = An—1<¢na ¢n> - An—lAny (5111)
de donde se sigue (5.1.9). ]

Nétese que de (5.1.11) y teniendo en cuenta que Ay = (¢, ¢1) > 0 se
sigue que A,, > 0, para todo n > 1.

Ejercicio 5.1.15 Prueba que un conjunto de vectores ¢; € H de un espacio
euclideo, i = 1, ..., p, son linealmente independientes si y solo si su determi-
nante de Gram

<¢1a¢1> <¢17¢2> U <¢17¢p>

(P2, 01) (P2, 02) -+ (2, Pp)

det # 0.

(G0 61) (G 02) - (G 6n)

es distinto de cero.

Si los vectores son dependientes, existen unos escalares «y, no todos nu-
los, tales que > 7_, ax¢r = 0, pero entonces

p
Zak<¢k7¢]>zoa jzlv"'7p7
k=1

luego las columnas del determinante de Gram son dependientes y por
tanto el determinante es cero. Por el contrario, si el determinante de Gram
es cero, entonces las filas tienes que ser linealmente dependientes, luego
existiran los escalares oy, £ = 1,...,p, no todos nulos, tales que, para
7=1...,p

p

p p
> b0 =0 = <Zak¢k,¢j> =0 = Oé_j<zoék¢k,¢j> =0
h=1 h=1

k=1
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y, por tanto,

2
p p p p p
Ozza_j<zak¢k>¢j> = <Z@k¢kazaj¢j> =D awe|| =0,
Jj=1 k=1 k=1 j=1 k=1
es decir, Y 7_ ay¢r = 0, luego los vectores ¢1,..., ¢, son linealmente
dependientes. ]

Teorema 5.1.16 Si el espacio euclideo E es separable, entonces cualquier
sistema ortogonal (ortonormal) de E es numerable.

Demostracién: Asumamos sin pérdida de generalidad que el sistema (¢,,),
es ortonormal. Entonces ||¢, — ¥,,|| = v/2 si n # m. Sea el conjunto de
las bolas de radio 1/2 y centro en cada 1, B(,,1/2). Estas bolas no se
interceptan, luego en cada bola hay un tnico vector v,, de nuestro sistema
ortonormal. Sea ahora (¢y); un conjunto numerable denso en E (pues és-
te es separable). Entonces, en cada bola B(v,,1/2) habrd al menos un ¢y,
luego el numero de bolas y por tanto el de elementos 1, es numerable. m

En adelante estudiaremos las propiedades de los espacios de Hilbert H
separables. Notese que, en virtud del teorema anterior, en estos espacios
los sistemas ortogonales son numerables.

5.2. Espacios de Hilbert separables

En este apartado asumiremos que el espacio de Hilbert H es separable.

Definicidon 5.2.1 Dado un vector x € H definiremos la serie de Fourier res-
pecto al sistema ortonormal (¢,,)%°, a la serie

s = chgzﬁn, (5.2.1)
n=1

donde los coeficientes vienen dados por las expresiones

cn = (x,0n), VYn>1. (5.2.2)
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Teorema 5.2.2 Sea H el subespacio lineal de H generado por los vectores
ortonormales ¢1,¢s...,¢n, n € N, i.e., H = span (¢1,¢s...,¢,). Sea x €
H. Entonces,

n
/ 2 2 2
min (| — = [|T - C
min || — gl = [l]] kE_l\ a

donde c;, son los coeficientes definidos en (5.2.2) y se alcanza cuando q es la
suma parcial de la serie de Fourier (5.2.1)

n
= Sp = Z Ck¢k-
k=1

Demostracion: Sea g, = Y ,_, ax¢;. Calculamos

|2 — gnll” = <x =) apr -y am¢k>
k=1 m=1

=l = > @k + wdw) + > > Gl (Gr b)) (5.2.3)

k=1 k=1 m=1

n n
=l = > leel® + ) la — exf*.
k=1 k=1

donde hemos usado que

(Ok, Om) = Okm Y GCrp + aiCr = !%\2 + |Ck|2 lay — Ck!2-

Obviamente la expresién anterior (5.2.3) es minima si y s6lo si a; = ¢
para todo k € N, i.e., g, = s,. [ ]

Como corolario de lo anterior tenemos que para todo n € N
n o
lo—sal?= el =Sl 20 & Slal <l G.24)
k=1 k=1

por lo que la serie 7 | |cx|? converge (¢por qué?) , por tanto,

lim |c,| =0 = lim (z,¢x) = lim (¢, z) = 0. (5.2.5)
n—oo n—oo

n—oo

La desigualdad (5.2.4) se conoce como desigualdad de Bessel. Note-
se que una condicion necesaria y suficiente para que la serie de Fourier
(5.2.1) converja a x (en norma) es que

Iz =sall =0 & lzf* = Z|ck|2 Z!x%

k=1



170 Capitulo 5. Espacios de Hilbert

Esta igualdad se conoce como igualdad de Parseval y es, en general, muy
complicada de comprobar.

Definicion 5.2.3 Se dice que un sistema de vectores linealmente indepen-
dientes (¢,), es completo® en X C H si para todo vector v € X C Hy
cualquiera sea € > ( existe una combinacion lineal

=) oppp talque |z —1,| <e.
k=1

En otras palabras cualquier vector x € X C H se puede aproximar en nor-
ma tanto como se quiera mediante alguna combinacion finita de vectores
del sistema (¢,),. O, equivalentemente, sea span (¢y, ¢ ...) el conjunto
de todas las combinaciones lineales finitas de (¢,),, entonces (¢,), €s
completo en X C H si el conjunto span (¢1, ¢, ...) C X es denso en X. La
definicién anterior 5.2.3 es equivalente a decir que X es el menor subes-
pacio vectorial cerrado que contiene al conjunto ¢, ¢s,... ((¢n), genera
a todo X).

Definicidon 5.2.4 Un sistema ortogonal (ortonormal) completo de X C H se
denomina base ortogonal (ortonormal) de X C H.

Por ejemplo, los sistemas (e ), definidos por (5.1.7) y (5.1.8) son bases
ortogonales completas de C" y /2, respectivamente.

Teorema 5.2.5 (De los sistemas completos) Sea H un espacio de Hilbert
y sea el sistema ortonormal de vectores (¢,,):2, de H. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. (¢n)n es completo en X C H.

o

2. Paratodor € XCH, x = Z(m, Ok ) Dk

k=1

3. Para todo x € X C H, se cumple la igualdad de Parseval

BRI ER (5.2.6)
k=1

5También se suele denominar sistema total.
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4. Si (x, ¢x) = 0 para todo k € N entonces z = 0.

Demostracion: 1) < 2) Cualquiera sea x € H construimos la serie de
Fourier (5.2.1) y sean s,, = ZZZI cr¢r SUs sumas parciales.

1) = 2) Usando 1) tenemos que Ve > 0 existe una combinacién lineal [y
de vectores de (¢,), tales que ||z — ly|| < € (ver definicién 5.2.3). Pero el
teorema 5.2.2 nos dice que el menor de todos los valores de ||z — [y]|| se
alcanza cuando Iy = sy, siendo sy la N-ésima suma parcial de Fourier,
ie., ||z — syl < ||z — lv]|. Luego,

Ve >0, dN €N tal que ||z — sy <e.

Pero para todon > N, ||z — s,|| < ||z — sn||. En efecto, de la identidad de
la derecha en (5.2.4) tenemos

n

n N
|z — Sn“z _ Htz _ Z |Ck|2 - ”IHQ _ Z |Ck]2 — Z ‘CkP
k=1 k=1 k=N+1
n

=llz—swll* = D lel.

k=N+1

Entonces, para todo n > N, |z — s,|| < ¢, es decir, lim,, ., s, = z, de
donde se sigue 2). Obviamente 2) implica 1) ({por qué?).

2)=-3) Tomando el limite n — oo en la identidad de la derecha en (5.2.4)
se obtiene |z — s,|| = ||z|| = >_j_; |cx|?, de donde usando 2) (lim,, . ||z —
snll = 0), se sigue 3).

3)=4) Si para todo k£ € N, (z,¢,) = 0, entonces de 3) se deduce que
|z|]| = 0, luego = = 0.

4)=-2) Recordemos que el sistema (¢,,),, es ortonormal. Seay,, = >, _, k¢,
cr = (x, ¢r). Usando la desigualdad de Bessel (5.2.4) se sigue que la serie
> >, |em|? es una serie convergente y por tanto la cantidad

n—+p

lyn = yssll® = D lenl?,

k=n+1

se puede hacer tan pequefia como se quiera, i.e., la sucesion y, es de
Cauchy, luego es convergente. Sea y su limite. Probemos que y = z.
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Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (5.1.2)

[(5s By = (Yns G| = 1Y = Y, D) | < Nlym — wllll el

deducimos que lim,, (Y., ¢x) = (v, ¢x) para todo k € N. Pero

(Yns Ok) = <Z Ck¢ka¢]> = Z<$a¢j><¢k,¢j> = (z, ), Vk<n,

7j=1

luego (v — y,,¢x) = 0 para todo &k < n de donde, tomando n — ¢
deducimos que (x — y, ¢x) = 0 paratodo k € N, luegopor4) z —y =0. m

Nota 5.2.6 La equivalencia entre 1y 2, asi como las implicaciones 2 — 3 —
4, son también ciertas para espacios euclideos cualesquiera (no necesaria-
mente completos).

Del apartado 4 del Teorema 5.2.5 se sigue el siguiente corolario:

Corolario 5.2.7 Sea el sistema ortonormal completo (¢,), ¥ sean x,y €
X C H tales que (z, ¢r) = (y, ¢x) para todo k € N, entonces x = y.

En otras palabras, dos elementos de H con iguales coeficientes de Fou-
rier son iguales, por tanto cualquier vector de H queda biunivocamente
determinado por sus coeficientes de Fourier.

Definicion 5.2.8 Se dice que un sistema ortonormal (¢y,), es cerrado en un
espacio euclideo E si para todo vector x € E se cumple la igualdad de Parseval

(5.2.6) Y02, Hx, on)|? = ||z

De la definicién anterior y el Teorema 5.2.5 se tiene que un un sistema
ortonormal (¢,), es completo en un espacio de Hilbert separable H si y
solo si (¢,,), es cerrado en H.

Teorema 5.2.9 Todo espacio de Hilbert H separable tiene una base ortonor-
mal.
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Demostracion: Como H es separable, existe un conjunto numerable de
vectores (¢,), denso en H. Como (¢,), es denso en H, entonces obvia-
mente span (¢1, ¢o,...) es denso en H (recordemos que span (¢, ¢ .. .)
es el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de los (¢,,),). Si
de dicho conjunto (¢, ), eliminamos aquellos vectores ¢, que se pueden
obtener como combinacién lineal de los anteriores ¢;, j < k, obtenemos
un nuevo sistema sistema (¢,, )r (n1 < ng < ---) de vectores que clara-
mente cumplen que span (¢, ¢s,...) = span(Pn,, Pn,,---), ¥ POr tanto
es denso en H, luego (¢,, ), es un sistema completo de vectores lineal-
mente independientes de H (épor qué?). La base ortonormal (¢;); se ob-
tiene al aplicar a dicho sistema completo de vectores linealmente inde-
pendientes (¢,, ), el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt pues

Span(whw%"'): Span(¢n17¢n27"')' u

El teorema anterior 5.2.9 se puede generalizar a cualquier espacio eu-
clideo separable (no necesariamente completo).

Como hemos visto, dado un = € H y un sistema ortonormal (¢,,), € H
existen los coeficientes de Fourier de x en dicho sistema ortonormal. El
siguiente resultado es el reciproco de lo anterior.

Teorema 5.2.10 (Riesz-Fischer) Sea (¢,), un sistema ortonormal en un
espacio de Hilbert H y sean los niimeros ci, ¢a, ..., Cy, ... tales que

o0

D eal? < oo

n=1

Entonces, existe un elemento x € H cuyos coeficientes de Fourier son precisa-
mente los ntimeros ¢, ¢, ..., Cp, ..., Y ademds

o0
Z |Cﬂ‘2 = ||$||2, Cn = <xa¢n>
n=1

Demostracion: Sea =, = ), _, cx¢. Como vimos en la prueba del Teore-
ma 5.2.5 la sucesién anterior es de Cauchy y como H es completo entonces
n—oo

r, — v =€ H, conz = ), cx¢. Probemos que entonces ¢, = (z, ¢y),
k =1,2,.... Para ello notemos que

<x>¢k> = <xn7¢k> + <QZ — T, ¢k>

Pero entonces paran > k, (x—x,, ¢;) = 0. En efecto, como x = > 7~ | ¢4y,
entonces r — z,, = ZZOZHH ckbr, luego (x — x,, ¢r) = 0. Luego, para n >
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kf, <l’, ¢k> = <xna¢k>) pero <$n7¢k> = <Z;L:1 CJ¢]7¢]€> = Cg, luego para

todo k =1,2,3,..., (z,¢x) = cx, como queriamos probar. °Ademds, como
n—0o0 .

x, — x,usando (5.2.3), se tiene que

n
Iz = 3" Jeul? = llz — @al* =5 0,
k=1

de donde se sigue el teorema. ]

De los teoremas 5.2.5, 5.2.9 y 5.2.10 se deduce que en un espacio de
Hilbert separable H a cada = € H le corresponde una serie de Fourier
cuyos coeficientes de Fourier estan biunivocamente determinados por = y
que ademds se corresponden con un unico vector de /2. Eso nos conduce
a un resultado muy interesante pero para ello necesitamos de la siguiente
definicion previa:

Definicién 5.2.11 Una aplicacién U entre dos espacios de Hilbert H y H*
se denomina unitaria si U es lineal, biyectiva y preserva el producto escalar,
7
ie.’,

(x,y) = <Ul’, Uy>* = <x*,y*)*
Los espacios H y H* son isomorfos si existe una aplicacion unitaria U : H
H* tal que * = Uz, donde x € Hy x* € H*.

Teorema 5.2.12 (del isomorfismo) Cualquier espacio de Hilbert separa-
ble H es isomorfo a C" o a (>

Demostracion: Como H es separable, en H existe una base ortonormal
numerable (ver Teorema 5.2.9) que denotaremos por (¢, ),cs, donde [ es
un conjunto numerable (finito o infinito). Asumiremos que I es infinito,
(I = N) i.e., probaremos el caso cuando H es isomorfo a ¢? (el caso finito
es totalmente andlogo).

Sea x € H y sea la aplicacién U : H ~ ¢? definida por

¥ =Ux = Z(x, Or)ex = Zxkek e’

kel kel

®De hecho se puede probar directamente que si x, — x, entonces, ¢, = (, ¢p).
Para ello notamos que para todo n > k, lim, oo {(Zn, ox) = (z, ¢r) (por la continuidad
del producto escalar), o usando que |{z,, ¢r) — (x, k)| = {xn — x, )| <||xp — || —
0, sin — oo, ¥, como ya vimos, (z,, ¢r) = Ck.

’Se entiende que (-, -), denota el producto escalar en H* que no tiene por que ser el
mismo que en H.
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donde (e,),, denota la base ortonormal canénica de ¢* que ya hemos visto
antes. Esta claro que U es biunivoco, pues dada cualquier sucesién (z,,),,
de /2 por el Teorema de Riesz-Fischer existe un x € H cuyos coeficientes de
Fourier coinciden con dichos valores x,, y por el Corolario 5.2.7 dicho ele-
mento es Unico. Ademads, como el producto escalar (z, y) es lineal respecto
al elemento de la izquierda (i.e., =), esta claro que U es lineal (probarlo
como ejercicio). Finalmente, para probar que U es unitario usamos, por
un lado, que

(,y) = <Z xk¢kazym¢m> = 7,

kel mel kel

¥, por el otro, que el producto escalar en ¢* viene dado por (z*,y*)e =
> _rer T1Ur, de donde se sigue que (z,y) = (2, y)e. u

5.2.1. El Teorema de la proyeccion ortogonal

Definicién 5.2.13 Sea M C H un subespacio® del espacio de Hilbert H.
Denominaremos complemento ortogonal de M, y lo denotaremos por M=, al
conjunto

M+ ={z cH; (z,y) =0, Yy € M}.

Nétese que de la definicion anterior se sigue que M (| M+ = {0}. Ademas,
si elegimos M = H, entonces H* = {0}.

Ejercicio 5.2.14 Prueba que cualquiera sea M C H subespacio del espacio
de Hilbert H, M~ es un subespacio cerrado de E.

La linealidad es inmediata pues si z;, 7, € M+, entonces (x1,y) = (z,y) =
0 para todo y € M, luego por la linealidad del producto escalar (az; +
pxs,y) = 0, para todo y € M. Probemos que es cerrado. Para ello proba-
remos que M~ contiene a todos sus puntos limites. Sea 2’ un punto limite
de M*. Entonces existe (2/,), una sucesién de M+ tal que lim,, ., 7/, =
x' € H. Basta probar que z’ € M+ (ver Proposicién 3.5.4). Pero

(2, y) = <nh_>r£10x;,y> = lim (z/,,y) = im 0=0, Vye M,

n—oo n—oo

8Se entenderd, como el caso de los espacios normados que M es un subespacio lineal
de HL.
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ie., o' € M*. =

Noétese que al ser M+ cerrado, es completo (pues H es completo, ver
Teorema 3.5.14).

Teorema 5.2.15 Sea M C H un subespacio cerrado del espacio de Hilbert
H y M~ su complemento ortogonal. Entonces, todo vector x € H admite una
tinica representacion de la forma x = y + y*- donde y € M e y* € M*.

Demostracion: Como H es separable y M C H es cerrado en H, entonces
M es completo (ver Teorema 3.5.14) y separable (ver el ejercicio 3.4.7),
i.e., M es a su vez un espacio de Hilbert separable por lo que existe una
base ortonormal completa (¢,), de M (ver teorema 5.2.9). Definamos
y = > {(x,¢,)¢,. Obviamente y € M. Definamos y~ = = — y. Entonces,
para todo n, (y*, ¢,,) = 0. Ahora bien, cualquieraseay € M, j =Y. a,¢n,
luego (y*+,7) = 0, es decir y*= € M~*. Luego cualquiera sea x € H, existen
y € Myyt e M+ tales que z = y+y*. Probemos que esta descomposicién
es Unica. Para ello supongamos que no, i.e., supongamos que existen un
v e M,y #ytalque z =y + ¢,y € M+ (y obviamente distinta de
y*). Entonces, para todo n € N,

W bn) = (& =y b)) = (x,00) = (y+y-,00) = (0, 60) = ¥ =,

(ver teorema 5.2.5) lo que es una contradiccidn. [

Si todo elemento de H se puede escribir en la forma z = y + y* donde
y € M, M cerrado, e y=- € M*, entonces se dice que M es suma directa
de M y M~y se escribe como

H=M®®oM-=. (5.2.7)

Lo anterior nos permite reescribir el teorema 5.2.15 en una forma equi-
valente.

Teorema 5.2.15 Sea un espacio de Hilbert H y sea M C H un subespacio
cerrado del espacio de H. Entonces H se puede escribir como suma directa de
My M*, ie., se tiene (5.2.7).

Nétese que si en (5.2.7) elegimos M = H obtenemos que H = H &
H = He {0}.

Es fdcil ver que la nocién de suma directa se puede extender al caso de
un namero finito o contable de subespacios M, M, etc.

Estd claro que si z € M C H, entonces z L M+, luego = € (M+)* y, por
tanto, M C (M*)*.
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Ejercicio 5.2.16 Probar que si M es cerrado, entonces (M+)+ = M.

Como ya vimos cualquiera sea M C H, M C (M*)*. Sea z € (M*)*
cualquiera. Como M es cerrado entonces, por el teorema anterior 5.2.15
(ver (5.2.7)) se tiene que x = y +y- cony € M C (M)t yyt € ML
Pero, por otro lado, y* =z —y € (M)t (y € M C (M+)*) de donde
se sigue que y* L M*, o sea, (y*,y*) = 0 (recuérdese que y*+ € M1), ie.,
yt =0, luego x = y € M. Como x era arbitrario, se tiene (M*1)+ C M, de
donde se sigue el resultado. ]

Teorema 5.2.17 (de la proyeccion ortogonal) Sea H un espacio de Hil-
bert y sea M C H un espacio generado por ciertos vectores linealmente in-
dependientes de H, i.e., M = span (y1,...,yp), ¥y Sea x un vector de H dado.
Entonces existe un tinicoy € M tal que ||z —y|| < ||x—m|| para todo m € M.
Ademds existe dicho y € M siy solo si (x —y, m) = 0, para todo m € M.

Demostracion: Si =z € M tomamos y = z y el teorema es trivial. Asi que
asumiremos que = ¢ M. Sea § = inf,,cp ||z — m||. Entonces existe una
sucesioén (y,), € M tal que |z — y,|| — J. Probemos que (y,), es de
Cauchy. Para ello usamos la regla del paralelogramo (5.1.3)

1y — @) + (2 = ) I* + [y — ) — (@ — ) I
= 2[|(yn — 90)||2 +2ll@ -yl =

2
lyn = well? = 2l = DI + 2@ = y)l? - 4|5 + 2 —
Pero )
Yn | Yk Yn | Yk H S 52
9 9 + 5 || > 07,
luego,

= ynll* < 20 (g — 2)II* + 2l (2 — yi) |* — 40,
de donde se sigue, tomando limites n, k — oo que ||y, — y|> — 0.

Por el corolario 4.3.3 M es cerrado (es de dimension finita) y por tanto
es completo (ver teorema 3.5.14) entonces y,, — y € M. Luego existe un
y € M tal que 0 = ||y — z|| = infen ||z — m||.

Probemos que y es tnico. Asumamos que existe un z # y tal que § =
|z — z||. Entonces

y 2 2
ly = 212 = 2y = )P + 20z = 2 4|4+

2
52—4)’%+§—$H < 457 — 48% = 0,
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z

pues ||+ 2 —z|” > 6> yaque ¥ + 2 € M. Luego z = y lo que es una
contradiccidn.

Probemos ahora que (z —y,m) = 0, para todom € M, i.e., (x —y)LM.
Para ello supongamos que existe un m € M que no es ortogonal a = — y.

Asumiremos que ||m|| = 1. Sea el vector m; = y+Am, con A = (x—y, m) #
0, y siendo y es vector de antes que minimiza el error || — m/||. Entonces

lz = mal* = llz —y — Am||* = ||lz = ylI* = (z — y, Am) — (Am, 2z — ) +[A*
= llz —yl* = AP < llz —yl?,

i.e., y no es el vector que minimiza el error, lo cual es una contradicciéon

Finalmente, notemos que cualquiera sea m € M, si x — y ortogonal
a todos los m € M, como m —y € M, entonces usando el teorema de
Pitdgoras (ver el problema 5.4)

lz = m|* = Iz = y) = (m = )| = o = yI* + lly = m|* > ||z - y|*.

Es deciy, ||z — m|| > ||z — y|| para todo m # v, i.e., y es el tnico vector
optimo. ]

El teorema anterior nos dice que si buscamos el vector y mas cer-
cano a un vector x € H dado como combinacion lineal de los vectores
generadores de M = span (yi,...,Yy,), i.e., y = Y r_; QxYx, entonces el
min,,c ) ||* — m|| se alcanza cuando = — y es ortogonal a cada uno de los

v;, 7 =1,...,p. Luego
p
x_zakykayj :Ov v.]:]-77p
k=1

Eso nos conduce al siguiente sistema de n ecuaciones con n incdgnitas:

p

Z(%‘a%)% = <$,yk>7 k= ]-)-"7p- (528)

=1

La matriz de este sistema coincide con la matriz de Gram de los vectores
Y1,-..,Yp (ver el Teorema 5.1.13 y la discusién posterior). El sistema ante-
rior (5.2.8) se conoce como sistema normal. Nétese que el sistema anterior
tiene solucién (podemos encontrar los «;, i = 1,...,p) si el determinan-
te de la matriz de Gram es distinto de cero. Pero dicho determinante es
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distinto de cero si y solo si los vectores y;, i = 1,...,p son linealmente
independientes (ver ejercicio 5.1.15).

Tomemos ahora un = € H dado y sea 6 = min,,ep ||z — m| = ||z — y]|
Entonces

0? = |lz =yl = (z —y, 2 —y) = {z —y,2),
o equivalentemente

p

Zaj<yj,x) + 6% = (z,2).

j=1

Juntando esta ultima ecuacion con sistema normal (5.2.8) obtenemos el
sistema lineal de p 4+ 1 ecuaciones con p + 1 incégnitas

(yoy) - Wpoy) O o (2, 1)
(y1 a. Yp) - <yp>‘ Yp) O O;p - <mv-yp>
(yi,z) - (Ypx) 1 62 (z, )

Resolviendo el sistema anterior podemos encontrar no solo los coeficientes
oy, v por tanto el vector y, donde se alcanza el minimo min,, ¢, ||z — m/||,
sino también el valor § del mismo. De hecho usando la regla de Cramer
obtenemos

52 — Apii(Y1s -5 Yp, 1)
Ap(yla s 7yp)

donde A, (vy,...,v;) es el determinante de Gram de los vectores vy, . .., vk
(5.1.10).

Veamos una aplicacién de lo anterior.

Ejercicio 5.2.18 Sean m numeros reales x4, ..., x,, y sea una matriz m xn,
W con n < m cuyas columnas son linealmente independientes. Encontrar el
vector z € R" tal que la norma euclidea || x—W z|| sea minima, i.e., queremos
encontrar el mejor estimador lineal de x € R™.

Como R" es un espacio de Hilbert podemos usar el teorema de las pro-
yecciones 5.2.17. Luego existe un y = Wz unico que resuelve nuestro
problema. Para encontrarlo basta usar el sistema de ecuaciones normal
(5.2.8). Un cdlculo directo nos da que la matriz de Gram es WTW y que
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el vector correspondiente al término independiente (z, y;.) es W'z, donde
W1 es la matriz traspuesta de . Asi que nuestro sistema se escribe como

WIWz=Wrzs = 2= W'W) ' 'Wa,

pues al ser las columnas de W linealmente independientes, existe la in-
versa de WTW. L

Otras aplicaciones interesantes se pueden encontrar en [7].

5.2.2. El teorema de representacion de Riesz

Para terminar este capitulo demostraremos un teorema sobre funcio-
nales lineales acotados.

Definicidn 5.2.19 Un funcional lineal es una aplicacion lineal f : H — K
siendo K el conjunto C o R.

Teorema 5.2.20 (de representacion de Riesz) Cualquier funcional lineal
acotado sobre un espacio de Hilbert H, f : H — K, (K es C o R) se puede
representar en términos de un producto escalar; i.e.,

fx) = (z,2), (5.2.9)

donde z depende de f y esta univocamente determinado por f y su norma
satisface la ecuacion
Izl =1 71- (5.2.10)

Demostracion: Si f = 0 el teorema es trivial tomando z = 0. Supongamos
que f no es 0, cuyo caso obviamente =z # (. Estd claro que si (5.2.9) es
cierta, entonces f(z) = 0 para todo x tal que (z, z) = 0, o sea para todo x
perteneciente al espacio nulo de f (que denotaremos por ) se tiene que
21l x,1ie., z € Nt. Dado que f es no nula, entonces N # H ({por qué?).
Pero N es un subespacio vectorial cerrado’ de H y el teorema 5.2.15 nos
asegura que H = N & N1, luego Nt # (), por tanto existe un z, € N1,

°Sea z € N. Existe una (z,), € N tal que z,, — z. Pero f(z,) — f(x), pues f es
acotado. Como f(z,) =0, f(z) = 0, de donde se sigue que z € N.
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2o # 0y que, sin pérdida de generalidad tomaremos normalizado a la
unidad (zo, z9) = 1. Construyamos un vector v tal que Vax € H

v=f(x)zo— f(z0)r = f(z)=0 = wveN.
Pero entonces, z, v, pues z, € N'* vy, por tanto,

0=(v,20) = f(2) = f(z0){w,20) = fl2) =, f(20)),

luego existe un z € H tal que se tiene 5.2.9 para todo x € H.

Demostremos que dicho z es tnico. Sean y # z tal que, para todo
x € H, f(z) = (x,z) = (x,y). Por el punto 4 del ejercicio 5.1.2 tenemos
que z = y lo que es una contradiccién.

Probemos ahora (5.2.10). En primer lugar sabemos que f es acotada
y se cumple (5.2.9). Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (5.1.2)

tenemos, efectivamente, |f(z)| = |(z, 2)| < ||z||||=||, luego tomando el su-
premo en los x € H con ||z|| = 1 tenemos
, @
LfIF = < [l=ll;

e

de donde ademads se deduce que para todo = € H, |f(z)| < || f|l||=||. Sien
esta ultima desigualdad tomamos = = z obtenemos

1217 = (z,2) = [F I < IfM=l = D=l < IS
de donde se deduce que || f|| = ||z]| [

Como veremos mas adelante, este teorema juega un papel esencial en
la teoria de operadores es espacios de Hilbert.

5.3. Problemas

Problema 5.1 Sea E un espacio euclideo y || - || la norma inducida por el
producto escalar. Prueba que para todos z,y € E,

lz+yll* + llz = l* = 2(ll=]* + [ly]1*).

Esta igualdad se suele denominar ley del paralelogramo.
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Solucién: Basta usar que ||z||> = (z,z) y usar las propiedades del producto
escalar 5.1.1. [

Problema 5.2 Prueba que en el caso complejo un espacio normado es
euclideo si se tiene la ley del paralelogramo (5.1). Para ello hay que probar
que la cantidad

1 : : : :
(w.y) = 7 (e + ol = llz = yl* + ille + iyl* — ile = iy[*)

define un producto escalar en X complejo.

Solucion: La prueba es similar al caso real (ver la proposicion 5.1.9). Ver e.g.
[9, Teorema 11.1, pag. 244] . m

Problema 5.3 Usando el ejercicio 5.1 prueba que los espacios normados
RY, 7'y C’f;  correspondientes al ejercicio 4.2.4 y los ejemplos 4.2.7 y
4.2.5 no son espacios euclideos salvo para p = 2.

Solucidon: Para ver que no son euclideos usaremos la proposicion 5.1.9, luego
mostraremos que no se cumple la ley del paralelogramo.

Comenzamos con R7). Sean los vectores » = (1,0, ...,0),y = (0, 1,...,0) € R™
2 2
Tenemos por un lado que 22(||LU”%2, + ||y||12))1: 2((1P)» + (17)») = 4, y por el otro,
|z + yl2 + |z — yll7 = 27 + 27 = 2 4. Luego, usando (5.1.3) tenemos que
4 =247 lo cual es falso sip#£ 2.
Para ¢?, podemos las sucesiones = = (1,0,0,...),y = (0,1,0,...) € [Py
obtenemos el mismo resultado.

Veamos ahora el espacio C[’; 5

continuas con soporte compacto disjunto y con la misma norma, asi su suma y
su diferencia también tendrdn la misma norma. De esta forma consideramos las
siguientes funciones (ver la figura 5.1):

- Lo que haremos es encontrar dos funciones

b
fla) =99t — 2, e[ ob) yg(@) =z -2, welofd, ety
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Figura 5.1: Las funciones f(z) y g(x).

Usando las simetrias de f y g para calcular las normas tenemos:

a+b
4

201513 + o) = 112 =2 [ P ar)” =a(2 [T arar)’ =

a+b 2
1 1 2
:4-4P(/ CL‘pdSL‘>p
a
2

b 2
IF + g2 +1F = gl2 =217 + g2 =2( [ 17@) + gla)Pdo)” =

atb a+tb 2

4 2 4 P

_2<4/ xpdx> _2-4p(/ xpdm> .
a a

1 2
Luego, como 4 - 4» = 2 - 4» para todo p # 2, tenemos que

IO

2(11£15 + lglz) # I1f +glly + 1f = gll5 Vo #2.

Finalmente, notemos que para p = 2 los espacios Ry, (7 y C[’; p) S€ correspon-
den con los ejemplos 5.1.3-5.1.5, respectivamente, donde se cumple la ley del
paralelogramo pues en este caso si que son espacios euclideos. [

Problema 5.4 Prueba que si dos elementos = e y de un espacio euclideo
son ortogonales, entonces

lz + 11 = lll* + llyl*

La igualdad anterior es una generalizacién del teorema de Pitdgoras.
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Solucién: Como z e y son ortogonales (z,y) = (y,z) = 0, luego

lz+yllP =(@+y,a+y) = (z,z+y)+ Y,z +y) =
= (z,2) + (z,9) + (v, 2) + (y,9) = (@, 2) + (Y, ) = =] + [Jy]|*.

Problema 5.5 Sea H un espacio de Hilbert separable. Prueba que cual-
quier subespacio cerrado M C H es a su vez un espacio de Hilbert. Ade-
mas, M tiene una base ortonormal.

Solucién: Como H es completo y M C H es cerrado entonces por el teorema
3.5.14 M es completo. Pero como H es separable, entonces por el ejercicio 3.4.7
M es separable. Entonces, por el teorema 5.2.9, M tiene una base ortonormal. m

Problema 5.6 A partir del teorema 5.2.15, prueba que todo sistema or-
togonal (¢,)"_, en un espacio de Hilbert H separable se puede completar
hasta obtener una base ortogonal de H.

Solucion: Del teorema 5.2.9 se sigue que H tiene una base ortonormal, no obs-
tante el objetivo de este problema no es probar que se puede construir dicha base
(eso ya lo afirma el teorema) sino mostrar como, dado un conjunto finito de vec-
tores ortonormales completarlos hasta obtener dicha base. Existen varias formas
de probar este resultado. Una de ellas, efectivamente, es usar el teorema 5.2.15.

Sea M el espacio generado por el sistema ortogonal (¢,,)Y_;. M es cerrado.
Por el teorema 5.2.15, tenemos que todo vector = € H se expresa de forma tnica
como una suma de un vector y € M y un vector y € M. Al ser H separable y
M+ un subconjunto suyo, tenemos que S es separable (por el ejercicio 3.4.7) y
cerrado (por el ejercicio 5.2.14), por tanto M es un espacio de Hilbert que admite
una base ortogonal numerable (teorema 5.2.9) que denotaremos por (¢; ). Dado
que todo xz € H se expresa de forma tinica como = = y + y*, y se expresa de
forma tnica en la base (¢,))_; y y* en la base (¢;" ), entonces esté claro que z
se puede escribir de forma unica en la base (¢,)2_; (¢ )x. En otras palabras,
(¢n)n U(¢i)k es una base de M & M-+ = H, luego hemos completado la base
(¢n)N_, hasta obtener una base del espacio entero H. [

Problema 5.7 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea (¢, ),, una base
ortonormal completa de H. Prueba que para todos =,y € H, se tiene la
igualdad, también denominada igualdad de Parseval

() = S (s 6) s G-

n=1



5.3. Problemas 185

Solucidn: Lo primero que asegurarse es que la serie converge. Para ello notamos
que, usando la desigualdad de Holder (3.7.3) con p = 2 (o la desigualdad de
Cauchy-Schwarz (5.1.2) en CV)

N 2 N N
(Z |<x,¢n><y,¢n>r> < S e S T oml
n=1 n=1

n=1

pero como los coeficientes de Fourier son una sucesién de ¢? (ver la desigualdad
de Bessel (5.2.4)), las sumas de la derecha estan acotadas para todo N, luego
tomando el limite N — oo tenemos que la serie es absolutamente convergente,
luego es convergente. Por otro lado, sea

N N
TN = Z<l" ¢n>¢n y yn = Z(ya ¢n>¢na
n=1 n=1

entonces como (¢y,),, €s una base ortonormal completa de H,

IN — T = Z<x’ ¢n>¢n Yy yn 2y = Z<y7¢n>¢n7
n=1 n=1

cuando N — oo (ver teorema 5.2.5). Un célculo directo, usando la ortonormali-
dad de los vectores de la base (¢,,),, nos da

N

<=TN7 yN> = Z<x7 ¢n><ya ¢n>a

n=1

de donde, tomando el limite N — oo, y usando la continuidad del producto
escalar obtenemos el resultado. [

Problema 5.8 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea (¢, ),, una base
ortonormal completa de H. Prueba, sin usar el teorema 5.2.5, que para
todo x € H, la serie

y=> (2,6n)6n
n=1

converge, y que el vector x — y es ortogonal a cada ¢,,, n > 1.

Solucién: Siusamos el teorema 5.2.5 el problema es trivial, pues de 2. se sigue
que la serie es convergente y que su suma es z, luego x = y, y por tanto x —y = 0
que es ortogonal a todos los ¢,,. Demos una prueba directa sin usar el teorema.
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Sea yy la suma parcial yy = 27]1\[:1 (y, ¢n)®n. Usando la ortonormalidad de (¢,,),

tenemos que
N

lynl® = (uvsyw) = D e, 6n)]*

n=1

Como los coeficientes de Fourier son una sucesién de ¢? (desigualdad de Bessel
(5.2.4)), la suma de la derecha estan acotadas para todo N, luego la serie es
absolutamente convergente y por tanto convergente (ver 4.2.11).

Por otro lado, para todon < N,

N
(T — yn, ¢n) = )= > (@, k) By On) = (T, bn) — (z, dn) = 0.
k=1

Tomando el limite N — oo y usando la continuidad del producto escalar obtene-
mos el resultado. [

Problema 5.9 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea M C H. De-
finiremos como span (1) al conjunto de todas las combinaciones lineales
de vectores de M. Prueba que para todo M # (), V = span (M) es denso
en H si y solo si M+ = {0}.

Solucién: Probemos que si V = H, entonces M+ = {0}. Sea z € M~ cualquiera
y supongamos que V = H. Entonces z € H = V, i.e., x es un punto de acumula-
cién de V, luego existe (z,,), € V tal que z,, € . Como = € M, entonces =L M
y por tanto z LV, luego para todo = € N, (z,,, ) = 0. Pero por la continuidad del
producto escalar, tenemos que si n — oo, , — ¢y 0 = (z,,,x) = (z,x), luego
x = 0. Como z era cualquiera, entonces M+ = {0}.

Supongamos ahora que M+ = {0}. Sea 2LV cualquiera. Entonces x_L M,
luego * € M~, pero como M+ = {0} entonces v = 0, luego V+ = {0}. Pero
entonces V = H. Dado que H = H (H es completo, luego es cerrado), entonces
V =H. =

Problema 5.10 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea M C H.
Prueba que M es cerrado siy solo si M = (M*)*.

Solucién: Si M = (M1)L, entonces por el ejercicio 5.2.14 M~ es cerrado. Si M
es cerrado por el ejercicio 5.2.16, M = (M*)*. Luego M es cerrado si y sélo si
M = (M*4)* ]
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Problema 5.11 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea M C H un
subespacio cerrado de H. En este caso sabemos (ver (5.2.7)) que para
todo € H existen unos Unicos y € M y y- € M* tales que v = y + y= .
Definamos el operador P : H — M mediante la férmula z — y = Px. P
se denomina operador de proyeccién (o proyector ortogonal) de H sobre
M. Prueba que

1. P es lineal y acotado.
2. P(M*) =0.

3. P> = P. P = P (es idempotente).

Solucién: 1. Sea x1,79 € M. Entonces como 1 = y1 + y1- ¥ T2 = ¥2 + ¥3,
tenemos Px; = y; y Pxy = yo. Entonces, como x1 + x2 = (y1 + y2) + (ylL + yzl),
y Ax = \y + \y*, tenemos

P(x1 4+ x2) =y1 +y2 = Px1 + Pxy, P(A\x) = Ay = APz,

luego P es lineal. Ademds, usando el teorema de Pitdgoras (ver problema 5.4)
tenemos, para todo = € H,

1
Izl1* = lly + 51l = lyli* + Iy~ 1? > lyl* = |Pz)* = |[Pz] <z,

luego P es acotado.

2. Estd claro que de la definicién de P, Pz = x para todo = € M, ademds
Pz = 0 para todo x € M+, luego P(M*) = 0.

3. Finalmente, para todo x € Hi,

P’y = P(Px)=Py=y=Pzx = P>’=P
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Capitulo 6

Operadores en espacios de
Hilbert

En este capitulo estudiaremos algunas propiedades de los operadores
lineales definidos en espacios de Hilbert separables.

6.1. Definiciones

Definicion 6.1.1 Sea la aplicacion (operador) lineal y acotada A : E — E/,
E, E" espacios euclideos. Si existe el operador lineal A* : E' — E tal que para
todorcEeycFE

(Az,y)' = (z, A*y), (reE, yeE) (6.1.1)
lo denominaremos adjunto de A.
Por sencillez asumiremos E' = E.
Por ejemplo sea el operador S : (? +— ¢*
S(IEl,ZEQ,Jfg,...) = (0,[L‘1,ZE2,...), (612)

comunmente denominado operador desplazamiento (shift). Entonces su
adjunto S* es el operador S : (2 s (2

S*(l’l,l'g,l'g,...) = (1'2,.773,...), (613)

189
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Ejercicio 6.1.2 Sea el operador multiplicacién M : Cf, ,; = Cf, definido
por
Max(t) = f(t)x(t), f(t) € Cuy, Va(t) € Chy.

Prueba que M* existe y es el operador multiplicacién por la funcion com-
plejo conjugada f(t). Prueba que este operador es acotado y que |[M| <
SUDse(a) |f ()] Ntese que si f(t) es real entonces M* = M.

Para los espacios euclideos la existencia del operador adjunto no esta
garantizada en general, no obstante si que lo esta en el caso de los espacios
de Hilbert. De hecho, como consecuencia del Teorema de representacion
de Riesz 5.2.20 se tiene el siguiente resultado:

Teorema 6.1.3 (Existencia del operador adjunto) Sea la aplicacion (ope-
rador) lineal y acotada A : H — H', H, H' espacios de Hilbert. Entonces
existe un unico operador A* : H' — H adjunto a A. Ademds, A* es lineal y

1A} = (Al (6.1.4)

Demostracion: Definimos el funcional 7,z : H — K, T,z = (Az,y)".
Obviamente, para cada y fijo

Tyl < [|Az|lllyll < [Alll=lllyll < Kllzll, Vy € H,

i.e., T,, es un funcional acotado, asi que el teorema de Riesz 5.2.20 nos
asegura que existe un unico vector y* tal que 7,z = (x,y*), para todo
x € H. Asi, el operador A : H — H' induce un operador A* : H' — H que a
cada y € H' le hace corresponder un unico y* € H, tal que A*y = y*, pues
(Az,y) = (x,y*) = (x, A*y). La linealidad de A* se sigue de la linealidad
de A. En efecto, para todos = € Hy y, 2 € H', se tiene

(o, A*(ay + B2)) = (Az, 0y + )’ = @Az, ) + BlAz, 2)
= alz, A*y) + Blz, A*2) = (x,aA*y + BA*Z).
Luego A*(ay + 8z) = aA*y + BA*z.

Probemos ahora que ||A*|| = ||A||. De la igualdad (Az,y) = (z, A*y) y
usando que A es acotado tenemos

|(z, A"y)| = [(Az, y)'| < [|Allll=[llly]]
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Escogiendo » = A*y obtenemos, asumiendo! ||A*y|| # 0,

1Ay < lAlIA Iyl =

<[lAfl = AT < [l

De lo anterior se sigue que A* es acotado. Pero entonces podemos
aplicar el mismo razonamiento intercambiando A y A* lo que nos conduce
a la desigualdad contraria || A|| < ||A*||. En efecto

[(Az,y)'| = [{z, Ay)| < [A"[[[zlllyll, y=Az =

[ Az|

]

Por tanto ||A]| = [|A*]|. [

[Az]|* < [ (|| A|l[| < [AT = flA < 1A%

Veamos algunas propiedades de los operadores adjuntos.

Proposicién 6.1.4 Sean las aplicaciones lineales acotadas A : H — H/,
B : H — H', H, H espacios de Hilbert. Entonces se cumple que

1. (A*y,z) = (y,Ax), x € Hey € H,

{
(A+ B)* = A* + B,
(
(

[AZA]l = [[AA™[| = [|A]%,

A*A=0siysolosi A=0,

N & 9k~ WD

Si H = H/, entonces (AB)* = B*A*.

Demostracion: Para 1. usamos (A*y, z) = (z, A*y) = (Ax,y) = (z, Ay)'.
Para 2. tememos

(x,(A+ B)'y) = ((A+ B)x,y) = (Az,y)' + (Bx,y) = (v, A"y) + (v, B"y)
— (1,(A"+B)y) = (A+B)=A"+B"

IN6tese que si ||A*y|| = 0, entonces obtendriamos || A|| > 0, lo cual es evidente.
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Para 3.
(x, (@A)'y) = ((aA)x,y) = a(Azx,y) = oz, A%Y) = (z,aA"y),
de donde se sigue 3. Veamos 4. Notese que A* : H' — H luego (A*)* : H —
H'.
(A)zy) = (2, (Ay) = (Az,y) = (A7) = A

Antes de probar 5. nétese que A*A : H+— Hy AA* : H' — H'. Notese que
como A y A* son acotados su producto A*A también lo es (ver problema
4.14) y ||[A* Al < ||A*|||]A]| = ||AJ]*. Por otro lado, usando

[Az|* = (Az, Az)' = (A" Az, z) < A" Az||||z]| < A" Allll=]* =

2
Az||\? A
AN s = sup BAZH) < paea) = ap? < avay),
[Edl lelzo Nzl

que juntado con lo anterior nos da ||A*A|| = || A||>. Finalmente, intercam-
biando A y A* tenemos ||(A*)*A|| = ||A*||*. Usando 4 y que || A*|| = || A]| se
sigue el resultado. La propiedad 6. es consecuencia de 5. y de las propie-
dades de la norma. Finalmente, para 7. tenemos

(x,(AB)"y) = (ABx,y) = (Bx,A"y) = (¢, B*A"y) = (AB)" = B"A".
|

Definicion 6.1.5 Sea A : H — H. Si A = A*, se dice que el operador es
hermitico o autoadjunto.

Lo anterior implica que A es autoadjunto si y solo si para todos x,y € H,
(Az,y) = (v, A"y) = (2, Ay).

Definicién 6.1.6 Sea U : H + H biyectivo. Si U~! = U*, se dice que el
operador es unitario.

Nétese que lo anterior es equivalente a decir que U*U = UU* = I. Ademas
de la definicion de adjunto se sigue que

(Uz,Uy) = (z,UUy) = (z,y),

i.e., los operadores unitarios preservan el producto escalar.
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Definicidon 6.1.7 Sea A : H — H. Si AA* = A* A, se dice que el operador es
normal.

Obviamente tanto los operadores autoadjuntos como los unitarios son nor-
males, pero no al contrario. Tdmese como ejemplo el operador 7" : H > H,
T = 2il, donde I es el operador identidad (ver ejemplo 4.4.2). Est4 cla-
ro que TT* = T*T = 41, luego es normal, pero no es autoadjunto pues
T* = —T y claramente no es unitario.

Antes de continuar vamos a hacer una breve incursion por el dlgebra
lineal. En adelante asumiremos que H = H'. Supongamos que H es un
espacio de Hilbert de dimensién finita. Entonces como ya hemos visto, H
es isomorfo a C". Definamos el operador 7' : H — H, lineal.

Sea (e ), una base de H. Entonces para todo = € H

n n
x:Zxkek = y=Tr= Zkaek.
k=1

k=1

Si

n

n n n
Te, = E a;pe; = Y= E E a; p Ty | € = E Yi€; =
i=1 k=1 i=1

=1 =

n

yi:Zaivkxk, 1=1,2,...n.
k=1
Es decir, si consideramos los vectores z,y € C" con coordenadas x;, v;, i =
1,...,n, respectivamente, entonces el operador 7' se puede representar
usando una matriz (a;;);;_,, i.e., tenemos la aplicacion 7' : C* — C",
y = Az, donde A es la matrizn x n

11 Aai2 4aisz - Qin

G21 Qg2 G23 - - Ad2pn
A= asp asz ass --- A3zp ,

Gp1 Ap2 An3 - Apn

obtenida a partir de la transformaciones de los elementos de la base (e
de H.
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Nota 6.1.8 Ndtese que la equivalencia de un operador lineal A : H — H
definido sobre un espacio de dimension finita, dimH = n < 4o0, discutida
aqui es extensible a cualquier espacio normado (no necesariamente un es-
pacio de Hilbert) de dimension finita, pues la construccion que se ha hecho
solo hace uso de las propiedades de los espacios vectoriales y las aplicaciones
lineales.

Si tenemos un espacio de Hilbert de dimensidn finita hemos visto que
es es isomorfo a C" (ver teorema 5.2.12). Tomemos en C" la base canénica
ex = ik, ki = 1,...,n. Dados x = (z1,...,2,) €y = (Y1,-..,Yn), €l
producto escalar viene dado por

<{E, y> = Zxk% = nga
k=1

donde por 2”7 entendemos el vector traspuesto de z. Luego

(Tw,y) = (Az)'g = " (AT9) = " (A))y = (2, T"y).
Es decir, si al operador 7T le corresponde la matriz A a su adjunto 7™ le
corresponde la matriz B = 4 .

Asi, tenemos en dimension finita que

1. Un operador T es autoadjunto si su correspondiente matriz A en
e —T
hermitica, i.e., A=A .

2. Un operador 7 es unitario si su correspondiente matriz U es unitaria,
. —T —T —T
e, A l=A << AA =A A=1.

3. Un operador T' es normal si su correspondiente matriz U A satisface
—T =T
que AA = A A

Ejercicio 6.1.9 Prueba que la matriz del operador identidad es la matriz
identidad. ¢Cudl es la matriz del operador A : R" — R" tal que Ae; = e,
Aey = ey, Aey, = ey, k=3,...,n, donde (ex)}_, es la base candnica de R"?
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Notese que lo anterior se puede generalizar al caso de dimensién infi-
nita, sélo que en este caso la matriz seria una matriz infinita

11 QAir2 arsz -+ Q1n

Q21 Ag2 G23 -+ (Aan

a3l dazz2 a3z - dA3n
A=

p1 Ap2 Anpg3 - Apn

Ejercicio 6.1.10 Usando la base de Schauder de (* (ver ejemplo 4.2.15)
encuentra las matrices del operador S y S* definidos en (6.1.2) y (6.1.3),
respectivamente.

Ejercicio 6.1.11 ¢Cudl es la matriz del operador A : (? — (2 tal que Ae; =
ey, Aeg = €1, Aep = e, k= 3,...,n, (ex)r en la base de Schauder definida
en el ejemplo 4.2.15? ¢Es dicho operador acotado?

6.2. Operadores autoadjuntos
Veamos algunas propiedades de los operadores autoadjuntos.

Lema 6.2.1 Sea A : E — E, con E un espacio euclideo complejo. Entonces,
si (Az,x) = 0 para todo x € E, A es el operador nulo A = ©.

Demostracidon: Sean z,y € E cualesquiera y sea v = ax + y. Por hipoétesis
(Av,v) =0, luego

0= (Av,v) = (A(ax +y), ax +y) = |of*(Az,2) + (Ay,y)
+ a(Azx,y) + a(Ay, x) = a(Azx,y) + @(Ay, ).

Para oo = 1 tenemos (Ax,y) + (Ay,x) = 0,y para o = i, (Azx,y) — (Ay, x) =
0. Sumando ambas obtenemos (Az,y) = 0 para todos z,y € E, luego el
punto 4. del ejercicio 5.1.2 implica que Ax = 0 para todo z € E, luego
A=0. [
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Teorema 6.2.2 Sea A : H — H, un operador lineal y acotado en H espacio
de Hilbert. Entonces

1. Si A es autoadjunto, entonces para todo x € H, (Az,z) € R.

2. Si H es complejo y para todo x € H, (Ax,z) € R, entonces A es
autoadjunto.

Demostracion: Para el primero tenemos

(Az,x) = (x, Ax) = (Az,z) = (Az,z) € R,

donde la primera igualdad es por la propiedad de simetria del producto
escalar y la segunda por se A autoadjunto. Para la segunda usamos que
para todo x € H|, (Az, z) € R, entonces, para todo x € H,

(Az,x) = (Ax,x) = (v, Az) = (A"z,z) = ((A—A")z,z) =0,

pero, por lema anterior, A — A* = 0, luego A = A*. [

El teorema anterior caracteriza los operadores autoadjuntos en espa-
cios de Hilbert complejos.

Ejercicio 6.2.3 Probar las siguientes afirmaciones:

1. Sean Ay B operadores autoadjuntos de H en H, y sea « € R. Entonces
A+ By oA también son autoadjuntos.

2. Sea A : H — H un operador y A* su adjunto. Entonces A+ A*y A*A
son autoadjuntos

Proposicion 6.2.4 El producto AB de dos operadores autoadjuntos Ay B
es autoadjunto siy solo si Ay B conmutan, i.e., AB = BA.

Demostracién: Del punto 7. de la proposicion 6.1.4 se sigue que (AB)* =
B*A* = BA, luego (AB)* = (AB) siy solo si AB = BA. [

Teorema 6.2.5 Sea (7),),, una sucesion de operadores lineales acotados y
autoadjuntos T,, : H — M, H espacio de Hilbert. Si T,, — T cuando n — o,
entonces T es un operador lineal acotado y autoadjunto en H.
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Demostracion: Como 7 es el limite de la sucesién T, T' es acotado (épor
qué?). La linealidad se sigue de la linealidad de 7,,. Como T es lineal y
acotado en un espacio de Hilbert, el teorema 6.1.3 nos asegura que existe
su adjunto 7. Probemos que es autoadjunto.

Comencemos notando que
1Ty =T = (T = 1) = | T — 7.

La primera igualdad es consecuencia del punto 2 de la proposiciéon 6.1.4 y
la segunda de (6.1.4). En particular lo anterior nos indica que si 7,, — T,
entonces 7F — T*. Usando la desigualdad triangular

17 =T < IT = Tl + |1 = TN+ T = T = 21T = T[] = 0,
N———

=0
luego |7 — T*|| = 0 de donde se sigue que 7' = T™. [

Teorema 6.2.6 Sea A : H — H un operador acotado y autoadjunto en un
espacio de Hilbert H. Entonces || A| = sup,=; [(Az, z)|.

Demostracion: Sea M = sup,_; (A7, 7)|
[(Az, z)| < [|Az|ll|l=]| < [Allllz* = Al = M <Al
Notese que

A
sup [(Az, )] = sup WAZEL g ) < M, va £0.
=1 o0 1]

Sea = € H tal que ||z|| = 1 y tomemos y = Az/||Az|| (Az # 0). Clara-
mente ||Az|| = |(Az, y)|. Con esta eleccién tenemos que ||Az|| = (Az,y) =
R((Az,y)). Por otro lado tenemos la identidad

R((Ax,y)) = i((A(a:+y),x—l—y)—(A(x—y),x—y)), Vr,y € H. (6.2.1)

Luego

[Az]| = [(Az, y)| < Z([{Alz + ),z + y)| + [{Alz — y), z — y)).

|



198 Capitulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

Ahora bien, de la desigualdad anterior, usando que |[(Ax,x)| < M]|z|?,
Vx # 0y la igualdad del paralelogramo (5.1.3) se tiene (recuérdese que

]l =yl = 1)

1
14z]| =[(Az, y)| < 7 (Mlz +y[” + Mz = yl*) <

M el + 1wiP) = M.
2

Luego |Az|| < M|z|| para todo = con ||z| = 1, i.e., ||A]| < M, por tanto
|Al| = M. =

Corolario 6.2.7 Sean Ay B dos operadores autoadjuntos en un espacio de
Hilbert H. Si (Ax,x) = (Bz,z) para todo x € H, entonces A = B. En
particular, si (Ax,x) = 0 para todo = € H, entonces A es el operador nulo.

Demostracion: Si H es un espacio de Hilbert complejo podemos usar el
lema 6.2.1. Probémoslo usando en teorema 6.2.6 valido para cualquier
espacio de Hilbert. Por definiciéon

|A—B| = sup [{(A— B)z,a)| = sup |{Az,x) — (Ba,z)| = sup 0] =0,

[[=]|=1 [lzf|=1 [Jzf|=1

luego A = B. Si (Ar, ) = 0 para todo = € H, entonces sup,_; [{(Az, )| =
0, luego ||A|| = 0, i.e., A = ©, donde O es el operador nulo del ejemplo
4.4.3. [

Ejercicio 6.2.8 Sea A : H — H un operador acotado y autoadjunto. Prueba
que [|A%|| = [|A]*.

Usando la propiedad || A*A|| = || A||? (ver punto 5. de la proposicién 6.1.4)
y que A es autoadjunto, A = A*, y, por tanto A*A = A? se sigue el resul-
tado. ]

Para terminar este apartado veamos un ejemplo muy util a la hora de
encontrar ejemplos de distintos tipos de operadores lineales y acotados en
un espacio de Hilbert H.

Ejemplo 6.2.9 Sea (u,), € C una sucesion (finita o infinita) acotada y sea
m = sup,, |u,|- Entonces existe un tinico operador lineal y acotado T : H
H, tal que, para todo n,
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Vamos a probarlo para el caso de dimension infinita puesto que el de
dimension finita se puede considerar un caso particular de este cuando
i, = 0 para todosn > N € N.

Por el teorema 5.2.9 sabemos que existe una base ortonormal completa
en H, y por el 5.2.5, que todo = € H admite una unica representacion en
serie de Fourier tal que

r = ch¢k; C = <.Z‘, gbk), Z ’Cn|2 < +400. (623)
k=1 n=1

Para cada x € H definamos la serie

S = Z [k Cr Dk
k=1

Dicha serie converge para cada x € H. La idea es similar a la usada en la
ultima parte de la prueba del teorema 5.2.5. Sean S, las sumas parciales
de S

Sy, = Z MkCE Dk
1

y sea m > n. Entonces,

m m
15 — Sl = Z ] ?|ex ] < m? Z lexl?,

k=n-+1 k=n+1

que se puede hacer tan pequefio como se quiera si elegimos m >n > N €
N, con N suficientemente grande. Luego S,, es de Cauchy y como H es
completo, Sy — S. Por tanto podemos definir el operador

T:Hw—H, talque VzeH, Tz=5=) pcds (6.2.4)
k=1

Ademas, podemos definir para cada n € N la sucesiéon de operadores 7, :
H +— H, T,,x = S,,. Esta claro que T, es lineal. Probemos que 7, es acotado
para cada n. En efecto,

NTazll? =D lenPlunl® < m? Y~ Jerl = m® ). (6.2.5)
k=1 k=1
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Ademas, para cada = € H, T,,x — Tx. Probemos que el operador T, es
lineal y es acotado. La linealidad de T se sigue de la continuidad de la
norma y la linealidad de los T},. La acotacién de T se sigue? de tomar el
limite cuando n — oo en (6.2.5)

n oo
IT2|? =) lefPral® < m® Y e’ < m?||z].
k=1 k=1

De lo anterior se sigue ademas que ||T’|| < m. Ahora bien
1T} = sup [Tzl 2 [Tl = llndnll = Il = ¥n, | T] = [l

llell=1
Tomando supremos en n se deduce que ||T|| > m, luego ||T|| = m =

Sup,, |-
Notese que como caso particular de (6.2.4) se tiene (6.2.2) y ademas

T (Z Ck¢k> = Z [k Cl Dk - (6.2.6)
=1

k=1
Ademds, como T es acotado, existe 7. Usando que, para todo = € H,
tenemos, por un lado, que

Tr=y =Y e = (T"2,¢) = vn,
k=1

y, por el otro,

k=1

<T*$, ¢n> = <:L'7 T¢n> = <Z Ck¢ka Mn¢n> - mcn = Up = mgbm

de donde se sigue que

k=1

k=1
y que, para todo n, T*¢,, = [, ¢n.

Finalmente, como T*T'¢,, = |un|*¢, = TT*¢,, entonces, por el proble-
ma® 6.2 se sigue que T*T = TT*, luego nuestro operador 7' es normal.

Obviamente si la sucesién (u.,), es real, entonces 7' es autoadjunto. m

2También se puede usar el Teorema de Banach-Steinhaus pues la sucesién ||T,z| es
acotada para cada z, luego existe un ||T,,|| < ¢. Tomando n — oo, se tiene que ||T|| < ¢,
pues por el ejercicio 4.4.19 B(H, H) es un espacio de Banach.

3Se puede comprobar directamente, usando (6.2.6) y (6.2.7), que para todo z € H,
T*Tx = TT*x, con x definido mediante la serie (6.2.3).
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6.3. Inverso de un operador

Discutamos a continuacion el problema de invertir un operador lineal
A. En el caso de dimension finita este problema es relativamente sencillo.
De hecho que exista el inverso A~! de A es equivalente a que A sea inyec-
tivo, sobreyectivo, que exista un B tal que AB = [ o que BA = I, donde
I denota al operador identidad (ver ejemplo 4.4.2). En dimensién infinita
la situacién es mucho mas complicada.

Por ejemplo, el operador operador desplazamiento S definido por (6.1.2)
es inyectivo (la ecuaciéon Sx = y tiene una tnica solucion, o bien no tie-
ne) pero no es sobreyectivo (la ecuacién Sx = y no tiene solucidn, e.g.
elegir y = (y1,¥2,.-.), y1 # 0). Por otro lado, el operador S* definido en
(6.1.2) es sobreyectivo pero no inyectivo. Ademads, es facil comprobar que
S*S = I sin embargo SS* # I.

Por otro lado, el operador multiplicacién por ¢ del ejemplo 4.4.6, M :
L[QOJ] o L[20,1} (que es un caso particular del operador M del ejemplo
6.1.2). Este operador es acotado y ademds inyectivo. En efecto, Mz(t) =0
si y solo si z(t) = 0 en casi todo punto, sin embargo no es sobreyectivo
pues, por ejemplo, Mx(t) = 1 implica que z(t) = 1/t que no es de L[ZO,H.
Luego no tiene inverso.

Definicion 6.3.1 Sea el operador lineal A : X — Y, X e Y espacios de
Banach. Diremos que A es invertible si existe un operador B, A : Y — X tal
que AB = Iy, BA = Ix.

Esta claro que para el caso de dimensién finita, existira el inverso de A
si dim X = dim Y y la matriz correspondiente sera la matriz inversa de A.
En dimensién infinita la situacién es algo mds complicada. Por ejemplo, el
operador desplazamiento S cumple con S*S = I pero SS* # I, luego S
no tiene inverso.

Teorema 6.3.2 Sea el operador lineal A : X — X, X espacio de Banach. Si
|Al| < 1, entonces I — A es invertible y (en norma)

— & - 1
(I-A)7'=3" A% donde A°:=1 y ||(I - A) 1”Sl——HAH'
k=0
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Demostracion: Sea la sucesion de operadores (A, ),, definida por A,z :=
X, =T+ A+ A%+ .-+ A")z, r € X (cualquiera). Obviamente A,, es
un operador acotado (probarlo como ejercicio). Probemos que (X,,), es
de Cauchy (en la norma de X):

||Xn+p - XnH - ||An+1$+' . '+An+p$|| S ||An+llL’||+HAn+2JZH—|—~ . -—|—||An+px||

< [zl (NA™H + -+ AP < | (LA™ A+ -+ LA]™P)
n n [V
< [l QA e AP+ ) < lafl T =3 0.

— Al

Como X es completo (es de Banach) entonces, para cada = € X la sucesion
A,z converge a un y € X que denotaremos por y = T'x. Asi, tendremos
el operador 7' : X — X bien definido. Como A es lineal, A,, 1o serd y por
tanto 7" también. Para ello basta tomar el limite cuando n — oo en la
igualdad A, (az + By) = aA,z + fAw, o, B € Kyx,y € X.

Probemos ahora que T es acotado. Si tomamos ahora el limite p — oo
en la desigualdad de antes y usamos que X,,, = A,,;,© — T'z, obtenemos

Hn-i—l
— [IA[I

de donde se sigue que 7" — A, es un operador lineal acotado, luego 7' lo
serd (¢épor qué?). De la desigualdad anterior 6.3.1 se sigue ademads que

1Tz — Anzf| _ [IA]"*
el T 1=l Al
Probemos ahora que 7' = (I — A)~!. Ante todo notemos que I — A es

un operador lineal y acotado (por tanto continuo, ver Teorema 4.4.17).
Calculemos el producto

(I —A)Tx=(I—-A) hm Apr=lim (I — A)A,x= lim (Ao — A- A,2)

n—oo n—oo
— lim (2 Ty ).
n—oo

|Tx — Apzx|| < Ha:|| 14 (6.3.1)

LAT™ s

= ||T — A, < — 0= lim A,

1 — [ All nyo0

Pero || A" z|| < || A||"*|z]| =3 0, luego A"z "= 0, y por tanto (I —
A)Tz = x para todo z. La prueba de que T(I — A)x = z para todo z es
andloga y la omitiremos. Finalmente, la cota para la norma de ||(I—A)7!||,
se obtiene tomando el limite cuando n — oo en la siguiente desigualdad:

[Anll = 11 + A+ A" < L [JA] + [[A7] + - + (|47
1

S TH[IAN+ AP+ + A" <
1—[[A]
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El teorema anterior admite una generalizaciéon que nos serd de gran
utilidad.

Teorema 6.3.3 Sea el operador lineal y acotado A : X — X, X espacio de
Banach. Si ||A]| < ||, A € C, entonces el operador (A\I — A) es invertible y

1
A=Al

Ay:=(N —A)” Z)\kﬂ, y se cumple que || Ayl <
k=0

Demostracion: Asumimos que A # 0. Entonces, como [[A[| < [A], el ope-

rador A = A/X es tal que ||[A| < 1, y por el teorema 6.3.2, 1 — A es
invertible. Ademads, claramente el operador I es invertible y por tanto se
tiene

b oo = (- e

Luego,

Ay = (AT — A)! =\ <1— é)l e (1—21)1.

Como || A|| < ||, entonces ||A|| < 1. Aplicando el teorema 6.3.2 a A obte-
nemos la expresion para A,

ZA’“ Ak.

Para probar la desigualdad restante usamos que

S |A’“|| S ||A||’“ 1 1
AN = ST S :
=2 OW Z Z = NT= Al
de donde se sigue el resultado. [

Ejercicio 6.3.4 Modifica la demostracion del teorema 6.3.2 para probar di-
rectamente el teorema anterior.
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Definicidon 6.3.5 Sea A : X — X un operador de X en X, siendo X un
espacio normado. El conjunto de de todos los operadores lineales A lo deno-
taremos por L(X) y al conjunto de todos los operadores lineales y acotados
A lo denotaremos por B(X).

Un corolario trivial del resultado probado en el ejercicio 4.4.19 es el
siguiente teorema:

Teorema 6.3.6 El espacio B(X), X espacio de Banach, es un espacio de Ba-
nach respecto a la norma de los operadores.

Ejercicio 6.3.7 Adapta la prueba del Teorema 6.3.2 para probar que to-
da sucesién de Cauchy de operadores T, € B(X), X espacio de Banach, es
convergente, i.e., se tiene el teorema anterior 6.3.6.

En efecto, si T, es de Cauchy entonces Ve > 0, existe un N € N tal que
VneN,n>NyVpeN,|T,, —T,|| < e Luego la sucesién X,, := T,,x es
de Cauchy

n—oo

1T spr — Tl < || Totp — Talllzll < ellzll = | Thtpr — Tozl| — 0.
Como X es completo T,z tendra un limite y para cada z, i.e., podemos
definir el operador 7' : X — X por Tz = y. De la misma forma que en

la prueba del Teorema 6.3.2 se sigue que 7' es lineal. Para probar que es
acotado usamos la desigualdad anterior:

| Top—Toall _ _ | Ta—Tal

T, —Thx|| < || Thep—T1, =

donde hemos tomando el limite p — oo y usado la continuidad de la
norma. l.e., T'—T,, es acotado y por tanto 7" lo es (7,, es acotado). Ademas,
de lo anterior se sigue también, tomando el supremo en z, que |7 — T, || <

n—oo

e paratodon > N,ie., T, — T. [

Conviene aclarar que la definicién 6.3.1 es aplicable a cualquier opera-
dor lineal. No obstante conviene hacer notar que podemos tener un ope-
rador acotado inyectivo, por tanto invertible, cuyo inverso es un operador
no acotado. Un ejemplo es el operador de Volterra V' definido como sigue:

t
V. C[Q}l] —> 0[071], Vi .= (V.I')(t) = / IE(T)T, t e (O, 1)
0
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Este operador tiene inverso (ver teorema 4.4.9) pues Vx = 0 implica
x(t) = 0. Ademads esté claro que la ecuacion (Vz)(t) = y(t) siempre tiene
solucion x(t) = y/(t), luego el inverso de V' es el operador derivada D que
sabemos que no es acotado. Nétese que Z(V') # Clo 1.

Otro ejemplo de operador acotado invertible cuyo inverso no es acota-
do es el siguiente: A : (2 — (2,

Ay, @9y .o Xy o) = (1, 22/2, . a0,

Estd claro que

oo oo
| Az|* < <D lawl? =l
k=1 k=1

Por otro lado, Se puede comprobar directamente que el operador B sobre
las sucesiones de ¢? definido por

B(xy, w0, .. Ty ) = (21,229, ..., NTy .. ),

es tal que ABx = BAx = x para todo r €<?. Luego B = A~!, pero
estd claro que B no es acotado (basta tomar la sucesién (e, ),, la base de
Schauder de ¢?). Por otro lado, esta claro también que I(A) # (2, pues si
elegimos y = (1/n*?), €<, entonces Ar = y para v = (1/n'/?), que no
es de (2.

M4ds adelante veremos que si A € B(X,Y), siendo X,Y espacios de
Banach, y tal que el nticleo de A, N (A) = {0}, ylaimagende A,Z(A) =Y,
entonces A~! € B(Y, X). Este resultado se conoce como el teorema de las
aplicaciones inversas acotadas.

Una aplicacién directa del Teorema 6.3.2 es el siguiente resultado:

Teorema 6.3.8 Sea X un espacio de Banach. El conjunto E C B(X) de los
operadores invertibles acotados en X es abierto en B(X).

Demostracion: Sea A € B(X) un operador invertible. Definamos la bola
B(A,1/||A7Y). Cualquiera sea B € B(A,1/||A™!||) tendremos que

1 _ _
1B = All < =7 A I(B = A)AT| < |1B - A[[A7Y]| < 1,
luego el operador I+(B—A)A~! = BA™! esinvertible, por tanto el opera-
dor B = (BA')Alo ser4, i.e., todo operador B € B(A,1/||A7Y||) es inver-
tible, por tanto para cualquiera sea A € F existe una bola B(A,1/[|A7Y)
C E centrada en A, luego F es abierto. ]
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6.4. Operadores compactos

Definicidon 6.4.1 Un operador lineal A : X — Y, X e Y espacios de Banach
es compacto si para toda sucesion acotada (z,,), de X, la sucesion (Ax,), de
Y tiene una subsucesion convergente.

Noétese que si A es compacto, A es acotado pues en caso contrario
existirfa una sucesién acotada (z,), tal que ||Az,| "= oo y entonces la
sucesién (Az,), no tendria una subsucesién convergente. Asi pues, tene-
mos el siguiente teorema:

Teorema 6.4.2 Todo operador compacto es acotado.
El reciproco no es cierto.

Ejercicio 6.4.3 Prueba que el operador identidad I : H — H, H espacio de
Hilbert de dimension infinita no es compacto.

Escojamos una sucesion ortonormal (z,,),, en H. Como ||z, —z,,||* = 2 para
todos n,m € N, entonces la sucesion /x,, = x,, no contiene subsucesiones
de Cauchy y por tanto no tiene subsucesiones convergentes. [ ]

Teorema 6.4.4 Sea A un operador lineal A : X — Y, X e Y espacios nor-
mados de dimension finita. Entonces A es compacto.

Demostracion: En efecto, como X es de dimensién finita, entonces A
es acotado (ver teorema 4.4.16), luego dada cualquier sucesién acotada
(n)n, la sucesién (Az, ), es acotada. Sea el conjunto Cy = {Az, : n € N}.
C4 es acotado, luego su clausura C 4 es un subconjunto de Y que es cerra-
do y acotado, luego por el teorema 4.3.8, es compacto. Luego, toda suce-
sién (y,), € Ca, tiene una subsucesion convergente (Y, )k, Yn, — ¥ € Ca,
o sea, y € X. Por tanto, existe una subsucesién convergente de (Az,, ),
luego A es compacto. [

Ejemplo 6.4.5 Se puede probar directamente, sin usar el teorema anterior,
que cualquier operador lineal A : H — H, con H espacio de Hilbert de
dimension finita es compacto.
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En efecto, del Teorema 4.4.16 sabemos que el operador A es acotado, y
del Teorema del isomorfismo 5.2.12 que H es equivalente (isomorfo) a
CY, con N la dimensién de H. Entonces, dada cualquier sucesién aco-
tada (z,),, la sucesién (Ax,) es acotada y por el Teorema de Bolzano-
Weierstrass (en CV) dicha sucesién contiene al menos una subsucesién
convergente, luego A es compacto. [

Teorema 6.4.6 EI conjunto de todos los operadores compactos A : H — H,
es un espacio vectorial.

Demostracién: Sea (z,), € H una sucesion acotada. Sean A y B, dos
operadores compactos. Como A es compacto, existe una subsucesion (yx )
de (z,)n (yr = z,,) tal que Ay, es convergente. Luego, también lo es la
sucesion (AA)yy, v por tanto el operador A\A es compacto. Por otro lado,
como B es compacto, entonces existe una subsucesién (z;); de (yx)r (¥
por tanto de (z,),) tal que (Bz;), es convergente. Pero entonces (Az;); es
convergente ({por qué?). Luego, dada cualquier sucesioén acotada (z,,).,,
existe una subsucesién (z;); de (z,), tal que ([A + B]z;); es convergente.
Luego A + B es compacto. [

Proposicidn 6.4.7 Sea H un espacio de Hilbert y sean y y z dos elementos
dados de H. Sea el operador lineal T : H + H definido por Tz = (z,y)z.
Entonces T' es compacto.

Demostracién: Sea (z,), una sucesién acotada de H, i.e., ||z,| < M pa-
ra todo n € Ny cierto M > 0. Sea la sucesién compleja a,, = (z,,y).
Probemos que es acotada

|an] = [{zn, y)| < llzallllyll < Myl

Entonces, por el Teorema de Bolzano-Weierstrass a,, tiene una subsuce-
siéon convergente a;, = (xx,,y). Sea a su limite. Entonces, utilizando la
continuidad del producto escalar,

Txg, = (Tk,, Y)2 ey az,

es decir, la sucesién 7'z, contiene una subsucesién convergente. Luego T’
es compacto. =



208 Capitulo 6. Operadores en espacios de Hilbert

Notese que si el operador lineal A : H — H, H espacio de Hilbert, es
acotado, i.e., A € B(H), y su imagen Z(A) es de dimensién finita, enton-
ces, si (x,), es acotada, (Ax,), lo serd y razonando como en la prueba
del teorema 6.4.4, se deduce que A es compacto (independientemente
de la dimensién de H). Veamos que la hipdtesis de que A € B(H) no es
necesaria.

Ejercicio 6.4.8 Sea A : H — H un operador acotado de rango finito en
un espacio de Hilbert H, i.e., la imagen de A, Z(A), es de dimensidn finita
(dimZ(A) = n < +o00). Prueba, usando la proposicion anterior, que A es
compacto.

Nétese que como A es compacto, entonces si (z,), es acotada, (Ax,),
lo serd, por tanto siguiendo el razonamiento de la segunda parte de la
demostracion del teorema 6.4.4 se sigue el resultado.

Vamos a probarlo directamente usando la proposicion 6.4.7. Sea ey,
.., e, una base ortogonal de Z(A) C X. Sea y € Z(A), cualquiera.
Entonces, para cada y existe al menos un z tal que y = Az, y ade-
mas y = »_,_,(Az, e;)e,. Denotemos por A, al operador Ay, : H — H,
Ay = (Ax,ey)ey, para cada k = 1,...,n. Entonces A = > ;| A;. Co-
mo A es acotado existe su adjunto A* (teorema 6.1.3), luego A,z =
(Az,er)er, = (x, A%ex)er. Entonces, por la proposicién 6.4.7 deducimos
que los Ay, k =1,...,n son compactos y como A = Y "', Ay, del teorema
6.4.6 se deduce que A es compacto. [

Teorema 6.4.9 Sea (7)), una sucesion de operadores compactos de T, :
H s H, H espacio de Hilbert, tal que T, "~ T. Entonces T es compacto.

Demostracidon: Sea (x,), € H una sucesién acotada cualquiera y sea
S = sup,cy ||zs]|- Asumiremos que S > 0, pues en caso contrario (z,),
serfa la sucesion nula (0),. Como, para todo n, T, es compacto, enton-
ces existe una subsucesién (7;); de (z;);, tal que limy_, T,,%, — y,, para
n=1,23,...,ie.,lasucesiéon (7,7,); es convergente para cadan € N. La
forma de construirla es parecida a la que se usé en la prueba del técnico
4.3.1, se conoce como la construccion diagonal*, y es como sigue:

“Este tipo de razonamiento fue utilizado por primera vez por Cantor para probar que
el conjunto de los reales no es numerable.
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Sea n = 1. Como 7; es compacto entonces existe una subsucesién
(z1;); tal que (Tyx,;); es convergente. Como 75 es compacto entonces
existe una subsucesién (x,;); de (z1;); tal que (Thx,;); es convergente,
y asi sucesivamente. De esta forma obtenemos que, para cada n € N,
existe una subsucesién (z, ;); de (x;), tal que lim;_,., T,,x, ; — u,, para
n =1,2,3,..., y ademds, por construccién, (z, ;); es una subsucesién de
las anter1ores (rj); k=1,2,...,n— 1. El siguiente diagrama muestra la
construccién anterior:

(xj)i Z1 T2 T3 cee Ty L. x;

(11,); C (z;); @11 Tio T1s o Tim o a1y o= Ty S
(w2,5)5 C (21,5); To1  Too Taz o Tom oo Toj - = Toxa, EN Yo
(ﬂfg,j)j C ($2,j)j x3,1 3.2 r33 N T3,m . T34 - = TSJTS,J # U3

(@ms)i C (Tm-14)j Tmi Tmz Tma o Tmm 0 Tmy o = Tn@mg P Ym

Sea ahora la sucesién de las “diagonales” (z,,m)n. Para cada n fijo la
sucesion (x,, . )re_,, s una subsucesion de (z,, ;);, luego

lim T,,x;; = ym, para m=1,23,....
j—o00

Eso implica que la sucesién (7),z;;); es de Cauchy. Probemos ahora que
la sucesion (T'z; ;); es de Cauchy.

Como 7, == T, eso significa que para todo ¢ > 0 existe un N; € N tal
que, para todo M > Ny,

T—Tyl|l < —

Pero como ya vimos, la sucesion (7,,z; ;); es de Cauchy para todo m € N,
luego lo serd para m = M. Luego, para todo ¢ > 0 existe un Ny > M € N
tal que, para todos m > n > N,

HTMxn,n - TMxm,mH S €.
Pero entonces, si elegimos m > n > N, > M, obtenemos

||Txn,n - Txm,m” S ||T~rn,n - TMIn,nH + HTMxn,n - TMQJm,m“
+ HTMmm,m - Txm,m”

€
ST = Tulllenall + 5+ 1T = Tl zmm] <€
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i.e., (T'z;;); es de Cauchy y como H es completo, entonces (7'z;,); es
convergente, luego 7" es compacto. m

El teorema anterior 6.4.9 se puede parafrasear diciendo que el subes-
pacio de los operadores compactos es cerrado® en B(H).

Teorema 6.4.10 Sea 7" : H — H, un operador compacto, H espacio de
Hilbert. Entonces su adjunto T* es compacto.

Demostracidn: Sea (z,), una sucesién acotada cualquiera no nula, y sea
S = sup,ey ||||- Definamos la sucesioén (y,), € H, v, = T*z,. Como T’
es compacto, 7' es acotado, y por tanto 7™ es acotado, asi que la suce-
sion (y,), es acotada. Como T es compacto, entonces existe una subsuce-
sion (Y, )r de (yn), tal que (Ty,, )r € H es convergente, y por tanto de
Cauchy (pues H es completo). Pero entonces tomando ny, n,, suficiente-
mente grandes la cantidad ||T"y,, — T'yy,, || 12 podemos hacer tan pequefia
como se quiera (por ejemplo menor que ¢/(25)). Entonces,

”ynk - yan2 = ||T*x”k - T*IanQ = <T*("Enk - xnm)7T*(xnk - xnm»
= <TT*('rnk - x”m)’ (xnk - xnm>>
<|TT*(@n, — 20, )| |20, — T, |

€
S 2S”Tynk - Tyn'm) ﬁ -

| < 2s €.

Luego, (v, )r es de Cauchy, y como H es completo, es convergente, i.e.,
(T*xy, ), €s convergente, y por tanto 7 es compacto. [

6.5. Teorema Espectral

En este apartado describiremos la teoria espectral de operadores auto-
adjuntos y compactos en espacios de Hilbert. Dicha teoria es la extension
del conocido problema de autovalores para matrices n x n al caso infinito.
Comenzaremos, por tanto, con la definicién de autovalores y autovecto-
res®

SRecuérdese que el espacio B(H) es completo.
6También denominados valores propios y vectores propios, respectivamente.
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Definicidon 6.5.1 Sea A : X — X un operador en un espacio normado X.
Los ntimeros complejos ) tales que

Ar =X x, z€X, z#0, (6.5.1)

se denominan autovalores de A y los correspondientes x, autovectores de A
asociados al autovalor .

En un espacio de dimensidén finita podemos definir el espectro de un
operador como el conjunto de los autovalores de su correspondiente ma-
triz (en alguna base’). Puesto que para cualquier matriz n x n existen n
autovalores (pudiendo estar repetidos como ocurre, por ejemplo, con la
matriz identidad), en el caso finito es relativamente simple de estudiar
(ver ejercicio 6.5.3). No ocurre lo mismo en el caso infinito.

Por ejemplo, el operador desplazamiento ya visto antes S : ¢2 — (2,
S(x1, w9, x3,...) = (0,21, 29,...), no tiene autovalores pues la igualdad
Sz = Az implica x = 0.

Asi pues se precisa de una definicion mas general

Definicion 6.5.2 Sea X un espacio de Banach y A una aplicacion lineal
A : X — X El espectro de A, que denotaremos por o(A), es el conjunto de
niimeros complejos tales que el operador (A — A) es no invertible, i.e., no
existe Ay := (AN — A)~L.

El operador A, := (A — A)~! se denomina resolvente de A. El conjunto
de todos los A € C para los cuales el operador A, estd bien definido se
denomina conjunto resolvente de Ay se suele denotar por p(A). Obviamente
el espectro de A, o(A), es el complementario del conjunto resolvente, p(A),

ie, o0(A)=C\ p(A).
La cantidad r(A) = sup{|A| : X\ € 0(A)} se denomina radio espectral de A.

Ejercicio 6.5.3 Sea A : X — X, A € B(X). Prueba que en dimension finita,
dim X < +o00, 0(A) es el conjunto de todos los autovalores de A.

Ante todo notemos que si dimX = n < +o00, entonces como vimos en
la nota 6.1.8, cada operador A : H — H se puede representar mediante

’Es un hecho conocido del dlgebra lineal que los autovalores de un operador no de-
penden de la base escogida.
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una matriz n X n. Luego, la ecuacion (6.5.1) se trasforma en en el sistema
lineal
Ar =Xz <<= (A—-XN)z=0, z#0,

donde I es la matriz identidad n x n. Para que este sistema tenga solu-
cién no trivial det A — A\l = 0, lo cual implica que el operador A — A\l no
puede ser invertible, luego A\ € o(A). Nétese ademds que det(A — ), es
un polinomio de grado n en \, luego la ecuacién det(A — AI) = 0 tiene
al menos una soluciéon y como mucho n soluciones distintas. Conviene re-
cordar que si usamos dos bases distintas para representar la matriz del
operador A, lo que obtenemos son dos matrices semejantes y es un re-
sultado conocido del algebra lineal que las matrices semejantes tienen los
mismos autovalores, i.e., los autovalores de un operador en dimensién fi-
nita son independientes de la base usada para representar la matriz de
dicho operador. ]

De la definicion 6.5.2 se sigue que todo autovalor de A pertenece al
espectro de A, pero no a la inversa. De hecho existen operadores cuyo
espectro no contiene autovalores.

Ejemplo 6.5.4 Sea el espacio de las funciones continuas C (i.e., en Cloy
tomamos la norma uniforme). Sea u € Cl, ) y sea el operador multlpllcaaon
(ver ejemplo 6.1.2) M : Ciop) — Clap, Ma(t) = f(t)x(t), que esta bien
definido para todo x € Cl,4). Este operador no tiene autovalores.

Obviamente (M — A)z(t) = (f(t) — N)x(t), luego
(M = XI)'2(t) = ———a(t).

El espectro de M es el conjunto de todos los A tales que f(t) = \ para
algin t € [a,b], 0 sea, o(M) es la imagen de la funcién f(t), i.e., el rango
Z(u). Sila funcién f(t) = c es constante, entonces A = ¢ es un autovalor
de M (pues Mx(t) = cxz(t)) que obviamente estd en o(U), pero si, por
ejemplo, f(¢) es una funcién estrictamente mondtona en [a, b], entonces
o(M) = [f(a), f(b)], pero la ecuacién Mx(t) = f(t)z(t) no tiene ninguna
soluciéon no nula, i.e., M no tiene ningtin autovalor. [

Ejercicio 6.5.5 Sea A: X — X, A € B(X). Prueba que r(A) < || A]|.
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Supongamos que existe un A € o(A) tal que |A| > ||A||. Entonces por el
Teorema 6.3.3 el operador A, := (A — A)~! estd bien definido lo cual es
una contradiccién. Luego si A € o(A), || < ||A] y, por tanto, sup{|A| :
A€ a(A)} < |A|l, de donde se sigue el resultado. [

Del resultado anterior se sigue que o(A) estd contenido en el interior
del disco cerrado D = {z; |z| < ||A]|}. De hecho se tiene el siguiente:

Teorema 6.5.6 Sea A : X — X, A € B(X). Entonces o(A) es un compacto
de C (cerrado y acotado de C) contenido en el interior del disco cerrado
D = {z |z| < ||All}-

Demostracidon: Sea £(X) el conjunto de todos los operadores lineales de
X en X, X espacio de Banach. Definamos el operador F' : C — L(X),
F(X) = M — A. Esta claro que F' es lineal. Como para todo p, A € C,
|F(n) — F(A)|| = |# — A|, entonces F' es continuo y por tanto acotado
(teorema 4.4.17).

Sea F C L(X) el espacio de las aplicaciones invertibles. Si A\ € o(A),
entonces A/ — A no es invertible, luego para A € o(A) no existe el inverso
de F, i.e., 0(A) es laimagen inversa F'~! de L(X)\ E, 0(A) = F7}(L(X)\
E). Como F es abierto (Teorema 6.3.8) entonces £(X) \ E es cerrado, y
como F es continua entonces por la Proposicion 3.3.12, F~1(L(X) \ F) es
cerrado, luego o(A) lo serd. Para probar que o(A) es acotado® basta usar
el resultado del ejercicio 6.5.5. Es decir, o(A) es cerrado y acotado, por lo
tanto es un compacto (Teorema 4.3.8) contenido en el interior de la bola
cerrada del plano complejo B(0, ||A]|). [

Teorema 6.5.7 Sea H un espacio de Hilbert y A : H +— H, un operador
lineal autoadjunto. Entonces todos los autovalores de A (si los tiene) son
reales. Ademds los autovectores correspondientes a autovalores distintos son
ortogonales.

Demostracion: Sea )\ un autovalor de A y = su correspondiente autovec-
tor, que sin pérdida de generalidad asumiremos normalizado ||z| = 1.
Entonces, usando que Ax = A\x y que A es hermitico, tenemos

(Av,2) = (z, Az) = Nz|]| = Mz = A= A= AR

8Por completitud daremos una prueba alternativa de la acotacién. Escojamos A\ tal
que |\| > ||A||, entonces ||\~ A|| < 1 asi que (I — A~ A) es invertible y por tanto A\J — A
lo sera. Entonces para dichos A tendremos que A € o(A), i.e., 0(A) € B(0, || 4]|)-
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Sea Ax; = \x; ¥ Axre = A\x5. Entonces como A es hermitico
(Axy, xe) = (11, Axo) = A {(x1, T2) = Aa(m1,x2) = (A1 — Ag) (21, 29) = 0,

de donde se sigue que si \; # \, entonces x; y x5 son ortogonales. ]

Teorema 6.5.8 Sea A : H +— H, un operador lineal autoadjunto, H espacio
de Hilbert. Entonces r(A) = || A||.

Demostracion: Para A = © el resultado es trivial asi que asumiremos
que A # 0. Del ejercicio 6.5.5 (véase también el Teorema 6.5.6) sabemos
que r(A) < ||A||, asi que bastard probar que existe un A € o(A) tal que
Al = ||A]|. Por el teorema 6.2.6 sabemos que [|A| = sup,; [{(Az,z)],
luego existe una sucesion (z,), de H tal que ||z,|| = 1 para todo n y tal
que [(Az,, 2,)| =3 ||A]|, i.e., (Azn, z0)| = £ A| = A

Sea A = ||A]| o —||A||. Probemos que X € o(A). Ante todo notemos que

0 < [|[Az,, — Az =[] Az ||® — 20 A%, 70) + N[22
<[AJ? = 2M Az, 22) + N = 20\ = {Aza, 7)) 0,

donde, hemos usado que ||A|> = A2, ||z,|| = 1. Es decir, Az, — \z,, — 0.
Asumamos que A = ||A]| no estd en o(A) i.e., A € p(A). Como ) estd en
la resolvente de A entonces para dicho )\ el operador (A — A\I)~! estd bien
definido y es acotado. Pero entonces

L= [laall = 1A = AD) ™ (A = A || < (A= ADT[(A = M| "= 0,

lo cual es una contradiccién. Luego A\ = ||A|| € o(A). [

Como hemos visto en dimension infinita un operador lineal A en ge-
neral puede no tener autovalores, es decir, los valores A € o(A) no tienen
que ser necesariamente solucién de la ecuacién (6.5.1). No ocurre asi con
los operadores compactos y autoadjuntos.

Teorema 6.5.9 Sea H un espacio de Hilbert y A : H — H, un operador
lineal autoadjunto y compacto. Entonces A\ = ||A|| o A = —||A|| es un auto-
valor de A.
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Demostracion: Para A = O el resultado es trivial asi que asumiremos que

A # 0. Escojamos A = ||A]| (el caso A = —||A|| es andlogo y lo omiti-

remos). De la prueba del teorema anterior sabemos que si A es un ope-

rador autoadjunto y compacto entonces existe una sucesién (z,), de H
n—oo

tal que ||z,|| = 1 para todo n y que Az, — A\z,, — 0. Como A es com-
pacto, entonces existe una subsucesion (z,,, ), de (z,), tal que (Ax,, ), es

7 k— N —
convergente, asf Az,, —> u, que combinada con Az, — Az, — 0 nos
k— .
da A\z,, == u. Como A es compacto, A es acotado y por tanto conti-
! k—
nuo asi que por un lado tendremos \Az,, = A(\r,,) —> Auy por otro

NAx,, "% \u, de donde se sigue que Au = \u. Finalmente, notemos que
|ul| = img oo [[AZn, || = [N HMg—yoo |20, || = [A|lmyo0 1T = |A| # 0, luego
A es, efectivamente un autovalor. [

Teorema 6.5.10 Sea A un operador compacto en un espacio de Hilbert y
(¢n)n una sucesion ortonormal de H. Entonces lim,, ., A¢, = 0.

Demostracidon: Supongamos que el teorema es falso, entonces para algin
e > 0 ha de existir una subsucesién (¢,, ); tal que || A¢,, || > e paratodo k €
N. Como A es compacto y la sucesién (¢, )r es acotada, entonces hay al
menos una subsucesion convergente (1;); de (¢, )i, tal que lim;_, o Ay; =
1 # 0. Entonces

0 # [6]1* = () = lim (v, ) = lim (i, Aw) =0,

pues A*p € H y por tanto (¢;, A*1)) es el j coeficiente de Fourier ¢; de
A*y el cual sabemos, por (5.2.5), que tiende a cero si j — oc. [

Teorema 6.5.11 Sea H un espacio de Hilbert separable y A un operador
lineal A : H — H autoadjunto y compacto. Entonces A tiene o bien un nt-
mero finito de autovalores )\, reales distintos o, si el numero de autovalores
es infinito, entonces, es numerable y si los ordenamos de mayor a menor

p )

Demostracion: Del teorema 6.5.9 se sigue que el conjunto de autovalo-
res no es vacio, luego estd compuesto por un ntmero finito o infinito de
elementos (que son numeros reales por el Teorema 6.5.7). Sea \; tal que
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|IA\1| = ||A|| v sea x; el correspondiente autovector (normalizado a la uni-
dad, i.e. ||z1]] = 1). Sea H; = H y definamos Hj el espacio de todos los
vectores ortogonales a z, i.e.,

HQ = {ZL‘ < H| <ZL’,I1> = 0},
es el complemento ortogonal de x;. Pero, para todo z € Hs,
(Az, 1) = (x, Axy) = M (2, 21) = 0,

es decir, H, es invariante respecto a la accidn de A. Sea A|y, la restriccion
de A al espacio H,. Si A|g, no es el operador nulo, entonces podremos
aplicar el mismo razonamiento de antes, por lo que existira \; y z, tales
que |X\2| = ||Alm,||, donde ademds por la definicién de norma, || < |Aq].
Asi podemos seguir hasta que en cierto paso n + 1 A|u,,, = 0 obteniendo
la sucesion finita de autovalores (\;)7_, con sus correspondientes auto-
vectores normalizados® (x;,)7_, tales que

Ml = [l | = o] = [[Algoll = -+ = [An] = [[Als, | # 0.

Si Alg, # 0 para todo k € N, entonces existen infinitos autovalores
distintos A, con sus correspondientes autovectores x,, normalizados (que
pueden ser mds de uno), que son numerables pues H es separable (épor
qué?). Ahora bien, por el Teorema 6.5.10 tenemos

= lim ||Az,||* = lim (Az,, Az,) = lim |)\,|?
n—00 n—o00 n—o0

n—oo

de donde se sigue que A\, — 0. [

Nota 6.5.12 Existe otra forma de probar que \, — 0. En efecto, supon-

n—oo
gamos que hay infinitos )\, distintos pero que X\, —/~ 0. Entonces existe

un € > 0 tal que infinitos \,, son tales que |\,,| > €. Construyamos con
dichos elementos una sucesion que denotaremos por (\;),. Como todos los
elementos de (\y); son distintos, el Teorema 6.5.7 garantiza que sus corres-
pondientes autovectores son ortogonales xy, i.e., (xy,,Tx,) = 0i k1 # ko. Si
calculamos ahora la norma

[Azgyp — Azil* = [MpTrrp — Mzill® = gpl® + [l > 2¢%, Yk, p €N,

es decir, la sucesion (Axy )y, no contiene ninguna subsucesion de Cauchy y por
tanto no contiene ninguna sucesion convergente ({por qué?) lo que contra-
dice que A sea un operador compacto.

°Es importante destacar que para cada )\, k = 1,2,3,... puede haber mds de un
autovector.
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Del teorema 6.5.11 se sigue el siguiente corolario:

Corolario 6.5.13 En el supuesto del teorema 6.5.11, si la dimension es in-
finita, entonces los autoespacios X, = ker(\xI —A), para cada )\, # 0,
k=1,2,3,..., son de dimension finita.

Demostracidon: Supongamos que dim X; = oo para algun k, con )\, # 0.

Entonces, existe una sucesion de autovectores linealmente independiente

x1,T2,...,Ty,... que, sin pérdida de generalidad asumiremos ortonorma-

les ({por qué?), tal que Az; = Nz, j = 1,2,3,.... Pero entonces, por el
n—oo

Teorema 6.5.10, Ax,, — 0, de donde se sigue Az, %0, 1o cual implica
Ar = 0, que es una contradiccidn. ]

Teorema 6.5.14 (Teorema espectral) Sea H un espacio de Hilbert y A
una aplicacion lineal A : H — H autoadjunta y compacta. Existe una su-
cesion numerable (finita o infinita) de autovectores ortonormales (x,), de
A cuya correspondiente sucesion de autovalores denotaremos por (A, ), tales
que,
Az => Mz, zp)r,, Vo el (6.5.2)
n

donde se tiene que:

1. En (6.5.2) aparecen todos los autovalores de A.

2. Si la sucesién de autovalores (\,), es infinita se puede reordenar de
n—oo

forma que \, — 0.

3. Los correspondientes espacios ker(\,I — A), para todon = 1,2,3, ...
son de dimension finita, siendo la dimension de estos el niimero de veces
que aparece un mismo A\ en la formula (6.5.2).

Demostracion: Utilizando la misma construccidén que usamos en la prue-
ba del teorema 6.5.11 obtenemos una sucesién de autovalores (\;)7_,
con sus correspondientes autovectores normalizados (x;)}_, (para cada
A\, puede haber mas de un autovector, en funcién de la multiplicidad del
mismo que escogeremos ortonormales) tales que

IA1] > Xo| > - > A
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Durante el proceso hemos construido ademas la cadena de subespacios
invariantes respecto a A

donde Hyy = {z € Hy | (z,2;) =0, j=1,2,...,k}.

Supongamos que Aly,,, = 0, entonces el proceso acaba (caso finito).
Sea, en este caso, y,, = = — y_,_, (z, zx)x). Entonces

n

(Yn, 75) = (T, 75) — ;(xalﬁﬁ (901;,9%‘) = (z,75) — <x’xj>|\|f%|/| = 0.

Luego, v, € H,, ., y por tanto Ay, =0, i.e.,

n

0= Ay, = Ax — Z(x, r)Az, = Ax= Z A, ) T

k=1 k=1

como se queria probar.

El caso infinito es similar. Ante todo notemos que en este caso tene-
mos una sucesion )\, tal que A, "% 0 (ver teorema 6.5.11). Definamos
nuevamente el vector y, = = — > ,_,(z,z)z;. Usando (5.2.3) se sigue
que ||y,||* < ||z||*. Ademds, como ya vimos y,, € H,, luego, usando que
Ay = Als 9 ¥ [ Al 1| = [Aos1| obtenemos

n—oo

1Ayl < Pasalllz] 50 = I Ay, =0,

de donde se sigue la igualdad buscada

Az = Z AT, ) T, Vo € H.

n=1

Comprobemos ahora que todos los autovalores de A estdn presentes en
la férmula (6.5.2). Esta cuestidon es de suma importancia pues en la prueba
hemos usado los autovalores obtenidos gracias al Teorema 6.5.9 por lo que
procede preguntarse si existen otros autovalores de A no nulos distintos
a los anteriores. Comprobemos que eso es imposible. Supongamos que
existe un autovalor A # 0 distinto de los autovalores )\, que aparecen
en la suma (6.5.2), i.e., A # \;, para todo k, y sea x su correspondiente
autovector normalizado a la unidad. Por el Teorema 6.5.7 z es ortogonal
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a todos los zy, i.e., (x,z;) = 0 para todo k. Pero entonces, aplicando la
féormula (6.5.2) a dicho autovector x tenemos

A\ = Az = i)\n(:c,xnﬂn = i)\HOxn =0,
n=1

n=1

lo que es una contradiccion. Lo anterior tiene una implicacién importan-
te: Formalmente el proceso de encontrar los autovalores no nulos de A
basado en el Teorema 6.5.9 permite encontrarlos todos.

Probemos finalmente que, en caso de que \, # 0, £k = 1,2,3,..., la

dimension de ker(Ay/ —A) = p, donde p es el numero de veces que aparece
A, en la formula (6.5.2). Por simplicidad denotemos por $§1)’ cee, xép ) P
autovectores linealmente independientes asociados a A;. Supongamos que

dim ker(\;I — A) > p, entonces existe al menos un = € ker(\;/ — A) que es
linealmente independiente de los vectores x§1), cee xgp ) y que asumiremos,
sin pérdida de generalidad, que ortogonal a ellos (¢{por qué?). Entonces
estd claro que dicho x es ortogonal a todos los vectores z;, que aparecen
en la formula (6.5.2) (ya sea porque los z; corresponden a autovalores
distintos a \; o bien sean los xg-l), e, $§p) de antes), i.e., (z, ;) = 0 para
todo k, luego usando (6.5.2) obtenemos

0# Nz = Az = Z)\k<x,xk>xk = Zx\k()xk =0,
k k

lo cual es una contradiccion. ]

Nota 6.5.15 Como hemos visto en el teorema anterior, cuando \, # 0, k =
1,2,3,..., la dimension de ker(A\yI — A) = pg, donde py, es el niimero de
veces que aparece )i, en la formula (6.5.2). Sea Hy, = span (14, , Tp, k)
el subespacio generado por los autovectores asociados a cada autovalor A
(que sabemos que son finito-dimensionales). Sea el operador P, : H — H
definido, para cada k € N como

Pk

P.x = Z(x, Ti ) i k-

=1

Es sencillo comprobar que Py, es un operador de proyeccion (ver ejercicio
5.11 y 6.26). Pues es autoadjunto e idempotente. Usando los operadores P,
el teorema espectral 6.5.14 se puede reescribir como Va € H,

Ar = Z AT, ), = Z Mo P (6.5.3)
n k
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Corolario 6.5.16 (Hilbert-Schmidt) Sea H un espacio de Hilbert separa-
ble y A un operador lineal A : H — H autoadjunto y compacto. Entonces
existe un sistema ortogonal completo (base ortonormal) de vectores orto-
normales (e,,), de H consistente en los correspondientes autovectores de A.
Ademads,

Ax = Z AT, €n)en, Vo € H,
n
donde (\,,), es la correspondiente sucesion de autovalores asociados a (e,,),.

Demostracion: Del Teorema espectral 6.5.14 se sigue que existe un con-
junto de autovectores (finito o infinito) (¢, ), tal que

Az = A(x, ¢n)n, Vo €H. (6.5.4)

Asumamos que A\, # 0 (si hay algun A\, = 0 este se puede omitir de la
suma). Como el ntcleo de A, ker A C H (que coincide con el subespacio
vectorial generado por los autovectores correspondientes a A = 0) es a su
vez un espacio de Hilbert separable (es un cerrado) existird una sistema
(numerable) ortogonal completo que denotaremos por (¢, ),. Dicho siste-
ma de vectores estard constituido por los autovectores correspondientes
al autovalor 0. Sea ahora un autovector cualquiera ¢,, correspondiente al
autovalor )\, # 0. Entonces ¢,, serd ortogonal a todos los v, y el sistema
(¢m)m serd ortogonal a (¢,),. Ademds de (6.5.4) se tiene que para todo

reH
A <l’ - Z<x: ¢m>¢m) = Az — Z<xa ¢m>A¢m = 07

ie,x—> (%, om)Pm € ker A, luego podemos desarrollarlo en serie de
Fourier en la base de ker A (¢,,),, de forma que obtenemos para todo = € H,

T — Z<xa¢m>¢m = Z(%%Wn = T = Z<x7¢m>¢m + Z(%%Wm

m n m

i.e., el sistema (¢ )m J(¢n), s completo (Teorema 5.2.5) que podemos
ortogonalizar utilizando el método de Gram-Schmidt obteniendo el sis-
tema ortonormal (numerable) (e,), (recordemos que para autovectores
correspondientes a autovalores distintos ya teniamos la ortogonalidad, asi
que solo es necesario aplicarlo a los autovectores correspondientes a un
mismo autovalor), luego tendremos z = ), (x, e,,)e,, de donde se sigue el
teorema. [
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Como consecuencia del teorema anterior tenemos que todo operador
lineal A : H — H autoadjunto y compacto en H, espacio de Hilbert sepa-
rable, se le puede puede hacer corresponder una matriz (finita o infinita)
que ademads es diagonalizable y en cuya diagonal aparecen los correspon-
dientes autovalores.

Supongamos ahora que dos operadores lineales acotados comparten
un sistema comun de autovectores y que dicho sistema es completo. Es
decir que A¢, = a,¢, v Bp, = 5.¢n, vy para todo x € H se tiene que
x = ), c;¢;. Entonces es sencillo comprobar que (AB — BA)z = 0, para
todo x € H, i.e., Ay B conmutan. Una consecuencia del corolario anterior
6.5.16 es que el reciproco de dicho resultado:

Teorema 6.5.17 Sean Ay B dos operadores autoadjuntos y compactos en
un espacio de Hilbert separable. Si Ay B conmutan, entonces ambos tienen
un sistema comun completo de autovectores.

Demostracidon: Sea A\ un autovalor de Ay sea S el correspondiente subes-
pacio lineal generado por los autovectores de A. Para todo x € S tenemos
ABx = BAxr = ABuz, i.e., Bx es también es un autovector de A corres-
pondiente a A\, Bx € S, asi que el espacio S es un subespacio vectorial de
H invariante respecto a B y es a su vez un espacio de Hilbert. Como B
es autoadjunto y compacto, el Corolario anterior 6.5.16 nos asegura que
S tiene una base ortonormal de autovectores de B, que ademas son auto-
vectores de A pues estan en S. Repitiendo en proceso para cada uno de
los subespacios S de A obtenemos para cada uno de dichos subespacios la
correspondiente base de autovectores. La unién de todas ellas es la base
comun buscada. [

Antes de terminar este apartado conviene hacer una aclaracién. El lec-
tor avispado recordard el ejemplo 6.2.9, donde estudiamos el operador
definido por (6.2.4). Si comparamos (6.2.4) con (6.5.2) podemos descu-
brir que efectivamente existen operadores no necesariamente autoadjun-
tos y compactos que admitan una representacién del tipo (6.2.4). En el
caso del ejemplo 6.2.9 basta que pu,, /4 0 cuando n — oo para que no
sea compacto, o que u, no sean reales para que no sea autoadjunto. De
hecho, se puede probar una representacion similar a (6.2.4) para opera-
dores autoadjuntos acotados (no necesariamente compactos) e incluso no
acotados. El lector interesado puede consultar, por ejemplo, [6, Capitulos
9y 10] o [9, Capitulo 13].
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6.6. Problemas

Problema 6.1 Sea T, T : L ; — Li, , el operador integral del proble-
ma'? 4.8:

1
y="T, y(t) = / k(t, T)x(T)dT, (6.6.1)
0

con k(t, 7) continua en el cuadrado [0, 1] x [0, 1]. Demuestra que el adjunto
de dicho operador es el operador 7 : Cigy) — Clo1), y = T

Luego T* = T siy sblo si k(7,t) = k(t, 7).

Problema 6.2 Sea (¢,), una base completa del espacio de Hilbert H y
sean dos operadores A, B definidos sobre H. Prueba que si A¢p, = B¢,,
para todo n, entonces A = B. Ayuda: Usa, e.g., el teorema 5.2.5 y el punto 4.
del ejercicio 5.1.2.

Problema 6.3 Sean (e,), v (f.). bases ortonormales de los espacios de
Hilbert H y H', respectivamente y sea A : H — H’ lineal y acotado.
Prueba que la serie Y >~ ||Ae,||* converge si y solo si lo hace la serie
> A% fi]]%, en cuyo caso se tiene que

D lAeall? =D 1A fll.
n=1 m=1

Deduce, de lo anterior, que la cantidad )7 | || Ae,||? es independiente de
la base ortogonal (e,,), escogida.

Soluciéon: Como A € B(H,H'), entonces existe el operador adjunto, A* €
B(H',H) y se tiene (6.1.1), para todo x € H ey € H'. Usando la identidad de Par-
seval (5.2.6) en H con x = A* f,,, y ¢, = en, tenemos, para todom = 1,2,3,---,

||A*fm||2 :Z|<A*frm€k>|2 :Z fvaek Z Aekafm s
k=1 k=1 k=1

10Recordemos que por L denotamos el completamiento del espacio C[o -
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donde en la ultima igualdad hemos usado la propiedad de simetria del producto
escalar. Andlogamente, la identidad de Parseval en H' nos da

1Aen] = [(Aen, £3)*
j=

Luego, juntando las dos ultimas expresiones, obtenemos
N N oo SIS 00
DA P =0 Y WAk fud P < 30 D {Aek, fud? =D [ Aeal.
m=1 m=1 k=1 m=1 k=1 n=1

De lo anterior se sigue que si, Y oo ; [[Ae, || < oo, entonces Y oo_, [|A* fin|]? < oo,
también lo es. Por otro lado,

N N oo
S Aenl? =D Aen, )7 < Z Z| Aen, f)I? Z |A* o[-
n=1 n=1 j=1 n=1j=1

Luego, si >°°_ || A* fm||? < oo, entonces 3o | || Ae,||? < oo. Tomando N — oo
en ambas desigualdades obtenemos

Z HA*me2 Z ‘ Aekafm Z Z | Aekafm = Z ”A6n||2
m=1 k=1 k=1m=1 n=1

Probemos ahora que la suma )" ; || Ae,||* no depende de la base escogida. Sea
(en)n otra base ortonormal de H distinta de (e, ),,. Entonces, si aplicamos la igual-
dad anterior primero a las bases (€,,), ¥ (fn)n, ¥ luego a las bases (f,)n vV (€n)n,
deducimos que

Dol =D A full? =D 1 Aenl
n=1 m=1 n=1

luego, la cantidad >"°° , || Ae,||* es independiente de la base ortonormal (e;,),
escogida. m

Problema 6.4 Sea A : H +— H’ un operador lineal y acotado, H y H' espa-
cios de Hilbert. Se dice que A es un operador del tipo Hilbert-Schmidt!! si
existe una base ortonormal completa (¢,), en H tal que > >, [[A¢,||* <
+00. Prueba que:

1Como hemos visto en el problema anterior 6.3 la suma > -, || A¢,|?

diente de la base.

es indepen-
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1. El espacio de todos los operadores del tipo Hilbert-Schmidt son un
subespacio vectorial del espacio B(H, H') de los operadores lineales
y acotados, i.e, prueba que si A y B son del tipo Hilbert-Schmidt,
entonces A + B y \A también lo son.

2. A es del tipo Hilbert-Schmidt si y solo si A* lo es.

Solucién: 1. Para probar que la suma A + B es del tipo Hilbert-Schmidt usamos
que
I(A+ B)gnll* = [|Adn + Boul> < 2(| Adnll + | Bonl?),

que se sigue directamente de la desigualdad del paralelogramo (5.1.3) tomando
x = A¢y, e y = By, y, por tanto, la serie >0 | |[(A + B)¢y,||? converge. Que \A
es del tipo Hilbert-Schmidt es inmediato ya que ||(AA)¢y,| = |A|||Adn]|-

2. Basta usar el resultado del problema 6.3. [

Problema 6.5 Prueba que el operador integral 7" del problema 6.1, cuan-
do k(t, ) satisface la condicién

1 1
/ / |k(t, 7)]PdtdT < 400, (6.6.2)
0 0
es un operador del tipo Hilbert-Schmidt (ver problema 6.4).

Solucién: Sea (¢,), una base ortonormal de L[Z0 1"

1 R
(Tén)(t) = /0 Bt 7)bn ()T = (k1 ),

donde k;(7) := k(t,7). Ahora bien, (¢,), es a su vez una base completa'? de
L[20 1 asi que usando la identidad de Parceval (5.2.6) para la funcién k;, como
funcion de 7, tenemos

= 2 = ! T\ |2 _ ! = T\ |2 _ ! 2
> 176l —2/0 |<kt,<z>n>rdt—/0 (;ukt,%ﬂ)dt—/g el

_/01 (/01 kt(7)|2dr> it = /01 /01 ey (7) 2drdt < +oc.

Notese que en la secuencia de igualdades hemos intercambiado la serie con la
integral, lo cual no es obvio en general, no obstante si k es continua en un com-
pacto (como es el caso) es cierto, o si k es integrable podemos usar el teorema de

12Esto es consecuencia de la propiedad 4. del teorema 5.2.5.
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la convergencia dominada. Finalmente, para la dltima igualdad podemos usar el
Teorema de Fubini que nos asegura que si se tiene (6.6.2), entonces k; € L[0 1] y
ademds se tiene la ultima igualdad de la expresién anterior.

Problema 6.6 Sea un operador lineal y acotado 7" : H — H, H un espacio
de Hilbert. Entonces existen dos unicos operadores autoadjuntos'® A, B
de H en H tales que

T+Tr T7-T"
+ B = .

T—A+iB. A=
T, 9 2%

(6.6.3)

Soluciéon: Como 7T es un operador lineal y acotado en un espacio de Hilbert,
existe su adjunto T*. Un calculo directo usando la proposicion 6.1.4 se tiene que
los operadores A y B definidos mediante la formula anterior son efectivamente
autoadjuntos. Probemos que la descomposicién 7' = A + iB es tnica. Para ello
supongamos que existen otros operadores autoadjuntos A+A y B + B tales que
T = A+iB.Entonces T* = A*—iB* = A—iB, luego T+T* = 2AyT—T* = 2B,
de donde se sigue que A = Ay B = B, lo cual es una contradiccién. ]

Problema 6.7 Sea un operador lineal y acotado 7" : H — H, H un es-
pacio de Hilbert y sea A un operador autoadjunto. Prueba que T+ AT es
autoadjunto.

Solucion: Es inmediato de la definicion de operador autoadjunto y la propiedad
7 de la proposicion 6.1.4. m

Problema 6.8 Prueba que si A es autoadjunto, entonces cualquier poli-
nomio con coeficientes reales de A, i.e., P,(A) = apl + a1 A+ --- + a, A",
agp, ..., a, € R, también es autoadjunto.

Solucion: Es inmediato del ejercicio 6.2.3. ]

Problema 6.9 Prueba que si A € B(H), entonces N'(A) = (Z(A*))*. Es
dectir; el (espacio) niicleo de un operador lineal acotado coincide con el com-
plemento ortogonal de la imagen (rango) de su adjunto A*.

13A 1a descomposicién (6.6.3) se denomina descomposicién cartesiana de un operador.
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Solucién: Como A € B(H), entonces existe el adjunto A* de A. Sea z € N (A4),
i.e., Ax = 0. por tanto,
(x, A%y) = (Az,y) = 0,

i.e., siz € N(A), entonces x| A*y para todo y € H, y por tanto = € (Z(A*))*,
luego, N'(A) C (Z(A*))*. Por otro lado, si 21 Z(A*), entonces

VyeH, 0= (z,A"y)=(Az,y) = (punto 4. del ejercicio 5.1.2) Az =0,

i.e., z € N(A), luego (Z(A*))*+ C N(A), de donde se sigue el resultado. [

Problema 6.10 Sea un operador lineal y acotado A : H — H, H un espa-
cio de Hilbert. Se dice que A es antihermitico si A* = —A. Prueba que A es
antihermitico si y solo si el operador B = iA es hermitico (autoadjunto).

Solucién: Si A* = —A, entonces multiplicando por ¢ y usando la proposiciéon
6.1.4 tenemos (iA)* = iA, luego B es autoadjunto. Que B autoadjunto implica
que A es antihermitico es inmediato. [

Problema 6.11 Un operador lineal y acotado A : H — H, H espacio de
Hilbert, se dice que es positivo si (Az,z) > 0 para todo x € H y se denota
por A > 0. Prueba las siguientes afirmaciones:

1. Si A > 0 entonces A es autoadjunto (ver teorema 6.2.2).
2.81A>0,B>0,ya>0,entonces A+ B>0yaA>0.
3.SiA>0yT:Hw~ H, lineal y acotado, entonces T*AT > 0.
4. Cualquiera sea A : H — Hi, lineal y acotado, A*A > 0.

5.S5A>0,B>0yA+B = 0, entonces A = B = O (O es el operador
nulo del ejemplo 4.4.3).

6. Si A > 0 entonces, para todos z,y € H se cumple

[(Az, y)* < (Az, 2)(Ay, ).

7. Si A > 0, entonces Az = 0 siy solo si (Az,z) = 0 (usa el punto
anterior).
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Ayuda para probar 6: Usa que A > 0, i.e., (Av,v) > 0, para todo v € H. Elige
v =2+ A(Az,y)y, con A\ € Ry razona como en la prueba del teorema 5.1.6.

Solucidn: 1. Si A es positivo, entonces (Az,z) > 0, o sea (Az,x) € R. Si H es
complejo, entonces el teorema 6.2.2 nos asegura que A es autoadjunto. Supon-
gamos que H es real, luego'# (x, y) € R, para todos =,y € H. Usando la identidad
(6.2.1) tenemos, por un lado,

() = (G + ) +0) - (Al = ) =)

y por el otro, intercambiando x e y

<Ay7$> = i<<A(x+y)7$+y> _ <A(y _ x)’y_l,))
= i<<A(l‘+y),:E+y> — (-D*A(z —y),x _y>> — (Az,y).

Teniendo en cuenta que (Ay,z) = (z, Ay) (propiedad de simetria del producto
escalar), se sigue que A = A*.

2. ((A+ B)x,z) = (Az,x) + (Bz,z) > 0, ((0l)z,z) = a(Az,z) > 0.
3.(T*ATz,x) = (ATz,Tz) = (A(Tx),(Tx)) = (Az,z) > 0.

4. (A*Azx,x) = (Azx, Az) > 0.

5. Se sigue de

0={((O)x,z){(A+ B)x,x) = (Azx,x) + (Bx,z) > 0,

pues, por hipétesis, para todo x € H, (Az,x) > 0y (Bx,z) > 0, luego (Az,z) =0
y (Bz,x) = 0 para todo = € H, y del corolario 6.2.7 se sigue que Ay B son el
operador nulo.

6. Efectivamente, calculamos (Av,v) > 0, con v = = + A(Ax,y)y, y A € R
0 < (Av,v) = (Az, ) + N[(Az, y)[*(Ay, y) + A((Az, y)(Ay, z) + (Az, y)(Az, ).

Como A es positivo, entonces es autoadjunto (ver punto 1), luego (Ax, y)(Ay, z) =
(Az,y)(x, Ay) = (Az,y)(Ax,y), de donde tenemos

N(Az,y)|*(Ay, y) + 2\|[(Az, y)[* + (Az,z) > 0.

14Este apartado se puede probar sin usar el teorema 6.2.2 usando la identidad

(Az,y) = i<<A(w+y),x+y><A(xy),wy>+i<A(r+iy),x+iy>i<A(xiy),:viy>>,

lo que dejamos al lector como ejercicio.
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Ll miembro derecho de la desigualdad anterior es un polinomio en \ de grado 2,
asi que su discriminante ha de ser menor o igual a cero, luego

Al(Az, y)|* < 4|(Az, y)[*(Ay, y)(Az, z),

de donde se sigue el resultado®.

7. Si Ax = 0 es obvio que (Ax,z) = 0. Si (Az,z) = 0, entonces el punto 6
anterior nos dice que, para todo y € H, (Az,y) = 0, luego el punto cuatro del
ejercicio 5.1.2 implica que Ax = 0. m

Problema 6.12 Prueba que el operador T" definido en el ejemplo 6.2.9 es
positivo siy solo si para todo n, x,, > 0. Otros ejemplo de operador positivo
es el del operador multiplicacién (ver ejemplo 6.1.2) cuando f(¢) > 0 en
[, b].

Solucion: Usando las expresiones (6.2.3) y (6.2.6) obtenemos que, para todo
z € H,

o0
(Ta,) =3 wlenl,
k=1

de donde se sigue que, si ux > 0 para todo k, T es positivo. Por otro lado, usando
(6.2.2), y teniendo en cuenta que A > 0 tenemos que, para todo n € N,

0< <T¢na ¢n> = Hn,
de donde se sigue el resultado. Para el caso del operador de multiplicacién
b
(T, z) = / FOle(t)2dr > 0,
si f(t) > 0en [a,b]. [

Problema 6.13 Sean U,V : H — H, dos operador unitarios en un espacio
de Hilbert H < {0}. Prueba que

1. U es una isometria, i.e., |[Uz|| = ||z|| para todo = € H.
2. |U|| = 1.

3. Suinverso U~! es unitario.

15Se asume que A # O.
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4. UV es unitario

5. U es normal.

Solucion: Para probar 1. tenemos
|U|]? = (Us, Us) = (U2, Ux) = (U2, Ux) = (x,2) = |l2]]"

2. se sigue de lo anterior pues |Uz||/|z|| = 1, para todo = € H \ {0}. Veamos 3.
Como U es biyectivo U~! lo es, ademds, como U es unitario

U—l —U* = (U—l)* — (U*)* —U = (U—l)—l = (U—l)—l — (U_l)*.

5. Como U~! = U*, entonces U*U = U « U* = I. ™

Problema 6.14 Sea A € B(H) un operador lineal compacto y B € B(H)
uno acotado, H espacio de Hilbert. Entonces los operadores AB y BA son
compactos.

Solucién: Sea (z,), una sucesion acotada de H. Como B es acotado, entonces
la sucesién (Bx,), es acotada y como A es compacto, de la sucesién (ABxy,), se
puede extraer una subsucesion convergente, luego AB es compacto. Sea ahora
(z5,)n una sucesion acotada de H. Como A es compacto, existe una subsucesion
(Azp, )i de (Azy), que converge. Ahora bien, B es acotado, luego es continuo
(ver Teorema 4.4.17), por lo que la subsucesién (BAz,, ), converge, luego BA
es compacto. [

Problema 6.15 Sea A € B(H), H espacio de Hilbert, y Z(A) = H. Prueba
que si A tiene inverso, y dicho inverso es acotado, entonces el adjunto A*
es invertible y (A*)~! = (A~')*. Si ademds, A es autoadjunto, entonces
A~! también lo es.

Solucién: Probaremos que (A~1)*A*r = A*(A~1)*zx para todo = € H de donde
se deduce el resultado. Sea y € H cualquiera, entonces, como A~! es acotado,
existe (A~1)*, y, por tanto

{y, (A7) A%a) = (A7 1y, A%z) = (AA™ Ny, ) = (y, @)
= (A7 Ay, x) = (Ay, (A7) "z) = (y, A"(A71)"z),
de donde, usando la propiedad 4. del ejercicio 5.1.2 se sigue que (A~!)*A*z =

A*(A71)*x. Si A es autoadjunto, entonces A = A*, luego (A~1)* = (471 =
A~1 luego A~! es autoadjunto. =
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Problema 6.16 Prueba que si A € B(H) es compacto y H es de dimension
infinita, entonces A no es invertible y en caso de que exista su inversa, A~}
no puede ser acotado.

Solucién: Supongamos que A es invertible y su inversa A~!, es acotada. Enton-
ces, AA~! = A='A = I. Pero por el ejercicio 6.14 sabemos que si A es compacto
entonces AA~! y A~! A tienen que ser compactos, pero I, no es compacto cuando
H es de dimension infinita (ver ejercicio 6.4.3). m

Problema 6.17 Prueba que A es compacto si y solo si A*A es compacto.

Solucién: Si A es compacto, A* es compacto (por el teorema 6.4.10) luego
su producto es compacto (basta con que A* sea acotado, ver ejercicio 6.14).
Supongamos que A*A es compacto y sea (x, ), una sucesion acotada. Entonces
existe una subsucesién (yi)r de (z,,), tal que A* Ay, es convergente, y por tanto
de Cauchy, i.e., si n, m, son lo suficientemente grandes, || A* Ay, — A* Ay || < €/2.
Entonces, si n, m son lo suficientemente grandes

||Ayn - Aym”2 = <A(yn - ym)7 A(yn - ym)> = <A*A(yn - ym)ayn - ym>
<N A" AWYn = Ym) Myn — ymll < 20 A" A(yn — ym)|l <€,

o sea, (Ayx)r es de Cauchy, luego es convergente pues H es completo. [

Problema 6.18 Prueba que si A es un operador del tipo Hilbert-Schmidet,
entonces es compacto.

Solucién: Sea A un operador de tipo Hilbert-Schmidt y sea (e, ), una base orto-
normal de H. Entonces, x = > >, (x, e, )e,,. Definamos la sucesién de operadores

n=1
Ak H— H
[e's) k
Apz = Ay, (Z(m,en)en> = Z(m,en)Aen.
n=1 n=1
Nétese que Ay es tal que Ayx = Az six € span (Aeq, ..., Ae;)y Agz = 0 en otro

caso, luego los operadores A;, son de rango finito pues dim Z(Ay) < k, para cada
k € N. Probemos que A; — A cuando k — oo en la norma de operadores, luego
por el teorema 6.4.9, A es compacto. Tenemos que

oo [e.o]

Az — A= > (zoenen = [[(A— Azl < D [z en)l[Aenl.
n=k+1 n=k+1
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Usando la desigualdad de Holder (3.7.4) con p = 2,

( i !<rv76n>!2>é < i HAen!Z)%

(A= Ag)z| <
n=k+1 n=k+1
1 1 1
[eS) 2 00 2 o0 2
< (Zl(xaenHZ) ( > \A€n|!2> = Ha:|]2< > HAenH2> ;
n=1 n=k+1 n=k+1

donde, para la tltima desigualdad hemos usado la identidad de Parseval (5.2.6).
Luego, tomado el supremo en ||z|| = 1 obtenemos

1
oo 2
|A— Azl < ( > HAen\z) —0, k— oo,

n=k+1

pues >, . [[Aen||* es la cola de la serie convergente Y _>° , || Aey,||* ya que A es
un operador de tipo Hilbert-Schmidt. [

Problema 6.19 Prueba que el operador 7" definido en el ejemplo 6.2.9 es
compacto si y solo si i, — 0.

Solucién: Sea (¢,,), una base ortonormal de H. Como vimos en el ejemplo 6.2.9,
Tén = pndn, luego, si T es compacto, en dicha base ortonormal, >~ ° , | A | <
+00, pero entonces la serie Y °° | |u,|? es convergente, luego uy, — 0. Suponga-
mos ahora que p,, — 0 cuando n — oo. Entonces, podemos definir la sucesién de
operadores de rango finito similar a la usada en el ejemplo 6.18

00 k k
Tpx =Tk <Z<xa¢n>¢n> = Z<$v¢n>T¢n = Zﬂn<ma¢n>¢n

n=1 n=1 n=1

Entonces

k 0o
I = Tial? < 3 Pl o)l < (suplunf?) 3 6
n=1 n>k n=1
< 2 2 T —T| < 2
< {suplpnl® ) flzlI® = | Kl < ( sup|ual” )
n>k n>k

Pero como i, — 0, entonces sup,,- |n|?> — 0, de donde, por el teorema 6.4.9,
se deduce el resultado. m

Problema 6.20 Prueba que el operador T' : L) |, — L, ;, definido en el
problema (6.1), es compacto si se cumple la condicién (6.6.2). Ayuda: Usa

los problemas 6.5 y 6.18.
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Problema 6.21 Sea A : H — H, H, espacio de Hilbert un operador auto-
adjunto. Prueba que si (Az,z) = 0, para todo = € H, entonces A = O, es
el operador nulo.

Soluciéon: Si H es un espacio de Hilbert complejo, entonces del lema 6.2.1 se
deduce el resultado. Supongamos que H es real. Entonces, para todos z,y € H,
tenemos, definiendo el vector v = z + y, que

0= (Av,v) = (A(z +vy),z +y) = (Ax,z) + (Ay,y) + (Az,y) + (Ay, x)
= (Az,y) + (Ay, z) = (Az,y) + (z, Ay) = (Az,y) + (472, y) = 2(Az, y).

Luego, por la propiedad 4. del ejercicio 5.1.2 tenemos que Az = 0 para todo
x € H, luego A es el operador nulo A = ©. [

Problema 6.22 Prueba que un operador acotado 7" : H — H, H, espacio
de Hilbert es normal si y solo si || Tx|| = || T*«|| para todo x € H.

Solucion: En efecto, si T es normal TT* = T*T, luego, para todo x € H.
|Tz||?> = (Tx, Tz) = (T*Tz,z) = (TT*z, z) = (T*z, T*z) = | T*z|?
De lo anterior se sigue que si ||Az|| = |A*z|| para todo = € H], entonces
(T*Tx,z) = (TT*z,z) = (T*T —TT")az,z)=0, VaecH.

Pero el operador A = (T*T — TT*)* = (T*T)* — (TT*)* = T*T — TT* = A,
es autoadjunto, luego el problema 6.21 implica A = O, de donde se sigue que
T*T =TT*,i.e., T es normal. [ |

Problema 6.23 Prueba que un operador acotado 7" : H — H, H, espacio
de Hilbert, es normal si y solo si los operadores autoadjuntos Ay B de su
forma cartesiana (6.6.3) conmutan, i.e., AB = BA.

Solucion: Usando (6.6.3) tenemos
TT* = A? + B> +i(BA— AB), T*T=A?+DB?—-i(BA—-AB) =

TT* — T*T = 2i(BA — AB).

Luego, si 1" es normal 77* = T*T por tanto AB = BA, y si AB = BA, entonces
TTr* =T*T. ]
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Problema 6.24 PruebaquesiT : H — H, T € B(H), H espacio de Hilbert,
es normal, entonces ||7"| = ||T'||", n € N.

Solucién: Estd claro que ||7"| < ||T'||" (ver problema 4.14). Probemos que
IT™|| > ||IT||", de donde se seguiria el resultado. Para ello probaremos que
|T™z| > ||Tx|", para todo x € H con ||z|| = 1. Como el operador T es aco-
tado, 7™ lo es y por tanto 77T también. Notese que

|IT2|* = (T2, Tz) = (T*Tx,x) < |T*Ta|||z]| = |T*(Tz)|| = | %],

donde hemos usado que ||z|| = 1 y ademds que como 7" es normal, entonces
|Ty|| = ||T*y| para todo y (ver problema 6.22). Estd claro de lo anterior que
|T™z|| > ||Tx|™ para n = 1,2. Supongamos que es cierto para n = m, i.e.,
|T™z| > ||Tz||™, y probémoslo para n = m + 1. Supongamos que Tz # 0, pues
en caso contrario seria trivial (T" = ©). Para todo = € H, Tx # 0, definamos el
vector y = Tx/||Tx| € H, ||y| = 1. Tenemos, usando la hipdtesis de induccién
|Tmy]) > ITy|™, que

1T || = | Tl T™y | = 1Tz || Tyl™ = | Tl | T?™ = | Tl | Ta|*™

= ||T|™ ",

de donde se sigue, pues ||z|| = 1, que ||T"x| > ||Tx|", ¥, por tanto ||[T"z| =
| Tx||™. [

Problema 6.25 Sea A : H — H, H, espacio de Hilbert, y sea A\ un auto-
valor del mismo. Prueba que si A es positivo, entonces A > 0y si A es
unitario entonces |A| = 1.

Solucién: Si A es positivo, entonces 0 < (Az,z) = A||z||, luego A > 0. Si U es
unitario, ||z]|? = ||Uz||?> = |A\|?||z||?, de donde se sigue el resultado. ]

Problema 6.26 Prueba que un operador es de proyeccion (ver problema
5.11) si y solo si es autoadjunto e idempotente.

Problema 6.27 Sea A : H — H un operador lineal autoadjunto y com-
pacto. Prueba que si para cierto k € N, A* = © (operador nulo), entonces
A es el operador nulo. Ayuda: Prueba que A* es autoadjunto y compacto y usa
el teorema espectral para probar que todos autovalores de A* son cero, de donde
se deduce, de nuevo usando el teorema espectral que A = ©.
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