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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo recordaremos algunos conceptos basicos del analisis
necesarios para entender el resto de los capitulos del estas notas. Asumi-
remos que el lector tiene unos conocimientos minimos del calculo infini-
tesimal, el algebra lineal, nociones bdsicas sobre los nimeros complejos.
Para mas detalles consultar, por ejemplo, [12, 13].

1.1. Sucesiones numeéricas en C

Definicién 1.1.1 La aplicacion o funcion f : N +— A que hace corresponder
a cada ntimero natural n'un elemento a,, de cierto conjunto A se denomina
sucesion de elementos de Ay la denotaremos por (a,,)>,, 0 (an)n-

Por ejemplo, si A = C, diremos que f : N — C define una sucesién de
numeros complejos. Como ejemplo tenemos

r,=(—1)"={-1,1,-1,1,...}, =z,= e = {ei,ezi,e?’i, b

Definicién 1.1.2 Se dice que una sucesion (z,), estd acotada, si Vn € N,
existe un M € R, M > 0 tal que |z,| < M.

Por ejemplo, las sucesiones (x,,) y (z,), definidas antes son claramente
acotadas (basta escoger M = 1).
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Definicidon 1.1.3 Se dice que una sucesion (z,), es no acotada si VM € R,
existe un n € N tal que |z,| > M.

Por ejemplo, la sucesién b, = (—1)"n* no estéd-acotada.

Definiremos la distancia d(z, z2) entre dos numeros complejos z; =
T1+ 11 Y 20 = Ty + 1Yo COMO

d(21,22) = |21 — 22| = V(21 —22)% + (1 — 2)2 (1.1.1)

Definiremos el e-entorno o e-vecindad de un nimero complejo z, a la “bo-
la” U,(zo) definida por

U(20) = {2.€C; |z — 20| < €}.

Obviamente U, (z;) es un circulo del plano complejo de centro z, y radio ¢
excluyendo la frontera (o sea, la correspondiente circunferencia).

Sea z = x + 1y, 20 = xo + iyo. Puesto que
max{|z —zo|, [y —yol} < [#— 20| <[z —zol+|y=wol,  |2+20| < |2+ ]20],
podemos construir la teoria de limites en C de la misma forma que se hace
en R. Asi pues, tenemos la siguiente definicion:
Definicién 1.1.4 Diremos una sucesion de niimeros complejos (z,), tiene
limite z, y lo-denotaremos por lim;, s 2, = 2, Si*

Ve>0,ecR, INeN; Vn>N, |z, —z|<e

El significado geométrico del limite es claro: dentro de e-entorno U, (z)

del limite = de la sucesién (z,), hay infinitos términos de la sucesion (de

hecho todos a partir de cierto N) y fuera de él s6lo hay un nimero finito
de términos (a lo sumo los N primeros términos) de la misma.

Si escribimos z,, = x,, +1iy, y z = x + iy, entonces, de las desigualdades
méx{|xn ) $|7 |yn - y|} < |Zn - Zl < |$n - $| + |yn - y|’
se deduce que

lmz,=2 <+ lmaz,=2 y limy,=y.
n—oo n—oo n—oo

. — . , . N
En particular, z, —> 0 siy sélo si |z,| —> 0.

'En adelante al escribir ¢ > 0 asumiremos que a es un niimero real, ya que los com-
plejos no se pueden ordenar.
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1.1. Sucesiones numéricas en C 3

Nota 1.1.5 De lo anterior se deduce que toda sucesion de niimeros complejos
es equivalente a dos sucesiones de niimeros reales (la de sus partes reales e
imaginarias).

Asi pues, por analogia con el caso real podemos definir las sucesiones
de Cauchy, enunciar y probar el criterio de Cauchy y muchas otras propie-
dades de las las sucesiones?. No obstante al ser C un cuerpo no ordenado,
se pierden todas las propiedades relacionadas con el orden (supremo, mo-
notonia, etc). Gracias a la teoria de limites de sucesiones podemos definir
el limite de funciones, continuidad de funciones, derivabilidad de funcio-
nes, etc.

Ademds, estd claro que, al igual que en el caso real; si (z,),, tiene limite,
entonces (z,), es acotada, pero no al contrario.

Definicidon 1.1.6 Una sucesion (z,),, es de Cauchy (o fundamental) si para
todo ¢ > 0 existe un N_€ N tal que para todos n,m > N, se cumple |z, —
zm| < €. O, equivalentemente, z, es de Cauchy siy solo si

Ve >0, INeN, tal que V/n > N, yVp e N, |z,4p —2n] <,
o, equivalentemente,

Ve >0, AN € N, talque Vn >m > N, |z, = 2| <€,

Teorema 1.1.7 (Criterio de Cauchy) Para que una sucesion de numeros
complejos (z,,), sea de convergente es necesario y suficiente que sea de Cauchy.

De la equivalencia entre las sucesiones reales y complejas (ver Nota
1.1.5) se sigue inmediatamente el siguiente teorema:

Teorema 1.1.8 (Propiedades algebraicas de los limites) Sean dos suce-
siones convergentes (a,), Y (b,), con lim a, = a, y lim b, = b. Entonces:
n—o0

n—o0

1. lma, +0b,=a+b0.

n—oo

2. lim a, -b, = a-b. En particular, Vo € C, lim «a, = aa.

n—oo n—oo

2E] lector no familiarizado con dichas definiciones puede consultar, por ejemplo, el
capitulo 3 de la magnifica monografia [12]
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3. SivneN, b, #0,yb+#0, entonces, lim dn _

a
n—o0 by, b

Definicidon 1.1.9 Un punto z de un conjunto E ‘C C es interior si existe
un entorno U.(z) del mismo contenido por completo en E. Un conjunto es
abierto si todos sus puntos son interiores.

Evidentemente todo entorno U,(z) de z es-un abierto.

Definicién 1.1.10 Dado un conjunto-E C C diremos que z; € C es un
punto de acumulacién de E si el cualquier entorno U, (z,) existe al menos un
punto de F distinto de z, (y por tanto infinitos).

Por ejemplo, 0 es un punto de acumulacién del conjunto £ = {1,1/2,1/3,
...,1/n,...}, mientras que 10~*, cualquiera sea k € N no lo es.

De la definicion 1.1.10 se sigue inmediatamente el siguiente

Teorema 1.1.11 z; es un punto de acumulacion de E siy solo si existe al
menos una subsucesion de nimeros (z,), con z, # z,.1, para todo n € N,
tal que lim,, 552,y = zo.

Definicién 1.1.12 Un conjunto E es cerrado si contiene todos sus puntos de
acumulacién.

Por ejemplo en conjunto U/(zy) =: {z € C; |2— 2| < €} es un cerrado.

Definicion 1.1.13- Un conjunto E es acotado si existe un M > 0 tal que,
para todo z € E, |z|.< M.

A partir de 'Lema del Bolzano-Weierstrass para los conjuntos acotados de
R se sigue el siguiente resultado:

Lema 1.1.14 (Bolzano-Weierstrass) Cualquier subconjunto infinito® aco-
tado de C tiene por lo menos un punto de acumulacion.

3Con un ndmero infinito de elementos.
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1.2. Series 5

1.2. Series

1.2.1. Series numéricas

Definicién 1.2.1 Dada una sucesion de numeros complejos (a,,),, la expre-
sion

o0

Zak:a1+a2+a3+---+ak+---

k=1
se denomina serie infinita o serie y a los numeros a, as, ..., elementos de la
serie. Las sumas

Sp =) dr="a +ay+as+ -=+a,
k=1

se denominan sumas parciales de la serie.

Definicién 1.2.2 Diremos que la serie Y, , a; converge a S, si la sucesién
de sumas parciales (S,), tiene limite finito.S y a dicho niimero-le denomina-
remos “suma” dela serie. Si por el contrario, la sucesion de sumas parciales
no tiene limite, entonces diremos que la serie diverge.

El Criterio de Cauchy para las sucesiones establece que una sucesién
(), €s-convergente siy solo si Ve > 0,dN € N, talquesin > N, yVp €
N entonces |z,+, — z,| < €. Una simple aplicacién del mismo a la sucesién
de sumas parciales nos conduce a nuestro primer criterio de convergencia
para las series.

Teorema 1.2.3 (Criterio de Cauchy para las series) La serie Y ., aj es
convergente si y sélo si, para todo ¢ > 0, existe un N € N, tal que para todos
n> Nyparatodop €N, |api1+ -+ anip| <€

Este teorema tiene dos consecuencias inmediatas: la primera es que si
alteramos un numero finito de elementos de la serie, la convergencia de
ésta no se afecta; y la segunda es el siguiente resultado:

Teorema 1.2.4 (Condicion necesaria de convergencia de una serie)
Si la serie Y, | a), es convergente, entonces lim a,, = 0.

n—oo

Prof. Renato Alvarez Nodarse Resumen de Analisis Funcional 2024
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TL2

300n + 2 &

o0

o
Es fdcil ver, a partir del teorema anterior que la serie E
n=1

divergente. Con algo de mds trabajo se puede probar que la serie E -,
n
n=1

es divergente, lo cual ilustra que las condiciones del teorema 1.2.4 son
necesarias pero no suficientes.

. . . oo -

Una propiedad de las series O;:onvergentes esquesiy ;  apyY D o bi
convergen, entonces la serie ) |~ | aay, 4+ 3by; también es convergente, ade-
mas

iaak—kﬁbk—aiak—i—ﬁibk, Va, p.€C.
k=1 k=1 k=1

Nétese, ademads, que del cardcter convergente de la serie Y .- (ax +
br) no se puede inferir el cardcter convergente o divergente de las series

S ary e, b ((por qué?).

Definicién 1.2.5 Diremos que una serie -, a; es absolutamente conver-
gente si la serie Y, |ax| es convergente.

Teorema 1.2.6 (Weierstrass) Una serie ) .-, a; es absolutamente conver-
gente si 'y sélosi la sucesion S, = >, _,'|ax| estd acotada.

A partir del criterio de Cauchy 1.2.3 se sigue el siguiente teorema:
Teorema 1.2.7 Toda serie absolutamente convergente es convergente.

Un ejemplo sencillo, y de gran importancia, de serie absolutamente
convergente es la serie geométrica
- 1
i =1ttt =—, gl <L
k=1 1=q

Recordemos a continuacién algunos criterios para estudiar la conver-
gencia de series. El primero, y uno de los mas sencillos, es el criterio de
comparacion. Su demostracién es una simple consecuencia del teorema
de las sucesiones monoétonas y acotadas similar a la prueba del teorema
1.2.6.

Resumen de Analisis Funcional 2024 Prof. Renato Alvarez Nodarse



1.2. Series 7

Teorema 1.2.8 (Criterio de Comparacion de Weierstrass) Sean las series
de niimeros complejos Y oo ar ¥ > py by. Si existeun N € N tal que para
todo n > N, |a,| < |b,|, entonces si la serie Y, |by| converge, la serie
Y rey lax] < converge, y si >/~ |ax| diverge, entonces .-, |bx| diverge.

Ejercicio 1.2.9 Prueba, calculando el limite de sus sumas parciales, que
la serie )7, m converge. Usando lo anterior y el criterio de compa-

o 1
n=1 n2"°

racién deduce la convergencia de la serie

Teorema 1.2.10 (Criterio de comparacion por paso al limite) Sean las
sucesiones (ay), Y (bn)n tales que lim,, % = ¢ > 0. Entonces, Y .-, |ax]
converge siy solo si y .- |by| converge.

Ejercicio 1.2.11 Estudiar la convergencia de las series

e}

1 > . 1 - 1
; ﬁ’ ;Sln2 (E) y ;log (14—5) .

Nota: De la prueba del Criterio de comparacién por paso al limite se dedu-
ce quesi ¢ = 0, s6lo podemos afirmar lo mismo que en el teorema de com-
paracién es decir, que si la-serie > -, |bx| converge, la serie Y ;- |ax| <
converge, y si y -, |ax| diverge, > 77 | |by| diverge.

Veamos ahora dos criterios donde se involucra una tnica serie, es de-
cir sélo precisamos la informacion relacionada con la serie que queremos
estudiar.

Teorema 1.2.12 (Criterio del cociente de D’Alembert) Sea )",° | a; una
serie de numeros complejos tal que lim,, . |a,+1|/|a,| = ¢q. Entonces,

1. Sigq <1, laserie ) ;. a; es absolutamente convergente
2. Siq> 1, laserie Y ;- |ax| es divergente.

3. Siqg=1, laserie ) ;- |ai| puede ser convergente o divergente.

Prof. Renato Alvarez Nodarse Resumen de Analisis Funcional 2024
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Este criterio no siempre funciona aun en casos sencillos como el si-

guiente: sea la serie > 77 2 (Qk . Obviamente tenemos

Y

Gnp1 124 (=™ [ 1/6 npar
a, 2 2+ (=) | 3/2 nimpar

luego no existe el limite del cociente. No obstante,

2 + N S DL A A N
Z ok T ok Z ok—1 (_5)
k=1 k=1 k=1 k=1

y estas dos ultimas obviamente son convergentes.

Teorema 1.2.13 (Criterio de la raiz de Cauchy) Sea > .-, a; una serie
de niimeros complejos tal que lim,, ., {/|a,| = q. Entonces,

1. Sigq <1, laserie ) ;- aj es convergente
2. Sigq>1, laserie ;- ay es divergente.
3. Siqg=1, laseriey -, a; puede ser-convergente o divergente.

2+( )"

Si aplicamos este criterio a la serie y -, tenemos

1:§/—1+2<</(—1)n+2<d1+2:£’
2 o = P T 2

por tanto lim,,_,« {/a, = 3 < 1y segun el criterio de Cauchy 1.2.13 con-
verge.

El ejemplo anterior nos indica que el criterio de Cauchy es mas general
que el de D’Alembert en el sentido que el criterio de criterio de D’Alembert
implica en de Cauchy, pero no viceversa.

Nota 1.2.14 Debemos destacar que tanto en el criterio de D’Alembert como
el de Cauchy antes descritos, el resultado sigue siendo cierto si cambiamos los
limites por los limites superiores.

Ejercicio 1.2.15 Estudia el caracter de las series

[e%) [e'e) (\/Eyg o0 k2
> Y lm
k=0 k=1 k=0

Resumen de Analisis Funcional 2024 Prof. Renato Alvarez Nodarse



1.2. Series 9

1.2.2. Mas sobre series de numeros reales

Vamos a discutir ahora algunas propiedades de las series de numeros
reales. Comenzaremos considerando serie de gran importancia en las ma-
tematicas —y fuera de ellas—: las series del tipo } >~ , # conp € R, p>0.
Estas series se conocen como series armoénicas. Ya vimos ejemplos de ellas
cuando p = 1, serie que divergia, y p = 2, serie que convergia. Una pre-
gunta evidente es ¢Para cudles p > 0 converge la serie armodnica?

Es evidente del teorema de comparacién que para todo p > 2 la serie
converge y que para p < 1 diverge. Ahora bien, para'1 < p < 2 no nos
sirve el teorema de comparacion y un calculo sencillo nos muestra que
tanto el criterio de Cauchy como el de D’Alembert nos dan 1 con lo cual
no son concluyentes. ¢COmo resolver este problema?

Teorema 1.2.16 (Criterio de McLaurin-Cauchy) Sea f(x) una funcién re-
al no negativa definida en [1, +0c) y mondtona decreciente en todo su domi-
nio. Entonces la serie. Y " | f(n) y la integral impropia [ f(x)dx tienen el
mismo cardcter de convergencia.

L : . L = 1 =1
Ejercicio 1.2.17 Estudiar el caracter de las series E — Y E oot
) nlog’n
n=1 n=2

para p > 0 usando el criterio integral.

Reordenacion de términos en una serie

Dada una serie >~ | a, construyamos una serie >~ aj, obtenida de
la anterior mediante la reordenacion de un numero infinito de términos,
es decir todos los términos de las sucesiones (a,), y (a/,), coinciden pero
estan, en general, situados en distintos sitios.

Teorema 1.2.18 Si )", aj, es absolutamente convergente, entonces la serie
> re , aj, también es absolutamente convergente y su suma coincide con la de
la serie original.

Este resultado solo es cierto para las series absolutamente convergen-
tes. Veamos el siguiente ejemplo.

Prof. Renato Alvarez Nodarse Resumen de Analisis Funcional 2024
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. —1)nt1 . .
Sea la serie S°°, 4 IT)L . Esta serie es convergente (probar como ejer-

cicio), pero no lo hace absolutamente. Ademas, como

n (_1)k+1 . (_1)n n+1
log(l1+z) = — "+ .. con € (0,2),
8l ) ; k 1+¢&n+1 £€(0.2)
tenemos, sustituyendo = = 1, que
n (_1)k+1 1 .
log 2 — -0, sl —
es decir que
= (—1)n 1 1 1 4 .1 1 1
SN e e B N HP 4. =1log2 #£0.
2., S R A Ly R A 0g2#

n=1

Reordenemos la serie

= (- (AT G- (-

de la siguiente forma:

S’_ 1_1_1 + }_}_1 + l_i_i +
N 2 4 3 6 8 5 10 12
1 1

(D) (- ()

es decir inuestra reordenacion cambia el valor de la serie!

Definicion 1.2.19 Diremos que una serie es condicionalmente convergente
sila serie y_,° | a), converge pero la serie Y .- | |ay| diverge.

Teorema 1.2.20 (Teorema de reordenacion de Riemann) Las series con-
dicionalmente convergentes se pueden reordenar de tal forma que sumen
cualquier valor real prefijado de antemano.

Resumen de Analisis Funcional 2024 Prof. Renato Alvarez Nodarse



1.2. Series 11

1.2.3. Series de potencias

Las definiciones y teoremas anteriores nos permiten definir y estudiar
las series de potencias en C.

Definicidon 1.2.21 Dada una sucesion de niimeros complejos (a,), Yy zo € C
definiremos serie

Z an(z — 20)", zeC, (1.2.1)
que denominaremos serie de potencias.

Como casos especiales de las series de potencias tenemos:

P Z%, ;%

k=0 k=0

etc. Si la serie converge para todos los valores de z de cierto conjunto
A C C, entonces podemos definir la funcién suma f(z) de la serie.

Propiedades de las series de potencias

Sin pérdida de generalidad vamos a considerar las series de potencias
del tipo

i an 2", (1.2.2)

n=0

es decir, cuando 2z, = 0. Obviamente si tenemos una serie de potencias del
tipo (1.2.1), la podemos reducir a la anterior (1.2.2) haciendo el cambio
de variables ( =z — z, y viceversa.

Teorema 1.2.22 (Primer Teorema de Abel) Sea la serie de potencias
Yoo 02", ay, z € C. Si la serie converge para cierto w € C, entonces
la serie converge absolutamente para todo z € C con |z| < |w].

Corolario 1.2.23 Si ) >  a,z" diverge para algin niimero complejo w, en-
tonces diverge para todo z con |z| > |w|.

Prof. Renato Alvarez Nodarse Resumen de Analisis Funcional 2024
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Por tanto, el teorema de Abel nos asegura la existencia de regiones
(circulos) de convergencia y divergencia, de una serie de potencias en C.
De hecho podemos afirmar que dada una serie de potencias cualquiera
siempre existe un nimero no negativo R > 0 6 R = +oo tal que para todo
z con |z| < R la serie converge y si |z| > R la serie diverge.

Definicion 1.2.24 El numero R > 0 anterior se denomina radio de conver-
gencia de una serie de potencias.

Nota 1.2.25 De lo anterior se deduce que la region de convergencia de una
serie de potencias es un circulo en el plano complejo que, en el caso de las
series de la forma (1.2.2) estd centrado en el origeny en el de las series
(1.2.1), en zq (ver la figura 1.1). Notese que se puede obtener una region de
la otra simplemente mediante una traslacion (mediante el vector z,) en el
plano complejo.

z— zo|<|w— 20

|2] <w] R
20

Rz Rz

@

Figura 1.1: Regién de convergencia de las series >~ a,z" (izquierda) y
Yoo o an(z — zp)" (derecha).

Teorema 1.2.26 (Segundo Teorema de Abel) Toda serie de potencias
> ganz", ay, z € C, tiene radio de convergencia R > 06 R = +oo .
Ademds, la serie converge absolutamente para todo z tal que |z| < R.

Nota 1.2.27 Del teorema anterior se sigue que la mayor region de conver-
gencia de la serie ), a,z" es el disco Ug(0).

Resumen de Analisis Funcional 2024 Prof. Renato Alvarez Nodarse
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Ejercicio 1.2.28 Estudiar la convergencia de las series

00 00 0o OOZ
DIECED DUEEID i S W
n

n=0 n=0 n=0 n=1

0

3

Veamos ahora un criterio general para encontrar el radio de conver-
gencia de una serie de potencias. Como corolario del criterio de Cauchy
para las series tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.2.29 (Férmula de Cauchy-Hadamard) Dada una serie de po-
tencias - a,z", su radio de convergencia R viene dado por la férmula

1
B — (1.2.3)
lim /| a,|
n
En particular, si existe el limite lim, ., {/|a,| = [, entonces R =
1/lim, o {/|anl|, y-si existe el limite lim,, an lan| *j» entonces (ver el cri-
terio de D’Alembert) R = lim,,_, |J“’+l|1|.

Ejercicio 1.2.30 Repetir el estudio para las series del ejemplo 1.2.28.

Ejercicio 1.2.31 Calcular el radio de convergencia para las series de poten-

cias
0 ( 1)n 2n+1 e n 2n

; (_2n—|—1)! ’ ; Z_

Notese que las series anteriores son tales que no todos los coeficientes a,,
son distintos de cero. De hecho solo aparecen los pares o los impares.

Teorema 1.2.32 Sea una serie de potencias f(z) =Y~ a,z" con radio de
convergencia R > (0. Entonces

1. Para todo k > 1 la serie
Z nin—1)---(n—k+1a,z"" (1.2.4)

tiene radio de convergencia R.

Prof. Renato Alvarez Nodarse Resumen de Analisis Funcional 2024
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2. La funcién f(z) es infinitamente diferenciable en Ug(0) y la k-ésima
derivada de f, f*)(z), viene dada por la serie (1.2.4).

3. Para todon >0, a, = f™(0)/n.

Como consecuencia del teorema anterior se sigue que si f(z) admite
una serie de potencias, f(z) es infinitamente diferenciable en Ug(0), y
cada una de las funciones f*)(z), k = 0,1,2, .-, es continua en Uz(0). Del
tercer apartado se tiene ademads que la serie de potencias de una funcion
dada coincide con la correspondiente serie de Taylor.

Ejercicio 1.2.33 Prueba que la funcién f(z) = > -, 2" /kl es infinitamente
diferenciable y que f'(z) = f(z), esdecir, f(z) = €”.

1.2.4. Analiticidad de las funciones reales

Una de las principales diferencias entre las funciones complejas de va-
riable compleja y las funciones reales de variable real estd precisamente
relacionada con la diferenciacion y analiticidad. En el andlisis real se dice
que una funcién f(z) es analitica en un entorno de un punto zy si en dicho
entorno f(x) se puede escribir como una serie de potencias

F@) =3 au(e — o),

con radio de convergencia R > 0. Una propiedad muy importante de las
series-de potencias (reales o complejas) es que son infinitamente dife-
renciables. ¢Serd cierto el reciproco? ¢Toda funcidn C'Y serd analitica en
algtin entorno de x, € A?

La respuesta a esta pregunta la dio Cauchy, en 1821. Definamos la
funcion y
e~/ x40,

0, x=0.

Esta funcion es infinitas veces derivable en z = 0 (de hecho en todo R)
ademds f*)(0) = 0 para todo k € N, luego su serie de Taylor en z = 0 es
0 y por tanto f(z) no admite una serie de potencias en cero (o lo que es
lo mismo, el radio de convergencia de la correspondiente serie es 0), i.e.,
la funcién de Cauchy no es analitica en xy = 0.
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1.3. Continuidad uniforme 15

Teorema 1.2.34 (Condicion necesaria y suficiente de analiticidad)
Una funcién f(x) infinitamente derivable en todo un entorno de v = x es
analitica si y solo si el resto de Taylor

k) (g
Ru(e) = f@) - S L@,

tienda a cero para todo x de dicho entorno.

El caso complejo es mucho mas sencillo. De hecho se tiene el siguiente
sorprendente resultado cuya demostracion omitiremos (ver por ejemplo
A.I. Markushevich. Teoria de las funciones analiticas):

Teorema 1.2.35 (Goursat) Sea 2 C C una region (abierto y conexo) y
sea f : Q — C una funcién diferenciable (holomorfa). Entonces, para cada
punto z, € Q, f(z) admite una serie de potencias f(z) = Y - jan(z — 20)"
con radio de convergencia R > 0.

1.3. Continuidad uniforme

1.3.1. Definicion de continuidad uniforme

Recordemos la definicién de continuidad de una funcién en un conjun-
to A € Dom (f).

Definicion 1.3.1 Se dice que una funcion f : A+ R es continua en A si

Ve > 0,Va € A, 36.:=4d(a,e) > 0; tal que si jx—a| <o = |f(x)—f(a)] <e.

Hemos de destacarque en la definicién anterior  depende, en general, no
sOlo de ¢ sino también del punto a. Veamos un ejemplo.

Sea f(z) = 1/x en (0,1]. f es continua, de hecho lo serd en cualquier
intervalo que no contenga al cero. Para probarlo usamos la definicion.
Puesto que
1

~ Jzdl

Tr—a

|z — al.

[f(z) = fla)| =

Si a > 0 entonces podemos encontrar un 6; > 0 tal que siz € (a — d1,a +
d1) C (0,00), 1/|xa| < M, de hecho, M es mds grande a medida que a se

T a
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16 Capitulo 1. Preliminares

acerque mads a cero. En efecto, puesto que 1/x es decreciente tenemos que
si a # 0 siempre podemos encontrar un J; > 0 (basta elegirlo menor que
a/2) tal que 1/x < 1/(a/2) = 2/a. Es decir,

7@) ~ f@)] < le—al, Vo€ (a—6n+6) C (0,00).

Sea ¢ > 0 cualquiera, entonces si = es tal.que 0 < |z —a| < J = “—;e
tenemos que |f(x) — f(a)| < e. En la figura 1.2 se muestra lo-que ocurre.

flx)=1/x

U(f(b)

Ulfla))

Y

Figura 1.2: La funcién f(z) = 1/z, y la continuidad uniforme.

Si prefijamos un ¢ > 0 tenemos los dos entornos U(f(a)) y U(f(b)) con
b < a. Obviamente a medida que nos acercamos a cero el correspondiente
entorno de a, U(a) se hace cada vez mds pequefio ademds la longitud del
mismo, como hemos visto es igual a d = a—;e, asiquesia — 0,d — 0.

No ocurre lo mismo si escogemos, por ejemplo, en intervalo [«, 1] cual-
quiera sea o € (0, 1). En efecto, en este caso, nuestra desigualdad serd

2 2
|f(z) = f(a)] < §|a: —a| < ;|x —al, Vze€ (a—0d,a+0;) C(0,00).
Es decir que cualquiera sea ¢ > 0, entonces si x es tal que 0 < |r — a| <

2 .
d = %-e tenemos que |f(x) — f(a)| < ¢, o sea, inuestro ¢ en este caso no
depende del punto a!, o sea, el mismo ¢ nos vale para todo el intervalo.
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1.3. Continuidad uniforme 17

Otro tanto le ocurre a la funcién f(z) = x? en el intervalo [0, o). Para
a > 0 calculemos*

|f(z) — fla)| = (x +a)|lr —a] < (2a+61)|z —al, st x € (a—d1,a+ 01).

Sea 0; = 1, por ejemplo. Entonces, cualquierasea ¢ > 0, si x es tal que |z —
al < § = 5e tenemos que |f(x) — f(a)| < ¢, es decir, que a medida que a
aumenta ) disminuye. Nuevamente no podemos obtener un ¢ vdlido para

todo a > 0. Que ocurre si escogemos el intervalo [0, b], b <-co. Entonces,

[f(x) = fla)| = (z + a)lz = al < (20)[x —af, . [0,0],

luego, cualquiera sea ¢ > 0, si.w es tal que |z — a| < 0 = 5-¢ tenemos que
|f(z)— f(a)] < ¢, es decir nuevamente 6 no depende del punto a, por tanto
el mismo ¢ nos vale para toda el intervalo.

Definicidon 1.3.2 Se dice que una funcion f : A — R es uniformemente
continua en un intervalo-|a, b] si para todo e-> 0 existe un § > 0 tal que para
todos x e y de [a, b], tales que |x — y| < J, entonces |f(z) — f(y)| <e

Es decir, para cualquiera sea el punto = de [a,b] que escojamos, f(x) es
continua y el § en la definicién anterior, a diferencia del de la definicion
de continuidad “estdndar” 1.3.1 sdlo depende de ¢ y no del punto, o equi-
valentemente, que si escogemos un ¢ > 0 cualquiera y denotamos por
U(f) el e-entorno de cualquier punto y = f(z) dela imagen, entonces,
existe un 6 > 0 tal que los correspondientes J-entornos de x, U(z) son
tales que f(U(x)) C U(f)-

Es evidente que cualquier funcién uniformemente continua en [a, b] es
continua en dicho intervalo. Ahora bien, el reciproco, como hemos visto,
no es cierto. Por tanto, es interesante tener teoremas que nos aseguren
cuando una funciéon es uniformemente continua y cuando no. Nétese que
una funcién no es uniformemente continua en A C R si

Je>0, Vi>03zr,a€ A; |x—a|l <, = |f(z)— fla)|>e

Teorema 1.3.3 Una funcion f no es uniformemente continua en A si existe
n—oo

un € > 0y dos sucesiones {a,} y {b,} con |a, —b,| — 0 tales que |f(a,) —
fbn)| > €

4Si @ = 0 obviamente f es continua, ademads, las desigualdades también son validas
para z > 0.
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18 Capitulo 1. Preliminares

Ejercicio 1.3.4 Prueba que f(z) = 1/xy g(z) = z* noson uniformemente
continuas en (0, 1] y [0, c0), respectivamente, usando el teorema anterior.

En el primer caso escogemos a,, = 1/ny b, =1/(n+1),a,—b, =1/(n(n+
n—oo

1)) = 0, pero |f(a,) — f(b,)] = 1. Para el segundo caso escogemos
an = \/n+ 1y b, = \/n, de forma que a, — b, =1/(v/n+ 1 + v/n) — 0,
pero |g(a,) — g(bn)| = 1.

El siguiente teorema nos da un criterio muy util para saber cuando

una funcién es uniformemente continua en un intervalo cerrado y acotado
a, b]:

Teorema 1.3.5 (Heine)® Si la funcién f : [a,b] — R es continua en todo
la, b] entonces f es uniformemente continua en [a, b].

El teorema anterior nos.indica que la funcién f(z) = 1/x es uniforme-
mente continua en cualquier cerrado y acotado que no contenga al cero y
que la funcién g(x) = 2% es uniformemente continua en cualquier cerrado
y acotado de R.

De la de la definicién de continuidad uniforme se sigue (basta escoger
d < ¢/ K) el siguiente:

Teorema 1.3.6 (Condicion suficiente de continuidad uniforme) Para que la
funcion -f-sea uniformemente _continua en A, es suficiente que exista una
constante K > 0 tal que para todo x,y € A, |f(z) = f(y)| < K|z —y|.

Las funciones f : A+ R que cumplen con que

Ve,y e A, |f(z) = fly)l < Klr —yl,

se llaman funciones de Lipschitz. Asi que el teorema anterior se puede pa-
rafrasear diciendo que toda funcién de Lipschitz es uniformemente conti-
nua.

Obviamente toda funcion de Lipschitz es continua, pero no viceversa,
no toda funcién continua es de Lipschitz. Por ejemplo, f : [0,1] — R,

SEste teorema, a veces atribuido a Cantor, también es cierto para funciones de varias
variables: Sea A C R" un conjunto cerrado y acotado (compacto) y sea la funcién f :
A~ R, continua en A. Entonces f es uniformemente continua en A.
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1.3. Continuidad uniforme 19

f(z) = y/x es continua en [0, 1] (y por tanto uniformemente continua en
0,1

[0, 1]) pero no es de Lipschitz en [0, 1], pues
1
[f(@) = fW)l = Ve = Vil < —=—=lz =y,
I = Tl
1
y el factor NGRS acotado en [0, 1]

1.3.2. Sucesiones y series de funciones reales

Definicion 1.3.7 La sucesidn de funciones (f,(x)), tiene limite para cierto
xo € Dom (f,,) si la sucesién numérica (f,(zo)), converge para dicho x,. En
este caso diremos que la sucesion converge puntualmente en x,

Definicion 1.3.8 El conjunto X de todos los puntos x € Dom (f,) donde
la sucesion (f,(z)), converge se denomina conjunto de convergencia de la
sucesion de funciones.

Evidentemente para todo = € X, existe un tnico valor del limite de
sucesién numérica (f,(z)),, por tanto podemos definir una funcién f(x)
sobre X que es la funcién limite de f,, (). Asi tenemos la siguiente

Definicidon 1.3.9 En el conjunto X de convergencia de la sucesion de fun-

ciones(f,()), la funcién f(x) definida para cada v € X de la forma

f(z) = lim f,(z) se denomina funcién limite de (f,(z)), y se dice que la
n—oo

(
sucesion (f,(x)), converge puntualmente a f(x) en Xy lo denotaremos co-
(

mo f,(z) — f(x).
Ejemplo 1.3.10 Consideremos los siguientes ejemplos representativos.

1. Definamos en [0, 00) la sucesién f,(z) = 2", n € N. Es facil com-
probar que la sucesién de funciones converge siy sélo si z € [0, 1],
ademas

1, r=1
lim z" = f(x) =
nree 0 0<z<1

es la funcién limite. Nétese que si escogemos X = [0,¢], 0 < g < 1,
entonces f(x) = 0.
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20 Capitulo 1. Preliminares

2

2. Sea f,(z) : R — R, fu(z) = SN B evidente que X = Ry
f(z)=0.
3. Sea f,(z) : R = R, f.(z) = sen2m:. Como en el ejemplo anterior
n

X=Ry f(z) =0.

4. Sea f,(x) : [0,1] = R, fu(z) = 2(n + 1)a(1 — z?)". Evidentemente si
r=00xz=1, f,(x) = 0. Si z € (0,1) entonces (1 — z%) < 1, luego
fn(z) — 0 cuando n — oo. Por tanto, X = [0,1] y f(x) =0.

5. Sean n,m € Nysea f,(z) = lim (cosm!mz)?". Si mlaz € Z, entonces
n—oo

fm(x) =1, sim!lz € Z, entonces f,,(z) = 0. Veamos el limite cuando

m — oo de f,,(x). Siz ¢ Q, entonces para todom € N, m!z ¢ 7, por

tanto f,,(z) =0y f(z) =-lim f,(x) =0.Six € Q, entonces a partir
m—0o0

de cierto m € N, m!lz € Z, por tanto, a partir de dicho m, f,,(z) = 1,
luego f(x) = lim_f,,(z) = 1. Asi, tenemos'que X = Ry f(z) es la
m—0Q,

funcion de Dirichlet D(z)

Nuestro objetivo fundamental es estudiar, no cuando las sucesiones
funcionales convergen o no —pues eso ya lo hemos visto en temas anterio-
res pues para cada x la sucesion (f,(x)), es una sucesién numérica— sino
decidir en que condiciones las propiedades de f, se traspasan a la funcion
limite. ¢Hereda f(x) todas las propiedades de las f;,(x)? Los ejemplos an-
teriores sirven de ilustracién a nuestro problema.

En el ejemplo 1 las funciones =™ son continuas en [0, 1] pero la funcién
limite f(x) no lo es. No ocurre lo mismo en el intervalo X = [0, ¢].
2

En el ejemplo 2 la funcién f,(z) = ST o5 derivable en todo R,y
n

su funcién limite también, pero por ejemplo, la sucesion de sus derivadas
f/(x) = ncosm®r no tiene limite excepto cuando n?z = kr/2, k € Z. Es
decir la sucesién de derivadas no converge a la derivada de la funcién
limite.
En el ejemplo 3, a diferencia del anterior la sucesion de sus deriva-
, coS NI . .
das f/(z) = converge a cero que justamente es la derivada de la

funcién limite. Es decir, en este ejemplo si que tenemos f/ (z) — f'(z).
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1.3. Continuidad uniforme 21

Analizando el ejemplo 4 vemos que la funcién f,,(z) = 2(n+1)z(1—z2)"
es integrable en [0, 1] y ademds
1
(1— x2)n+1

/0 folz)dr =2(n + 1)/0 (1 —2*)"dr =2(n+1) | — —— =1,

pero /f(x)dx = /OlOd:p = 0, luego /01 fn(x)dx £ /f(x)dx.

A diferencia del caso anterior, podemos comprobar que en [0, 1] la fun-
cién f,,(x) del ejemplo 5 vale cero excepto un nuimero finito de puntos,
luego f,, es integrable y su integral vale cero, pero-su funcién limite es
una funcién no integrable (Riemann).

Finalmente, en el ejemplo 1 tenemos

/Olfn(x)dl“:/olx”dx:nil—>0=/010d$=/01f(x)dx,

Todo lo anterior nos dice que dada una sucesién f,(z) con determi-
nadas propiedades como la continuidad, derivabilidad, integrabilidad, la
funcién limite puede o no tenerlas. Por tanto nuestro objetivo es claro.
Encontrar condiciones bajo las cuales la funcién limite “herede” las pro-
piedades de las funciones de la sucesion.

Definicion 1.3.11 Una sucesion de funciones (f,(x)), converge puntual-
mente en [ € X si para todo-wy € Iy todo € > 0 existe un N = N(zg,¢) € N
tal'que para todo n > N, |f,(zo) — f(x0)| < € y lo.denotaremos f,, — f.

Claramente vemos que, en general, nuestro N dependera de z,. Con-
sideremos como ejemplo la sucesion f,(z) = 2" en [0,1). Obviamente
fn(xz) — 0 para todo = € [0,1). Sea 0 < ¢ < 1 cualquieray z, € [0,1). En-
tonces, tendremos | f,,(zo) — 0| = x < e. Si escogemos N tal que =’ < e,
o equivalentemente N log xy < log ¢, tendremos, como log zy < 0 que, pa-
ra todo n > N = loge/logxy, xj < €. Es decir que nuestra N depende
explicitamente de z( y lo que es peor, a medida que z, se va acercando a
1, N claramente va tomando valores mas grandes. La siguiente figura 1.3
aclara lo anterior.

En la figura 1.3 (izquierda) vemos la sucesion f,(z) = ™ dibujada en
[0,1). Las curvas son, de arriba hacia abajo, z, 2%, ... z". La linea horizon-
tal representa a nuestro ¢ > 0y la vertical a nuestro z,. Como vemos, dado
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22 Capitulo 1. Preliminares

Figura 1.3: La sucesion f,(z) = 2" en [0;1) (izq.) y f.(z) =a™ en [g,1)
(der.)

el e > 0 de la figura, luego de varios N tenemos que z’ es menor que el
e > 0 dado —ver la quinta gréfica de arriba abajo—. Veamos que ocurre mas
cerca del 1, para ello quedémonos sdlo con un pequefio intervalo cercano
al 1, digamos [g, 1), estando ¢ “suficientemente” cercano a 1. Aumentemos
nuestro z, hasta hacerlo més préximo a 1 tal'y como observamos en la fi-
gura de la derecha —la primera linea vertical era nuestro anterior z, y la
segunda, mas a la derecha es nuestro nuevo z,—. Como vemos, ahora te-
nemos que aumentar nuestro N hasta llegar a la séptima curva. En ambos
casos las primeras seis curvas son las misma.

A modo de ejemplo, tomaremos los valores numéricos. Numéricamen-
te hemos escogidos los siguientes valores ¢ = 0,1, xy = 0,85 y el N nece-
sario fue 20. En el segundo caso ¢ = 0,1, o = 0,95y el N necesario fue
50. Obviamente a medida que nos acercamos a 1 nuestro N crecerd tal y
como hemos mostrado antes.

Una pregunta evidente es la siguiente. ¢{Cualquiera sea una sucesion
fn(2)), siempre ocurrird lo mismo. Para responderla consideremos el si-
guiente ejemplo: Sea la misma sucesidn f,(x) = z™ pero en [0,¢| con
g€ (0,1).

Hagamos un experimento numérico

| = como el anterior usando como antes € =
- — 0,1. En la figura 1.4 representaremos
/ nuevamente mediante linea horizontal a

nuestro ¢ > 0, la primera linea vertical co-
rresponderd a un z cualquiera en [0,q| y
la segunda linea vertical correspondera a
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1.3. Continuidad uniforme 23

q, €l extremo del intervalo. Dibujaremos

la sucesion x™ para que se vea con mas

claridad el comportamiento de la misma.

Obviamente = < ¢, asi que escogeremos
g = 0,95, por ejemplo. Un simple vistazo a la figura 1.4 nos permite ver
que cualquiera sea el + < ¢ que escojamos, dado el ¢ > 0 tenemos un
valor de N, que en nuestro caso corresponde a la séptima grafica tal que
™ < e para todo n > N y icualquiera sea la x € [0, ¢! Es decir podemos
encontrar una N vélida en todo punto-de [0, ¢|]. En realidad esto no es
de extraflar pues para todo ¢ > (si escogemos N = loge/ log ¢, entonces
tendremos ¢" < e, por tanto para todo = € [0, ¢, y para todo n > N ten-
dremos 2" < ¢" < ¢, es decir 2" tiende a O en todo [0, ¢| y ademds lo hace
uniformemente en todo el intervalo.

Lo anterior nos conduce de manera natural a la siguiente

Definicién 1.3.12 Dada una sucesion de funciones f,(z)), definidas en un
intervalo I € X, diremos que f,(z) converge uniformemente a f(x) en I si
para todo € > 0 existe un N = N(¢) € N tal que para todo n.> N y para
todos los x € I, |f.(x) — f(z)| < ¢ y lo-denotaremos f, = f.

Gréficamente la convergencia uniforme esta representada en la figura
1.5, gréfico de la izquierda. La funcidén f esta al centroy esta localizada en

A S

W

Figura 1.5: Convergencia uniforme (izquierda) y no uniforme (derecha)
de una sucesion de funciones (f,(z)),.

el interior de cierto entorno de longitud e. Cualquiera sea la = € I, f,(x)
debe estar contenida en el entorno (f(x)—e, f(z)+¢) tal y como se muestra
en dicha figura. En esta misma figura 1.5 podemos ver a la derecha lo
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que ocurre cuando la convergencia es no uniforme. Y es que para todo n
siempre existe un x tal que f,(x) sale fuera del entorno (f(z)—e¢, f(x)+e).
Es evidente que si f,, = f entonces f,, — f.

/\/\A 3 /\{\

et

Figura 1.6: Graficos de |f(x) — f.(z)| en el caso de la convergencia unifor-
me (izquierda) y no uniforme (derecha) de (f,,(z))n.

Nuestro préoximo objetivo es dar condiciones necesarias y suficientes
para que una sucesién de funciones converja uniformemente. Para ello
vamos a considerar las funciones representadas en la figura 1.5. Vamos a
representar graficamente —ver grafico 1.6-1as funciones | f(z)=f,(x)| dela
figura 1.5. La linea horizontal representa el valor de ¢ escogido. Podemos
ver de un simple vistazo que para que la convergencia sea uniforme, todos
los gréficos delas funciones ¢, (z). = | f(z) — f.(z)| han de estar contenidos
en el entorno [0, ¢) lo cual ocurrird si los mdximos o. supremos de cada
funcién ¢,;(x) —que son numeros— estdn contenidos en dicho intervalo.
No ocurre lo mismo en el caso de la convergencia no uniforme, donde
siempre, cualquiera sea €l € que escojamos siempre habra un valor de n tal
que el valor de la funcién ¢, (z) en cierto punto =, del dominio sobrepasa
a ¢, pero entonces, si ese punto no corresponde al maximo, éste, si existe,
también ha de sobrepasar a e. Los anteriores razonamientos “geométricos”
nos lleva a la siguiente condicién necesaria y suficiente de convergencia
uniforme para una sucesién de funciones:

Teorema 1.3.13 Dada una sucesion de funciones f,(x)), definidas en I €
X, fn(x) converge uniformemente a f(z) en I siy sélo si

lim sup | f(2) — f(2)| = 0.

n—oo zel
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1.3. Continuidad uniforme 25

Corolario 1.3.14 Para que una sucesidn de funciones f,(x)), definidas en

I € X, f.(x) converja uniformemente a f(z) en I[.es necesario y suficiente

que exista una sucesion (a,), de términos no negativos con lim a,, = 0y un
n—oo

niimero N € N tal que para todo n > N, |f,(z)— f(z)| < ay.

Ejercicio 1.3.15 Probar que la sucesién f,(xr) = 2" converge uniforme-
mente a cero en [0, ¢], 0 < ¢ < 1, pero.nolo hace en [0, 1).

En efecto, en el primer caso tenemos

sup |2" — 0] = ¢" = a,, y lim ¢" =0,

z€[0,q] NG
mientras que en el segundo

sup |z" —0]=1 que no tiende-a 0 cuando n — oo.
z€[0,1)

Teorema 1.3.16 (Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme)
Dada una sucesion de funciones f,(z)), definidas en I € X, f,(x) converge
uniformemente a f(x) en I siy-sdlo si para todo € > 0, existe un N € N tal
que ¥Yn > N, para todo p € Ny para todo x € I, | frp(2) — fu(2)] < e

Proposicion 1.3.17 Si(f.(z)), Yy (gn(z)), son dos sucesiones de funciones
uniformemente convergentes en I a las funciones f(x)y g(x), respectivamen-
te, entonces

afu(z)+ Bgn(v) = af(z) + Bglr), enl, — Vo,BeR,

h(z)fn(x) = h(x)f(x), para toda funcion h(x) acotada en I.

Pasemos a continuacion a estudiar lo que ocurre en el caso de las series
de funciones. Por analogia con el caso de las series numéricas definiremos
las series de funciones
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Definicion 1.3.18 Dada una sucesién de funciones (a,(x))y, la expresién
Zak =ai(x) + az(x) + az(z) + - +ag(x) + - -
se denomina serie funcional infinita o serie de funciones. Las funciones

Zak (7) + ag(®)+ag(x) + - - - + an(®),

se denominan sumas parciales de la serie de funciones.

Obviamente las sumas parciales S,(z) son a su‘vez una sucesién de
funciones por tanto podemos definir la convergencia puntual y uniforme
de una serie de funciones.

Definicién 1.3.19 Diremos. que la serie Zak(x) converge a S(x), para
k=1

cierto = € R si la sucesion de sumas parciales (S, (x)), tiene limite S(x).

Si por el contrario, la sucesion de sumas parciales no tiene limite, entonces

diremos que la serie diverge.

Definicion 1.3.20 Una serie de funciones Z ai(x) converge puntualmente

k=1
en | € Xsipara todo x € I ytodo € > 0 existe un N'= N(z,¢) € N tal que

para todon > N, |S,(z) — S(x)| < ey lo denotaremos S,, — S.

Definicion 1.3.21 Una serie de funciones E ai(z) converge uniformemen-

k=1
te a S(x) en I si para todo € > 0 existe un N = N(¢) € N tal que para todo

n > N y para todos los x € I, |S,(x) — S(x)| < ey lo denotaremos S,, = S.

Si definimos el resto de la serie

o0

() = S(x) = Sul@) = Y ax(w), (1.3.1)

k=n+1

entonces, la serie converge uniformemente si y sélo si r,(z) = 0, en caso
contrario la convergencia no es uniforme. Una prueba sencilla es usar el
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Teorema 1.3.13 para la sucesién de funciones S(z) — S,(z). En efecto,
puesto que r,(z) = S(z) — S,(z), tenemos si r,(#) =2 0, entonces existe
una sucesién (a,), de términos positivos que tiende cero tal que |r,(z)| <
an, luego |S(x) — S, (z)| < a, — 0. El reciproco es analogo.

Lo anterior nos conduce al siguiente

o0

Teorema 1.3.22 Si S,(z) = S(x) en 1, es decir si la serie Zak(x) es

k=1
uniformemente convergente en I, entonces, a,(x), el término general de la
serie converge uniformemente a 0 en I, es decir a,(z) = 0.

Esta condicién es necesaria pero no suficiente.

Ejemplo 1.3.23 Estudiar la serie Z z" end =[0,1)

n=1

Como 2™ %0 en [0, 1), entonces la serie no converge uniformemente en
0,1).

Un criterio muy util para establecer la convergencia uniforme de una
serie de funciones es el siguiente Criterio de Weierstrass:

Teorema 1.3.24 Sea (a;,)5°, una sucesion de funciones definidas en I C R,
Y (bn)2, una sucesién de niumeros reales no negativos, tales que |a,,(z)| < b,
para todon € Ny x € Iy cuya serie »~ b, es convergente. Entonces la
serie de funciones ) | a,(x) es uniformemente convergente en I.

Ejercicio 1.3.25 Sea la serie ) °  z". La serie converge uniformemente
en el intervalo x € [—q, ¢], para todo ¢ € (0, 1).

Efectivamente, como z" < ¢" y la serie >~ ¢" converge, entonces el
criterio de Weierstrass nos asegura la convergencia.
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1.3.3. Propiedades de las sucesiones y series de funcio-
nes

En este apartado vamos a estudiar en que condiciones las propieda-
des de f, se traspasan a la funcién limite. Es decir, responderemos a la
pregunta formulada al principio: ¢hereda f(x) todas las propiedades de
las f,(x)?

Teorema 1.3.26 Sobre la conmutatividad del limite de una sticesion de fun-

ciones Sea (f,(x)), una sucesion de funciones definidas en I C R tal que

para cada n € N existe el limite lim f,(x) = 1,, zg € I. Si-f,(z) = f(x) en
T—TQ

1, entonces

n—oo \ T—xg T—To \N—00

lfm (lim fn(x)) — lim (lim fn(x)>
Como corolario trivial tenemos el siguiente

Teorema 1.3.27 Sobre la continuidad de una sucesion de funciones Sea
(fn)o2, una sucesion de funciones definidas en I C R. Si f, es continua
en I para todo n € N, y f,, converge uniformemente a f en I entonces f es
continua en 1.

El inverso del teorema anterior es falso en general, es decir que si
fn(z) = f(z) en I, y tanto f,(x) como f(x) son continuas en /, ello no
implica f,(x) = f(x). Por ejemplo, sea la sucesién de funciones

sennz, <z < ;—’
folz) = , Aim fi(z) =0= f(z), Vze€][0,n].
O, % S T S T n—oQ.

Obviamente tanto f,,(x) como f(x) son continuas en [0, 7|. Ahora bien,

sup |ful@) = (@) = sup [senna| =140,

z€[0,m] x€[0,7]

por tanto f,(x) = 0.

No obstante si imponemos que la sucesién (f,(z)), sea mondtona si
que se tiene el reciproco.
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Teorema 1.3.28 (Dini) Sea (f,(x)), una sucesion de funciones continuas
que tienden mondtonamente (para cada z) a f(x)-en el intervalo [a,b] (ce-
rrado y acotado). Entonces f(x) es continua si y solo si f,(z) = f(x) en
a, b].

Los teoremas anteriores 1.3.26 y 1.3.27 se pueden reescribir para las
series de funciones. En efecto si tomamos .como sucesion de funciones
[o@)

(fnu(z))n la sucesién de sumas parciales de una serie Z a,(x), tenemos el

n=1

siguiente teorema

Teorema 1.3.29 Sobre la conmutatividad del limite y la suma para una

o0
serie de funciones Sea E an(x) una serie de funciones uniformemente con-
n=1

vergente en [ tales que lim a,(z) = a,, entonces
T—T0

tin (300) = 3 (1 o)) = S

Si ademds, las funciones a,(x) son continuas, entonces la suma S(x) de la
serie es una funcion continua.

Teorema 1.3.30 Sobre la integrabilidad de una sucesion de funciones Sea
(fn)oey una sucesion de funciones definidas en [a,b] C R e integrables en
la, b] y sea f,, uniformemente convergente a f en [a, b]. Entonces

b

b b
lim fn($)dx:/ [Jirgofn(x)]dx:/ f(z)dz.

n—oo a

El siguiente ejemplo pone de manifiesto la importancia de las condi-
ciones del teorema que ademas son suficientes.

Ejemplo 1.3.31 Sea la sucesion de funciones

2nay,x, 0<z< %,
fule) =4 ~2nan(e-1), E<wz<t
0, L<r <.

n
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an

1/n 1 x
Figura 1.7: La sucesion (f,,(x))n.-

Es evidente que las funciones. f,(x) son continuas en [0, 1], y por tanto
integrables en [0, 1] y que cualquiera sea la sucesién (a;,), de sus maximos

lim f,(z) =0.Como sup |f.(z)]'= ay,,si lim a, = 0, entonces f,(x) = 0
en[0,1]y

7}9010 fn )dw—/o fl@)dx =

lo cual es facil de comprobar mediante un calculo directo pues el drea de
la figura A, La, — 0.

Ahora bien, podemos escoger a,, de forma que A, = $=a, — 0, con
a, # 0 —por ejemplo, a, = 1, o-incluso a, = /n — oo—. En este caso
también tenemos

lim fn Ydx = / f(z
n—oo

Finalmente, si escogemos a,, de forma que el drea A, = %%an #4 0,

=por ejemplo a, = n o a, = n? ademds en el primer caso el limite

lim fn( )dz-existe y en el segundo no existe (vale +o00)— entonces

n—oo

lfm fn dx;é/f

n—oo

En el caso de las series tenemos

Teorema 1.3.32 (Integrabilidad de una serie de funciones)
Sea (f,)>2, una sucesion de funciones definidas en |a,b] C R e integrables en
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la, b] tales que la serie Z a,(z) es uniformemente convergente en 1. Entonces

n=1

su suma S(z) es integrable y ademds

g/abfn(x)dx:/aan dx—/S

Teorema 1.3.33 (Derivabilidad de una sucesion de funciones)
Sea (f,)>2, una sucesion de funciones definidas en un intervalo acotado
I C R y derivables en I tales que para cierto x, € I se tiene h’m fn(zo) =1

y ademds la sucesion de funciones (f})3, converja unlformemente agenl.
Entonces la sucesion ( f,,)22, converge uniformemente a cierta funcion f en I
y ademds f'(x) = g(x) para todo x € I, es decir la sucesion se puede derivar
término a término, i.e.,

(1t fn(x)>/: Lt ().

n—oo n—00

Del teorema anterior se sigue fdcilmente el siguiente teorema para las
series de funciones:

Teorema 1.3.34 Sea S(x Z a,(x) una serie de funciones que converge

al menos en un punto x, € I, cuyos termmos an( ) son derivables en todo I,

y cuya serie de las derivadas de a,,(z E a, (x) converge uniformemente en

I. Entonces la serie S(x E a,(x) converge uniformemente en I y ademds

se cumple que

o0 sea, es dertvable término a término.

Ejemplo 1.3.35 Consideremos la serie ¢ = Z x' , que converge en el
n=0

intervalo [—R, R], cualquiera sea R > 0. Obviamente la serie Z ( )

n!
n=0

Prof. Renato Alvarez Nodarse Resumen de Analisis Funcional 2024



32 Capitulo 1. Preliminares

0 n—1
= Z ( ’ ) converge uniformemente en [—R, R|. Entonces,
n — :
n=1
o0 xn / o :L’n / o mn; o0 xn
x\/ __ - _ - _ — _ — T
- (E5)# £6) - SenEh-e

1

z? cos —, x#0
x

0, z=0

Dicha funcién es derivable en R'y su derivada, definida por,

1 1
@) 2xcos;+sen;, x#0
Yi(x)=
0, x=0

es continua para todo x € R excepto el cero. Numeremos todos los puntos
racionales delintervalo [0, 1] mediante la sucesién (z,,),, lo'cual es posible
pues Q es un conjunto numerable. Definamos la sucesion a, (z) = 5 (z —
z,). Entonces; a () = -5¢'(z.~ z,) es discontinua en un dnico punto
T = x,, ademas

o — 2, 1 1+ 2|z — x| < 3

an(2)| € —5——< 5, a()| < 3 <.

n n n n

[e.e]

oo
ambas series Z an(x)y Z a, (z) convergen uniformemente en [0, 1] pues
n=1

n=1
oo

. 3
ambas se pueden mayorar por la serie convergente E — . Por tanto el
n
n=1

teorema 1.3.34 nos dice que

§'(x) = (Z%(ﬂf)) = (a,(x)),

es decir, que la funcién S(z) es derivable en todo [0, 1] y su derivada es
discontinua en cada uno de los puntos racionales del intervalo.
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1.4. Sobre conjuntos infinitos

En este seccién recordaremos algunas cuestiones sobre conjuntos infi-
nitos haciendo hincapié en el caso de los niumeros reales.

1.4.1. Conjuntos numerables

Sean dos conjuntos A y B cualesquiera. Por ejemplo, digamos que
A es el conjunto de los nimeros primos menores que un numero dado
(digamos 10), B el de los vértices de un dodecaedro (12 lados). Ay B
son finitos, es decir estan constituidos por un ntimero finito de elemen-
tos. Luego, una forma natural para compararlos puede ser sencillamente
usando el nimero de sus elementos. Obviamente A tiene seis elementos,
1,2,3,5,7y B doce, asi'que B sera mas grande que A. Sea ahora C' el
conjunto de los lados de un hexagono. Entonces C' y A tienen el mismo
numero de elementos de forma que podemos hacer corresponder a cada
uno de los elementos de C' el correspondiente elemento de A y viceversa.
Es decir, existe una correspondencia biunivoca entre los elementos de A
y C. Obviamente tal correspondencia es imposible de encontrar entre los
elementos de Ay B o By C (éporqué?).

¢Qué ocurre si ahora A Y B tienen infinitos elementos, es decir son
conjuntos infinitos? Ejemplo de tales conjuntos son conocidos: N, Q, R,
etc.

En este caso el primer método de comparar conjuntos no nos sirve pues
no podemos “contar” los elementos ya que éstos son infinitos asi que sélo
nos queda el segundo de ellos: intentar encontrar una correspondencia
biunivoca entre conjuntos.

En adelante denotaremos por N = {1,2,3,...,n,n+1,...} al conjunto
de los numeros naturales que es el conjunto infinito mas sencillo.

Definicion 1.4.1 Un conjunto A es numerable si

1. A esvacio.
2. A tiene un numero finito de elementos.

3. Si A tiene un numero infinito de elementos, estos se pueden poner en
correspondencia biunivoca con N.
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Veamos algunos ejemplos.

Por ejemplo, P, el conjunto de todos los numeros pares es numerable.
En efecto, cualquiera sea n € N existe un unico p € P tal que p = 2ny
viceversa, cualquiera sea p € P, existe un unico.n € N tal que n = p/2,
es decir existe una correspondencia biunivoca entre ambos conjuntos, o lo
que es lo mismo hay tantos numeros pares como naturales.

Existe una forma muy sencilla de probar lo anterior. Escribamos todos
los niimeros naturales en una tabla

(1]2[3[4][5]6]---[2n—=1]2n

2n+1[2n+2]--|

y eliminemos todos los impares y “contamos” los nameros resultantes. Asi
tenemos
A2 A4 pl6]-[2a—12n[2a+1[2n+2]- -]
L[] 2] 34 ] [ ] [ntl]--]

es decir, P es numerable, los nimeros pares se pueden “contar”, existe
una correspondencia biyectiva entre los numeros pares y los naturales.

De forma similar se puede proceder para probar que el conjunto de los
numeros impares / es numerable. Lo mismo ocurre con los enteros

DHEIEEINEE I

2
(12 3 [4[5746] 7 [8] 9 [10[11]---]

Veamos un ejemplo més-complicado. Sea A el conjunto de puntos del
plano de la forma (n, m), n,m € N. Entonces A es numerable.

Para comprobarlo vamos a “contar” todos los pares anteriores, es decir
vamos a construir una funcién biyectiva que a cada par le haga correspon-
der un unico valor de n € N. Lo haremos siguiendo el siguiente esquema:
ordenamos los pares por filas segin la suma n+m = 2,3, 4, ... y cada fila
la ordenamos-de menor a mayor segun el primer valor n y asi tenemos
una correspondencia biunivoca tal y como se ve en la figura 1.4.1

De forma andloga se puede probar la siguiente

Proposicion 1.4.2 El conjunto B = {(p,q); p,q € Z} es numerable, es
decir que se puede construir una “ordenacion” de B similar a la del ejemplo
anterior.
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(1,1

|

(1,2) — @D

/

(1,3) —(2,2) —— (3,1)

(14 —@3)~— B2 —“D

Figura 1.8: Contando el conjunto A = {(n,m), ;n,m € N}.

Una consecuencia de la proposicion anterior es la numerabilidad de Q. En
efecto, sea un numero r racional cualquiera, » € Q. Entonces r se puede
escribir como r = p/q, con p € Z'y q € N. Asi que a cada ntimero racional
le podemos hacer corresponder el par (p,q) con p € Z y ¢ € N que es un
subconjunto de los pares B definidos en la proposicion 1.4.2 (por qué?),
asi que Q es numerable.

1.4.2.  Propiedades de los conjuntos numerables

Veamos algunas propiedades de los conjuntos numerables. La siguiente
proposicién es sencilla de probar:

Proposicidon 1.4.3. 1. Si A es un conjunto numerable y B es un subcon-
junto de A, entonces B es numerable.

2. La unidn de un conjunto numerable y uno finito es numerable.

3. La unidn de dos conjuntos numerables es numerable, y por tanto la
union de un numero finito de conjuntos numerables es numerable.

4. La union de un ntimero numerable de conjuntos numerables es nume-
rable.

Prof. Renato Alvarez Nodarse Resumen de Analisis Funcional 2024



36 Capitulo 1. Preliminares

Para probar el dltimo apartado podemos escribir cada uno de los conjuntos
numerables de la forma A; = {a11,a12,... a1 0,... }» Ay = {a21,a29, ...
Aoy Joeves Am = {@m1, Gma, .. Qmn, - . . }, y escribirlos como pares (m, n),
n,m € N. Dichos pares son los representados en la figura 1.4.1 y, como ya
vimos, son numerables. Luego tenemos 4. Esta claro que 2 y 3 son casos
particulares de 4. Para probar 1, basta usar la reduccion al absurdo.

Veamos como usando los apartados anteriores podemos probar los
ejercicios que antes hemos resuelto.

Sea N~ el conjunto de los nimeros enteros negativos y-sea Z, k € N,
los conjuntos de los nimeros de la forma n/k, con n € Z, es decir Z; =
{n/k;n € Z}. Obviamente Z = N U {0} UN~, pero tanto N como N~
son numerables, asi que Z es numerable. Ademas, por construccién Z; es
numerable. Ademas, Q = Z; UZ, U ---UZ;, U---, 0 sea Q es la unién de
una cantidad numerable de conjuntos numerables asi que Q es numerable.

Definamos ahora el conjunto “producto directo” de dos conjuntos. Sea
Ay B dos conjuntos cualesquiera. Definiremos el “producto directo” de A
y B que denotaremos por A ® B al conjunto de todos los pares ordenados
(a,b)cona € Aybe B.

Estd claro que si A y B son numerables el conjunto A® B es numerable.
Para ello basta usar de forma inteligente las proposiciones 1.4.2 y 1.4.3.

Como consecuencia de lo anterior tenemos otra prueba de que Q es
numerable pues, como hemos visto, a cada niumero racional le podemos
hacer corresponder el par (p,q) con p € Zy q € N, p, ¢ primos entre si, o
sea, Q=Z ® N.

Usando la proposicién 1.4.3 se puede comprobar que el el conjunto
IP,,-de todos los polinomios de grado a lo mas n con coeficientes ay, . . . a,
racionales:

n.
P, ={ap+ a1+ as + -+ a,x™; ag, a1, az, . .. a, € Q},

es numerable y; por tanto, el conjunto de todos los polinomios con coefi-
cientes racionales

P={ap+a;+as+---a,x"; ag,a1,as,...a, €Q, Vn € N},

también lo es pues P = Py UP; UP, U ---. Para esto ultimo podemos usar
la induccién sobre ny que P, = P, U {a, 12" ; a,11 € Q}.
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Definicidon 1.4.4 Sea x € R tal que x es solucién de la ecuacion algebraica
ag+ay+as+---a,2" =0, ,neEN, ay,ay,as,...a, €Q.

Entonces se dice que x es un numero algebraico. Si x no es solucion de nin-
guna ecuacion algebraica, entonces se dice trascendente.

Por ejemplo, 2 es un niimero algebraico (z — 2 = 0), v/2 es un irracional
algebraico pues es solucién de z? — 2= 0. Se puede probar que ¢ u 7 son
trascendentes.

Notese que, a diferencia de los nimeros irracionales, ningtin nimero
racional puede ser trascendente ({por qué?). Sea A el conjunto de todos
los nameros algebraicos y T el de los trascendentes. Dado que un polino-
mio de grado n solo puede tener n raices y que el conjunto [P es numerable
se sigue que el conjunto A es numerable.

Ejemplo 1.4.5 Prueba que el conjunto de todos los subconjuntos finitos de
un conjunto numerable A es numerable.

Para comprobarlo usaremos la Proposicion 1.4.3. Esta claro que el con-
junto A; de todos los subconjuntos'de A con un solo elemento es nume-
rable. En conjunto A, de todos los subconjuntos de A con dos elementos
es numerable. En general, el conjunto A,, de todos los subconjuntos de A
conn € N elementos es numerable. De esta forma obtenemos un conjunto
numerable (A, As, ...) de conjuntos numerables. [ ]

Asi, por ejemplo, el conjunto de todos los subconjuntos finitos de nu-
meros racionales es numerable. Basta identificar A = Q, A; con el con-
juntos de todos lo racionales ¢, A; con €l conjunto de todos los pares de
racionales (p, q), y asi sucesivamente.

Definicion 1.4.6 Dos conjuntos A y B se denominan equivalentes y se de-
nota por A ~ B si existe una correspondencia biunivoca entre sus elementos.
En este caso el “ntimero” de sus elementos es el mismo lo que se suele denotar
por card A = card B°.

®En realidad el concepto de cardinal o potencia de un conjunto es ligeramente mds
complicado que el nimero de sus elementos, pero para nuestros objetivos esta definiciéon
es suficiente.
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En facil comprobar entonces que si A ~ B entonces B ~ A (épor qué?)
yquesi A~ By B ~ (C, entonces A ~ C.

Por ejemplo, segin hemos visto antes N ~ Z, N~ Q, N ~ P, N ~ A,
Q ~ A, etc.

Es evidente que el conjunto de los nimeros racionales que pertenecen
al conjunto [0, 1] es numerable pues son un subconjunto de Q. La pregunta
es ¢serd también numerable el conjunto de los irracionales contenidos en
[0,1]?, o, equivalentemente, éserd numerable [0, 1]?

Vamos a intentar responder a esta pregunta.

Supongamos que [0,1] ~ N. Entonces ha de existir una sucesién de
numeros reales (z,), tal que cualquiera sea = € [0, 1], = coincidira con al
menos un miembro de la sucesién(z,,), (en caso contrario [0, 1] no seria
numerable, {por qué?).

Hagamos la siguiente construccién: sea [5-=[0, 1]. Escojamos un in-
tervalo cerrado I; C I, que no contenga a xy, 0 sea, xr; ¢ I;. A continua-
cién escojamos un intervalo cerrado /I, C [y que no contenga a x», O sea,
x9 & I,y asi sucesivamente. Entonces tenemos una sucesion de intervalos
(cerrados) encajados tal que I, C I, pero x,.1 ¢ I,,,. Entonces, existe
al menos un z € I, para todo n > 0. ¢Puede ser eso posible? Justifica tu
respuesta.

De lo anterior se deduce el Teorema de Cantor
Teorema 1.4.7 R no es numerable. (card R > card N)
Como corolario tenemos

Corolario 1.4.8 1. R # Q, es decir, existe ] = R\ Q, el conjunto de los
numeros irracionales, y ademds I no es numerable.

2. A #£ 1, existe el conjunto de los numeros trascendentes T, y T no es
numerable.

Resulta que la mayoria de los niimeros irracionales que conocemos son
algebraicos, por ejemplo V/k si k # 1", 1 € N, v/2 + /2 (prueba que este
numero es irracional algebraico), etc. Por el contrario se conocen pocos
numeros trascendentes: 7, e. No obstante resulta que éstos son la mayoria
de todos los numeros ya que los nimeros algebraicos (que incluyen, como
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hemos visto a los racionales) es un conjunto numerable, pero R no lo es 'y
obviamente R = A U T.

Automadticamente surge la pregunta. ¢Existird algtin conjunto infinito
intermedio entre N y R?, es decir, que tenga “mds” elementos que N pero
“menos” que R?

Georg Cantor fue quien desarroll6 la teoria moderna de conjuntos in-
finitos, a él debemos la notacién y algunos de los resultados que hemos
descrito aqui. Precisamente fue Cantor quien conjeturd que no existia di-
cho conjunto intermedio (hipdtesis del continuo). Este fue el primero de
los 23 famosos problemas que formul6 Hilbert en 1900. La respuesta a
este problema fue totalmente inesperada. Por un lado Kurt Gédel probo
en 1940 que usando los axiomas de la teoria de conjuntos era imposible
desmentir la hipétesis de Cantor. La respuesta definitiva la dio Paul Cohen
en 1963 cuando demostré que bajo el mismo sistema de axiomas de la
teoria de conjuntos era imposible probar la conjetura, o sea, la hipdtesis
del continuo se puede aceptar o no y eso no lleva a ninguna contradiccién
l6gica dentro de la teoria de conjuntos.
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Capitulo 2

¢Qué es el analisis funcional?

¢{Cémo comenzar el curso de Andlisis funcional? Sin duda una posibi-
lidad es con un poco de historia, pero para eso se puede consultar el muy
completo articulo de Berta Gamboa de Buen, Historia del Andlisis Funcio-
nal publicado en la revista Misceldnea Matemdtica de la Sociedad Matemd-
tica Mexicana, volumen 28 (1999) paginas 17-39'. Como bien cuenta su
autora, el andlisis funcional surge y se desarrolla en el siglo XX genera-
do por la evolucion de andlisis matematico clasico, la fisica-matematica,
las nuevas ideas del dlgebra y la geometria y muy ligado a la topologia.
En otras palabras de alguna forma auna las principales dreas de la mate-
matica. Nosotros, sin embargo, vamos a proceder de otra forma. Vamos
a seguir la idea de Schechter en [9] y comenzar con un ejemplo relati-
vamente sencillo que nos conducira a redescubrir varios de los conceptos
fundamentales del analisis clasico asi como algunos otros del propio ana-
lisis funcional.

2.1. Una ecuacion diferencial lineal
Uno de los problemas tipicos de un curso de ecuaciones diferenciales
es la resolucion del siguiente problema de valores iniciales
P+ f@) = gl@), welall, fla)=1, fla)=0, (211

donde por f’ denotamos la derivada de f respecto a x. Ademads, por sim-
plicidad asumiremos que ¢ es una funcién continua en [a,b] y que f, la

'https://miscelaneamatematica.org/ContenidoNumero/28
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solucién buscada, es una funcién dos veces diferenciable con segunda de-
rivada continua. Asi, usaremos la notacion g € Ci, 5y f € C’[zmb], para de-
notar al conjuntos de funciones continuas en [a, b] ¥ 1as que son dos veces
diferenciable con segunda derivada continua en [a, 0], respectivamente.

Se puede comprobar que la (una) solucién de dicho problema (2.1.1)
viene dada por la expresion

f(z) = cos(x —a) + /x sin(x — t)g(t)dt, x € [a,b]. (2.1.2)

Comprobemos que, efectivamente, la funcién f anterior es solucion de la
ecuacion (2.1.1) con los valores iniciales dados. Lo primero que es obvio
es que f(a) = 1, pues la integral-en (2.1.2) es cero. Calculemos ahora
f'(x). El primer sumando no tiene problemas, pero el segundo es algo mas
complicado pues la variable x aparece tanto en el limite de integracion,
como en la funcion a integrar. Este problema es un problema tipico de la
teoria de integrales dependientes de un parametro. Asi pues, para calcular
la derivada de nuestra funcién f conviene recordar el siguiente teorema:?

Teorema: Sea h(t, z) una funcién continuaen D = {(t,z) € R?|t € [a,b],r €
b

[c, d]}. Entonces la funcién H(x) = / h(t; z)dt es continua y diferenciable

en [c,d]y
* Oh
H(z)= [ —(t x)dt.
@)% ] 5o

Idea de la demostracion: Para probar la continuidad se puede usar el
Teorema de Heine 1.3.5 para funciones continuas en un intervalo cerrado
y acotado D que establece que si f es continua en D, entonces f es uni-
formemente continua en D, es decir, para todo ¢ > 0 existe un 6 > 0 tal
que V(t,z), (t',2') € D, que satisfacen /(t—1')2 + (z — 2/)? < 4, se tiene
|h(t,z) — h(t',2")| < e. Entonces, para todos z, 2’ tales que |z — 2/| < 4,

\H(2)— H(z')| < / Ih(t, ) — h(t,2)|dt < e(b— a),

i.e., H(z) — H(z') cuando z — 2'. Para probar la diferenciabilidad basta
mostrar que para todo x, € [c, d]

]11111%) H(zo+ h) — H(xo) — H'(x0)h = o(h),

2Ver, por ejemplo, la seccién §17.1.13 de [13].
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donde o(h) es tal que o(h)/h — 0 cuando h — 0, lo que se puede probar
de forma similar a la continuidad por lo que lo dejamos como ejercicio al
lector. =

Sea a(x) una funcién diferenciable en [c, d].cuya imagen esté contenida
en [a,b] y sea la funcién ® (o, x) = [ h(t, z)dt, o € [a,b], © € [c,d]. Usando
el teorema fundamental del cdlculo asi como el teorema anterior tenemos
que

0P “0oh od

6_x(a’ T) = ’ %(t, x)dt, %(a, x) = h(a, o).
Dado que ambas derivadas parciales son continuas, entonces ®(«, x) es di-
ferenciable en « € [a,b], € [c, d]. Definamos ahora la funcién compuesta
U(x) = ®(a(x),x), x € [c,d]. Dicha funcién es diferenciable en = € [c, d]
asi que usando la regla de la cadena obtenemos

a(x) oh

= o/ (x)h(a(x), z) + / %(t’ x)dt.

o _ 90 on 0%
dr  Oadxr Or
Aplicando la férmula anterior a nuestra funciéon f definida en (2.1.2),

donde en el segundo sumando «a(x) = z y h(t,z) = sin(x — t)g(t), obtene-
mos

f'(z) = =sin(z — a) + /9«“ cos(z — t)g(t)dt, x € [a,bl, (2.1.3)
y
f"(x) = —cos(x — a) + g(x) — /9«" sin(z — t)g(t)dt, x € [a,b]. (2.1.4)

Nétese que esta ultima expresion se puede escribir, usando (2.1.2), como

f'(@) ==f@) +g(x) = ['@)+f(x)=9(x), x€lab]

Ademds, de (2.1.3) se tiene que f’(a) = 0y, por tanto, dado que f(a) =
1 como yavimos, la funciéon f definida por (2.1.2) es efectivamente la
solucion del problema (2.1.1).

El método anterior nos permite, al menos formalmente, plantearnos el
siguiente problema: resolver el problema de valores iniciales

(@) + f(z) =0o(x)f(x), x€lab], fla)=1, f'(a)=0. (2.1.5)
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Esta claro que la solucion sera
f(z) = cos(x — a) + / sin(z — t)o(t) f(t)dt, x€ [a,bl. (2.1.6)

Lo anterior define una ecuacion integral. Escribamos la ecuacién anterior
de una forma mds conveniente.

Sea D = {(t,2) € R*|t € [a,b],z € [c;d]} y sea k(z,t) una funcién
continua en D. Definamos el operador K, K : Clqp) = Clay

Kf:=K(f(z)) = / k(x,t) f(t)dt. (2.1.7)

Entonces (2.1.6) la podemos reescribir como
f=u+Kf, w=cos(x—a), k(z,t)=sin(z—1t)o(t).

¢COmo resolver esta ecuacion?

2.2. La ecuacion integral de Volterra

Vamos a intentar resolver la ecuacion
f(z) =ulz)+ Kf(r), =x¢/la,bl, (2.2.1)

dondew, f € Cp, 4 y K es el operador de Volterra definido en (2.1.7).

Nétese que K trasforma funciones continuas en funciones continuas.
Una forma natural de resolverla es siguiendo el conocido método iterativo
de Picard:

Elegimos una funcion f, € Cy,,; cualquiera y la sustituimos en el miem-
bro derecho de (2.2.1) lo que nos dard, en principio, una nueva funcién
continua fi

fi(x) =u(z) + K fo(x), € [a,b]. (2.2.2)

Es improbable que f; = fo, lo que nos daria la solucion buscada, de forma
que sustituimos f; en el miembro derecho de (2.2.1)

fo(x) = u(z) + K fi(z), € [a,b], (2.2.3)
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y asi, sucesivamente, obtenemos una sucesién de ecuaciones

folz) =u(z) + K fra(x), x€la,b], n=1,2,.... (2.2.4)

Como ya hemos dicho, es improbable que para algun n, f, = f,_1, asi
que la pregunta natural es ¢cudn cerca esta f,, de f si n es muy grande?
y ¢qué significa que f, esté cerca de f, o que f, — f en [a,b| cuando
n — oo?

Esta claro que esta pregunta corresponde a saber cuando una sucesiéon
de funciones continuas f,, converge a-alguna funcién f, y para que f sea
solucion de (2.2.1) necesitamos ademas que [ sea continua.

Por otro lado, nétese que si f;, — f, otra pregunta natural es si K f,, —
K f. Si esto fuera asi, entonces, tomando limites.cuando n — oo en (2.2.4)
obtendriamos (2.2.1) y por tanto resolveriamos la ecuacién. Intentemos
formalizar lo anterior de una forma rigurosa.

Como las f,, son continuas y nos interesa que la funcion limite también
lo sea, entonces podemos usar el concepto de convergencia uniforme de
funciones (véase la seccion 1.3.2). Alli vimos que una sucesiéon de funcio-
nes f, converge uniformemente a f en{a, b si

sup |fn(z) — f(x)] = 0, cuando n — 0.
z€[a,b]

Lo anterior nos da una idea de como definir la distancia p entre dos fun-
ciones fy g. Asi, dada dos funciones f, g € C|,; definiremos la distancia
p(f,g) mediante la expresion

p(f,9) = sup |f(z) =g(z)|.

z€[a,b]

De esta definicién se sigue que Vf, g, h € Clap),

1. p(f,9) =0y p(f,g) =0siysolosi f =g,
2. p(fs9) =09, f),y
3. p(f,9) < p(f,h) + p(h, g)-

En muchas ocasiones se dice que la funcién p que satisface las propiedades
anteriores define una métrica. Los conjuntos donde se puede definir una
métrica se suelen denominar espacios métricos (ver la definicion 3.1.1).
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46 Capitulo 2. ¢Qué es el andlisis funcional?

Asociada a la definicién de distancia se puede definir el tamafio o la
norma de una funcién. Asi, dada una funcién f €.Cj, definiremos la
norma de f, || f|| al numero

IF1l = sup |f(z)]. (2.2.5)

z€[a,b]

Es facil comprobar que la norma anterior-satisface las siguientes pro-
piedades: Vf,g € C ),

L [fll =0y |[fll = 0siysélosiif =0,
2. VAR, [AfIl = A,

3. M f +gll < A1+ lgll-

Los conjuntos donde se puede definir una norma se denominan espacios
normados (ver la definicién 4.2.1).

Lo siguiente que queremos hacer notar es que el espacio de las fun-
ciones continuas Cf,) satisface una serie de interesantes propiedades que
pasamos a enumerar:

1. Para todos f, g € Cl, 4, lasuma, h = f+g € Cj, 3 y para todos f, g, h
€ Cl,5 se cumple que:
a) f+g=9+f
b) (f+g)+h=f+(g+h)
o f+0 =0+ f=f, donde () denotaa la funcién @ : [a,b] — R,

O(z) = 0.
d) Cualquiera sea f existe una funcién (—f) tal que f + (—f) =
(=f) +f£=0.

2. Paratodo f-€ Cip, ya € R, g = a- f € Cpy, y para todos f,g €
Cla» Y @, 8 € R se cumple que:
a) a-(f+g)=a-f+a-y,
b) (w+p)-f=a-f+B-],
) a-(B-f)=(aB)-f
d1l-f=Ff
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Los conjuntos que satisfacen las propiedades anteriores se denominan es-
pacios vectoriales (ver la definicién 4.1.1).

De la propia definicién del operador K (2.1.7), usando las propiedades
de la integral, tenemos que, para todos o, 5 € Ry f, g € Cla ),

K(af + Bg) = aKf +8Kg. (2.2.6)

Si un operador que cumple con lo anterior se dice que es un operador
lineal.

Ademas, para toda funcién f.€ Ci, se tiene, usando (2.1.7),

KA1 < [ ol @< [ sup [k, ol sup |70
a a wtelab] te(a,b] (2.2.7)

< k[l fl[(z — a) < E[f(0—a) = c|| fI|;

donde K = sup, ye(q41k(z,t)| ¥y ¢ = k(b — a). Es decir, para toda f € Cjay,
existe un ¢ > 0 tal que

| K fl| = sup |Kf| < c||f]]- (2.2.8)

te(a,b]

Los operadores que cumplen con dicha propiedad se denominan operado-
res acotados.

Armados de todo lo anterior estamos en condiciones de responder a
nuestra pregunta sobre si la ecuacién (2.2.1) tiene solucion y si esta la
podemos encontrar mediante el limite de la sucesion de funciones f,, de-
finidas por (2.2.4).

Para ello vamos- a estimar el valor de ||f, — f..|| donde la norma es
la definida en (2.2.5). Si resulta que su valor es tan pequefio como se
quiera cuando n, m son lo suficientemente grandes entonces f,, converge
uniformemente a una funcién continua f en [a, b].

Usando (2.2.3) tenemos, usando (2.2.2)
fo=mu+Kfi=u+Ku+Kfo)=u+Ku+ K(Kfy) =u+ Ku+ K*f,
donde K? es el operador que se obtiene al componer, o multiplicar, K por

si mismo: K? : Clyp) — Clay, K2f = (K o K)(f) = K(Kf). En general,
definiremos el operador K" inductivamente, i.e., K" = K o K" 1,
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48 Capitulo 2. ¢Qué es el andlisis funcional?

Continuando este proceso podemos comprobar por induccién que
fo=u+Ku+Ku+---+ K" 'ut K"f,
por tanto, para todos m < n obtenemos
fo—fm=K"u+ -+ K" lust+ K"fy — K™f,.
Entonces, usando las propiedades de la norma (concretamente la tercera)

1o = finll S NE™ull + -+ | K" ull 4+ ([ K™ foll + | K™ foll - (2.2.9)

Vamos a acotar cada uno de los sumandos. Nétese que estos se pueden
escribir de la forma || KA/, h € Clgp, n =1,2,....

Para n = 1 ya hemos visto en (2.2.8) que | Kh| < ¢||h||. Entonces,

IK2h]| = (| K(KR)|| < Al < Ikl = KR < c"|[R]. (2.2.10)
De esta forma podriamos obtener una cota superior de la suma del
miembro derecho de (2.2.9), pero dicha cota solo es ttil si ¢ < 1 pues

en caso contrario cualquiera de los sumandos tenderia a infinito cuando
n — oo.

Vamos a afinar nuestra cota. Como vimos en (2.2.7) tenemos que
[Khl < wlA][(z = a),
luego
|K?h| = | K(Kh)| < /x |k(x, t)||Kh|dt < /@'/x | K h|dt
< i [ o i = =Dy,
h =K < [ ke, t)HK2h|dt < H/ |K2h|dt

2

y, asi, por induccion, obtenemos

K"(x

) < Ty,
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que tomando supremos en = € [a, b] nos conduce a una cota mucho mas
fina que la obtenida en (2.2.10)

K" (b

K™ < n—_'“)“hn, (2.2.11)

Por tanto, podemos reescribir (2.2.9)m usando ¢ = (b — a)x, como

Cm Cn—l Cm n
=l < (S S+ (4 6 e @212

Por un lado estd claro que % + EL—, — 0 cuando n, m — o0. Por el otro,

Cm ce ¢ <§:C—k—>0cuand0m—>oo
m‘ (n=1)'~

. k
pues es la cola de la serie Y- % = ¢¢. De esta forma hemos probado que
f. es uniformemente convergente y que limite f es una funcién continua
en [a, ).

Probemos ahora que K f, — Kf.si f, — f. Para ello, usaremos la

linealidad y la acotacién de K (ver (2.2.6) y (2.2.8), respectivamente)),
que nos conduce a

1K fo = KfIl = |K(fa = DIl < cllfu = fll > 0sin — oo

Por tanto, si ahora tomamos el limite cuando n. — oo en (2.2.4), obte-
nemos (2.2.1) lo que prueba que la sucesiéon f,,; construida mediante el
método iterativo de Picard aqui descrito tiende a la solucién de la ecua-
cion integral de Volterra (2.2.1).

Hemos encontrado una solucion de (2.2.1) pero ées tnica? Probemos
que si. Supongamos que hay dos funciones continuas en Cf,4), [y g, con
f # gtalesque f = u+ Kfyg =wu+ Kg. Restando ambas tenemos
f—g9g=K(f—g).Seah = f— g. Entonces

h=Kh = h=K(Kh) =Kh=KKh)=Kh=--=K"h,

y, por tanto, ||h|| = ||[K"h||. Si tomamos el limite cuando n — oo en la
expresion anterior y usamos (2.2.11) obtenemos || K™h|| — 0 de donde se
deduce que ||h|| =0, i.e. f = g, lo cual es una contradiccion.

Recapitulemos el conjunto de propiedades que hemos usado:

Prof. Renato Alvarez Nodarse Resumen de Analisis Funcional 2024



50 Capitulo 2. ¢Qué es el andlisis funcional?

1. Para el conjunto () las funciones continuas es unespacio vectorial
En Cj,yes un espacio normado y a su vez métrico

El operador K es un operador lineal y acotado.

> W n

Toda sucesién f,, € Cj,y tal que f, — f — 0 cuando n,m — oo,
(es decir una sucesién de Cauchy) es convergente, i.e., f, — f €
Clay) cuando n — oo. Esta propiedad se conoce como propiedad de
completitud del espacio (ver Definicién 3.5.12).

{Existen otros espacios utiles para resolver este tipo-de problemas?
¢Qué otras propiedades importantes son necesarias para lidiar con estos
espacios? ¢Con qué otros tipos de operadores podemos encontrarnos en
la préctica?

Nuestro objetivo serd estudiar algunas de las propiedades de los espa-
cios funcionales asi como de cierta clase de operadores que generalizan el
operador de Volterra discutido en este capitulo.
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Capitulo 3

Espacios métricos

Los espacios métricos son la extension natural de los espacios R y C. La
idea consiste en, dado un conjunto cualquiera de elementos, poder medir
la distancia entre ellos.

3.1. Definicidon de espacio métrico

Definicion 3.1.1 Un espacio métrico es un par (X, p) donde X es un conjun-
toy p :=pl(z,y) es una funcién real (univaluada) no negativa definida para
todos x,y, z € X tal que

Lip(z,y) =0 <=z =y,
2. p(z,y) = p(y,z),
3. p(z,z) < plz,y)+ ply, 2).

En adelante diremos simplemente que X es el espacio y p su métrica.

Veamos varios ejemplos representativos de espacios métricos. Notese
que muchos de ellos estdn definidos sobre el mismo conjunto X pero con
diferentes funciones p, i.e., la métrica cambia.

Ejemplo 3.1.2 Sea X un conjunto arbitrario y definamos la métrica trivial
plx,y) =1siz #yy p(x,y) = 0si x =y. Este espacio se suele denominar
espacio métrico discreto.
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Ejemplo 3.1.3 Si X es el conjunto de todos los niimeros reales y p(x,y) =
|z — y|, donde |x| es el valor absoluto de x, obtenemos un espacio métrico
normalmente denotado por R.

Ejemplo 3.1.4 El espacio métrico C es el espacio definido por el par X = C
y la métrica p(x,y) = |x — y|, donde |x| es el mddulo de x.

Ejemplo 3.1.5 X = R", es decir el espacio de las n-tuplas v = (xy, ..., x,)
con la métrica

Dicho espacio lo denotaremos por R;. Andlogamente se puede definir para el
caso complejo.

Ejemplo 3.1.6 Si X, es el espacio de las n-tuplas reales x = (xy,...,x,)
pero con la métrica

p(x,y) =Dl —yl,
k=1

obtenemos otro. espacio métrico (distinto al anterior) que denotaremos por
RY. Andlogamente se puede definir para el caso complejo.

Una generalizacion de los dos ejemplos anteriores es el siguiente:

Ejemplo 3.1.7 X = R", es decir el espacio de las n-tuplas = = (x1,...,x,)
con la métrica

n 1/p
pl@,y) = (Z |2k — yklp> ,  p=>1L
k=1

Dicho espacio lo denotaremos por R}. Andlogamente se puede definir para el
caso complejo.

Ejemplo 3.1.8 R’.. Es decir, X = R" espacio de las n-tuplas = = (x1,xs, . . .,
x,) pero con la métrica:

geoe

ple,y) = max [z — yy|.
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Ejemplo 3.1.9 Sea X = Cl,, es decir, el espacio de las funciones continuas
definidas sobre el segmento [a, b]. Definamos la funcién
p(f,9) = méax |f(z) = gl@)}

v

El par obtenido C(]a, b]) es un espacio métrico.

Ejemplo 3.1.10 Sea nuevamente X = C|,y, es decir; el espacio de las fun-
ciones continuas definidas sobre el segmento |a, b] y definamos la métrica

o= (| oA o) R

El par obtenido C’ffl y €8 un espacio métrico. Como caso particular (de especial
relevancia) tenemos el caso p.= 2, i.e., X = Cl, 5 ¥ pes la funcion

o(Fg) = \/ / (@) St

Ejemplo 3.1.11 Sea X el espacio de todas las sucesiones numeéricas reales
(o complejas) x = (x,),, acotadas y definimos la métrica

P(%?/) = sup |$k - yk|-
keN

El espacio obtenido es un espacio métrico que denotaremos por (.

Ejemplo 3.1.12 Sea ahora X el espacio de todas las sucesiones reales (o
complejas) x = (x,,), tales que >, |xx|P < +oc con la métrica

00 1/p
p(Ty) = (ZI%—%I”) ,  p>1

k=1
Dicho espacio lo denotaremos por (7.

Un caso-particular de los espacios (P es cuando p = 2, i.e., el espacio
métrico 42 usualmente asociado al nombre de Hilbert. O sea, (* = (X, p)
donde X es el espacio de todas las sucesiones x = (x1,%2,...,%y,...) tales
que Y 17, |zk]? < +o0 con la métrica

plx,y) = | D lon — el
k=1
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Ejemplo 3.1.13 Sea ahora X el espacio de todas las sucesiones reales x =
(x1,22,...,&p,...)y definamos la métrica por

o)

1z —
p(z,y) = 51 L
;leﬂxj—yj’
Este espacio también es un espacio métrico.

Ejemplo 3.1.14 Sea el espacio métrico (X, p). Entonces si definimos sobre
X una nueva métrica o(z,y)

p(r,y)
1+ p(z,y)’

obtenemos un nuevo espacio métrico (X, o).

o(z,y) =

Teorema 3.1.15 (Desigualdad de Minkowski) Sea los numeros x; e y;, i =
1,2...,n no negativos. Entonces, para todo p > 1 se tiene

(i(%erZ) (Zx> (ilﬁ)éa (3.1.1)

donde la igualdad sdlo tiene lugar-si x; = cy; para todo i = 1,2,...,n (es
decir si x; y y; son proporcionales).

La desigualdad de Minkowski (3.1.1) se puede extender facilmente al
caso de las series infinitas (ver problema 3.5), en el caso de que las mismas
converjan. Asi se tiene, en particular para las sucesiones numéricas (z;); e

(y:)i» que
(i(:ﬂl—l—yZ ) (Zx ) (iyf)p ) (3.1.2)

Andlogamente, para las funciones integrables correspondientes (i.e.,
donde estén definidas las integrales) se tienen (ver problema 3.6) la des-
igualdades de y Minkowski para integrales, para todo p > 1

(/ £(2) + g(a |pdx) (/ g(z |pdx>;+(/ab|g(m)|pdx>;.(3.1.3)
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3.2. Algunas definiciones topologicas

Definicidon 3.2.1 Sea X un espacio métrico, xo € Xy r > 0. Definiremos la
bola abierta B(zy,r) al conjunto

B(x(]?r) = {x € X; p(l’o,.??) < 71}7
bola o esfera cerrada S(x¢,r) al conjunto

S(xo,r) ={z eX; p(xg,x) <1}

Las bolas abiertas B(x, ¢) se suelen denominar e-vecindades (o entornos)
de x¢. Es evidente que toda e-vecindad de z, contiene al propio z,. Se
suele decir que un entorno-es pequefio si € es pequefio.

Por ejemplo, sea X = R con la métrica habitual®. Entonces B(zg,r) =
(xo — 1,20+ 1)y S(x0,7).= [T0 — T, 20 + 7]

Definicion 3.2.2 Un punto x( se denomina punto interior del conjunto M C
X si existe un >0 tal que B(xg,€) C .M.

Es decir, un punto x es un punto interior de M si existe un entorno de
dicho punto contenido en M. Por ejemplo, 1 es un punto interior de (0, 2]
con la métrica de R, sin embargo 2 no lo es.

Definicidon 3.2.3 Se dice que un punto zo € X (no necesariamente x, €
M. CX) es un punto de la frontera de M si-en cualquier entorno de xg
(tan pequefio como se quiera) hay al mismo tiempo elementos de M y de
su complementario X\:M (pudiendo ser, en ambos casos, el propio x). El
conjunto de todos los puntos frontera de M se denomina frontera de M y se
suele denotar por OM.

Por ejemplo, sea X = Ry M = (0, 1]. Todos los x, € (0, 1) son interiores
y los puntos 0 y 1 constituyen la frontera.
Nétese que puesto que la definiciéon de punto frontera es simétrica

respecto a al conjunto M C X'y su complementario X\ M, luego ambos
tienen la misma frontera.

'En adelante, a no ser que se diga lo contrario, para R y los distintos subconjuntos de
R usaremos la métrica habitual, es decir, la del ejemplo 3.1.3.
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Definicion 3.2.4 Se dice que el conjunto M C X es abierto en X si todos
sus puntos son interiores. Un conjunto M C X es cerrado en X si es su
complementario en X, X\ M es abierto.

Estd claro que un conjunto M C X es abierto en X si y solo si todos
sus puntos (elementos) se pueden encerrar en una bola abierta contenida
completamente en M. Nétese también que, dado un entorno B(x,¢) de
xg, ¥y cualquiera sea y € B(x, ¢) existe un entorno de y tal que B(y,d) C
B(x, €). Es decir, cualquier punto dentro de una bola abierta (entorno) es
el centro de un entorno contenido en dicha bola. Para probarlo notemos
que todos los puntos z del entorno B(z, €) sol tales que p(z, z) < r. Sea
la bola B(y,d) con 0 < § < r — p(x,y). Entonces, para todo z € B(y,0)
tendremos que p(z, 2) < p(z,y)+ p(y, 2) < p(z,y) +6=1r. 0O sea B(y,d) C
B(xg, €). De lo anterior se deduce que las bolas son conjuntos abiertos.

Notese que la definicion de conjunto abierto es equivalente a decir que
todos los puntos = € E estan contenidos en un subconjunto abierto F' C F
de F (si F' es abierto todos los puntos de F"son interiores, luego z es un
punto interior de F' y por tanto de F£).

Por ejemplo, sea X = R. El conjunto (0, 1) es abierto, [0, 1] es cerrado y
[0,1) no es ni abierto ni cerrado.

Proposicion 3.2.5 Un conjunto es abierto si y solo si no contiene ningun
punto frontera.

Proposicion 3.2.6 Un conjunto es cerrado si y solo si contiene todos sus
punto frontera.

Nétese que la frontera M de cualquier conjunto M es un cerrado.

La siguiente proposicién es de gran interés en la practica:

Proposicion 3.2.7 Sea X en conjunto de todos los subconjuntos abiertos de
X. Entonces

1. ey, Xex,

2. la unidn (finita o infinita) de subconjuntos abiertos de X es abierto: Si
Uk, k=1,2,... son abiertos, | J, U, € ¥
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3. La interseccion de un nuimero finito de abiertos es abierto: Si U, k =
1,2,...,n son abiertos, (\,_, Uy, € X.

Las tres propiedades anteriores son de extrema importancia. Tal es asi
que ellas definen un tipo de espacios muy generales: Los espacios topolo-
gicos. Asi, el par, dados un conjunto X y una coleccién ¥ de subconjuntos
de X, (X, ) se denomina espacio topolédgico si ¥ cumple con los axio-
mas (propiedades) 1, 2 y 3 de la proposicién anterior. Al conjunto ¥ se
le denomina topologia de X. Asi pues, todo espacio métrico es un espacio
topoldgico.

Nota 3.2.8 La interseccion de un infinitos conjuntos abiertos no tiene que
ser un abierto: (,—,(0,1 +1/k) = (0,1]. La unidén de infinitos conjuntos
cerrados no tiene que ser cerrada: | J;,[0,1 — 1/k) = [0,1).

Definicion 3.2.9 Sea M. C X. Diremos que x € X es un punto de contacto
(o adherente) de M si‘en cualquier bola B(x,€), ¢ > 0 hay al menos un
elemento de M. Asi mismo, diremos que x es un punto de acumulacion (o
punto limite) de M si en cualquier bola B(z,¢), ¢ > 0 hay al menos un
elemento de M distinto de x, o equivalentemente, en cada bola B(z,€), € > 0
hay infinitos elementos de M. Un punto x se denomina aislado de M si
existe una bola B(x,¢), ¢ > 0 que no contiene ningun elemento M excepto el
propio .

Notese que si © € M, entonces obviamente 7 es un punto de contacto
de M. En particular, todo punto interior de M es un punto de contacto.
Ademaés, todo punto interior es obviamente un punto de acumulacion. Por
otro lado, = es un punto de acumulacién de M siy solo si es un punto de
contacto de M \ {z}. De lo anterior se deduce que los puntos de contacto
de M o bien son puntos limites, o bien son aislados. De hecho, si z € Xy
no es de acumulacion, entonces es aislado.

Proposicion 3.2.10 Un conjunto es cerrado si y solo si contiene a todos sus
puntos limites.

Definicion 3.2.11 Dado un subconjunto M € X, se denomina clausura de
M al conjunto M de los elementos de M y sus puntos de contacto.
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De la definicién anterior se sigue que M = M U{conjunto de sus puntos
limites}. De hecho muchos textos definen la clausura de M al conjunto de
de los elementos de M y sus puntos limites.

Por ejemplo, si X = Q, entonces Q = R pues-todo z € R es un punto
limite de Q (épor qué?).

Proposiciéon 3.2.12 Un subconjunto M € X es cerrado siy sélo si M = M.
Luego, como M C M, entonces M es el menor conjunto cerrado que contiene
a M.

Definicién 3.2.13 Un subconjunto M C X es acotado si.su didmetro d(M)

= sup p(z,y) es finito.
z,yeM

Estd claro que si X = R; los conjuntos (0, 1) y [-2,1) son acotados.

3.3. Aplicaciones en espacios métricos

Definicion 3.3.1 Por aplicacion (operador) o funcion entenderemos una re-
gla T que le hace corresponder a cada elemento del subconjunto D(T) C X
un tinico elemento del espacio métrico Y. Asi, T : X — Y,y =Tz oy = T(x),
donde v'€ D(T) C Xey € Y. Alconjunto D(T') C X se le denomina dominio
de la aplicacion.

Definicidon 3.3.2 Si a cada = € D(T) le corresponde un valor y = Tz € Y
diremos que T'x es la imagen de x seguin T. Al conjunto de todas las imdgenes
T'x le denominaremos imagen de T'y le denotaremos por Z(T).

Definicidn 3.3.3 La imagen inversa de y € Y es el conjunto de todas las
x € D(T) tales que T'x = y. La imagen inversa de un subconjunto M C Y es
el conjunto de todas las © € D(T) tales que T'x = y para todos y € M.

La imagen inversa de un elemento y € Y puede ser el conjunto vacio, un
unico punto (elemento) de D(T') o un subconjunto M C D(T).
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Figura 3.1: Aplicaciones 7 : X — Yy U : X — Y. U es.inyectivay 7' no lo
es.

Definicidon 3.3.4 Una aplicacion T : D(T) C X + Y se llama sobreyectiva
si todo elemento y de Y es imagen de algtin elemento x del dominio, es decir
T es tal que

VyeY, JreD(T) talque Te =y <<= I(T)=Y:

Definicion 3.3.5 Una funcion se llama inyectiva si todo elemento y de la
imagen de T -es imagen a lo sumo-de uno y solo un elemento x del dominio.
Es decir T : D(T') C X+ Y es tal que

Yy, ys € Z(T), tales que y, = Ty = yo = Ty, = 1 = T3

O, equivalentemente, si Vx1,z9 € D(T) con x; # xs, se tiene Tz # Txs.

Es decir una funcién inyectiva es tal que diferentes puntos tienen diferen-
tes imdgenes y por-tanto la imagen inversa de cada y € Z(7T') es un dnico
elemento de D(T).

Definicidon 3.3.6 Una aplicacidn inyectiva y sobreyectiva se denomina bi-
yectiva.

Es decir una aplicacion es sobreyectiva si, para todo y € Y, la ecuacién
Tx = y tiene al menos una solucién, e inyectiva si la ecuaciéon anterior
tiene o bien una unica solucion, o bien no tiene solucién. Asi mismo, 7’
es biyectiva si para todo y € Y, la ecuaciéon Tz = y tiene una y sélo una
solucion.

Para las funciones inyectivas se puede definir la aplicacion inversa.
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Definicidon 3.3.7 Sea T': D(T) C X — Y una aplicacién inyectiva. Defini-
remos su aplicacion inversa T~ a la aplicacion T~ : Z(T) C Y — D(T) C
X tal que a cada elemento y € Z(T') le hace corresponder.un tnico x € D(T)
tal que Tx = y.

Para mostrar conceptos anteriores mostraremos algunos ejemplos con
funciones reales.

Por ejemplo, la funcién f : R — R, f(z) = 2? no es inyectiva pues
para f(x) = 4, por ejemplo, existen dos valores de = del domino tales que

f(z) = 4, ellos son x = —2 y x = 2. Esta funcién tampoco es sobreyectiva
pues para y = —1 no existe ningin z del dominio tal que f(z) = —
(f(x) = =1 <= 2? = —1). Un ejemplo de funcién sobreyectiva es h : R —

R, h(z) = z*. La funcién f : [0,+00) — R, f(z) = x* es inyectiva pues
a cada y € f(A) le corresponde una z € [0, +o0) tal que f(z) = y. Dicha
r es x = /y. Por tanto la funcién f : [0, +o0) ~ R tiene inversa y ficha
inversa es f~!: [0,+00) € R, f~!(x) = /x.

Definicién 3.3.8 (Composicion de aplicaciones) Sean T': D(T) C X —
I(T) cYy U :DU)CY — Z(U) C Zdos aplicaciones tales que Z(T") C
D(U). Entonces definiremos la aplicacion UoT : X — ZYy la denominaremos
aplicacion compuesta de U y T a la aplicacion que le hace corresponder a
cada x € D(T) C X un elemento z € Z tal que z = U(Tz) (z = U Tx).

En general UTz # TUz, de hecho que exista U o T no implica que exista
ToU.

Porejemplo: sea f : R — R, f(z) =22y g R — R, g(x) = z + 2. Es
evidente que la imagen de f estd contenida en el dominio de g, por tanto
podemos definir la funcién (g o f)(z) = g(f(z)):

(g0 f)() =g(f(2)) =g(a®) = 2* + 2.

Ademas, la imagen de g también esta contenida en el dominio de f, por
lo que podemos definir la funcién compuesta (f o g)(x) = f(g(z)):

(fog)(z) = flg(x)) = flz +2) = (x +2)".

Nétese que (fog)(x) # (go f)(z). De hecho que exista (fog)(x) no implica
que exista (go f)(x). Por ejemplo: f : [-1,1] = R, f(z) =zyg:[0,1] = R,
g(z) = 2%, para las cuales tenemos (f o g)(z) : [0,1] = R, (f o g)(z) = 2*
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Figura 3.2: Composicidn de funciones fogde'f : A — C = f(A) g¢:
B~ D,C=f(A) CB.

pero (g o f)(x) no existe.
Noétese quesi 1 es invertible, entonces T o Tt =T 1o T = I.

Definicion 3.3.9 La restriccion de una aplicacion T : D(T) C X — Y a un
subconjunto B C D(T) es la aplicacion T'|p que se obtiene de T' cuando z se
restringe al conjunto B C D(T).

Definicion 3.3.10 La extension de una aplicacionT : D(T) C X — Y a un
subconjunto C' O D(T) es la aplicacion T tal que T'|pry =T, i.e, Tx =Tx
para todo x € D(T).

Definicion 3.3.11 Una aplicacion T : D(T) C X — Y es continua en z, €
D(T) si para todo € > 0, existe un 6 >0 tal que Vo € D(T) con p(x, o) < 6
es tal que* o(Tw, Txg) < €. Se dice que T es continua en todo M C D(T) si
T es continua en todo x € M.

Proposicién 3.3.12 Una aplicacién T : D(T) C X — Y es continua si y
solo si la imagen inversa de cualquier subconjunto abierto (cerrado) de Y es
un subconjunto abierto (cerrado) de X.

2Aqui p denota la métrica de X y o la de Y.
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3.4. Espacios métricos separables

Como ya hemos comentado, un espacio métrico puede contener mu-
chos o pocos elementos. Es facil intuir que en un espacio con pocos elemen-
tos es en general mds sencillo para trabajar que en uno con muchos. Un
ejemplo de ello es R. Cuando trabajamos con numeros reales estos pueden
ser racionales Q o irracionales I. En el primercaso es sencillo operar con
ellos en la practica, pero en el segundo es formalmente imposible pues pa-
ra representar un irracional necesitamos un numero infinito-de decimales.
Sin embargo en los cursos de andlisis matemdtico elementales se prueba
que dado un irracional (en general de un real) cualquiera siempre se pue-
de encontrar un racional que tan cerca como se quiera. Esta propiedad se
conoce como la densidad de Q en R. Pero aparte de esta ventaja indudable
de los racionales frente a los irracionales hay otra mds: el conjunto Q de
todos los racionales es numerable mientras que el de los irracionales (y
por tanto R) no lo es. En esta seccidn trataremos estas cuestiones para un
espacio métrico general.

Definicion 3.4.1 Sea M C X un subconjunto de X. Se dice que M es denso
en X si su clausura coincide con M, i.e., M = X.

De la definicién anterior se infiere que si M es denso X entonces cualquie-
ra sea la bola B(z, €) (por pequeilo que sea ¢ > () siempre contiene puntos
de M. En otras palabras, cualquiera sea = € X, siempre tiene elementos
de )M tan cerca como se quiera.

Por ejemplo, Q es densoen R pues como ya hemos visto Q = R.

Definicion 3.4.2 Un espacio métrico X es separable si contiene un subespa-
cio numerable® M'C X denso en X.

Asi pues, R es separable pues Q es numerable y denso en R.

Ejercicio 3.4.3 Prueba que C es separable.

3Un conjunto M cualquiera se denomina numerable si se puede poner en correspon-
dencia biunivoca con N = {1,2,3,...}. Es decir, existe una correspondencia biunivoca
entre los elementos de M y los niumeros naturales. Por ejemplo, Q es numerable, pero R
no lo es. Para mas detalle ver el apartado 1.4.1.
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Ejemplo 3.4.4 El espacio métrico trivial del ejemplo 3.1.2 es separable si y
solo si el propio espacio X es numerable.

Ejemplo 3.4.5 El espacio (? del ejemplo 3.1.12.con p = 2, es separable.
Ejemplo 3.4.6 El espacio (> (ver ejemplo 3.1.11) no es separable.

Ejercicio 3.4.7 Sea X un espacio métrico separable y sea M C X. Prueba
que M también es separable.

Antes de discutir el concepto de convergencia en espacios métricos
conviene hablar de otro tipo. muy especial de conjuntos: los conjuntos
raros o densos en ninguna parte.

En la definicién 3.4.1 vimos que un un subconjunto M C X es denso
(en todas partes) en X si su clausura M = X. Esto implica que si M no
es denso en X, entonces M # X, por lo que M dejaréa sin rellenar algin
entorno (abierto) de X. Sin embargo hay otros conjuntos que también es
conveniente conocer. Asi tenemos la siguiente:

Definicion 3.4.8 Un conjunto M < X es raro o denso en ninguna parte si
su clausura M no contiene ningtin entorno, i.e., el interior de M = ().

En otras palabras, un conjunto M es raro si su clausura M no contiene
puntos interiores. Ello implica que cualquier entorno de X contiene una
bola que es disjunta de con M. A diferencia de los conjuntos no densos en
general, los no raros son tales que su clausura tienen que rellenar algiin
entorno de X pero no necesariamente todo el espacio.

Nétese que si M es cerrado, entonces M = M, por tanto si un conjunto
cerrado no contiene ningin entorno, entonces es denso en ninguna parte.
En efecto, si M no fuese raro, entonces A contendria un entorno, pero
como M = M, M contendria un entorno lo que es una contradiccién.

Proposicion 3.4.9 Sea M un abierto. Entonces M \ M es raro.

Proposiciéon 3.4.10 Un conjunto M C X es raro siy solo si X \ M es denso
enX, ie, X\ M =X
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Definicidon 3.4.11 Un conjunto formado por la unién numerable de conjun-
tos raros se denomina de primera categoria o magro. Si-un conjunto no es de
primera categoria, entonces se dice que es de segunda categoria.

Por ejemplo, si X = R, cualquier conjunto finito de puntos es raro (y
por tanto de primera categoria), el conjunto de los numeros racionales Q
es de primera categoria, (—1, 2] es de segunda categoria.

Aunque no es es nuestro objetivo tratar demasiado este tipo de cuestio-
nes conviene mostrar un ejemplo de lo sutil que pueden llegar a ser estos
conceptos. Como mencionamos antes, un conjunto numerable de puntos
de R (por ejemplo los nimeros naturales) es de primera categoria. El si-
guiente ejemplo muestra que no siempre es asi. Sea 2 = {1,2,3,...}y
elijamos la métrica habitual de R. Es obvio que los entornos (bolas) de (2
de radio menor que 1 son puntos tinicos y, por tanto, el inico subconjunto
no vacio de €2 que es denso en ninguna parte es conjunto vacio, es decir,
cualquier subconjunto de ) es necesariamente de segunda categoria.

Para terminar conviene hacer notar que el conjunto vacio () es denso
en ninguna parte (la palabra raro le viene muy bien), por tanto es de pri-
mera categoria, luego, un conjunto de segunda categoria tiene que tener
elementos. Esa es una importante propiedad de estos conjuntos: si proba-
mos que un conjunto es de segunda categoria entonces sabemos que dicho
conjunto contiene elementos.

3.5.  Convergencia en espacios métricos

En esta seccion estudiaremos en concepto de convergencia en espacios
métricos y alguna de sus consecuencias.

Definicién 3.5.1 Dada una sucesion (z,), de elementos de X, diremos que
(xn)n es acotada si existe un subconjunto M C X acotado tal que x,, € M
para todo n € N.

Lo anterior es equivalente a que exista un x € X y un niumero K > 0
tal que p(z,x,) < K para todon € N.
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Definicidon 3.5.2 Una sucesion (z,,), de elementos de X es convergente, y lo
denotaremos por lim,, ,., x,, = x, si existe un x € X-tal que para todo ¢ > 0
existe un N € N tal que para todo n > N, p(z,z,) < e. En caso contrario
diremos que (x,,),, es divergente.

Nétese que en la propia definicién de limite estd explicito que el limite
ha de ser un elemento de X. Por ejemplo, sea X el intervalo abierto (0, 1)
con la métrica habitual de R. La sucesién z, = 1/(n + 1) no tiene limite
en X ya que claramente 1/(n 4 1) "= 0'pero 0 ¢ (0, 1).

Una consecuencia de la propia definicion es que, si existe el limite, este
es unico.

Ejercicio 3.5.3 Da una interpretacion geométrica (topoldgica) del concep-
to de limite en un espacio ‘métrico cualquiera.

Gracias al concepto de convergencia podemos dar una caracterizaciéon
analitica muy elegante de los conjuntos cerrados.

Proposicion 3.5.4 Sea M un subespacio no vacio de un espacio métrico X,
y sea M su clausura. Entonces

a) x € M siy sélo si existe una sucesion (z,,),, de elementos de M (i.e.,
Vn, x, € M) tal que lim,., x,, = .

b) M es cerrado siy solo si lim,, ., x, = = implica que = € M.

Definicion 3.5.5 Un-espacio métrico X se denomina (secuencialmente) com-
pacto si cualquier sucesion (z,), de elementos de X tiene una subsucesion
convergente.

Entenderemos que M C X es compacto si M es compacto como subcon-
junto de’X, i.e., cualquier (z,), de elementos de M tiene una subsucesién
convergente en M.

Ejercicio 3.5.6 Prueba que el espacio métrico discreto del ejemplo 3.1.2
constituido por infinitos puntos no es compacto. (Ayuda: Basta escoger una
sucesion de elementos distintos.)
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Lema 3.5.7 Si M C X es compacto, entonces M es cerrado.y acotado.

El reciproco, en general, es falso.

Recordemos que una aplicacién 7' : D(T) € X — Y es continua —ver
la definicién 3.3.11- en xy € D(T) si para todo e > 0, existe un § > 0 tal
que Vx € D(T) con p(x,xy) < § es tal que o(Tx,Tzy) < e. T es continua
en M C D(T) si es continua en todo = € M.

Ejercicio 3.5.8 Prueba que la definicion de continuidad 3.3.11 en un punto

es equivalente a la siguiente definicion por sucesiones: T es continua en x Si
. .7 n—oo . n—oo

para cualquier sucesion (x,,), con.x, — xo, se tiene que Tx,, — Tx.

Teorema 3.5.9 Sea T : D(T) € X — Y continua. en el compacto M C
D(T). Entonces la imagen de M, T(M) también es un conjunto compacto.
Le., las aplicaciones continuas transforman compactos en compactos.

Corolario 3.5.10 Sea una aplicacion continua T : M C X — R de un com-
pacto M en los reales.-.Entonces T  alcanza su mdximo y su minimo absolutos.

Este corolarioes una generalizacidn del teorema de Weierstrass para las
funciones continuas.

3.5.1.. Espacios métricos completos

Definicion 3.5.11 Una sucesién (x,,), de elementos de X se denomina de
Cauchy o fundamental si-existe para todo € > 0 existe un N € N tal que para
todon > N ytodop € N, p(x,, x,ip) <€

En R toda sucesion es convergente si y sélo si es de Cauchy. Esta pro-
piedad fundamental de R no es cierta para cualquier espacio métrico X.
Por ejemplo, si-escogemos nuevamente X como el intervalo abierto (0, 1)
con la métrica habitual de R, la sucesién z,, = 1/(n+1), que es de Cauchy
(¢épor qué?) no tiene limite en X.

Definicion 3.5.12 Un espacio métrico X se denomina completo si y solo si
toda sucesion de Cauchy de elementos de X converge (a un elemento de X).
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Por ejemplo, el espacio X = R con la métrica usual de R, es completo.
También lo es X = C con la métrica usual de C. Sin embargo Q, el con-
junto de los niimeros racionales, es incompleto ({por qué?), y el conjunto
X = (0,1) de antes también lo es.

Proposicion 3.5.13 Sea (x,,), una sucesion convergente de elementos de un
espacio métrico X. Entonces (x,),, es de Cauchy.

Teorema 3.5.14 Un subespacio M de un espacio métrico completo X es
completo si y solo si es cerrado en X.

Ejemplo 3.5.15 El espacio métrico ¢? del ejemplo 3.1.12 (p = 2) es comple-
to. De hecho, el espacio (7, p > 1 es completo.

Ejemplo 3.5.16 El espacio C’fa’b] del ejemplo 3.1.10 no es completo.
Ejemplo 3.5.17 El espacio métrico C.(|a,b]) del ejemplo 3.1.9 es completo.

Definicion 3.5.18 Sea sucesion de esferas (bolas cerradas) (S, (xn,7n))ns
Sp(xy, ) C X, para todo n € N, tales que

Sl(l‘lyTI) D SQ(IE%TQ) DD Sn(xnyrn) D Sn—}—l(wn-‘rlarn-‘rl) Do

se denomina sucesion de esferas (cerradas) encajadas.

Teorema 3.5.19 (De las esferas encajadas) Sea X un espacio métrico. En

tonces, X es completo si y solo si, cualquier sucesion de esferas encajadas
. N — . . .7 s .

cuyos radios tiendan a.cero (r, — 0) tiene intersecciéon no vacia, i.e.,

(Ve Sn(@n, ) 7 0.

Ejercicio 3.5.20 Prueba que si X es completo, entonces la (|~ Sp(zn,70),
con r, — 0, contiene un unico punto. (Ayuda: Usa el teorema anterior y
reduccion al absurdo).

Apliquemos el teorema anterior al espacio métrico R. Como sabemos
R es completo, luego toda sucesion de esferas encajadas, en este caso los
intervalos cerrados [z,, — 7y, x, + r,], tales que r, 2% () tienen al menos
un punto en comun (|~ [, — ry, T, +r,] # 0. De hecho tienen uno y sélo
uno. Lo anterior no es mas que el Teorema de los intervalos encajados de
Cantor en R.
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Nota 3.5.21 En el Teorema de las esferas encajadas 3.5.19 se puede cambiar
la condicion de que los radios de las esferas tiendan a cero por que las esferas
sean compactas.

Definicidon 3.5.22 Sea T : X — Y una aplicacion inyectiva del espacio
métrico (X, p) al espacio métrico (Y, o). Diremos que T es una isometria si

YV, xe € X, p(xy, o) = 0(Txy, Txs).

Esto tiene una implicacién muy importante: Si dos espacios son iso-
métricos, entonces las distancias de los elementos originales y de sus ima-
genes seguin 7' son las mismas, es decir los espacios sélo difieren por la
naturaleza del conjunto X pero-son idénticos segun la métrica. En particu-
lar los conceptos topoldgicos (entorno, cercania, etc) son los equivalentes
en ambos espacios.

Definicion 3.5.23 Sea (X, p) un espacio métrico y sea (X, p) su clausura.
Llamaremos completamiento de X al espacio métrico completo X* tal que
XX yX=X"

Por ejemplo, el conjunto de todos los reales R es el completamiento
del conjunto de los racionales Q.

Ejercicio 3.5.24 ¢Cudl es el completamiento del espacio (0, 1) discutido an-
teriormente?

Teorema 3.5.25 Todo espacio métrico (X, p) tiene un completamiento. Di-
cho completamiento es tnico salvo isometrias. Es decir, si X* y X** son
dos completamientos de X, entonces existe una aplicacion T : X* — X*
x** =Tx* tal que Tx = x para todo x € Xy p*(z*,y*) = p™(Tx*, Ty*).

La demostracion de este Teorema se puede encontrar, por ejemplo, en las
monografias [5, 6].
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3.5.2. El Teorema del punto fijo

Definicion 3.5.26 Sea T : X — X una aplicacién. Si existe un o € (0, 1)
tal que
Ve,yeX = p(Tz,Ty) < ap(z,y),

diremos que T es una aplicacion de contraccion.
Ejercicio 3.5.27 Prueba que toda aplicacion de contraccion es-continua.

Definicidon 3.5.28 Sea T : X — X una aplicacién. El punto x € X se deno-
mina punto fijo de T si Tx = .

Teorema 3.5.29 (Del punto fijo) Sea X un espacio métrico completoy T :
X — X una aplicacién de contraccion. Entonces. T tiene un tnico punto fijo.

Corolario 3.5.30 Sea X un espacio métrico completo y sea T : X — X una
aplicacion de contraccion. Entonces cualquiera sea el elemento wy € X la
sucesion xg, x1 = Txg, ..., T, = Tx,_1,..., tiene un unico punto limite que
coincide con el punto fijo de T. Ademds, p(z,,, x) < 1*—p(x¢, T1)-

Ejemplo 3.5.31 Como ejemplo sencillo consideremos las funciones reales
en f : [a,b] — R tales que para todos z; e =, de-[a,b] se satisface la
condicién de Lipschitz

|f(x1) = f(z2)] < Kl|z1 — 29, K €(0,1).

Entonces, f es una aplicacién de contraccidn y por el Teorema del punto
fijo la sucesion

Zo, Ty = f(xo)v Ty = f(l'l)’ Tp1 = f(ZEn)?

converge a un unico limite x tal que x = f(z). En particular, f satisface la
condicién de Lipschitz si f es diferenciable y |f'(x)] < K < 1 en [a, b].

Definicién 3.5.32 Sea (T},), una sucesién* de aplicaciones T,, : X — Y y
sea M C D(T). Diremos que T,, converge puntualmenteen M aT : X — Y,
si para todo x € M la sucesion (T,x),, es convergente, i.e., para cada x € M
lim, oo Tnx =Tx =y €Y.

*Se asume que todos los operadores T, tienen el mismo dominio D(T},).
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En otras palabras
Ve>0 y Vee M 3IN:=N(ezx)eN;, Vn>N = p(T,z,Tx) <e.

Esta claro de la definicién anterior que el nimero N depende no sélo del
valor de ¢ sino también del elemento x. Para diferentes = tendremos en
general diferentes .

Definicién 3.5.33 Sea (7),),, una sucesion de aplicaciones T,, : XY y sea
M C D(T). Diremos que T,, converge uniformemente en M a T': X — Y, si

Ve>0 IN:=N(e)eN;, Vn>NyVreM = p(T,r,Tx) <e.

Es decir, fijado el ¢ > 0, podemos escoger un N tal que la desigualdad
p(T,xz,Tz) < € es cierta en todo el subconjunto M.

Una aplicacion del teorema del punto fijo

El teorema del punto fijo se puede usar para probar el siguiente:

Teorema 3.5.34 (Picard) Sea f(z,y) una funcidn continua en una region
Q C R? que contiene al punto (x,y,) y satisface la condicién de Lipschitz en

vy, Le.,
3K > 0; Va,y,5 € Q, |f(zoy) — f(z,9)] < Kly =3,

entonces existe.un d-entorno de x, donde el problema de valores iniciales

y'(x) = f(x,y),  y(xo) = Yo,
tiene solucion unica.

Notese que del corolario 3.5.30 se sigue que la solucion del problema
devalores iniciales puede ser aproximada mediante la sucesién

yo(ﬂ?) =Yo,
mm=%+m+/fw%wMu

%@=m+m+/f@%4@w7

conocida como sucesién de Picard.”

>Compdrese con lo discutido en el apartado 2.2.
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3.6. El teorema de las categorias de Baire

Vamos a terminar este capitulo con un teorema importante relacionado
con los espacios métricos completos que nos serd de utilidad mds adelante.

Teorema 3.6.1 (Baire) Un espacio métrico X # () completo es de segunda
categoria.

Corolario 3.6.2 Sea X # () un espacio métrico completo. Supongamos que

o0
X = U M, M, C X conjuntos cerrados.
k=1
Entonces al menos un M, contiene un abierto no vacio (un entorno).

Dos aplicaciones “sencillas” al analisis clasico

El teorema.de Baire nos serd de gran utilidad para probar algunos
teoremas cldsicos del andlisis funcional como veremos mas adelante. No
obstante, en este apartado veremos dos ejemplos sencillos de aplicacién al
andlisis clasico.

Ejemplo 1. No es complicado probar que existen funciones continuas en
los irracionales y discontinuas en los racionales de para distintos subcon-
juntos de R (ver por ejemplo el problema 3.21). ¢Y al contrario? Es decir,
{existen funciones continuas en los racionales y discontinuas en los irra-
cionales? La respuesta es no. No existen funciones definidas en [0, 1] que

sean continuas en cada racional de (0, 1) y discontinuas en cada irracional
de (0,1).

Para probar este resultado se necesitan de ciertas definiciones previas.

Sea a € [ C R, I abierto, Is5(a) = (a — d,a + 6) C I. Definamos las
cantidades

w(f, 1) = sup |f(z) = f(y)l, w(f a)=lmw(f I5(a)),
z,y€el 0—0
conocidas como oscilacion de f en en abierto / y el punto a € I, respecti-
vamente. Es claro que para todo abierto U C I, w(f,U) < w(f,I), luego

w(fa a) < w(fa [5(&)) < w(f7 I)
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Es sencillo ver que una funcién f es continua en.x = a si y solo si

w(f,a) = 0. Por otro lado, el conjunto U(xz,¢) delas x € [ tales que
w(f,z) < ¢, para todo € > 0 es abierto. Para ello tomemos ¢ > 0 y sea
xg € U(x,e).
Ejemplo 2. Sea C’,; el espacio métrico de lasfunciones continuas en [0, 1]
con la métrica del p(f,g) = méx,cp 1 |f(x) — g(z)|. Como ya vimos (ver
ejemplo 3.5.17) este espacio es completo. Sea A el espacio de las funcio-
nes continuas que tienen al menos en un punto una derivada lateral finita.
Entonces que A es un conjunto de primera categoria. Es decir, tenemos el
siguiente teorema:

Teorema 3.6.3 El conjunto de todas las funciones continuas que no tienen
ninguna derivada lateral finita en ningtn punto del intervalo [0,1] es de
segunda categoria.

O sea, las funciones con las que estamos acostumbrados a trabajar en el
andlisis constituyen un.conjunto magro.

La idea de la demostracién de este teorema consiste en construir la
familia de subconjuntos E,, de las funciones continuas f € Cjo ) tales que
para cada n.€ N

_ [+ h)—f)]
b - il

<n, ¥h € (0,1/n), para algun z € [0, 1—1/n]} :

Probar que F, es cerrado para todo n y que Cjq \ E, = Cjq], lo que
implica que E,, es raro. Luego hay que usar el Teorema de Baire 3.6.1.

Conclusion, existen funciones continuas que no tienen derivada en nin-
gun punto, y dado que el conjunto de esas funciones es de segunda cate-
goria ello implica-que dichas funciones monstruos son las mas comunes en
el andlisis.

De manera similar se puede probar que no existen funciones definidas
en [0, 1] que sean continuas en cada racional de [0, 1] y discontinuas en
cada irracional de [0, 1]. Cuestién que dejamos como ejercicio® al lector.

%Ver, por ejemplo, [8, Teorema 6.6, pag. 149].
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3.7. Problemas

Problema 3.1 Prueba la desigualdad de Young: Dados dos nimeros reales
a,b>0yp> 1, entonces,
1 1 1
avbs < a4 -b, =1 (3.7.1)
p q pq
Ademaés la igualdad sélo tiene lugar si a. = b. Ayuda: Encuentra los extremos
de la funcién f : [0,00) — R, f(z) =a®* -~ ax + a — 1, a € (0;1) y prueba que
f(z) < 0 para todo = > 0. Escogiendo = = a/b, a,b > 0y o = 1/p,p > 1 se
deduce el resultado.

Problema 3.2 Prueba la desigualdad de Holder: Sean los niimeros z; e y;,
1 =1,2...,n no negativos. Entonces, para todo p > 1y ¢ > 1 se tiene

1 1
> wmiyi < (Z xi’) (Z y;?) i loyg (3.7.2)
i=1 i=1 i=1

p g

donde la igualdad sélo tiene lugar si z¥ = cy{ paratodoi =1,2,...,n (es
decir si 2 y 3! son proporcionales). Ayuda: Usa la desigualdad de Young.

Problema 3.3 Prueba la desigualdad de Minkowski (3.1.1) a partir de la
desigualdad de Holder (3.7.2).

Problema 3.4 Encontrar los extremos de la funcién f : [0,00) — R,
fl¢). = 2*—ar+a—1,cona > 10 «a <0y probar que f(z) > 0
para todo x > 0. Deduce a partir de este resultado las desigualdades ana-
logas a las desigualdades de Young (3.7.1), de Holder (3.7.2) y Minkowski
(3.1.1), respectivamente.

Problema 3.5 Extiende a las series infinitas las desigualdades de Holder

f:xi yi < (io: 5Ef> p (i yf) q ) (3.7.3)
i—1 i—1 i—1

y Minkowski (3.1.2), respectivamente, donde (x;); v (y;); son sucesiones
de numeros no-negativos. Se asume que las sucesiones son tales que las
correspondientes series son convergentes.
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Problema 3.6 Sean f y ¢ dos funciones continuas en [a,b]. Usando la
desigualdad de Young (3.7.1) prueba las desigualdades de Holder

/ab |f(x)g(z)|dx < (/ab |f(x)|1?dx>; </ab |g(x)|qu>;, p>1, (3.7.4)

donde g es tal que ; + ¢ =1, y Minkowski

([0 +aras) < ([ +([aera) o1

¢Son ciertas estas igualdades si f y g son integrables?

Problema 3.7 Sea X un espacio métrico y sea (z,), una sucesién conver-
gente. Prueba que

1. (z,), es acotada.
2. El limite de (z,,), es unico.

3. Siz, =3 zey, — y, entonces lim, . p(xn,yn) = p(z,y), €s
decir, la aplicacién p : X — R es continua. Ayuda: Usa que p(zy, yn) <

p(Tn, ) +p(2,y) + p(Y, Yn)-

Problema 3.8 Es conocido que en R de toda sucesidn acotada se puede
construir (extraer) una subsucesion convergente (Teorema de Bolzano-
Weierstrass). Sea ahora X un espacio métrico arbitrario y sea (z,), una
sucesién acotada de X. ¢Se puede construir (extraer) de (z,), una subsu-
cesion convergente? Justifica la respuesta.

Problema 3.9 Sea X un espacio métrico completo. Sea (z,,),, una sucesién
acotada en X. ¢Se puede extraer de (x,), una subsucesién convergente
(es decir, ¢es cierto el Teorema de Bolzano-Weierstrass para los espacios
métricos completos?). Justifica tu respuesta. ¢Qué ocurre si X no es com-
pleto?

Problema 3.10 Sea (z,), una sucesién fundamental (de Cauchy) de ele-
mentos de un espacio métrico X.

1. Prueba que (z,), es acotada.
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2. Sea (z,, ) una subsucesion de (z,),. Prueba que si (z,, ), converge
a x, entonces (), también converge y lim, ., z, = .

Problema 3.11 Prueba que el espacio métrico trivial del ejemplo 3.1.2 es
completo.

Problema 3.12 Prueba que los espacios métricos de los ejemplos 3.1.5-
3.1.7 son completos. ¢Y el del ejemplo 3.1.8?

Problema 3.13 Prueba que el espacio métrico (> del ejemplo 3.1.11 es
completo.

Problema 3.14 Prueba que los espacios métricos definidos en el ejemplo
3.1.5-3.1.7 y 3.1.12 son separables. Ayuda: Usa los subespacios definidos
mediante los vectores y = (¢1,62,---,qn), qx € Q, k = 1,2,...,n para los es-
pacios de los ejemplos 3.1.5-3.1.7 y los subespacios definidos por los vectores
y = (q1,92,---,qn,0,0,...), para todo n € N, en el espacio del ejemplo 3.1.12
(p > 1) y prueba que son numerables y densos-en los correspondientes espacios
métricos.

Problema 3.15 Prueba que el espacio R con la métrica discreta (ver ejem-
plo 3.1.2) no es separable.

Problema 3.16 Prueba que el espacio métrico definido en el ejemplo 3.1.13
es separable y completo.

Problema 3.17 Sea B(a,b) el conjunto de todas las funciones acotadas
(no necesariamente continuas) en [a, b]. Prueba que B(a, b) es un espacio
métrico con la métrica p(f, g) = sup,eiy |f(*) — g()|. Prueba que dicho
espacio no es separable. Ayuda: Sea el conjunto de todas las funciones f;(x) =
Opara0 <z <ty fi(z) =1parat <z <b,te [a,b]. Prueba que dicho conjunto
no es numerable. Calcula la distancia entre dos funciones cualesquiera de dicho
conjunto y razona como en el Ejemplo 3.4.6.

Problema 3.18 Estudia bajo que condiciones (sobre los a; ;) la aplicacién
A R" —R" definida por el sistema de ecuaciones

yi:Zaijxj+bj, i:1,2,...,n,
j=1

es de contraccion en los siguientes casos
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1. Si usamos la métrica del ejemplo 3.1.5.
2. Si usamos la métrica del ejemplo 3.1.6

3. Si usamos la métrica del ejemplo 3.1.8

Problema 3.19 Utiliza el Teorema del punto fijo para probar que el pro-
blema de valores iniciales asociado al sistema de ecuaciones diferenciales

yi(m) = fi(xvyby% s 7yn>’i = 17 - N, y1(x0) = (yl)Oa s 7yn(x0) = (yn)07

tiene solucion tnica en cierto J-entorno de x,. Asumir que las funcio-
nes f; son continuas en cierta regién © de R"™' que contiene al punto
(20, (¥1)o, - - -» (Yn)o, ¥ que se satisfacen una condicién de Lipschitz de la
forma

AK > 0; Yo,y 5 € Q, |f(x, vy yn)—F(2, 01, 5 0n)| < Kiiﬂléx |y —Ti]-

----- n

Problema 3.20 Sea la ecuacién integral de Fredholm de 2° tipo

b
Fle) = A / K (o, )/ @)dy + 9(x),

donde el niicleo K(z,y) de la ecuacidén integral y ¢ son funciones conocidas
y continuas en el cuadrado definido por las desigualdades a < = < b
y a < y < b. Prueba que en el espacio Cj,; con la métrica p(f,g) =
max e f(2) — g(x)| (ver ejemplo 3.1.9) la ecuacion anterior tiene una
Unica solucién si |A\| < (M (b~a))~!, donde M es el méximo de la funcién
K(x,y). Ayuda: Utiliza el Teorema del punto fijo.

Problema 3.21 Prueba que la funcién f(z) definida sobre (0, 1) tal que
f(z) = 1/q si x = p/q (fraccion reducida) e igual a 0 si = es irracional
es continua en cada irracional de (0, 1) y discontinua en cada racional de
(0, 1).

Problema 3.22 El Teorema de Baire 3.6.1 se puede probar a partir del
Teorema de las esferas encajadas 3.5.19 para ello hay que una sucesion
apropiada de esferas encajadas. Ello se puede hacer razonando de la mis-
ma forma que en la prueba presentada en el apartado 3.6 y mostrado que
existe una esfera Sy tal que S, C By pero que no estd contenida en By ;.
Usar esta idea para dar una prueba alternativa del Teorema de Baire 3.6.1.
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Teoremas, Proposiciones y Problemas para el examen

Teoremas principales: Teorema de las esferas encajadas 3.5.19, Teorema
de Baire 3.6.1.

Resultados importantes: 3.1.15, 3.2.5, 3.2.6, 3.2.10, 3.2.12,3.3.12,3.4.7,
3.4.10, 3.5.4, 3.5.7, 3.5.9, 3.5.14, 3.5.29,-3.5.34, 3.6.3.

Problemas y ejercicios: Probar que los pares (X, p) de los ejemplos 3.1.7,
3.1.9, 3.1.10, 3.1.11, 3.1.12, 3.1.13, son espacios métricos. Probar los re-
sultados 3.4.4, 3.4.5. 3.4.9, 3.5.8,3.5.13, 3.5.15, 3.5.16, 3.5.17, 3.5.20.
Problemas: 3.2, 3.5, 3.7, 3.9, 3.10, 3.11, 3.13, 3.16, 3.18, 3.20.
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Capitulo 4

Espacios normados y espacios de
Banach

4.1. Espacios vectoriales

Definicidon 4.1.1 Sea V un conjunto de elementos cualesquiera y K el cuerpo
de los numeros reales R o complejos C. Definiremos en V. las operaciones
suma “+” de dos elementos x, y de V' y multiplicacion “-” de un elemento de
V por un nuimero (real o complejo) o € K por un elemento de V. Diremos
que V es un espacio vectorial sobre K (real o complejosi K = R o K = C,
respectivamente), si se cumplen las siguientes propiedades (axiomas):

1. Para todos x e y, vectores de V, el vector suma, w = x + 1, también es
un vector de V y para todos x,y, z € V se cumple que:

a) r+y=y+z
b) (r+y)+z=a+(y+2)
c) Existe un elemento “nulo” de 'V, talque xt +0=0+z ==z

”

d) Cualquiera sea el vector x de V, existe el elemento (—x) “opuesto
aw, tal que x + (—x) = (—x) + = = 0.

2. Para todo x vector de V, el vector que se obtiene al multiplicar por un
escalar, w = « - x, también es un vector de V y para todos =,y € V,
a, B € K se cumple que:

a a-(z+y)=a-z+a-y

79



80 Capitulo 4. Espacios normados y espacios de Banach

b) (a+p) - z=a-z+p-x
9 a-(50) = (af) -z
d1l-z=2

Ejemplos.

1. El conjunto de los vectores de R" cuando la suma de dos vectores y
la multiplicacién por un escalar es la estandard.

2. El conjunto de las matrices m. x n cuando la suma de dos matrices
y la multiplicacién por un escalar es la estdndard. Dicho espacio lo
denotaremos por R"*".

3. El conjunto de los polinomios reales’ de grado a lo sumo n, que
denotaremos por PP, o sea,

P, ={pn(t) =ao+art+---+a,t", ag,..,a, nimeros reales.},

donde definiremos la suma de dos polinomios y la multiplicacién por
un escalar de la siguiente forma:

p(t) =ap+art+ - +ant®, q(x) =by+bit+-- Fbyt"
(p+a)(t) :==p(t) +q(t) =(ag+ bo) + (a1 + b1)t + -+ (an + by)t",
(e p)(t) := ap(t) = (qap) + (aar)t + - - - + (aap)t".

Ademas, p, =0,siysélosiag=a; =--- =a, =0.

4. El conjunto delasfunciones continuas en el intervalo [a, b], que de-
notaremos por Cf,;, cuando la suma de dos funciones fy g y la
multiplicacién por un escalar « estan dadas por

(F+9)t) =) +9@), (a-f){):=a-[f)

Definicidn 4.1.2 Sea V un espacio vectorial. Diremos que un subconjunto
H C V de elementos de V es un subespacio vectorial de V si H es a su vez un
espacio vectorial respecto a las mismas operaciones suma “+” y multiplica-
cién “” que V.

IDe forma totalmente andloga se puede definir para el caso complejo.
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Ejemplos.

1. Dado un espacio vectorial V, son subespacios vectoriales “triviales”
los subespacios H = {0} (conjunto que tiene como tnico elemento,
el nulo) y H =V (el mismo espacio vectorial).

2. Para 'V = (., H = P, es un subespacio vectorial, para cualquier
n = 0,1, 2, ... entero no negativo.

3. ParaV =P,, H = [P, es un subespacio vectorial para todo k < n.

Ejercicio 4.1.3 Prueba que los espacio (> y (* (p >.1) de los ejemplos
3.1.11 y 3.1.12, respectivamente, son espacios vectoriales.

Que la suma = + y € (> es inmediato. Para el caso de /* se sigue de la
desigualdad de Minkowski (3.1.2). Para la multiplicacién por un escalar es
inmediato. Finalmente, se puede comprobar mediante un célculo directo
que en cada caso se cumplen las propiedades de la definicién 4.1.1. ]

Teorema 4.1.4 Un subconjunto H deelementos de V es un subespacio vec-
torial de V si y sélo si se cumple? que para todos x e v, vectores de H y
a, B € Kelvector w = ax + [y también es un vector de H.

La demostracion es inmediata de la definicidon de subespacio vectorial.

Definamos ahora la enveltura lineal span (vy,vs, ...,v,) de los vectores
v1, 3, ..., U, como el conjunto de todas las combinaciones lineales de dichos
vectores:

p
span (v, Vg, ..y Up) = Zakvk ar €K, k=1,2,...,p
k=1

Usando el teorema anterior se deduce el siguiente

Teorema 4.1.5 Dado un conjunto de vectores {vy, vy, ...,v,} de un espacio
vectorial V, el conjunto span (vy,vs, ..., v,) es un subespacio vectorial de V.
Dicho subespacio vectorial comuinmente se denomina subespacio generado
por los vectores vy, Vg, ..., Up.

2Usualmente se impone ademds que el elemento nulo de V pertenezca a H, pero eso
se deduce de la condiciéon w = ax + Sy € H tomando o = 3 = 0.
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82 Capitulo 4. Espacios normados y espacios de Banach

Conjuntos linealmente independientes. Bases.

Un conjunto de vectores vy, vy, ...,v, de un espacio vectorial V se
denomina linealmente independiente si la ecuacién vectorial

T101 + TV + - -+ + X0, =0,

tiene como unica solucion la trivial x; = - - - =2, = 0.

Un conjunto de vectores vy, vg, ..., v, se denomina linealmente depen-
diente si existen los valores 1, x9, - -, z,, no todos iguales a cero tales que
se verifique la ecuacion vectorial

T1V1 + TaVa + - -+ + xpv, = 0.

Se dice que un conjunto-infinito de vectores es linealmente indepen-
diente si cualquier subsistema finito del mismo es linealmente indepen-
diente. En caso contrario se dice que el sistema es dependiente.

Las siguientes propiedades se pueden verificar facilmente:

1. Un conjunto S = {vy,vs, ...,v,} de dos o mds vectores es linealmente
dependiente si y solo si al menos-uno de los vectores del conjunto es
combinacion lineal de los demds.

2. Un conjunto S = {vy, v, ..;, v} de dos o mds vectores de V con alguno
delos vectores v; = 0 (1 < < p) es necesariamente un conjunto de
vectores linealmente dependientes, o sea si alguno de los vectores de
S es el vector nulo entonces S es un conjunto de vectores linealmente
dependientes.

) 01 7y ) ) C .

3. Dos vectores de V son linealmente dependientes si y solo si son
proporcionales, es decir, si existe un numero real « tal que v = avy 0
Vo = QU1

Los vectores-linealmente independientes de un espacio vectorial jue-
gan un papel fundamental en el estudio de los sistemas lineales gracias a
la siguiente definicion:

Definicidén 4.1.6 Dado un subespacio vectorial H del espacio vectorial V
diremos que el conjunto de vectores B = {by,bs,....b,} de V es una base de
H st
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i) B es un conjunto de vectores linealmente independientes

i) H = span (by,bs,...,b,), 0 sea, B genera a todo H.

En particular si H coincide con V, entonces B es una base de todo el espacio
vectorial V.

Por ejemplo, si tomamos una matriz n.x n invertible, entonces sus co-
lumnas ay, ..., a,, son linealmente independientes y ademas se tiene que
R"™ = span (ay, ..., a,). Por tanto B =ay, ..., a,, €s una base de R". En parti-
cular, si A = I,,, la matriz identidad n x n, las columnas ¢, e, ..., e, de la
misma son una base de R" la cual se conoce como base candnica de R".

Otro ejemplo lo constituye el conjunto de vectores S = {1,¢,1?,...,t"}
del espacio vectorial IP,,. Es facil comprobar que dichos vectores son lineal-
mente independientes y.que span (1,t,¢%,..,t") = P,. S se conoce como
la base canédnica de P,,.

El siguiente teorema es de gran importancia en las aplicaciones.

Teorema 4.1.7. Si un espacio vectorial V tiene una base de n vectores B =
{b1,bs,...,b,}, entonces cualquier conjunto con mds de n vectores de V es
linealmente dependiente. Mds atin, si un espacio vectorial V tiene una base
de n vectores B = {by,bs, ..., by}, entonces cualquier otra base de V tendrd
que tener n vectores de V.

Por tanto el menor ntimero de vectores linealmente independientes
que generan un espacio vectorial es una propiedad intrinseca de dicho es-
pacio. Dicho ntimero se denomina dimension del espacio vectorial.

Un espacio vectorial es de dimensién finita n si V estd generado por
una base de n elementos, es decir si V = span (by,...,b,), donde B =
{b1, ..., b, } esuna base de V y lo escribiremos de la forma dim V' = n. En el
caso que V = {0} sea el espacio vectorial nulo, dim{0} = 0. Si V no puede
ser generado por una base finita de vectores, entonces diremos que V es
de dimension infinita y lo denotaremos por dim V' = oo.

Por ejemplo, dimR" = n, dimP,, = n + 1, dim Cj, ) = 0o y dim ¢ = oo.
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4.2. Espacios normados y de Banach

Definicion 4.2.1 Un espacio vectorial X se denomina espacio normado si
para todo x € X existe un numero real denominado norma, y que denotare-
mos por ||z||, que cumple con las condiciones

1. Para todo x € X, ||z|| > 0y si ||z|| = 0-entonces x = 0.
2. Paratodo x € Xy X € R, || \z|| = |Al]jz]],

3. Para todos x,y € X se tiene la desigualdad triangular

2 yll < ll=ll + llyll- (4.2.1)

Es evidente que si en un espacio normado X definimos la funcién p(z,y) =
||z — y||, esta satisface los.axiomas de la definicién 3.1.1, i.e., todo espacio
normado es un espacio métrico. La funcién p anterior se denomina métrica
inducida por la norma.

Definicion 4.2.2 Un espacio normado completo (en la métrica inducida por
la norma) se denomina espacio de Banach.

Ejemplo 4.2.3 X = R" (C"), es decir el espacio de las n-tuplas = = (x1, x2,
..., Zn)con la norma ||z|| =/ ,_; |zk|? es un espacio de Banach.

Ejercicio 4.2.4 Prueba que X = R" (C") con lanorma ||z| = (3_,_, |3:k|p)1/p,
p >1 es un espacio de Banach ¢Y con la norma ||z|| = maxg_1_, |xk|?

Ejemplo 4.2.5 Sea X = Cl,, es decir, el espacio de las funciones continuas

1/
definidas sobre el segmento [a, b] y definamos la norma || f|| = ( f; |f(x) |”> p,
p > 1. Este espacio es un espacio normado pero no de Banach (épor qué?).

Ejemplo 4.2.6 Sea X = Cl,, es decir, el espacio de las funciones continuas
definidas sobre el segmento [a, b]. Definamos la norma || f|| =méx,cq4| f ()|
Este espacio es un espacio de Banach.
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Ejemplo 4.2.7 Sea ahora X el espacio de todas las sucesiones v = (x1, xs,

. &y, ...) reales (o complejas) tales que Y - |zx’ < +oo con la norma
lz|l = O, |a:k|p)1/p, p > 1. Dicho espacio lo denotaremos por (¥ y es un
espacio de Banach.

Ejercicio 4.2.8 Decide si el espacio X de todas las sucesiones reales © =
(1,...,%p,...) acotadas con la métrica ||x|| = sup,cy ||, es un.espacio de
Banach.

Esta claro que todo espacio normado es un espacio métrico con la mé-
trica inducida por la norma. Una pregunta inmediata es si el reciproco
es cierto, es decir, si todo espacio métrico es normado. Para responder a
esta pregunta consideremos- el espacio X de todas las sucesiones reales

x = (r1,%2,...,%y,...) conlamétrica (ver ejemplo3.1.13)
p@y)=§il“iﬁ:ﬁi‘
’ = Y1+l

Esta métrica no puede ser inducida por ninguna norma ya que de ella
nunca podremos obtener la propiedad 2 de la norma. Una forma de verlo
es a partir del siguiente lema (cuya demostracién es inmediata a partir de
la definicién de norma):

Lema 4.2.9 Sea X un espacio normado. Entonces, la métrica p inducida por
la norma satisface las condiciones

1L p(x+2,y+2)=plz,y),
2. p(Az, Ay) = |A|p(@, y).

Los espacios normados son espacios métricos con la métrica p inducida
por la norma: p(x,y) = ||r — y|| y or tanto en ellos podemos definir la
convergencia de sucesiones, sucesiones de Cauchy, etc.. Ademas, al tener
una estructura algebraica podemos definir, entre otras cosas, las series:

Definicion 4.2.10 Dada una sucesion de elementos (z,,),, de un espacio nor-
mado X definiremos la sucesion de sumas parciales (s,),

n
sn:Zxk, Vn € N.
k=1
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Si s, converge (en norma) a cierto s € X, cuando n — oo, diremos que la
serie es convergente en X y s es su suma. Si converge la serie Y ,_, ||z,
diremos que la serie converge absolutamente.

Teorema 4.2.11 Sea X un espacio de Banach (normado y completo). En-
tonces toda serie absolutamente convergente es convergente.

El teorema anterior no es cierto si X no es completo. Como- ejercicio se
proponemos al lector que encuentre un contraejemplo.

Ejemplo 4.2.12 Prueba que si X es un espacio normado, entonces toda serie
absolutamente convergente es convergente si y solo si X es completo.

Definicidon 4.2.13 Sea X un espacio normado y sea M un subespacio vecto-
rial de X. Si M es un espacio.normado con la norma de X restringida a M
se dice que M es un subespacio de X. Si M es cerrado en X entonces se dice
que es un subespacio cerrado.

Definicion 4.2.14 Sea X un espacio normado. Sea (e,), una sucesion de
elementos de X tal que, para todo © € X, existe una unica sucesion de es-
calares (a,), tales que ||z — (aje; +--+ ane,)|| == 0. Dicha sucesion se
denomina base de Schauder.

Ejemplo 4.2.15 Sea X el espacio P de las sucesiones ysea (e, ), la sucesion
er, = 0,1, 1.e., la sucesion de vectores de (P con 1 en la posicion ky O en el
resto es una base de Schauder.

Proposicidn 4.2.16 Si un espacio normado X tiene una base de Schauder,
entonces es separable.

El reciproco no.es cierto en general. Enflo en 1973 encontré un espacio
de Banach, separable que no tiene ninguna base de Schauder.

Finalmente debemos mencionar que todo espacio normado se puede
completary convertirlo en un espacio de Banach. De hecho como conse-
cuencia directa del Teorema 3.5.25 se tiene el siguiente teorema:

Teorema 4.2.17 Sea (X, ||.|[) un espacio normado. Entonces existe un espa-

cio de Banach X y una isometria A de X en W C X, tal que W es denso en
X. Ademds, X es tinico excepto isometrias.
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4.3. Espacios normados de dimension finita
Comenzaremos con un lema técnico.

Lema 4.3.1 Sean n vectores cualesquiera xy, ..., x, linealmente indepen-
dientes de un espacio normado X. Entonces, existe un numero real ¢ > 0 tal
que cuales quiera sean los escalares oy, ...,

|larzy + - 4+ apxn || > cljoa| + - - + |anl): (4.3.1)
Como corolario tenemos el siguiente teorema de completitud:

Teorema 4.3.2 Todo subespacio M de dimension finita de un espacio nor-
mado es completo. En particular, todo espacio normado de dimension finita
es completo.

Corolario 4.3.3 Todo subespacio M de-dimension finita de un espacio de
normado (en particular de Banach) X es cerrado en X.

Ejemplo 4.3.4 Sean los vectores linealmente independientes z1, . .., z, € X,
X espacio normado y sea M = span(x1,22, - ,2,). M C X es de di-
mension finita y es cerrado. Ademds, la condicion de dimensidn finita es
esencial. Basta considerar el espacio Cfffu del ejemplo 4.2.6 y elegir M =
span (T, Ta, T, - - - ), donde @, := x,(t) = t"71, i.e., M es el espacio de todos
los polinomios de cualquier grado. M no es cerrado en C’[C(’fl] (épor qué?).

Definicion 4.3.5 Una norma || - || en un espacio vectorial X es equivalente
a otra norma || - ||’ si existen dos niimeros reales a, b positivos (a > 0, b > 0)
tales que para todo = € X

allz]” < [lz] < bl

Ejercicio 4.3.6 Prueba que toda sucesion de Cauchy en (X, || - ||) también lo
esen (X, | - "), y viceversa. {Qué consecuencia tiene esta propiedad?

Teorema 4.3.7 Sea X un espacio vectorial de dimension finita. Entonces
cualquier norma || - || en X es equivalente a cualquier otra norma || - || en X.
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Es decir, en cualquier espacio normado de dimensidn finita la convergen-
cia (o divergencia) de sucesiones es independiente de la norma.

Ya vimos en el apartado 3.5 que en un espacio métrico todo subcon-
junto compacto era cerrado y acotado (lema 3.5.7).y también vimos que
el reciproco no es cierto (ver también el problema 4.18). Esta afirmacion
obviamente es valida para los espacios normados al ser estos espacios mé-
tricos con la métrica inducida por la norma. Sin embargo, si el espacio
normado es de dimensién finita, entonces todo cerrado y acotado es nece-
sariamente compacto. Asi tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.3.8 En un espacio normado X de dimension finita, todo subcon-
junto M C X es compacto (ver la definicion 3.5.5) si'y sélo si es cerrado y
acotado.

4.4. Aplicaciones lineales

Gracias a la estructura algebraica de los espacios normados podemos
definir un caso particular de gran importancias de los operadores discuti-
das en el apartado 3.2: las aplicaciones lineales. Como alli D(7") denotard
el dominio dela aplicacién 7" e Z(7") la imagen de 7. Asumiremos que los
espacios X e Y son espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K (R o Z) y
que tenemos el operador A : D(T) C X — Y.

Definicién 4.4.1 Una aplicacién (operador) A : D(T') C X+ Y es lineal si

Va,p € K, Vz,yeD(T), T(az+ By) = oT(z) + ST (y).
Veamos algunos ejemplos de operadores lineales:

Ejemplo 4.4.2 El operador identidad I : X — X, y = [z = x para todo
reX

Ejemplo 4.4.3 El operador nulo © : X — Y, y = Ox = 0 para todo = € X.

Ejemplo 4.4.4 Sea P el espacio de los polinomios reales p(t) (o complejos)
de cualquier grado. Definamos el operador D : P — P, y(t) = Dp(t) = p'(t)
que denominaremos operador derivacion (o derivada).
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Ejemplo 4.4.5 El operador T : R" — R™, y = Tx = A -z, donde A
es una matriz n X m, x e y son los correspondientes vectores de R" y R™
respectivamente, y “-” denota la multiplicacion usual de matrices.

Ejemplo 4.4.6 Sea C|,y el espacio de las funciones continuas f(t). Defina-
mos el operador S : Cla ) — Clay), y(t) = Sf(t) = tf(t) que denominaremos
operador multiplicacion por t.

Definicidn 4.4.7 Llamaremos espacio nulo o niicleo de T'.al espacio N(T)
de todos los vectores x € D(T') tales que Tz = 0.

Teorema 4.4.8 Sea T : X — Y una aplicacion lineal. Entonces

1. Z(T') es un subespacio.vectorial de Y.
2. SidimD(T) = n < oo, entonces dimZ(T)) < n.

3. N(T) es un subespacio vectorial de D(T").

Una pregunta natural e importante que surge al estudiar los operado-
res lineales es saber cudndo existe el operador inverso. El siguiente resul-
tado responde a dicha cuestién:

Teorema 4.4.9 Sea T : X Y una aplicacion lineal con D(T) C Xy
Z(T)-c-Y. Entonces

1. Existe la aplicacion inversa T~' de T, siy s6lo si Tx = 0 implica x = 0.
2. Siexiste T, entonces T~" es lineal.

3. SiT esinvertibley diimD(T) = n < oo, entonces dim Z(7") =dim D(T)

= n.

Ejemplo 4.4.10 Sea T : X — Y una aplicacion lineal y supongamos que
dim X = n < oc. Entonces dim X = n = dim N (T") + dim Z(T)).

Ejercicio 4.4.11 Sea T : X — Y una aplicacién lineal y supongamos que
dimX = dimY = n < oo. Prueba que Z(T) = Y siy sélo si T~! existe.
Este resultado no es cierto para dimension infinita. Ayuda: Usa el resultado del
ejemplo anterior.
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Definicion 4.4.12 Sean X e Y dos espacios normados y sea el operador
T :D(T) +— Y lineal. T es acotado si existe ¢ > 0 tal que>

|Tz|| < c||z|, Vo € D(T). (4.4.1)

De lo anterior se sigue que si 1" es acotado, entonces para todo z # 0,
T

HII "”i” <c¢,  VreDT),r#0. (4.4.2)
xr

El menor valor de ¢ para el cual (4.4.1) se cumple lo denotaremos por || 7’|
y se denomina norma del operador lineal T'. Tomando supremos en z # 0
en (4.4.2) e infimos en ¢ tenemos

7]

sup < |7
zexX\{0} [l
De hecho se tiene que
IT|| = sup H al <~ ||T|| = sup ||Tz|. (4.4.3)
zexX\{0} || I lJz]|=1

Si T = 0 obviamente || 7| = 0. Ademads de (4.4.1), tomando infimos en
c se sigue que

HMI

Ejercicio 4.4.13 Prueba que efectivamente la cantidad ||T|| definida en (4.4.3)
es una norma, es decir se cumplen los axiomas de la definicion 4.2.1.

vy € X, <7l =Tyl < Tyl

Ejemplo 4.4.14 El operador I del ejemplo 4.4.2 es acotado y ||I|| = 1. El
operador © del ejemplo 4.4.3 es acotado y ||©] = 0. El operador D del
ejemplo 4.4.4 es no acotado. En efecto, escojamos el espacio Pen J = [0,1] e
introduzcamos la norma ||p|| = méaxc; [p(t)|- Como Dp(t) = p'(t), entonces
si escogemos la sucesion p,(t) = t", ||ps]| = 1, tenemos || Dp,| = n, luego
IDpxll/ ||lpn |l = n, que obviamente no es acotada. Finalmente, para el ejemplo
4.4.5 de las matrices, si usamos por ejemplo la norma ||z|| = (3 ;_; |ax|? )1/2

entonces
m n
Y az =1,

k=1 j=1

[Tz < cflzll,  c=

donde ay; son los elementos de la matriz A.

3Se sobrentiende que | z|| es la norma en Xy ||Tz|| es en Y.
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Ejercicio 4.4.15 Sea el espacio C};, de las funciones continuas con la nor-
ma del mdximo del Ejemplo 4.2.6. Sea x(t) € C[C;‘jb} y sean los los puntos
t1 <ty < --- < t, pertenecientes [a, b]. Definamos el funcional

n

[:Chy— R, f(z) = chm(tk), Cly...,Cn €R.

k=1

Prueba que f es lineal y acotado y que || fl| =1, := > ;_, |cxl-

Teorema 4.4.16 Toda aplicacién lineal T' : X — Y de un espacio normado
de dimension finita X en otro espacio normado cualquiera Y es acotada.

Para terminar este apartado probemos el siguiente teorema sobre apli-
caciones lineales continuas.

Teorema 4.4.17 Sea T': D(T) C X — Y una aplicacidn lineal de un espa-
cio normado X a otro espacio normado Y. Entonces

1. T es continuo si y solo si T es acotado.

2. Si T es continuo en algin x, € D(T'), T es continuo en D(T).

Nota 4.4.18 El teorema anterior nos indica que la acotacion y continuidad
para las aplicaciones lineales son equivalentes.

Sea L(X,Y) el espacio de todas las aplicaciones lineales de X en Y.
Definamos en dicho espacio la suma de dos aplicaciones A + B y la multi-
plicacién por un escalar A de la forma habitual:

Vee X, (A4 B)x = Az + By, (AM)x = \(Ax).

Con esta definicion es facil ver que £(X,Y) es un espacio lineal (el ele-
mento nulo de £(X,Y) es el operador nulo).

Sea B(X,Y) C L(X,Y) el subespacio de todas las aplicaciones lineales
acotadas (y por tanto, segun el teorema 4.4.17, continuas). Entonces, co-
mo consecuencia del ejercicio 4.4.13 se sigue que B(X,Y) es un espacio
normado.

Ejercicio 4.4.19 Prueba que si X es un espacio normado y Y es un espacio
de Banach, entonces B(X,Y) es un espacio de Banach.
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4.5. El teorema de Banach-Steinhaus

Para terminar este capitulo dedicado a los espacios normados vamos a
demostrar un resultado muy ttil para una sucesién de operadores lineales
y acotados: el teorema de Banach-Steinhaus.

Teorema 4.5.1 Sea (T,,), una sucesion* de.operadores lineales acotados T), :
X +— Y. de un espacio de Banach X a otro normado cualquiera Y tales que
la sucesion (||T,x||). es acotada para cada = € X, o sea, para cada z € X
existe un c, € R tal que, para todo n = 1,2, ... se tiene

Tzl < co. (4.5.1)

Entonces la sucesion de normas (||7,||). es acotada, es decir, existe un ¢ > 0
tal que, para todon = 1,2, ... se cumple

1Tl < e (4.5.2)
Nota 4.5.2 Este teorema se puede generalizar-a una familia de operadores

T, i € I, no teniendo que ser el conjunto de indices I numerable. Se deja
como ejercicio al lector que modifique la prueba para este caso.

Notese que la hipotesis (4.5.1).y la consecuencia (4.5.2) del Teorema
de Banach-Steinhaus se pueden cambiar por

sup || Tzl < 0o, Vo € X, y sup || T,] < oo,
neN neN
respectivamente, lo que explica que a este teorema se le suela denominar

Principio de acotacion uniforme, pues se obtiene una cota uniforme para la
sucesién de normas ||7,,|| a partir de las cotas puntuales ||7,,z||.

Ejercicio 4.5.3 Sea (T,,), una sucesion de operadores lineales acotados T, :
X — Y con X espacio de Banach. Prueba que si T,, es puntualmente con-
vergente a un operador T' (véase la Definicion 3.5.32) entonces la sucesion
(T},),, estd uniformemente acotada, i.e.,

de>0tal que Vn e N, ||T,]] <e¢,

y el operador T es lineal y acotado (continuo).

4Se asume nuevamente que todos los T}, tienen el mismo dominio D(T},).
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4.5.1. Aplicacion a las series de Fourier

Una aplicacién interesante del Teorema de Banach-Steinhaus tiene que
que ver con las series de Fourier.

Dada una funcién f(z) periddica de periodo 27 definiremos la serie
trigonométrica de Fourier por

Sf(x) = % + Z a, cos(nz) + by, sin(nx), (4.5.3)

n=1

donde los coeficientes vienen dados por las expresiones

1 2m 1 2
n = — f(x) cos(nz)dz, b, = — f(z)sin(nx)dz, (4.5.4)
n=20,1,2,...,asumiendo que las integrales existen. Una pregunta natural

es cuando, para cada® = € [0, 27), las sumas parciales de la serie de Fourier

S f(x) = % + Z a cos(kx) + by sin(kz), (4.5.5)
k=1

convergen, y, en ese caso, si S,f(x) — f(x) en cada x, es decir si hay

convergencia puntual. Nosotros nos ocuparemos de la primera cuestion.

Para la segunda el lector puede consultar, por ejemplo, [13, §18.2].

Por ejemplo, encontremos la serie de de Fourier la funcién f(x) = 1 si
0 <2 <my0sinm <x< 27 Un calculo directo nos da ay = 1,

1 2T 1 T 1 1_ _1 n
an =0, b,= —/ f(z)sinnz dr = —/ sinnrdr = = (#)
T Jo T Jo T n

Luego la serie de Fourier de f es
2 i sin(2k 4+ 1)z

T 2%k + 1

Sf( (4.5.6)

l\DI»—\

k=0

Usando el criterio de Abel-Dirichlet para series numéricas® se puede com-
probar que la serie anterior converge en todo punto de [0, 27) (de hecho
en todo R), incluido el punto de discontinuidad = = 1/2 donde toma el
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Figura 4.1: La funcidén discontinua f y las sumas parciales de su serie de
Fourier paran = 1,5,9.

valor 1/2 (ver figura 4.1) Es decir, para la convergencia de la serie de Fou-
rier, aunque esta no converja a la funcién en todo punto, no es necesaria
la continuidad de f. Resulta que tampoco es suficiente. Es decir, se tiene
el siguiente teorema:

Teorema 4.5.4 Existen funciones 2m-periddicas continuas cuyas series de
Fourier divergen en un punto x, dado.

Para probar el teorema anterior conviene recordar algunas de las pro-
piedades de las series de Fourier:
Sustituyendo las expresiones. (4.5.4) de los coeficientes a,, y b, de la
serie de Fourier en (4.5.5) obtenemos
1 [ NG
S (z) = — f@Ddﬁ—@ﬁ,l%@)=§+§:mdm% (4.5.7)
0 k=1
donde D, (z) es el nucleo de Dirichlet. Usando la identidad
2 cos(kz)sin z/2 = sin(k + 1/2)z — sin(z — 1/2)t,

y sumando de k= 1 hasta n obtenemos la siguiente expresién alternativa
para el nucleo de Dirichlet:

_ sin(n 4+ 1/2)z

1
Dn(0) =1+ = 5.
ysmifs 0 270 D@ =nt3 (4.5.8)

Dn(2)

SPor la periodicidad de f, y S, f(z), eso equivale a preguntarnos por la convergencia
en todo R.
%Ver, por ejemplo, [13, Proposicién 3 §16.2.3, pag. 376].
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Nétese que |D,(z)| <n+1/2.

Sin pérdida de generalidad podemos elegir como punto de divergen-
cia al punto z = 0. La idea es definir una sucesién (7,,), de funcionales
lineales” sobre C'

T.f = %/OQW f(t)Dn(t)dt

Nétese que T,,f = S, f(0). Asi, para probar el teorema basta probar que
T, es acotada para cada n y pero que la sucesién de normas. ||7,,|| no lo es.

4.6. Problemas

Problema 4.1 Prueba que los espacios R", R"*™, P, y Cy,; son espacios
vectoriales.

Problema 4.2 Prueba que para todos z; y de un espacio normado X se
cumple la desigualdad |||z| — ||ly||| < || = y||. Deduce de este resultado
que la norma || || X — [0, c0) es una aplicacién continua.

Problema 4.3 Prueba que el espacio (> de las sucesiones acotadas (x,,),
con la norma ||z|| = sup,ey || €s un espacio normado. Demuestra que
en este espacio el subespacio Y de las sucesiones con un numero finito
de términos no nulos no es cerrado (y por tanto no es completo) en (.
Ayuda: Usa la sucesién s, = (1,1/2,...,1/n,0,0,...) € Y y la sucesién = =
(1L,1/2,...,1/n,1/(n+ 1)) €Y.

Problema 4.4 Prueba que los operadores de los ejemplos 4.4.2-4.4.6 son
operadores lineales. Decide, usando distintas normas, si el operador del
ejemplo 4.4.6 es acotado.

Problema 4.5 Prueba que el operador 7' : Cgy — Cgj cony = Tx
definido por

y(t) = /0 (), 4.6.1)

7Un funcional lineal 7' no es mds que una aplicacién lineal 7' : X ~ R, de un espacio
normado X en R (o C) donde R se entiende como un espacio normado con la norma del
valor absoluto.
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con k(t, ) continua en el cuadrado [0, 1] x [0, 1] es lineal y acotado y que

T = K = max/ |k(t, T)|dT

te(0,1

Problema 4.6 Prueba que el operador T : L[0;1] — Ly cony = Tx
definido por (4.6.1) es lineal y acotado y que

1
I7] = méx / (e, 7\,

T€[0,1]
donde por L'[0, 1] denotamos el completamiento del conjunto de las fun-

ciones integrables en [0, 1], i.e., € L0, 1] si fo |z (t)|dt < +oo.

Problema 4.7 Prueba que el operador T : Lj,, = Cf, cony = Ta
definido por (4.6.1) es lineal y acotado y que

7]} = méx |k(, 7).

7,t€[0,1]

Problema 4.8 Prueba que el operador.T' @ Cf )y = Cfj, cony = Tx
definido por (4.6.1) es lineal y acotadoy que

1l
T < \// / |k(t, T)|2dtdT.
0..J0

En este caso no es sencillo encontrar la norma del operador en el caso
general.

Problema 4.9 Demuestra que el operador 7"del ejemplo 4.4.57 : R" —
R",y = Az, A € R"*" es acotado en los siguientes casos

1. T: Rl — R% (ver ejemplo 3.1.8). Prueba que en este caso

.....

.....
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3. T : R} — RY (ver ejemplo 3.1.7). Prueba que en este caso

n n
>3 et

1=1 k=1

17| <

Problema 4.10 Decide si el operador del ejemplo de las matrices 4.4.5 es
acotado si escogemos la norma ||z =", |a:k|p)1/p, p > 1.En caso de
que sea acotado da una estimacién de su norma.

Solucién: Este problema es similar al apartado 3 del problema 4.9.

Problema 4.11 Sea X un espacio normado y 7: D(T) € X — Y un
operador lineal y acotado. Prueba que si (z,), € D(T)y z, — = € D(T),
entonces T'z,, — Tx. Prueba ademas que el espacio nulo AN/ (T) es cerrado
en D(T'). Ayuda: Usa el teorema 4.4.17 y la proposicién 3.5.4.

Problema 4.12 Sean A, B dos operadores lineales y biyectivos A : X —
Y,y B:Y — Z,X,Y,Z espacios vectoriales. Entonces existe el operador 7'
inverso del operador BA: X — Z, T'= (BA)™' : Z— Xy T = (BA)™ =
A71BL,

Problema 4.13 Sean dos operadores A, B de X — X, X'espacio normado,
lineales y acotados. Prueba que ||AB|| < ||A||||B]|.- En particular, ||A"| <
[A[".

Problema 4.14 Sea B(X) el espacio de todas las aplicaciones lineales y
acotadas A : X — X, X espacio de Banach. Dadas dos aplicaciones lineales
A, B € B(X), definamos la aplicacién 7" : B(X) — B(X) por TX = AXB,
X € B(X). Prueba que el operador T es lineal y acotado (respecto a la
norma de operadores) y que ||T|| < || Al||B||-

Problema 4.15 Demuestra que no se puede prescindir de la condicién de
completitud de X en el Teorema de Banach-Steinhaus 4.5.1. Para ello con-
sidera un subespacio X C ¢ consistente en todos los z = (x1, za,...,2j,...)
tales que z; = 0 para todo j > J € N, es decir cada x tiene a lo mas las
primeras J coordenadas no nulas (la J puede depender de cada z). Sea
el operador (funcional) 7,,x = f,(z) = nz,. Probar que X no es completo
(ver problema 4.3), que |f,,(z)| estd acotado para cada n y todo z € X, y
que (||75||)» es no acotada.
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Problema 4.16 Usando el Teorema de Banach-Steinhaus prueba que si X
es un espacio de Banach, Y uno normado, 7}, € B(X,Y) y sup,, || 1.] = oo,
entonces existe un z, € X tal que sup, ||T,x0|| = oo. Dicho z, se suele
denominar como punto o vector de resonancia.

Problema 4.17 Sea un espacio normado Xy sea M C X un subespacio
cerrado de X distinto de X. Prueba que existe un vector y € X tal que,
paratodo z € M, ||y|| =1y |ly — || > 1/2.

Problema 4.18 Sea un espacio normado X de dimensién infinita. Prueba
que la esfera unidad S, i.e. el conjunto de los = € X tales que ||z| <1
no es un compacto®. Una consecuencia del este resultado es que si en
un espacio normado X la esfera unidad es compacta, entonces X es de
dimension finita. Ayuda: Usando el problema anterior construir una sucesion
de elementos (z,), € S tal que, para todos n # m €N, ||z, — x| > 1/2.

Teoremas, Proposiciones y Problemas para el examen

Teoremas principales: Teorema de Banach-Steinhaus 4.5.1.

Resultados importantes: 4.2.11, 4.2.12, 4.2.16, 4.3.1, 4.3.2,4.3.7, 4.3.8,
4.4.8,4.4.9,4.4.16,4.4.17, 4.4.19, 4.5.4, 4.18.

Problemas y ejercicios: Probar las afirmaciones de los siguientes ejem-
plos y ejercicios: 4.2.4, 4.2.5, 4.2.6, 4.2.7, 4.2.15, 4.3.6, 4.4.13, 4.4.14,
4.4.15, 4.5.3. Problemas: 4.2, 4.3,4.4,4.5,4.8,4.9,4.11,4.12,4.13, 4.14,
4.15,4.16, 4.17.

8En dimensién finita como la esfera unidad es cerrada y acotada, entonces es un
compacto.
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Capitulo 5

Espacios de Hilbert

5.1. Espacios euclideos y espacios de Hilbert

En adelante asumiremos que E es un espacio vectorial complejo, y por
z denotaremos al ‘complejo conjugado del nimero complejo z.

Definicion 5.1.1 Se dice que un espacio vectorial E sobre el cuerpo C es
un espacio euclideo! si dados dos elementos cualesquiera =,y € [ existe un
niimero denominado producto escalar y que denotaremos por (z,y) tal que

1. ‘Para todo x,y € E, (z,y) = (y, z).
2. Para todo x,y,z € B, (x +y,2) = (z,2) + {y, 2).
3. Para todo x,y € Ey A € C, (\z,y) = Xz, y)

4. Para todo x € E, x # 0, (z,x) > 0.y si (z,z) = 0, entonces x = 0.
Ejercicio 5.1.2 Prueba que, de la definicion anterior, se tiene que

1. Para todos x,y,z € E, (z,y + 2) = (z,y) + (z, 2).
2. Para todos x,y € Ey A € C, (z, \y) = Xz, y).

3. Para todo x € E, (x,0) = (0,z) = 0.

I'También suele ser denominado espacio prehilbertiano.

99
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4. Si(x,z) = (y, z) para todos los =z € E, entonces = = y.

Ejemplo 5.1.3 El ejemplo mds sencillo de espacio euclideo es el espacio C"
con el producto escalar estdndar: dados © = (x1, ..., %n), €y = (Y1, -, Yn)

k=1

Obviamente este es un espacio de dimension finita.

Ejemplo 5.1.4 El segunda ejemplo es (>, el espacio de las sucesiones (x,),
tales que > - |xx|* < oo, donde, dadas dos sucesiones © = (x1,a,. ..,

o)y €Y= (Y1,Y2s -+ s Yy - 4)

Nétese que de la desigualdad de Holder 3.7.3 se sigue que dicho producto
escalar esta bien definido.

Ejemplo 5.1.5 Nuestro tercer ejemplo es el espacio Cy,y (que denotaremos
por 0[2(1,1)]) de las funciones continuas en [a,b] cerrado y acotado con el si-
guiente producto escalar

(= / f(2)g(@)de. (5.1.1)

Una propiedad importante de los espacios-euclideos es la desigualdad
de Cauchy-Schwarz?

Teorema 5.1.6 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea E un espacio eu-
clideo. Entonces para todos f, g € E,

[ 912 < (f. F){g,9). (5.1.2)

Teorema 5.1.7 Todo espacio euclideo E es normado si en él definimos la

norma mediante la formula || f|| = /{/, f). Ademds, |(f, g)] < ][ - [lg]l

*Para los casos de C", ? y C|, ;) discutidos antes esta desigualdad no es mas que la
desigualdad de Holder.
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De lo anterior se sigue que todo espacio euclideo E es un espacio mé-
trico con la métrica inducida por el producto escalar mediante la férmula

p(z,y) = |lz -yl = v{z -y, —y).

Asi, por ejemplo, en C" tenemos que la norma inducida es ||z| =

n 9 b
V2o el en €, [zl = /320 |okl* yen Crayes || fI| = \/f, 1f (@)
Ademas, en cada caso la métrica inducida es la correspondiente a los ejem-
plos 3.1.5,3.1.12 (p = 2) y 3.1.10.(p.= 2) del capitulo 3, respectivamente.

Ejercicio 5.1.8 Prueba que, en la norma inducida por el producto escalar,

las operaciones adicion de vectores, multiplicacion por.un escalar y producto

escalar de vectores son continuas, i.e., St x, — T, Yp — YY @, — Q,
n—00 n— 00 n—o0

entonces T, + Y, — T +Y, Ty, — L, Y (Tn,yn) — (r,y).  Ayuda:

Para el ultimo escribe (x,,yn)— (x,y) = (Tp — 2, ¥ —Yn) + (T, Yn — ) + (Tn — T, Yn)

y usa la desigualdad de Cauchy-Schwarz (5.1.2).

Es facil probar (ver Ejercicio 5.1) que para todos z,y € [, la norma
inducida por el producto escalar cumple con la ley del paralelogramo:

la + 0l + fla — blI* = 2([lall* + [[b]*). (5.1.3)

De hecho se tiene la siguiente

Proposicién 5.1.9 Un espacio normado X real es euclideo si y sélo si para
todos x,y € E, se cumple la ley del paralelogramo (5.1.3).

La proposicion anterior nos dice que la ley del paralelogramo (5.1.3) ca-
racteriza los espacios euclideos. El caso complejo es algo méas complicado
de probar. La demostracién original se debe a P. Jordan y J. von Neuman
(Annals of Math. 36, 719-723)3 y se basa en probar que la cantidad

(Il +yll* = llz = ylI* + ill= + iyl* — ille — iy[|*)

] =

<:c,y> =

define un producto escalar en X complejo, lo cual dejamos como ejercicio
al lector.

3Ver el Teorema 11.1 pag. 244 de [9].
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Definicion 5.1.10 Un espacio euclideo E completo* se denomina espacio de
Hilbert y lo denotaremos por H.

Definicidn 5.1.11 Sea el sistema de vectores (¢, ), (finito o infinito) de un
espacio euclideo . Diremos que (¢,,)5° , es un sistema ortogonal dos a dos si
para todos n, m

<¢m¢m> = 5n,m”¢n”2- (5.1.4)

Si ademds ||¢,|| = 1 para todo n, se dice que el sistema es ortonormal.

Por ejemplo, el sistema de los vectores candnicos de C” (e;)}_,, defini-
do por

er =(1,0,0,...,0,0),

es = (0,1,0,...,0,0); 515

en = (0,0,0,...,0,1).
es un sistema ortonormal. Andlogamente, el sistema (e)}_,, definido por

er = (1,0,0,0,...),
er = (0,1,0,0,...),

en=(0,0,1,0...), (5.1.6)

es un sistema ortonormal de /2. Finalmente, el sistema de funciones {1} U
{sinnx,cosnx};2, es un sistema ortogonal dos a dos de C|_; ), i.e., del
espacio euclideo de las funciones continuas en [—, 7|, con el producto
escalar

(f,9)= ' f(x)g(z)dz.

Ejercicio 5.1.12 Prueba que si los vectores (no nulos) ¢1,..., ¢, de un es-
pacio euclideo son ortogonales, entonces son linealmente independientes.

*Es decir, un espacio E donde cualquier sucesién de Cauchy converge a un vector de
[E (en la métrica inducida por el producto escalar).
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Teorema 5.1.13 (Gram-Schmidt) En un espacio de Hilbert H de cualquier
conjunto de vectores linealmente independiente se puede construir un con-
junto de vectores ortonormales (ortogonales).

El proceso anterior se denomina proceso. de ortogonalizacion de Gram-
Schmidt. De lo anterior se sigue que, para cada n > 2 (11 = ¢1),

n—1 n—1
'&n = ¢n + Z Oén,k'&k = ¢n = z;n + Z ﬂn,k@zka
k=1 k=1

de donde se deduce que los subespacios generados por los vectores (¢,,),,

Y (¥n)n coinciden, i.e.. span(¢y...,¢,) = span(¢i;. .., ¢,) para todo p.
Ademds, se tiene la propiedad

(e, ) =0, Vh=1/.n—1 <= (o) =0, Vk=1,...n—1.
De hecho, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 5.1.14 Los vectores ortonormales ,, n > 1, se pueden calcular
mediante la siguiente expresion explicita:

(P1,01) AP1;¢2) - (d1,0n-1) 1

(P2, 01)« (P2, 02) -+ (P2, Pni1) Pa
det . . ) : :

g (OO (Onda) o (Gn60) 00 | (5.1.7)

n—12n

donde A, := Ay(¢y,...,¢,) para n > 1y denota al determinante de Gram
de los vectores ¢1;. . . , ¢, definido por (definiremos Ay := 1)

<¢17¢1> <¢17¢2> U <¢17¢n41> <¢1>¢n>

(P2, 01) (P2, 02) - (P2, Pn1) (P2, Pn)

A, =det (5.1.8)

B d) (Brba) o (b bunr) ()

Ademas, A, > 0, para todon > 1.
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104 Capitulo 5. Espacios de Hilbert

Ejercicio 5.1.15 Prueba que un conjunto de vectores ¢; € H de un espacio
euclideo, i = 1, ..., p, son linealmente independientes si.y solo si su determi-
nante de Gram

(P1,01) (P1,02) - (&1, Pp)

det <¢2i¢1> <¢21¢2> <¢2i¢p>

: R E
<¢p7¢1> <¢pa¢2> <¢p7¢p>

es distinto de cero.

Teorema 5.1.16 Si el espacio euclideo E es separable, entonces cualquier
sistema ortogonal (ortonormal) de E es numerable.

En adelante estudiaremos las propiedades de los espacios de Hilbert H
separables. Nétese que, en virtud del teorema anterior, en estos espacios
los sistemas ortogonales son numerables.

5.2. Espacios de Hilbert separables

En este apartado asumiremosque el espacio de Hilbert H es separable.

Definicién 5.2.1 Dado un vector x € H definiremos la serie de Fourier res-
pecto al sistema ortonormal (¢,,)>° , a la serie

§:= chgbn, (5.2.1)
n=1

donde los coeficientes vienen dados por las expresiones

cn =z, 0p), Vn>1. (5.2.2)

Teorema 5.2.2 Sea H el subespacio lineal de H generado por los vectores
ortonormales ¢y, ¢z ..., ¢, n € N, i.e., H = span(¢1,¢2...,¢,). Sea x €
H. Entonces,

n

. 2 = 2_2 2
min ||z — gf|" = [|«]] kl\ckl
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5.2. Espacios de Hilbert separables 105

donde ¢y son los coeficientes definidos en (5.2.2) y se.alcanza cuando q es la
suma parcial de la serie de Fourier (5.2.1)

q=sn= Y Cdp
k=1

Como corolario de lo anterior tenemos que para todo n € N
n oo
Iz = sallP = llz> = X leal =0 = Y lal <2, (5.2.3)
k=1 k=1

por lo que la serie "7, |cx|? converge (¢por qué?) , por tanto,

lim |c,| =0 = lm(z,¢r) = lim (¢, x) = 0. (5.2.4)
n—oo n—oo n—oo
La desigualdad (5.2.3) se conoce como desigualdad de Bessel. Note-
se que una condicion necesaria y suficiente para que la serie de Fourier
(5.2.1) converja a = (en. norma) es que

Iz =5 =0 & Jz)> =3l = e, )
k=1 k=1

Esta igualdad se conoce como igualdad de Parseval y es, en general, muy
complicada de comprobar.

Definicion 5.2.3 Se dice que un sistema de vectores linealmente indepen-
dientes (¢,), es completo>en X C H si para todo vector v € X C Hy
cualquiera sea e > ( existe una combinacion lineal

i = Zakqﬁk tal que |lxz —1,| <e.
k=1

En otras palabras cualquier vector x € X C H se puede aproximar en nor-
ma tanto como se quiera mediante alguna combinacidn finita de vectores
del sistema (¢, ),. O, equivalentemente, sea span (¢, ¢s...) el conjunto
de todas las combinaciones lineales finitas de (¢,),, entonces (¢,), es
completo en X C H si el conjunto span (¢4, ¢2,...) C X es denso en X. La
definicion anterior 5.2.3 es equivalente a decir que X es el menor subes-
pacio vectorial cerrado que contiene al conjunto ¢y, ¢o, ... ((¢,), genera
a todo X).

5También se suele denominar sistema total.
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106 Capitulo 5. Espacios de Hilbert

Definicidon 5.2.4 Un sistema ortogonal (ortonormal) completo de X C H se
denomina base ortogonal (ortonormal) de X C H.

Por ejemplo, los sistemas (e), definidos por (5.1.5) y (5.1.6) son bases
ortogonales completas de C" y /2, respectivamente.

Teorema 5.2.5 (De los sistemas completos) Sea H un espacio'de Hilbert
y sea el sistema ortonormal de vectores (¢,,)22 , de H. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. (¢n)n es completo en X C H.

&9}

2. Paratodox € XCH, z. = Z(m, Ok) Pk

k=1

3. Para todo x € X C H, se cumple la igualdad de Parseval
I = > Ko . (5.2.5)
k=1

4. Si (x, ¢y =0 paratodo k € N entonces x = 0.

Nota 5.2.6 La equivalencia entre 1.y 2, asi como las implicaciones 2 — 3 —
4, son también ciertas para espacios euclideos cualesquiera (no necesaria-
mente completos).

Del apartado 4 del Teorema 5.2.5 se sigue el siguiente corolario:

Corolario 5.2.7 Sea el sistema ortonormal completo (¢,), ¥ sean x,y €
X C H tales que {x,¢r) = (y, ¢x) para todo k € N, entonces x = y.

En otras palabras, dos elementos de H con iguales coeficientes de Fou-
rier son iguales, por tanto cualquier vector de H queda biunivocamente
determinado por sus coeficientes de Fourier.

Definicion 5.2.8 Se dice que un sistema ortonormal (¢y,), es cerrado en un
espacio euclideo E si para todo vector = € E se cumple la igualdad de Parseval

(5.2.5) Y02, Ha, on)|? = ||z
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5.2. Espacios de Hilbert separables 107

De la definicién anterior y el Teorema 5.2.5 se tiene que un un sistema
ortonormal (¢,), es completo en un espacio de Hilbert separable H si y
solo si (¢,,), es cerrado en H.

Teorema 5.2.9 Todo espacio de Hilbert H separable tiene una base ortonor-
mal.

El teorema anterior 5.2.9 se puede generalizar a cualquier espacio eu-
clideo separable (no necesariamente completo).

Como hemos visto, dado un z € H y un sistema ortonormal (¢,), € H
existen los coeficientes de Fourier de z en dicho sistema ortonormal. El
siguiente resultado es el reciproco de lo anterior.

Teorema 5.2.10 (Riesz-Fischer) Sea (¢,), un sistema ortonormal en un
espacio de Hilbert H y sean los nuimeros cy, ¢o, .+ ., Cy, ... tales que

oo
D lenl? < oo
n=1

Entonces, existe un elemento x € H cuyos coeficientes de Fourier son precisa-
mente los niimeros ¢, ¢y, ..., Cpy ...,y ademds

o0

Doleal =llzl® en = (00

n=1

De los teoremas 5.2.5,:5.2.9 y 5.2.10 se deduce que en un espacio de
Hilbert separable H a cada x € H le corresponde una serie de Fourier
cuyos coeficientes de Fourier estan biunivocamente determinados por z y
que ademads se corresponden con un unico vector de ¢. Eso nos conduce
a un resultado muy interesante pero para ello necesitamos de la siguiente
definicién previa:

Definicidon 5.2.11 Una aplicacion U entre dos espacios de Hilbert H y H*
se denomina unitaria si U es lineal, biyectiva y preserva el producto escalar,
.6
ie.,

(z,y) = (Uz,Uy) = (2", y")..
Los espacios H y H* son isomorfos si existe una aplicacion unitaria U : H
H* tal que * = Ux, donde x € Hy x* € H*.

6Se entiende que (-, -), denota el producto escalar en H* que no tiene por que ser el
mismo que en H.
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108 Capitulo 5. Espacios de Hilbert

Teorema 5.2.12 (del isomorfismo) Cualquier espacio de Hilbert separa-
ble H es isomorfo a C" o a (2.

5.2.1. El Teorema de la proyeccion ortogonal

Definicidn 5.2.13 Sea M C H un subespacio’ del espacio de Hilbert H.
Denominaremos complemento ortogonal de M, y lo denotaremos por M=, al
conjunto

M* ={z c H; (x;y)=0, Yy € M}.

Nétese que de la definicién anterior se sigue que M () M+ = {0}. Ademas,
si elegimos M = H], entonces H+ = {0}.

Ejercicio 5.2.14 Prueba que cualquiera sea M C H subespacio del espacio
de Hilbert H, M~ es un subespacio cerrado de E.

Noétese que al ser M+ cerrado, es completo (pues H es completo, ver
Teorema 3.5.14).

Teorema 5.2.15 Sea M C H un subespacio cerrado del espacio de Hilbert
H y M+ su complemento ortogonal. Entonces, todo vector x. € H admite una
tinica representacion de la forma x = y + y* donde y € M e y= € M*.

Si todo elemento de H.se puede escribir en la forma z = y + y* donde
y € M, M cerrado, e y- € M*, entonces se dice que M es suma directa
de My M+ y se escribe como

H=M®® M. (5.2.6)

Lo anterior nos permite reescribir el teorema 5.2.15 en una forma equi-
valente.

Teorema 5.2.15 Sea un espacio de Hilbert H y sea M C H un subespacio
cerrado del espacio de H. Entonces H se puede escribir como suma directa de
M y M+, ie., se tiene (5.2.6).

’Se entenderd, como el caso de los espacios normados que M es un subespacio lineal
de HL.
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Nétese que si en (5.2.6) elegimos M = H obtenemos que H = H &
H: = He {0}

Es fdcil ver que la nocién de suma directa se puede extender al caso de
un numero finito o contable de subespacios M, M, etc.

Estd claro que si z € M C H, entonces . M*, luego z € (M*)*y, por
tanto, M C (M*)*.

Ejercicio 5.2.16 Probar que si M es cerrado, entonces (M+)+ = M.

Si M es cerrado, entonces del teorema anterior 5.2.15 (ver (5.2.6)) se
sigue que (M+)+ = M.

Sea x € (M+)* cualquiera. Como M es cerrado entonces, por el teo-
rema anterior 5.2.15 (ver (5.2.6)) se tiene que r = y + y- con y €
M c (M)t yyt € M+, Pero, por otro lado, y* = 2 —y € (M4)*
(y € M C (M*+)1) de donde se sigue que y-L M1, o sea, (y*-,yt) = 0
(recuérdese que y*= € M1), i.e., y- = 0,luego 2 = y € M. Como z era
arbitrario, se tiene (M*)+ C M, de donde se sigue el resultado. ]

Teorema 5.2.17 (de la proyeccion ortogonal) Sea H un espacio de Hil-
bert y sea M . H un espacio generado por ciertos vectores linealmente in-
dependientes de H, i.e., M = span (vi,...,yp), y sea x un vector de H dado.
Entonces existe un tinico y € M tal que ||z —y|| < ||z —=m|| para todo m € M.
Ademds existe dicho y € M siy.sdlo si (x —y,m) =0, para todo m € M.

El teorema anterior nos dice que si buscamos el vector y mds cer-
cano a un vector z € H dado como combinacién lineal de los vectores
generadores de M = span (yi,...,Yp), i.€., Yy = > v_, QiYx, €ntonces el

min,,c ) ||* — m|| se alcanza cuando = —y es ortogonal a cada uno de los
v, 7 =1,...,p.Luego

p
k=1

Eso nos conduce al siguiente sistema de n ecuaciones con n incognitas:

p

Z(yjayk>aj = (z,yr), k=1,...,p. (5.2.7)

Jj=1

Prof. Renato Alvarez Nodarse Resumen de Analisis Funcional 2024



110 Capitulo 5. Espacios de Hilbert

La matriz de este sistema coincide con la matriz de Gram de los vectores
Y1, ...y, (ver el Teorema 5.1.13 y la discusién posterior). El sistema ante-
rior (5.2.7) se conoce como sistema normal. Nétese 'que el sistema anterior
tiene solucién (podemos encontrar los «;, ¢ = 1,...,p) si el determinan-
te de la matriz de Gram es distinto de cero. Pero dicho determinante es
distinto de cero si y solo si los vectores y;, i = 1,...,p son linealmente
independientes (ver ejercicio 5.1.15).

Tomemos ahora un = € H dado y sea ¢ = min,,ep ||z — m|| = ||z — y||.
Entonces

0* = |lz =yl = (z =y, 2~ y) = {z —y,2),
o equivalentemente

p
Zaj<yj>aj> + 52 = <$,.CE>
j=1

Juntando esta ultima ecuacion con sistema normal (5.2.7) obtenemos el
sistema lineal de p + 1 ecuaciones con p + 1'inedgnitas

Wi, - (Ypyn) O Qq (z, 1)
<yla.yp> e <yp>. yp) O a‘p - <x7.yp>
<y1,x> <yp7x> 1 5 <:L‘,$E>

Resolviendo el sistema anterior podemos encontrar no solo los coeficientes
oy, v por tanto el vector y, donde se alcanza el minimo min,,¢y ||z — m/||,
sino también el valor § del mismo. De hecho usando la regla de Cramer
obtenemos

52 _ Aerl(yl? cee 7yp7x)

Ap(yrs-- - Up)

donde A,,(vy, ..., vx) es el determinante de Gram de los vectores vy, . .., v
(5.1.8).

Como aplicacidén de lo anterior tenemos el siguiente:

Y

Ejercicio 5.2.18 Sean m numeros reales x1, ..., x,, y sea una matriz m xn,
W con n < m cuyas columnas son linealmente independientes. Encontrar el
vector z € R" tal que la norma euclidea || x— W z|| sea minima, i.e., queremos
encontrar el mejor estimador lineal de x € R™.

Otras aplicaciones interesantes se pueden encontrar en [7].
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5.2.2. El teorema de representacion de Riesz

Para terminar este capitulo demostraremos un teorema sobre funcio-
nales lineales acotados.

Definicidon 5.2.19 Un funcional lineal es una aplicacion lineal f : H — K
siendo K el conjunto C o R.

Teorema 5.2.20 (de representacion de Riesz) Cualquier funcional lineal
acotado sobre un espacio de Hilbert H, f : H — K, (Kes C o R) se puede
representar en términos de un producto escalar, i.e.,

f(x) = (2, 2), (5.2.8)

donde z depende de f y esta univocamente determinado por [ y su norma
satisface la ecuacion

121l = [17Ik (5.2.9)

Como veremos mads adelante, este teorema juega un papel esencial en
la teoria de operadores es espacios de Hilbert.

5.3. Problemas

Problema 5.1 Sea E un espacio euclideo y || - || la norma inducida por el
producto escalar. Prueba que para todos z,y € E,

byl + llz = wl* = 2][z1* + ly]1*).

Esta igualdad se suele denominar ley del paralelogramo.

Problema 5.2 Prueba que en el caso complejo un espacio normado es
euclideo si se tiene la ley del paralelogramo (5.1). Para ello hay que probar
que la cantidad

1 ) ) ) )
(z,y) = Z(Hx +yll? = lo — ylI> +illz +iyl|* — iz —iy|?)

define un producto escalar en X complejo.
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Problema 5.3 Usando el ejercicio 5.1 prueba que los espacios normados
RY, 7y Cf; » correspondientes al ejercicio 4.2.4 y los ejemplos 4.2.7 y
4.2.5 no son espacios euclideos salvo para p = 2.

Problema 5.4 Prueba que si dos elementos z e y de un espacio euclideo
son ortogonales, entonces

Iz +ylI* = [zl +Hyll*

La igualdad anterior es una generalizacién del teorema de Pitagoras.

Problema 5.5 Sea H un espacio de Hilbert separable. Prueba que cual-
quier subespacio cerrado M C H es a su vez un espacio de Hilbert. Ade-
mas, M tiene una base ortonormal.

Problema 5.6 A partir del teorema 5.2.15, prueba que todo sistema or-
togonal (¢, )_, en un espacio de Hilbert H separable se puede completar
hasta obtener una base ortogonal de H.

Problema 5.7 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea (¢, ),, una base
ortonormal completa de H. Prueba que para todos x,y € H, se tiene la
igualdad, también denominada igualdad de Parceval

o0

(2, yy =S (s 6) s G-

n=1

Problema 5.8 Sea Hun espacio de Hilbert separable y sea (¢,),, una base
ortonormal completa de H. Prueba, sin usar el teorema 5.2.5, que para
todo x € H, la serie

y=> (2,6,)¢n
n=1

converge, ¥ que el vector = — y es ortogonal a cada ¢,,, n > 1.

Problema 5.9 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea M C H. De-
finiremos como span (M) al conjunto de todas las combinaciones lineales
de vectores de M. Prueba que para todo M # (), V = span (M) es denso
en H si y solo si M+ = {0}.
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Problema 5.10 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea M < H.
Prueba que M es cerrado siy solo si M = (M*)*.

Problema 5.11 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea M C H un
subespacio cerrado de H. En este caso sabemos (ver (5.2.6)) que para
todo x € H existen unos unicos y € M yy* € M* tales que v =y + y .
Definamos el operador P : H — M mediante la férmula = — y = Pz. P
se denomina operador de proyeccién (o proyector ortogonal) de H sobre
M. Prueba que

1. P es lineal y acotado.
2. P(M*) =0.

3. P? = P. P = P (es idempotente).

Teoremas, Proposiciones y Problemas para el examen

Teoremas principales: De los sistemas completos 5.2.5, de la proyeccion
ortogonal 5.2.17, de representacién de Riesz 5.2.20.

Resultados importantes: Probar los siguientes teoremas: 5.1.6, 5.1.7,
5.1.13,5.1.16, 5.2.2, 5.2.9, 5.2.10, 5.2.12, 5.2.15,

Problemas y ejercicios: Probar las afirmaciones de los siguientes ejem-
plos y ejercicios: 5.1.2, 5.1.4, 5.1.8, 5.1.12, 5.1.15, 5.2.7, 5.2.14, 5.2.16.
Problemas: 5.1, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7, 5.9, 5.10, 5.11
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