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Sistemas de EDOs

Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
(SEDO) es un sistema de la forma

y]/.(X) = fl(X7y1ay2a v 7yn)7
Y£(X) = f2(X7y17y2a B 7Yn)7
yr/J(X) = fn(X7)/1,)/2, e ayn)v

donde y1,. ..y, son funciones de x desconocidas y fi, ... f, son
ciertas funciones conocidas.
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Sistemas de EDOs

Por comodidad vamos a usar la forma vectorial del sistema
anterior, o sea, vamos a denotar por Y, Y’y F son los vectores

y1(x) yi(X)
Yo = ¥2 EX) Y- yzfX) |
Yn(x) Ya(x)

ﬁ.(val).y2)' .. a.yn)

fXa 3 Y255 ¥n
Flx.Y) = 2(x, 1 Xz Yn)

fn(XaY1aY27 e 7.yn)
Usando lo anterior podemos reescribir el SEDO en la forma

vectorial J
&Y(x) =Y'(x)=F(x,Y).

Evidentemente que el caso n = 1 recuperamos las EDOs de primer
orden estudiadas con anterioridad.
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Sistemas de EDOs

Resolver el sistema
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Sistemas de EDOs

Resolver el sistema

{ Y1 =2xy1— %
Y5 =2xys +y1

Es evidente que el ejemplo anterior es un caso “atipicos” de
sistemas pues hay una ecuacién que sélo depende de una funcién
que nos permite encontrar la solucién y luego sustituirla en la
segunda.
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Sistemas de EDOs

Resolver el sistema

Es evidente que el ejemplo anterior es un caso “atipicos” de
sistemas pues hay una ecuacién que sélo depende de una funcién
que nos permite encontrar la solucién y luego sustituirla en la
segunda.

Nos restringiremos al estudio de los SEDOs lineales, es decir
cuando fi, k =1,...,n es una funcién lineal de la forma

fk(Xaylay27 s ayn) = Zakj(x)yj(x) + bk(X)7 k = 17 <., N
j=1
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Sistemas de EDOs

y1(x) = a11(x)y1(x) + ara(x)y2(x) + - - - + arnyn(x) + b1(x),
¥5(x) = a21(x)y1(x) + az2(x)y2(x) 4 - - - + a2nyn(x) + b2(x),

Vo) = am ()2 (%) + 2an2(x)y2(x) + - + ammyn(x) + bn(x).
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Sistemas de EDOs

y1(x) = ann(x)y1(x) + ar2(x)y2(x) + - - + anyn(x) + b1(x),

y3(x) = a21(x)y1(x) + az2(x)y2(x) + - - + a2nyn(x) + b2(x),

Ya(x) = an1(x)y1(x) + an2(x)y2(x) + - -+ + annyn(x) + bn(x).
El sistema anterior se puede escribir en forma matricial

Y'(x) = A(x)Y(x) + B(x),

allgxg a12EX§ 313§X§ e al,,(x) [;1(X)
Alx) = 321: X 322: X 323: X a?n B(x) = 2§X)
anl(x) am(x) an3(x) -+ ann(x) bn(x)

Cuando B(x) = 0: caso homogéneo.
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Breve repaso de Algebra lineal
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Espacios vectoriales

Definicion

Sea V' un conjunto de elementos sobre el cual estan definidas las
operaciones suma ‘4" de dos elementos x, y de V' y
multiplicacién “" de un escalar (nimero real) o por un elemento
de V. V es un espacio vectorial si
O Vx, y €V, el vector suma, w =x+y € V y se cumple que:
O xt+ty=y+x
@ (x+y)+tz=x+(y+2)
© Existe un elemento “nulo” de V/, tal que x +0 =0+ x = x
O Cualquiera sea el vector x de V, existe el elemento (—x)
“‘opuesto” a x, tal que x + (—x) = (=x) +x = 0.
Q Vx eV, el vectorw=a-x €V yse cumple que:
0 a-(x+y)=a-x+a-y
0 (a+f) x=a-x+p-x
0 a-(8-x)=(aB) - x
01l x=x
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Ejemplos de espacios vectoriales

© El conjunto de los vectores de R" cuando la suma de dos
vectores y la multiplicacién por un escalar es la estandard.

@ El conjunto R™*" de las matrices m x n cuando la suma de
dos matrices y la multiplicacién por un escalar es la estdndard.

© El conjunto P, de los polinomios de grado a lo sumo n

P, = {pn(t) = ao+a1 t+---+a,t", ao,...,an nlimeros reales.},
donde definimos
p(t)=ap+art+---+ant", q(x)=bo+bit+ -+ b,t"

(p+a)(t) = p(t) + q(t) = (a0 + bo) + (a1 + ba)t + - + (an + bn)t",

(a-p)(t) = ap(t) = (aap) + (aar)t + - - - + (ap)t".

Ademids, p, =0,siysbélosiag=a; =---=a, =0.
@ El conjunto Cj, ) de las funciones continuas en [a, b]
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Subespacios vectoriales

Definicidon

Sea V un espacio vectorial. Diremos que un subconjunto H de
elementos de V' es un subespacio vectorial de V' si H es a su vez
un espacio vectorial respecto a las mismas operaciones suma “+" y
multiplicacién “." que V.

Ejemplos.

@ Dado un espacio vectorial V/, son subespacios vectoriales
“triviales” los subespacios H = {0} (conjunto que tiene como
inico elemento, el nulo) y H = V (el mismo espacio
vectorial).

© Para V = (p, ), H =P, es un subespacio vectorial, para
cualquier n=0,1,2, ... entero.

© Para V =P,, H =P, es un subespacio vectorial para todo
k < n.
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Subespacios vectoriales

Teorema

Un subconjunto H de elementos de V' es un subespacio vectorial
de V si y sélo si se cumple que

@ Para todos x e y, vectores de H y o, B € R el vector
w = ax + By también es un vector de H.
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Subespacios vectoriales

Teorema

Un subconjunto H de elementos de V' es un subespacio vectorial
de V si y sélo si se cumple que

@ Para todos x e y, vectores de H y o, B € R el vector
w = ax + By también es un vector de H.

Al vector v = x1vi + XoVo + -+ - + XpVp,  X1,...,Xp € R,
se le denomina combinacién lineal de los vectores vy, vo, ..., vp.

Sea span (vi, v, ..., Vp) el conjunto de todas las combinaciones
lineales de los vectores vi, vo,..., v, € V
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Subespacios vectoriales

Teorema

Un subconjunto H de elementos de V' es un subespacio vectorial
de V si y sélo si se cumple que

@ Para todos x e y, vectores de H y o, B € R el vector
w = ax + By también es un vector de H.

Al vector v = x1vi + XoVo + -+ - + XpVp,  X1,...,Xp € R,
se le denomina combinacién lineal de los vectores vy, vo, ..., vp.

Sea span (vi, v, ..., Vp) el conjunto de todas las combinaciones
lineales de los vectores vi, vo,..., v, € V

Teorema

span (vi, Vo, ..., Vp) €s un subespacio vectorial de V.

Dicho subespacio vectorial comtinmente se denomina subespacio
generado por los vectores vi, va, ..., Vp.
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Conjuntos linealmente independientes

Definicién
Un conjunto de vectores vi, v, ..., v, de un espacio vectorial V' se
denomina linealmente independiente si /a ecuacién vectorial

Xivi+xovo + -+ xpvp =0, Xx1,X, - ,xp €ER

tiene como tnica solucion la trivial x; = --- = x, = 0.
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Conjuntos linealmente independientes

Definicidon

Un conjunto de vectores vi, v, ..., v, de un espacio vectorial V' se
denomina linealmente independiente si /a ecuacién vectorial

xivi +xovo+ -+ Xpvp =0, Xx1,X,--- ,xp €ER

tiene como tnica solucion la trivial x; = --- = x, = 0.

Definicidon

Un conjunto de vectores v1, va, ..., vp se denomina linealmente
dependiente si existen xi,x2, -+ ,Xp € R no todos iguales a cero
tales que se verifique la ecuacion vectorial

xivi +xva + -+ Xpvp = 0.
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Conjuntos linealmente independientes

Las siguientes propiedades se pueden verificar facilmente:

@ Un conjunto S = {vi, vo, ..., vp} de dos o mds vectores es
linealmente dependiente si y sélo si al menos uno de los
vectores del conjunto es combinacion lineal de los demas.

@ Un conjunto S = {vi, v2, ..., vp} de dos o mds vectores de V
con alguno de los vectores vi =0 (1 < i < p) es
necesariamente un conjunto de vectores linealmente
dependientes (;por qué?).

© Dos vectores vi y vo» de V son linealmente dependientes si y
sélo si son proporcionales, es decir, si existe un ndmero real o
tal que vi = avy, 0 vo = avg
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Importancias de los vectores li: Bases

Sea H un subespacio vectorial del espacio vectorial V. El conjunto
de vectores B = {by, by, ..., bp} de V es una base de H si

i) B es un conjunto de vectores linealmente independientes

i) H=span (b1, by, ..., bp), 0 sea, B genera a todo H.

En particular si H coincide con V/, entonces B es una base de todo
el espacio vectorial V.
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Importancias de los vectores li: Bases

Sea H un subespacio vectorial del espacio vectorial V. El conjunto
de vectores B = {by, by, ..., bp} de V es una base de H si

i) B es un conjunto de vectores linealmente independientes

i) H=span (b1, by, ..., bp), 0 sea, B genera a todo H.

En particular si H coincide con V/, entonces B es una base de todo
el espacio vectorial V.

Ejemplo 1: Las n columnas ay, ..., a, de una matriz invertible
n x n, son li y ademds R"” = span (ay, ..., ap). Por tanto
B = a1, ...,a, es una base de R". Si A = I,,, es la matriz identidad

n X n, las columnas ey, e, ..., e, de la misma son la base candnica
de R".
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Importancias de los vectores li: Bases

Sea H un subespacio vectorial del espacio vectorial V. El conjunto
de vectores B = {by, by, ..., bp} de V es una base de H si

i) B es un conjunto de vectores linealmente independientes

i) H=span (b1, by, ..., bp), 0 sea, B genera a todo H.

En particular si H coincide con V/, entonces B es una base de todo
el espacio vectorial V.

Ejemplo 1: Las n columnas ay, ..., a, de una matriz invertible

n x n, son li y ademds R"” = span (ay, ..., ap). Por tanto

B = a1, ...,a, es una base de R". Si A = I,,, es la matriz identidad
n X n, las columnas ey, e, ..., e, de la misma son la base candnica
de R".

Ejemplo 2: El conjunto de vectores S = {1,¢t,t2 ... t"} € P, es
li, ademds span (1,t,t2,...,t") = P,. Luego S es una base de P,
(candnica).
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Bases y dimension del espacio

Teorema

Si un espacio vectorial V' tiene una base de n vectores

B = {by, by, ..., by}, entonces cualquier conjunto con mds de n
vectores de V es linealmente dependiente. Ademds, si un espacio
vectorial V' tiene una base de n vectores B = {by, ..., by}, entonces
cualquier otra base de V' tendra que tener n vectores de V.
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Bases y dimension del espacio

Teorema

Si un espacio vectorial V' tiene una base de n vectores

B = {by, by, ..., by}, entonces cualquier conjunto con mds de n
vectores de V es linealmente dependiente. Ademds, si un espacio
vectorial V' tiene una base de n vectores B = {by, ..., by}, entonces
cualquier otra base de V' tendra que tener n vectores de V.

El menor nidmero de vectores linealmente independientes que
generan un espacio vectorial es una propiedad intrinseca de dicho
espacio y se denomina dimensién del espacio vectorial.
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Bases y dimension del espacio

Teorema

Si un espacio vectorial V' tiene una base de n vectores

B = {by, by, ..., by}, entonces cualquier conjunto con mds de n
vectores de V es linealmente dependiente. Ademds, si un espacio
vectorial V' tiene una base de n vectores B = {by, ..., by}, entonces
cualquier otra base de V' tendra que tener n vectores de V.

El menor nidmero de vectores linealmente independientes que
generan un espacio vectorial es una propiedad intrinseca de dicho
espacio y se denomina dimensién del espacio vectorial.

»Un espacio vectorial V' es de dimensién finita nsi V esta
generado por una base de n elementos en cuyo caso dim V = n.
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Bases y dimension del espacio

Teorema

Si un espacio vectorial V' tiene una base de n vectores

B = {by, by, ..., by}, entonces cualquier conjunto con mds de n
vectores de V es linealmente dependiente. Ademds, si un espacio
vectorial V' tiene una base de n vectores B = {by, ..., by}, entonces
cualquier otra base de V' tendra que tener n vectores de V.

El menor nidmero de vectores linealmente independientes que
generan un espacio vectorial es una propiedad intrinseca de dicho
espacio y se denomina dimensién del espacio vectorial.

»Un espacio vectorial V' es de dimensién finita nsi V esta
generado por una base de n elementos en cuyo caso dim V = n.

»El espacio nulo {0} tiene dimensién 0.
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Bases y dimension del espacio

Teorema

Si un espacio vectorial V' tiene una base de n vectores

B = {by, by, ..., by}, entonces cualquier conjunto con mds de n
vectores de V es linealmente dependiente. Ademds, si un espacio
vectorial V' tiene una base de n vectores B = {by, ..., by}, entonces
cualquier otra base de V' tendra que tener n vectores de V.

El menor nidmero de vectores linealmente independientes que
generan un espacio vectorial es una propiedad intrinseca de dicho
espacio y se denomina dimensién del espacio vectorial.

»Un espacio vectorial V' es de dimensién finita nsi V esta
generado por una base de n elementos en cuyo caso dim V = n.

»El espacio nulo {0} tiene dimensién 0.

»Si V no puede ser generado por una base finita, entonces V es
de dimensién infinita: dim V = oo.
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Bases y dimension del espacio

Teorema

Si un espacio vectorial V' tiene una base de n vectores

B = {by, by, ..., by}, entonces cualquier conjunto con mds de n
vectores de V es linealmente dependiente. Ademds, si un espacio
vectorial V' tiene una base de n vectores B = {by, ..., by}, entonces
cualquier otra base de V' tendra que tener n vectores de V.

El menor nidmero de vectores linealmente independientes que
generan un espacio vectorial es una propiedad intrinseca de dicho
espacio y se denomina dimensién del espacio vectorial.

»Un espacio vectorial V' es de dimensién finita nsi V esta
generado por una base de n elementos en cuyo caso dim V = n.

»El espacio nulo {0} tiene dimensién 0.

»Si V no puede ser generado por una base finita, entonces V es
de dimensién infinita: dim V = oo.

Ejemplos: dimR" = n, dmP, = n+ 1, dim (, 4 = oo.
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Autovalores y autovectores

Definicion

Sea A una matriz de n X n. Denominaremos al vector x de R",
autovector de A asociado al autovalor A, al vector no nulo x # 0,

tal que
Ax = Ax, x # 0.
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Autovalores y autovectores

Definicion

Sea A una matriz de n X n. Denominaremos al vector x de R",
autovector de A asociado al autovalor A, al vector no nulo x # 0,

tal que
Ax = Ax, x # 0.

Es facil comprobar que si x es un autovector asociado al autovalor
A, entonces el sistema

(A= XIl)x=0, dondel, esla matrizidentidad n x n,

tiene soluciones no triviales. Por tanto, dado un autovalor \ de A,
el conjunto de los autovectores asociados a A es un subespacio
vectorial de R”. Dicho espacio se denomina autoespacio de A
correspondiente al autovalor .
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Autovalores y autovectores

Teorema

Sea A una matriz de n X n que tiene p autovalores distintos
A1 # Ao # -+ # \p. Entonces los autovectores vi, vo, ..., Vp
asociados a los autovalores A1, A3, ..., \p son linealmente
independientes.
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Autovalores y autovectores

Teorema

Sea A una matriz de n X n que tiene p autovalores distintos
A1 # Ao # -+ # Xp. Entonces los autovectores vy, vo, ..., Vp
asociados a los autovalores A1, A3, ..., \p son linealmente
independientes.

Corolario

Si una matriz n X n tiene n autovalores distintos, entonces los
correspondientes autovectores forman una base de R”.
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Calculando los autovalores y autovectores

i Como calcular los autovalores?
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Calculando los autovalores y autovectores

i Como calcular los autovalores? Los autovalores A son tales que
Ax=Xx=0 < (A-AI)x=0

tiene soluciones no triviales.
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Calculando los autovalores y autovectores

i Como calcular los autovalores? Los autovalores A son tales que
Ax=Xx=0 & (A-X)x=0
tiene soluciones no triviales.
Pero un sistema homogéneo tiene soluciones no triviales si y sélo si
det(A— A1) =0. (*)

La ecuacidn anterior se denomina ecuacién caracteristica de A.
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Calculando los autovalores y autovectores

i Cémo calcular los autovalores? Los autovalores A son tales que
Ax=Xx=0 & (A-X)x=0
tiene soluciones no triviales.
Pero un sistema homogéneo tiene soluciones no triviales si y sélo si
det(A— A1) =0. (*)
La ecuacidn anterior se denomina ecuacién caracteristica de A.

Asi pues, un niimero A es un autovalor de la matriz Ade nx nsiy
sélo si A satisface la ecuacién caracteristica de A (*),
det(A— A1) =0.
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Calculando los autovalores y autovectores

i Cémo calcular los autovalores? Los autovalores A son tales que
Ax=Xx=0 & (A-X)x=0
tiene soluciones no triviales.
Pero un sistema homogéneo tiene soluciones no triviales si y sélo si
det(A— A1) =0. (*)
La ecuacidn anterior se denomina ecuacién caracteristica de A.

Asi pues, un niimero A es un autovalor de la matriz Ade nx nsiy
s6lo si A satisface la ecuacién caracteristica de A (*),
det(A— A1) =0.

Es facil ver que det(A — A /) es un polinomio de grado n en A. Por
lo que el polinomio p,(A) = det(A — A1) se le denomina polinomio
caracteristico de A.

Los autovalores de A seran las raices de dicho polinomio, i.e., A es
un autovalor de A si y sélo si p,(A) = 0.
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Diagonalizando matrices

Definicidén

Una matriz A de n x n es diagonalizable si existe una matriz P
invertible y una D diagonal, tales que A=P-D-P~! (AP = PD).
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Diagonalizando matrices

Una matriz A de n x n es diagonalizable si existe una matriz P
invertible y una D diagonal, tales que A=P-D-P~! (AP = PD).

Teorema

Una matriz A de n x n es diagonalizable si y sélo si A tiene n
autovectores li. Ademas, en este caso los elementos de la matrix
diagonal D son los autovalores de A y las columnas de P son los
correspondientes autovectores.

A\

Ejemplo: A = Cr; i) Los autovalores son A\ =6, Ao = -1y

los autovectores x; = <§) y Xp = <_11> =
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Diagonalizando matrices

Una matriz A de n x n es diagonalizable si existe una matriz P
invertible y una D diagonal, tales que A=P-D-P~! (AP = PD).

Teorema

Una matriz A de n x n es diagonalizable si y sélo si A tiene n
autovectores li. Ademas, en este caso los elementos de la matrix
diagonal D son los autovalores de A y las columnas de P son los
correspondientes autovectores.

A\

Ejemplo: A = <1 2). Los autovalores son A\1 =6, \p = —1vy

5 4

los autovectores x; = <§) y Xp = <_11> =

o= (3 2).
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Diagonalizando matrices

Una matriz A de n x n es diagonalizable si existe una matriz P
invertible y una D diagonal, tales que A=P-D-P~! (AP = PD).

Teorema

Una matriz A de n x n es diagonalizable si y sélo si A tiene n
autovectores li. Ademas, en este caso los elementos de la matrix
diagonal D son los autovalores de A y las columnas de P son los
correspondientes autovectores.

A\

Ejemplo: A = Cr; i) Los autovalores son A\ =6, Ao = -1y

los autovectores x; = <§) y Xp = <_11> =

(5 %)~ (2 )
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Diagonalizando matrices

Una matriz A de n x n es diagonalizable si existe una matriz P
invertible y una D diagonal, tales que A=P-D-P~! (AP = PD).

Teorema

Una matriz A de n x n es diagonalizable si y sélo si A tiene n
autovectores li. Ademas, en este caso los elementos de la matrix
diagonal D son los autovalores de A y las columnas de P son los
correspondientes autovectores.

A\

Ejemplo: A = Cr; i) Los autovalores son A\ =6, Ao = -1y

los autovectores x; = <§) y Xp = <_11> =

6 0 2 -1
o-(8 0). =2 ) = ap-po
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Potencia de una matriz

Si una matriz A es diagonalizable es sencillo calcular sus potencias:

A=P.D.-P! =
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Potencia de una matriz

Si una matriz A es diagonalizable es sencillo calcular sus potencias:

A=P.D-P' = A=P.-D-PYH-(P.-D-P1)=
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Potencia de una matriz

Si una matriz A es diagonalizable es sencillo calcular sus potencias:

A=P.D-P' = A=P.-D-PYH-(P.-D-P1)=
P.-D-(P1.-P)-D-P!=
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Potencia de una matriz

Si una matriz A es diagonalizable es sencillo calcular sus potencias:

A=P.D-P' = A=P.-D-PYH-(P.-D-P1)=
P.-D-(P1.-P).D-Pl=P.D-1-D-P1=pP.D?. P71
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Potencia de una matriz

Si una matriz A es diagonalizable es sencillo calcular sus potencias:

A=P.D-P' = A=P.-D-PYH-(P.-D-P1)=
P.-D-(PY-P)-D-Pt=P.-D-1-D-Pt=pP.D?. P}

En general A"=P.D". P—l
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Potencia de una matriz

Si una matriz A es diagonalizable es sencillo calcular sus potencias:
A=P.D-P' = A=P.-D-PYH-(P.-D-P1)=
P.-D-(PY-P)-D-Pt=P.-D-1-D-Pt=pP.D?. P}

En general A"=P.D". P—l

Ejemplo: A = (E_l) i) Calculemos A°.
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Potencia de una matriz

Si una matriz A es diagonalizable es sencillo calcular sus potencias:
A=P.D-P' = A=P.-D-PYH-(P.-D-P1)=
P.-D-(PY-P)-D-Pt=P.-D-1-D-Pt=pP.D?. P}

En general A"=P.D". P—l

Ejemplo: A = (E_l) i) Calculemos A°.

() () o6 )
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Potencia de una matriz

Si una matriz A es diagonalizable es sencillo calcular sus potencias:
A=P.D-P' = A=P.-D-PYH-(P.-D-P1)=
P-D-(PY.P).-D-P1=P.D-I-D-P1=pP.D%2.pP1

En general A"=P.D". P—l

Ejemplo: A = (E_l) i) Calculemos A°.

(7). () 0= )
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Potencia de una matriz

Si una matriz A es diagonalizable es sencillo calcular sus potencias:

A=P.D-P' = A=(P-D-PYH-(P-D-: P*):
P.-D-(P1.-P).D-Pl=P.D-1-D-P1=pP.D?. P71

En general A"=P.D". P—l

Ejemplo: A = (E_l) i) Calculemos A°.
(2 -1 1 ()7 17 (6 0
=5 1) P = (e ) =0 5):

5
5 5(6 0 1 (6 0 1
A _P<0 1) P =P (—1)8 P! =
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Potencia de una matriz

Si una matriz A es diagonalizable es sencillo calcular sus potencias:

A=P.D-P' = A=(P-D-PYH-(P-D-: P*):
P.-D-(P1.-P).D-Pl=P.D-1-D-P1=pP.D?. P71

En general A"=P.D". P—l

Ejemplo: A = (E_l) i) Calculemos A°.
(2 -1 1 ()7 17 (6 0
=5 1) P = (e ) =0 5):

5
6 0 6> 0 2221 2222
5 __ -1 _ -1 _
A _P<o 1> P _P<o (1)5>P - <5555 5554)'
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Sistemas de ecuaciones lineales con Maxima

Veamos ahora como trabajar con Maxima los sistemas de
ecuaciones lineales.
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