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Aplicaciones EDOs de 2o orden

Ejemplo

Vibraciones mecánicas
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mx ′′ + ax ′ + kx = F (x) =⇒ x ′′ + 2αx ′ + ω2x = f (t)

α =
a

2m
> 0, ω2 =

k

m
, f (t) =

F (t)

m
.

Condiciones iniciales x(0) = x0 y x ′(0) = v0.
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Aplicaciones EDOs de 2o orden

1. Si no hay fuerza externa ni rozamiento, o sea, f = 0 y α = 0.

x ′′ + ω2x = 0

y la solución general es x(t) = c1sen(ωt) + c2 cos(ωt) =⇒

x(t) = x0 cos(ωt)+
v0

ω
sen(ωt) =

√

x20 +
v20
ω2

cos(ωt−δ), δ = arctan

(

ωx0
v0

)

La solución es periódica con periodo T = 2π/ω por lo que el
movimiento se denomina movimiento armónico simple

t

x

El movimiento armónico simple.
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Aplicaciones EDOs de 2o orden

2. Supongamos que F = 0, x ′′(t) + 2αx ′(t) + ω2x(t) = 0 =⇒

x(t) = c1e
−αx+

√
α2−ω2x + c2e

−αx−
√
α2−ω2x β =

√

|α2 − ω2|
Tenemos que considerar tres casos:

2a. Caso sobreamortiguado: Si α > ω, entonces, llamando
β =

√
α2 − ω2 < α tenemos la solución

x(t) = c1e
−(α−β)t + c2e

−(α+β)t ,

que decrece exponencialmente a cero.

El movimiento sobreamortiguado. CI: x(0) = 1, x ′(0) = 0.
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Aplicaciones EDOs de 2o orden

2b. Si α = ω, entonces la solución es

x(t) = (c1t + c2)e
−αt ,

que también decrece exponencialmente a cero.

El movimiento sobreamortiguado. CI: x(0) = 1, x ′(0) = 0.
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Aplicaciones EDOs de 2o orden

2c. Caso amortiguado: α < ω =⇒

x(t) = e−αt [c1 cos(βt) + c2sen(βt)] ,

que decrece oscilando exponencialmente a cero

t

x

El movimiento amortiguado. CI: x(0) = 1, x ′(0) = 0.
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Aplicaciones EDOs de 2o orden

3. Veamos el caso de una fuerza periódica.

x ′′ + 2αx ′ + ω2x = f0 cos(Ωt).

x(t) = xh(t) + xp(t).

xh(t) es la solución general de la EDO homogénea.
xp(t) = ℜ[y(t)], con y solución de y ′′ + 2αy ′ + ω2y = f0e

iΩt .
Hacemos el cambio yp(t) = v(t)e iΩt y lo sustituimos en la EDO
para y =⇒

v ′′ + (2iΩ + 2α)v ′ + (ω2 − Ω2 + i2αΩ)v = f0 =⇒

v(t) =
f0

ω2 − Ω2 + i2αΩ
,

es una solución particular, por tanto

yp(t) =
f0e

iΩt

ω2 − Ω2 + i2αΩ
=⇒
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Aplicaciones EDOs de 2o orden

xp(t) = ℜ[yp] =
(ω2 − Ω2) cos(Ωt) + 2αΩsen(Ωt)

(ω2 − Ω2)2 + 4α2Ω2
f0, =⇒

x(t) = xh(t) +
(ω2 − Ω2) cos(Ωt) + 2αΩsen(Ωt)

(ω2 − Ω2)2 + 4α2Ω2
f0.

IMPORTANTE: En todos los casos xh(t) tiende exponencialmente
a cero por lo que si t es suficiente grande x(t) ≈ xp(t).

x(t) ≈ xp(t) =
f0

√

(ω2 − Ω2)2 + 4α2Ω2
cos(Ωt − δ),

δ = arctan

(

2αΩ

ω2 −Ω2

)

.
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Aplicaciones EDOs de 2o orden

w Frecuencia

Amplitud

Amplitud de las vibraciones forzadas: resonancia.

Como se ve en la fórmula anterior, las oscilaciones tienen una
amplitud que depende de la propia frecuencia de oscilación.
Obviamente para Ω = ω la amplitud es máxima, es decir cuando la
frecuencia Ω de la fuerza exterior es igual a ω —como ω sólo
depende de las caracteŕısticas de sistema, en este caso m y k , se
suele denominar frecuencia propia—.
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Aplicaciones EDOs de 2o orden

En la figura 11 representamos, usando la misma escala, las gráficas
de las posiciones del carro para diferentes valores de la frecuencia
externa (Ω = 2ω, Ω = 3/2ω y Ω = w).

t

x

t

x

t

x

Vibraciones forzadas.

¿Y si α = 0?
R. Álvarez-Nodarse Universidad de Sevilla Ampliación de Análisis Matemático



Aplicaciones EDOs de 2o orden

Si α = 0 (no hay rozamiento) la EDO es

x ′′ + ω2x = f0 cos(Ωt).

Si Ω 6= ω entonces simplemente tomamos el ĺımite cuando α → 0
en (9) que nos da,

x(t) = c1 cos(ωt) + c2sen(ωt) +
f0

ω2 − Ω2
cos(Ωt).

Si Ω = ω entonces la solución anterior no vale.
En este caso tenemos que resolver de nuevo la EDO:
Sustituimos yp(t) = v(t)e iωt en la EDO =⇒ v ′′ + 2iωv ′ = f0

vp(t) = f0t/(2iω) =⇒ xp(t) = ℜ
[

f0t

2iω
e iωt

]

=
f0t

2ω
sen(ωt)

x(t) = c1 cos(ωt) + c2sen(ωt) +
f0

2ω
tsen(ωt).
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Aplicaciones EDOs de 2o orden

x(t) = c1 cos(ωt) + c2sen(ωt) +
f0

ω2 − Ω2
cos(Ωt) Ω 6= ω

x(t) = c1 cos(ωt) + c2sen(ωt) +
f0

2ω
tsen(ωt)Ω = ω.

Si Ω = ω y t → ∞, la solución es no acotada pues f0t/(2ω) → ∞,
es decir tenemos un movimiento oscilatorio con frecuencia fija pero
con amplitud que aumenta linealmente con el tiempo.

t

x

Resonancia en un sistema sin rozamiento.
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Aplicaciones EDOs de 2o orden

El fenómeno de la resonancia es conocido desde hace muchos años
y es el causante de más de un desastre en sistemas mecánicos. Por
ejemplo, el 14 de abril de 1831, un grupo de soldados intentó
cruzar marchando en puente de Broughton (cerca de Manchester,
Inglaterra).

El puente de Broughton (reconstruido en 1905).

La fuerza periódica que ejercieron al marchar entro en resonancia
con la frecuencia propia del puente y este se vino abajo. A partir
de ese momento se prohibió a los soldados marchar cuando fuesen
a cruzar un puente.
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Aplicaciones EDOs de 2o orden

Otro famoso desastre fue el puente de Tacoma en el estado
norteamericano de Washington. Este puente se abrió al público el
1 de julio de 1940. Desde ese mismo dia, se observó que el puente
comenzaba a oscilar lo que lo convirtió en una atracción tuŕıstica

local.

El desastre del puente de Tacoma.
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Aplicaciones EDOs de 2o orden

7 de noviembre de 1940 las oscilaciones empezaron a hacerse
mayores y sobre las 10:00 am alcanzaban los 7 metros. ¡El puente
hab́ıa entrado en resonancia con el aire! terminó por derrumbarse
a las 11:10am.

El desastre del puente de Tacoma.
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Aplicaciones EDOs de 2o orden

Ejemplo

Vibraciones eléctricas

Consideremos ahora el circuito eléctrico:
L

R

U(t)

C

Sea q(t) la carga que hay en el capacitor en el momento de tiempo
t y i(t) = q′(t) la corriente, o sea, la carga por unidad de tiempo.
Entonces, la Ley de Kirchov nos da la siguiente ecuación para la
carga q(t):

U(t) = Li ′(t) + Ri + C−1q(t) ⇛ q′′ + 2rq′ + ω2q(t) = u(t)

donde r = R/(2L), ω2 = 1/(LC ) y u(t) = U(t)/L.
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Aplicaciones EDOs de 2o orden

Obviamente la EDO anterior es totalmente análoga a la EDO
anterior. En particular la solución general de ésta en el caso
cuando u(t) = u0 cos(Ωt) es

q(t) = qh(t) +
(ω2 − Ω2) cos(Ωt) + 2rΩsen(Ωt)

(ω2 − Ω2)2 + 4r2Ω2
u0,

donde

qh(t) =























c1e
−(α−β)t + c2e

−(α+β)t , r > ω

(c1t + c2)e
−αt , r = ω

e−αt [c1 cos(βt) + c2sen(βt)] , r < ω

siendo β =
√

|r2 − ω2|.
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Aplicaciones EDOs de 2o orden

Si Ω = ω =⇒ q(t) = c1 cos(ωt) + c2sen(ωt) +
u0

2ω
tsen(ωt).

Lo anterior nos indica que el análisis de un circuito RLC es análogo
al de un oscilador, en particular tendremos el mismo fenómeno de
resonancia cuando Ω ≈ ω.
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Aplicaciones EDOs de 2o orden

Ejemplo

Los osciladores acoplados
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En la figura vemos dos osciladores acoplados. Si no existiera k3
cada carro oscilaŕıa según la ley que hemos visto antes.
Llamemos x1 y x2 a los desplazamietos de la posición de equilibrio
de los carros m1 y m2 respectivamente, entonces la segunda Ley de
Newton nos da

m1x
′′
1 = −k1x1 + k3(x2 − x1) = −(k1 + k3)x1 + k3x2,

m2x
′′
2 = −k3(x2 − x1)− k2x2 = k3x1 − (k2 + k3)x2.
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Aplicaciones EDOs de orden superior a 2

Para resolver el problema vamos a despejar x2 en la primera
ecuación y sustituirla en la segunda. Eso nos conduce a la
siguiente EDO lineal de cuarto orden

x
(4)
1 +

(

k1+k3

m1
+

k2+k3

m2

)

x ′′1+

[(

k1+k3

m1

)(

k2+k3

m2

)

− k3

m1m2

]

x1 = 0.

Por simplicidad escojamos m1 = m2 y k1 = f2 = k3:

x
(4)
1 + 4ω2x ′′1 + 3ω4x1 = 0, ω2 =

k

m
.

La ecuación caracteŕıstica es

λ4 + 4ω2λ2 + 3ω4 = 0 =⇒ λ = ±
√
3ωi , ±ωi ,

de donde deducimos que la solución tiene la forma

x1(t) = c1 cos(
√
3ωt) + c2sen(

√
3ωt) + c3 cos(ωt) + c4sen(ωt)

= A1 cos(
√
3ωt − δ1) + A2 cos(ωt − δ2).
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Aplicaciones EDOs de orden superior a 2

Escojamos k = m = 1 de forma que ω = 1. Entonces

x1(t) = c1 cos(
√
3t) + c2sen(

√
3t) + c3 cos t + c4sent,

x2(t) = c1 cos t + c2sent − c3 cos(
√
3t) + c4sen(

√
3t).

Supongamos que x1(0) = 1, x ′1(0) = 0, x2(0) = 1 y x ′2(0) = 0,
entonces obtenemos

x1(t) = cos t x2(t) = cos t.

Caso x1(0) = 1, x ′1(0) = 0, x2(0) = 1 y x ′2(0) = 0.
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Aplicaciones EDOs de orden superior a 2

Si x1(0) = 1, x ′1(0) = 0, x2(0) = −1 y x ′2(0) = 0, tenemos

x1(t) = cos(
√
3t), x2(t) = − cos(

√
3t),

o sea, tenemos que las oscilaciones son con las frecuencias propias.

Caso x1(0) = 1, x ′1(0) = 0, x2(0) = −1 y x ′2(0) = 0.
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Aplicaciones EDOs de orden superior a 2

Pero si escogemos, por ejemplo, x1(0) = 1/2, x ′1(0) = 1,
x2(0) = −1 y x ′2(0) = 1/2, obtenemos

x1(t) =
− cos(t)

4
+

3 cos(
√
3 t)

4
+

3 sin(t)

4
+

sin(
√
3 t)

4
√
3

,

x2(t) =
− cos(t)

4
− 3 cos(

√
3 t)

4
+

3 sin(t)

4
− sin(

√
3 t)

4
√
3

.

Caso x1(0) = 1/2, x ′1(0) = 1, x2(0) = −1 y x ′2(0) = 1/2.

R. Álvarez-Nodarse Universidad de Sevilla Ampliación de Análisis Matemático


