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Resumen

En este pequeno trabajo discutiremos un modelo simplificado que permite
estimar a que distancia caen las bolitas de saliva que expulsamos al estornudar
o toser y asi poder determinar la distancia de seguridad apara evitar contagios
de enfermedades por este medio.

1. Motivacion

En estos dias de pandemia, entre las cuestiones que mas nos preocupan estan guar-
dar la distancia de seguridad y llevar mascarilla para evitar el contagio. Todo apunta
a que el hecho de que la poblacion general lleve mascarilla es més para evitar conta-
giar que para ser contagiado. En este sentido, uno de los informes més recientes de
la Organizacién Mundial de la Salud, concretamente el emitido el pasado dia 29 de
marzo [2], indica que es el personal sanitario quien estd mas expuesto al coronavirus,
debido a la proximidad fisica y la exposicién directa a las gotitas infectadas que los
pacientes pueden expulsar procedentes del tracto respiratorio. Es mas, en el infor-
me se presenta que hay que primar la disponibilidad de los equipos de protecciéon
individual (EPIs), incluidas las mascarillas, para el personal sanitario. El resto de
la poblacion sin duda ha de seguir extremando los procedimientos higiénicos como
lavarse las manos y desinfectar las superficies que puedan haber estado expuestas
al coronavirus. En una entrada anterior en este blog comentamos la estabilidad del
SARS-CoV-2 en diferentes superficies, y mostramos la utilidad del modelo maltu-
siano de crecimiento de poblaciones para calcular la vida media del virus en el acero,
el plastico, el cartén y el cobre. Ahora, vamos intentar justificar, sobre la base del
conocimiento biomédico y matematico, el por qué de la distancia de seguridad [1].

Es bien conocido que el tamano de las gotitas por las que se transmiten las infec-
ciones respiratorias es muy diverso, desde menos de un micrémetro hasta, por lo
general, alrededor de un milimetro [3, 4]. Segin su didmetro sea mayor o menor de
5 micréometros, se clasifican en dos grandes grupos. Las que se producen al hablar,
toser o estornudar casi todas son mayores de ese tamano y se denominan gotitas res-
piratorias. Las menores de 5 micrometros, denominadas aerosoles, suelen generarse
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por procedimientos a los que se somete a los pacientes, como intubarles y extubarles
en la ventilacion asistida, o por otras manipulaciones necesarias durante el trata-
miento en el hospital. Como dato curioso decir que, en su conjunto, se les conoce
como gotitas de Fliigge [5] desde finales del siglo XIX. En cuanto a su permanencia
en el aire, las gotitas respiratorias caen y se depositan en la superficie en muy pocos
segundos, por efecto de la gravedad, y a una distancia que no suele ser mayor a los
dos metros. Por el contrario, las de tipo aerosol pueden permanecer en el aire varias
horas y desplazarse a distancias muy superiores.

Si estornudamos en la calle o en el supermercado, estemos o no infectados por coro-
navirus, como poco provoca que nos miren mal. Afortunadamente, y en relacién con
el protegernos frente a la posible infeccién que pueda causar el estornudo, la inmen-
sa mayoria de las gotitas que se generan son mayores de 5 micrémetros, por lo que
podria ser suficiente el distanciamiento fisico como primera medida de seguridad, asi
como desinfectar las posibles superficies contaminadas y las de higiene basicas como
lavarse las manos con frecuencia. La fisica, con su lenguaje matematico, juega un
papel importante para describir y cuantificar el alcance de las gotitas del estornudo.
A continuacién presentamos un modelo sencillo que nos permite entender el por qué
de la distancia de seguridad de 1-2 metros.

2. Modelando la caida las las gotas de saliva

Vamos a modelar la caida de las gotas de saliva, desde la boca, tras un estornudo
o tos. Para un modelo realista deberiamos de tener en cuenta demasiados parame-
tros y fendémenos, asi que vamos a simplificar al méaximo el modelo. Existe mucha
bibliografia para modelar la caida de una gota de agua en el aire, especialmente de
gotas muy pequenas ya que, como hemos comentado, este problema esta asociado
a la transmisién de enfermedades infecciosas. Desde principios del siglo XX existen
numerosos estudios sobre el tema, como por ejemplo los trabajos de W.F. Wells. A
modo de ejemplo, en [6] Wells estudia como caen las gotitas pequenas (droplets) de
saliva al suelo haciendo notar que a lo largo de la caida hay un proceso de evapo-
racién, por lo que la gota pierde volumen y puede incluso llegar a convertirse en
una gota diminuta, del tamano del aerosol (droplet nuclei) que mencionamos antes.
Como veremos luego, esta suposicion influye notablemente en las predicciones.

El modelo consistira en asumir que, al estornudar o toser, simplemente expulsamos
gotitas y que dichas gotitas caen en el aire. Dado el tamano (y masa) de las mismas
no se puede despreciar la resistencia del aire, por lo que hemos de considerar que las
gotas caen en un fluido viscoso.

Asi que supondremos que:
» La gota (droplet) es esférica y no cambia su tamano y peso (no hay evapora-
cién).
= Asumiremos que se cumple la Ley de Stokes, que establece que la fuerza de

rozamiento es proporcional al didmetro de la gota y a la velocidad, y que actia
en direccion contraria al movimiento. Luego mejoraremos esta aproximacion.
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Figura 1: Esquema del movimiento de la gota de saliva.

Con estas suposiciones, y descomponiendo el movimiento de la gota en los ejes = e
y, tenemos las siguientes dos ecuaciones (ver el esquema):

d? d
m@y(t) =—mg — 37rnday(t), (1)
d? d
m@x(t) = —37r77daa:(t), (2)

donde m es la masa de la gota, g la aceleraciéon de la gravedad 7 es el coeficiente de
viscosidad del aire, y d es el didmetro de la gota. Como la masa de la gota no cambia
podemos calcularla a partir de la densidad ps de la saliva, que es esencialmente la
del agua, asi m = wpd> /6.

Como condiciones iniciales, supondremos que las gotas salen horizontalmente de la
boca con velocidad inicial vy, i.e., (ver foto)

YO =h w0)= Ty =0, w0)=0, w=TeO) =w @

Es decir, tenemos dos ecuaciones diferenciales que podemos resolver independiente-
mente una de la otra. La solucion es:
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donde o = 772] La primera ecuacién (4) nos permite encontrar el tiempo que tarda
p
una gota en caer y, conociendo dicho tiempo, podemos encontrar con la segunda
ecuacion (5) la distancia x. a la que cae. Para ello basta con disponer de las condi-

ciones iniciales, es decir, de la altura h y la velocidad inicial de salida de las gotas.

Antes de continuar, hagamos notar que si tomamos en (1)-(2) n = 0, es decir, que
no hay viscosidad lo que implica que a = 0, entonces obtenemos las ecuaciones de



Figura 2: Foto de los primeros milisegundos de una tos (izquierda) y un estornudo
(derecha). Tomado de [7].

tipo tiro parabdlico sin resistencia del aire, cuya solucién se puede obtener de (5)-(4)
tomando el limite o — 0

gt’
ye(t) = h — 5 ze(t) = vot. (6)
De lo anterior se sigue que, si no hubiese rozamiento, el tiempo total de la caida es
te = \/2h/g y, por lo tanto, el alcance de la gota seria x. = vot.. En el caso real,

cuando tenemos rozamiento, la situacién es mas complicada pues para encontrar el
tiempo que tarde la gota en caer hemos de resolver la ecuacién
hao?
e = — +1—at. (7)
g

que no es resoluble analiticamente. Asi que lo que haremos es encontrar la solucion
numérica de la ecuacién (7) anterior, lo que nos dara el tiempo de caida y, una vez
conocido el mismo, obtendremos la distancia usando (5). Nétese en cualquier caso
que si el tiempo de caida es muy largo, entonces la distancia a la que cae la gota sera
vo/ v, que solo depende de la velocidad inicial y del valor de viscosidad del medio a.

Las ecuaciones son sencillas, como se ve, asi que solo nos resta fijar los datos ini-
ciales. Para la altura podemos tomar por ejemplo 2 metros, pero no estéa claro cual
es la velocidad inicial. Hemos encontrado articulos y documentos médicos en los
que se afirma (sin ninguna referencia experimental) que en un estornudo las gotas
pueden salir a una velocidad de hasta 45-50 m/s (unos 180 km/h), valores que nos
parecen excesivamente elevados. Afortunadamente, en el ano 2014, un equipo del
MIT (Massachusetts Institute of Technology) liderado por Lydia Bourouiba estudié
meticulosamente el problema. Entre los muchos procedimientos que hicieron Bou-
rouiba y su equipo se encontraba el filmar, a camara lenta, toses y estornudos. Dichas
peliculas son impresionantes y se pueden ver en la red (desde su web personal por
ejemplo).

En [7] se muestran dichos resultados. En el apartado 4 del articulo titulado “Anatomy
of sneeze ejecta” (Anatomia de eyeccién de un estornudo) podemos encontrar mu-
chos datos. La velocidad de salida depende de si son gotitas o filamentos (estos
ultimos son mas complicados de tratar y los estudian en varios trabajos). Del anali-
sis detallado de los videos, Bourouiba y su equipo encuentran que el tamano de las
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gotitas oscila entre los 160 micrémetros y 1 mm de diametro, y salen a una velocidad
de unos 14 m/s (aproximadamente 50 km/h). Hay que decir que anteriormente al
trabajo de Bourouiba el tamano de las gotitas se habia estudiado extensivamente
usando distintas técnicas (ver por ejemplo [3, 4]) y los resultados concuerdan con
los experimentos posteriores del equipo del MIT.

En esta entrada usaremos los datos experimentales de [7].

Si fijamos los valores g = 9,8m/82, h=2mywvy =14 m/s, y en el caso de que no
hubiese rozamiento (o sea, si 7 = 0 y por tanto o = 0), las ecuaciones (6) nos dicen
que las gotas caen en 0,64 segundos y que recorren una distancia de 8,94 metros,
independientemente del tamano de la gota.

Vamos a ver que ocurre si tenemos en cuenta el rozamiento del aire. Para el coeficien-
te de viscosidad del aire tomaremos su valor a 25°C que es n = 1,85 - 10_5N-s/m2,
y asumiremos, como ya dijimos, que la densidad de la saliva ps = 1000kg/ m®, es la
densidad del agua.
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Figura 3: Trayectoria de una gotita de 160 micrémetros (azul) y de 1 milimetro
(negra) usando la aproximacién (1)—(2) comparada con la de un proyectil que cae
sin rozamiento (en rojo)

Caso 1. Gotas de 160 micrémetros de didmetro.

Como d = 1,6 - 107* m, entonces o = 13. Resolviendo la ecuacién (7) tenemos que
la gota tarda en caer 2,73 segundos; sustituyendo en la ecuacién (5), obtenemos que
la gota cae a 1,08 metros, lo cual coincide con la distancia maxima a la que puede
caer la gota ya que, como vimos, dicha distancia para un tiempo de caida muy largo
es vp/a (nétese que el valor tan grande del coeficiente o hace que el valor de la
exponencial sea practicamente cero incluso para intervalo de tiempo cortos).

Caso 2. Gotas de 1000 micrémetros (1 milimetro) de diametro.



En este caso a = 0,333, asi que la gota tarda en caer 0,66 segundos y recorre
8,32 metros. Si lo comparamos con el valor obtenido sin rozamiento se ve que es
bastante parecido. Es decir, efectivamente segin este modelo hay gotas que llegan
a sobrepasar los 8 metros como evidenciaba el video del equipo del MIT.

Caso 3. El andlisis de los experimentos que se llevaron a cabo en [4] mostraba
que el tamano de la mayoria de las gotitas era de alrededor 100 micrémetros y un
milimetro, respectivamente. Si como dato de nuestro modelo usamos que el didmetro
de las gotas es de 100 micrémetros, entonces a = 33,3 por lo que el tiempo de caida
es 6,83 segundos y el alcance es de 42 centimetros.

Los resultados del modelo estan representados en la figura °reffig:160-3s.

Esta claro que el modelo anterior es demasiado simple, pues la suposicion de que la
fuerza de rozamiento sigue la Ley de Stoke es cierta sdlo si el nimero de Reynolds
L, vd
Re = P ,
Ui
es mucho méds pequeno que la unidad, donde p, = 1,29 kg/m? es la densidad del
aire y v = /v2 + v2. En general la fuerza de rozamiento es igual a

F = (”d;p“) Ca(v)od, (8)

r

donde el coeficiente de arrastre Cy se puede expresar como [8, 9]:

2
24
c, <1+ \/Re) ,

" Re 5

siendo la constante dy = 9,06. Considerando las componentes x e y de la fuerza (8),
las ecuaciones que describen el movimiento del tiro parabdlico serian:

dv, (wd;pa> Clu(v)vvs, 9)

"
dv 7d?p,
md_ty =—mg — ( A ) Ca(v)vvy, (10)

donde v, = dx/dt, v, = dy/dt y v = \/v2 + v2.

Estas ecuaciones son no lineales y no son resolubles analiticamente. Tomando como
condiciones iniciales las relaciones (3), la resolucién numérica del sistema (9)-(10)
estd representada en la figura 4, donde se muestra la trayectoria de la particula. En
este caso concreto hemos obtenido que el tiempo de vuelo es igual a 4,2 s y el alcance
maximo es de 32 cm para las gotas de 160 um. Si las gotas son més grandes y su
didmetro es d = 1 mm, entonces caen mas rapido t, = 0,9 s, sin embargo su alcance
es mayor 3,45 m. Finalmente, para las gotitas de 100 um se obtiene un tiempo de
vuelo de 8,9 s y una distancia de apenas 14 cm.

Para concluir este apartado incluimos en la figura 5 dos gréaficas que muestran como
varian el tiempo de caida y la distancia alcanzada en funcion del diametro de la
gota.



Droplet trajectory
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Figura 4: Trayectoria de una gotita de 160 micrémetros (azul) y de 1 milimetro
(negra) usando la aproximacién (9)—(10) comparada con la de un proyectil que cae
sin rozamiento (en rojo)

3. Discusion

Con unos modelos tan sencillos como los aqui propuestos, podemos estimar la dis-
tancia a la que se desplazan las gotitas respiratorias cuando son expulsadas al toser
o al estornudar. Los resultados obtenidos estan en concordancia con las indicaciones
que, en estos tiempos de pandemia, nos estan recomendando: mantener una distan-
cia de seguridad de entre 1 y 2 metros, y taparnos la boca cuando estornudamos o
tosamos para impedir que las mas grandes alcancen mayores distancias.

Desde un punto de vista formal, nos surge la pregunta natural de qué ocurre si
tenemos en cuenta la evaporacion (ver [6]). En este caso, en el modelo se deberia
de incluir la variacion de la masa de la gota con el tiempo, lo cual complicaria los
calculos. Otra cuestién que nos podemos plantear es: ;jy si el tamano de la gota es
mucho més pequenio? Si el didmetro es muy pequeno (consideraremos que en este
grupo se encuentran los aerosoles, con didmetro inferior a 5 micrometros), entonces
las gotitas dejan de ser, en relacién con el aire, particulas microscépicas y pasan a
convertirse en particulas con un comportamiento browniano, lo que hace mucho méas
complicado el analisis.

En el caso de los aerosoles, el comportamiento browniano permite que las particu-
las puedan mantenerse en suspensién durante mucho tiempo y, asi, desplazarse a
grandes distancias por corrientes de aire. Este hecho es importante, ya que se cono-
cen enfermedades infecciosas que se propagan por aire, incluso a grandes distancias,
debido al desplazamiento de los gérmenes (virus o bacterias) en gotitas de saliva
tipo aerosol, y asi infectar a otros individuos. Normalmente, ni los estornudos ni las
toses generan aerosoles (las gotitas brownianas) en cantidad suficiente, y los expe-
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(o]
[

B Distancia con resistencia del aire .
/ | Dis‘,tanc‘ia sin‘ resi§tenc‘ia de‘l aire‘ e

Distancia recorrida en metros
O P N W Hh 01 OO0 N ©
[

05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
didmetro en mm

Tiempo de caida vs diametro

e tiempo con resistencia del aire
tiempo sin resistencia del aire ------

I
./..ooo o0

tiempo de caida en segundos
P N W b 01 O N 0O O
P

e mee a2 0_8_° o e _o_p_9_9__ e _a_e_ea_0_>»

\ \ \ \ \
0 1 2 3 4 5

didmetro en milimetros

Figura 5: Distancia recorrida (arriba) y tiempo de caida (debajo) en funcién del
didmetro de la gota.

rimentos recientes (tal y como se informa en [2]) indican que el SARS-CoV-2 no
tiene capacidad suficiente para infectar a través del aire; no asi la tuberculosis, por
ejemplo, que si que se trasmite en gotas aerolizadas cuyo tamano es inferior a los
cinco micrémetros, y que tiene una dosis infectante minima (nimero de microorga-
nismos necesarios para causar la enfermedad) muy baja, de menos de 10 bacilos por
inhalacién.

Los resultados obtenidos aqui muestran unas distancias tedricas estimadas que nos
ayudan a entender las medidas de seguridad referentes tanto al distanciamiento fisico
como a la proteccion con mascarilla. Estas medidas tratan de evitar que los virus



que salen de las vias respiratorias de una persona infectada, por ejemplo debido a
un estornudo, lleguen directamente a otra persona. No obstante, hemos de tener
en cuenta que, de modo general, cuando un afectado tose o estornuda la distancia
de alcance de las gotitas respiratorias suele ser sobre la superficie mas proxima, la
cual normalmente se encuentra a una distancia incluso menor que cualquiera de
las obtenidas con nuestros modelos. Asi pues, no debemos olvidar desinfectar las
superficies que puedan haber estado expuestas al coronavirus, por ejemplo como
comentamos en [10] y, por supuesto, lavarnos bien las manos y con frecuencia.

Nota de los autores: El programa realizado con MAXIMA se puede descargar
desde la web: https://euler.us.es/ renato/papers/otras/falling.zip
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